Diskrétni matematika: Kongruence, modulo pHabala 2023

DMA Prednaska — Kongruence, poéitani modulo

Definice.
Necht n € N. Rekneme, Ze &isla a,b € Z jsou kongruentni modulo n, znac¢eno a = b (mod n), jestlize n | (a —b).

Véta.

Necht n € N. Pro éisla a,b € Z jsou nésledujici podminky ekvivalentni:
(i) a =b (mod n),

(ii) existuje k € Z takové, ze a = b+ kn,

(iii) @ mod n = b mod n, tj. jsou si rovny zbytky po déleni ¢islem n.

Fakt.

Necht n € N. Pak plati:

(i) Pro kazdé a € Z je a = a (mod n).

(ii) Pro kazdé a,b € Z plati, ze a = b (mod n) je ekvivalentni s b = a (mod n).

(iii) Pro kazdé a,b, c € Z plati, Ze jestlize a = b (mod n) a b = ¢ (mod n), pak také a = ¢ (mod n).

Fakt.
Necht n € N, uvazujme a € Z. Jestlize r = a mod n, tedy r je zbytek po déleni a éislem n, pak a =r (mod n).

Véta.

Necht n € N, uvazujme a, b, u,v € Z takové, ze a = u (mod n) a b =v (mod n). Pak plati nasledujici:
(i) a+b=u+v (mod n);

(i) a —b=u—v (mod n);

(iii) ab = wv (mod n).
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Definice.
Necht n € N.
Uvazujme a € Z. Rekneme, Ze = € Z je inverzni &islo k a modulo n, jestlize a -z =1 (mod n).

Véta.
Necht n € N. Pro a € Z existuje inverzni ¢islo modulo n pravé tehdy, kdyz ged(a,n) = 1.

Véta.
Necht n € N. Predpoklddejme, Ze a,z € Z a x je inverzni ¢islo k a modulo n. Pak y € Z je inverzni ¢islo k a
modulo n pravé tehdy, kdyz y = x (mod n).

Véta.

Necht n € N, uvazujme a,u € Z takové, ze a = u (mod n). Pak pro véechna k € N plati a* = u*

(mod n).

Véta. (mald Fermatova véta)
Necht n € N je prvocislo. Je-li a € Z nesoudélné s n, pak plati a”~* =1 (mod n).
Pro kazdé a € Z plati a™ = a (mod n).
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Definice.
Necht n € N. Symbolem Z,, zna¢ime mnozinu {0,1,2,... ,n — 1} spolu s nasledujicimi operacemi:
Pro v8echna a, b € Z,, definujeme

a®b=(a+b)modn,
a®b=(a-b)modn.

Véta.

Necht n € N. Pro libovolné a, b, ¢ € Z,, plati nasledujici:
(i)adb=bda (komutativita);
(ii)a®d(b®dc)=(a®b)®c (asociativita);

(iii) a®0=0®a=a; (nulovy/neutralni prvek);
(iv)a®@b=b®a (komutativita);
V)a®(boc)=(a®b) ®c (asociativita);
(vija®l=10a=a; (jednotkovy prvek);

(Vi) a©0 =00 a = 0;

(vii) a® (b®¢) =(a®b)® (a®c) (distributivni zakon).

Definice.

Uvazujme n € N.

Necht a € Z,,. Rekneme, Ze b € Z, je inverzni prvek k a v Z,, jestlize a ©b = 1v Z,.

Pokud takovyto prvek b existuje, pak jej znac¢ime b = a~! a fekneme, ze a je invertibilni v Z,,.

Véta.
Necht n € N, a € Z,,. Inverzni prvek a~! v Z, existuje pravé tehdy, kdyz ged(a,n) = 1. Pokud existuje, tak je
tento prvek jediny.
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Algoritmus pro hledéni inverzniho prvku k a v Z,.

0. Jestlize snadno vidime, Ze ged(a,n) > 1, tak inverzni prvek k a v Z,, neexistuje.
Jinak naptiklad pomoci rozsifeného Euklidova algoritmu najdeme ged(a,n) = Aa + Bn.
1. Jestlize ged(a,n) > 1, pak inverzni prvek k a v Z,, neexistuje.

2. Jestlize ged(a,n) = 1, pak v Z,, madme a~! = A mod n.

Definice.
Necht n € N, necht a € Z,,. Rekneme, e b € Z,, je opaény prvek k a v Z,, jestlize a ®b =0 v Z,.

Fakt.

Necht n € N.

(i) (—0) = 0.

(ii) Jestlize a € Z,, a a # 0, pak (—a) =n — a.
Odecitani: opaéné prvky (—a) spliuji a & (—a) = 0.
pro a € Zy, a # 0 plati (—a) =n — a.
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Lemma. (Euklidovo lemma)
Necht a,b,d € Z.
Jestlize d | (ab) a ged(d,a) =1, pak d | b.

Lemma.
Necht p,q € N jsou nesoudélna. Pro ¢isla a,b € Z plati, ze a = b (mod pq) pravé tehdy, kdyz a = b (mod p) a
a="b (mod q).
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