Diskrétni matematika: Kongruence, modulo pHabala 2023

DMA Prednaska — Kongruence, poéitani modulo

Definice.
Necht n € N. Rekneme, 7e &isla a, b € Z jsou kongruentni modulo n, znaceno a = b (mod n), jestlize n | (b—a).

Véta.

Necht n € N. Pro éisla a,b € Z jsou nésledujici podminky ekvivalentni:
(i) a =b (mod n),

(ii) existuje k € Z takové, ze b = a + kn,

(iii) @ mod n = b mod n, tj. jsou si rovny zbytky po déleni ¢islem n.

Fakt.

Necht n € N. Pak plati:

(i) Pro kazdé a € Z je a = a (mod n).

(ii) Pro kazdé a,b € Z plati, ze a = b (mod n) pravé tehdy kdyz b = a (mod n).

(iii) Pro kazdé a,b, c € Z plati, Ze jestlize a = b (mod n) a b = ¢ (mod n), pak také a = ¢ (mod n).

Fakt.
Necht n € N, uvazujme a € Z. Jestlize r = a mod n, tedy r je zbytek po déleni a éislem n, pak a =r (mod n).

Véta.

Necht n € N, uvazujme a, b, u,v € Z takové, 7ze a = u (mod n) a b =v (mod n). Pak plati nasledujici:
(i) a+b=u+v (mod n);

(i) a —b=u—v (mod n);

(iii) ab = wv (mod n).

Definice.

Necht n € N.

Uvazujme a € Z. Rekneme, 7e € Z je inverzni &islo (inverse number) k ¢ modulo n, jestlize a - x = 1
(mod n).

Véta.
Necht n € N. Pro a € Z existuje inverzni ¢islo modulo n pravé tehdy, kdyz ged(a,n) = 1.

Véta.
Necht n € N. Predpokladejme, Ze a,z € Z a x je inverzni prvek k a modulo n. Pak y € Z je inverzni prvek k a
modulo n pravé tehdy, kdyz y = x (mod n).

Véta.
Necht n € N, uvazujme a,u € Z takové, ze a = u (mod n). Pak pro véechna k € N plati a* = «* (mod n).

Véta. (mald Fermatova véta)
Necht n € N je prvocislo. Je-li a € Z nesoudélné s n, pak plati a®~* =1 (mod n).
Pro kazdé a € Z plati a™ = a (mod n).

Definice.

Necht n € N, ozna¢me Z,, = {0,1,2,... ,n —1}. Pro a,b € Z,, definujme operace
a® b= (a+b) modn,
a®b=(a-b) mod n.

Véta.

Necht n € N. Pro libovolné a, b, ¢ € Z, plati nasledujici:
(i)a@b=bda (komutativita);
(ii)a®(b®c)=(a®b)®c (asociativita);

(i) a®@0=0® a = q;

(iv) a©b=b®a (komutativita);
(V)a®(boc)=(a®b) ®c (asociativita);
(vi)a®l=10a=a;

(Vi) a©0 =00 a = 0;

(vii) a® (b®¢c) = (a®b)® (a®c) (distributivni zakon).
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Definice.

Uvazujme n € N.

Necht a € Z,,. Rekneme, Ze = € Z,, je inverzni prvek k a v Z,, jestlize a ®x =1 v Z,,.

Pokud takovyto prvek x existuje, pak jej znacime z = a~! a fekneme, 7e a je invertibilni (invertible) v Z,.

Véta.

Necht n € N.

Uvazujme a € Z,,. Inverzni prvek a=! v Z, existuje pravé tehdy, kdyz ged(a,n) = 1. Pokud existuje, tak je tento
prvek jediny.

Algoritmus pro hledani inverzniho prvku k a v Z,.

0. Napiiklad pomoci rozsifeného Euklidova algoritmu najdéte ged(a,n) = Aa + Bn.

1. Jestlize ged(a,n) > 1, pak inverzni prvek k a v Z,, neexistuje.

Pokud umite ged(a,n) ziskat snadnéji nez Euklidovym algoritmem (tfeba pohledem) a vyjde ¢islo vétsi nez 1, je
mozné krok 0 preskocit.

2. Jestlize ged(a,n) = 1, pak Bezoutova identita davd 1 = a - A + B - n. To znamend, ze a - A = 1 (mod n) a
x = A je inverzni ¢&islo k @ modulo n. Pak a=! = A mod n.

(Ideélniho kongruentniho zastupce ¢isla A z rozmezi 1,2,... ,n — 1 ziskdme bud pfi¢tenim/ode¢tenim vhodného
nasobku 7, nebo délenim se zbytkem.)

Definice.
Necht n € N, necht a € Z,. Rekneme, e b € Z,, je opaény prvek k a v Z,, jestlize a ®b =0 v Z,.

Fakt.

Necht n € N.

(i) (~0) = 0.

(ii) Jestlize a € Z,, a a # 0, pak (—a) =n — a.
Odecitani: opaéné prvky (—a) spliuji a @ (—a) = 0.
pro a € Zy, a # 0 plati (—a) = n — a.
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Lemma. (Euklidovo lemma)
Necht a,b,d € Z.
Jestlize d | (ab) a ged(d,a) = 1, pak d | b.

Lemma.
Necht p,q € N jsou nesoudélna. Pro ¢isla a,b € Z plati a = b (mod pq) pravé tehdy, kdyz a = b (mod p) aa=b
(mod q).



