Diskrétni matematika: Specialni relace pHabala 2023

DMA Prednaska — Specialni relace

Definice.

Necht R je relace na n&jaké mnoziné A. Rekneme, ze R je Easteéné uspoiadani, jestlize je reflexivni, antisy-
metrickd a tranzitivni.

V tom pfipadé znac¢ime relaci < a fekneme, Ze dvojice (A, <) je éaste¢né usporfadana mnozZina.

Fakt.
Jestlize je (A, <) ¢4stecnd usporadand mnozina, pak je i (4, <~!) ¢aste¢né usporddana mnozina.

Definice.
Necht (A, <) je ¢astecné usporadani. Definujeme relaci < na A predpisem
a < b pravé tehdy, kdyz a < b a a # b.
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Algoritmus pro vytvareni Hasseova diagramu ¢asteéného usporadéani (A, <) pro koneénou mnozinu A.

1. Najit prvky a € A, které v ostrém srovnani nikdy nejsou napravo, tedy v pozici = < a (nevedou do nich Sipky).
Dat do spodni fady. Odebrat tyto prvky z A, odebrat vSechna srovnani s témito body.

2. Ve zbylé mnoziné hledat prvky, které v ostrém srovnani nikdy nejsou napravo (nevedou do nich 8ipky). Dat
do druhé fady zdola, odebrat je z mnoziny prvki.

Spojit horni fadu s dolni tam, kde je relace, odebrat tyto dvojice ze seznamu srovnani.

3. Ve zbylé mnoziné hledat prvky, které ve srovnani < nikdy nejsou napravo (nevedou do nich sipky). Vytvofit z
nich novou fadu nahoie, odebrat z mnoziny prvk.

Spojit horni fadu s nizsimi tam, kde je relace, pfi¢emz postupujeme shora doli (nejprve spojujeme horni fadu s
tou pod ni, pak horni s tou o jedno nize, atd. az po horni s dolni). Existujici dvojice vyskrtdvame ze seznamu,
ale do grafu je kreslime jen tehdy, pokud jesté tuto cestu nelze absolvovat pomoci jiz nakreslenych spojnit, a to
vzdy smérem zdola nahoru.

4. Opakovat krok 3., dokud jsou v mnoziné body.

Definice.

Necht (A, <) je ¢asteéné uspordadand mnozina a < odpovidajici odvozena relace. Necht M je neprazdna pod-
mnozina A.

Rekneme, Ze prvek m € A je nejmensi prvek mnoziny M, jestlize m € M a pro viechna x € M plati m < x.
Rekneme, ze prvek m € A je nejvétsi prvek mnoziny M, jestlize m € M a pro viechna x € M plati z < m.
Rekneme, Ze prvek m € A je minimalni prvek mnoziny M, jestlize m € M a neexistuje x € M: z < m.
Znac¢ime to m = min(M).

Rekneme, 7e prvek m € A je maximalni prvek mnoziny M, jestlize m € M a neexistuje x € M: m < z.
Znacime to m = max(M).
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Véta.
Necht je (A, <) ¢asteéné uspofadand mnozina, uvazujme neprazdnou podmnozinu M C A. Pak plati nasledujici:
(i) Jestlize existuje nejmensi prvek M, pak je jediny.
Jestlize existuje nejvétsi prvek M, pak je jediny.
(ii) Jestlize je m nejmensi prvek M, pak m = min(M) a jiné minimum uZ neni.
Jestlize je m nejvétsi prvek M, pak m = max(M) a jiné maximum uz neni.

Véta.
Necht (A, <) je ¢astecné usporddand mnozina. Jestlize je M koneénd neprazdna podmnozina A, pak existuje
min(M) a max(M).

Definice.
Necht (A, <) je ¢asteéné usporadand mnozina. Rekneme, 7e a,b € A jsou porovnatelné, jestlize a < b nebo
b<a.

Definice.
Necht (A, <) je ¢astecnd usporadand mnozina. Rekneme, Ze < je linedrni uspofadani, jestlize jsou kazdé dva
prvky z A porovnatelné.

Véta.
Necht (A, <) je linedrné usporadand mnozina. Jestlize je M jeji neprazdna koneéna podmnozina, pak ma nejmensi
a nejvétsi prvek.

Véta.

Necht (A, <) je kone¢na ¢asteéné uspordadana mnozina. Je to linedrni usporadéani pravé tehdy, jestlize lze prvky
A napsat jako A = {a1,...,a,} tak, aby a1 < az < -+ < ay.

Definice.

Necht (A, <) je ¢astecné uspofadand mnozina. Relace <y, na A se nazyva linearni rozsifeni relace =, jestlize je
(A, <L) linearné usporadana mnozina a <C=,, tedy pro vSechna a,b € A spliiujici a < b plati i a <y, b.

Véta.
Pro kazdou kone¢nou ¢astecné usporddanou mnozinu (A, <) existuje linearni rozsifeni <y, na A.
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procedure topological sort((A, <))

k:=0;

while A # () do
k:=k+1
ar := min(A)
A:=A—{ay};

output: (a; < ag <, -+ < ag);

Definice.

Uvazujme Castecné usporadané mnoziny (Ai, <1),..., (An, 2n).

Definujeme souéinové usporadani na A = A; X --- x A, nasledovné: Pro a = (aq,... ,a,),b = (b1,... ,b,) € A
plati a < b pravé tehdy, jestlize a; <; b; pro vSechna i =1,... ,n.

Definice.

Uvazujme ¢astecné usporddané mnoziny (A, <1),...,(A,, <,). Definujeme lexikografické uspoiradani na
A=Ay x---x A, nasledovné: Proa = (a1,... ,a,),b= (b1,...,b,) € A plati a <1, b pravé tehdy, jestlize a; = b;
pro vSechna i = 1,... ,n (tedy a = b), nebo existuje index k takovy, ze a; = b; pro vSechna i spliujici 1 <i < k a
ar < bi.

Véta.

Uvazujme linedrné uspofadané mnoziny (A1, =<1),...,(4n, =<n). Pakje A = A; x--- x A, spolu s lexikografickym

usporaddanim =<y, linedrné usporddand mnozina.
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Definice.
Necht (A, <X) je ¢asteéné usporddand mnozina. Rekneme, Ze (A, <) je dobfe usporadanid mnozina, jestlize
kazda neprazdnd podmnozina mnoziny A mé nejmensi prvek.

Fakt.
Kazdé dobré usporadani je také linearni.

Axiom (princip dobrého usporadani)
(N, <) je dobfe usporddand mnozina.

Véta.
Uvazujme dobie uspordadané mnoziny (A, <1),...,(A,, <,). Pak je A= A; x --- x A,, spolu s lexikografickym
usporadanim =<y, dobie usporfadanid mnozina.
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Definice.

Relace na mnoziné se nazyva ekvivalence, jestlize je reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Definice.
Necht R je relace ekvivalence na néjaké mnoziné A.
Pro a € A definujeme t¥idu ekvivalence prvku a vzhledem k R jako

[alr = {b € A:aRb}.

Véta.

Necht R je relace ekvivalence na néjaké mnoziné A, necht a € A.

(i) Pro kazdé b, c € [a]r plati bRec.

(ii) Pro kazdé b € [a|r a c € A plati, Ze jestlize bRc, pak ¢ € [a]r

(iii) Pro kazdé b € [a]gr: [a]r = [b]r-

(iv) Pro kazdé a,b € A plati: aRb prave tehdy, kdyz [a]r = [b]R

(v) Pro vSechna a,b € A plati, ze bud [a|gr = [b]r, nebo [a]r N [b]r = 0.

Definice.

pHabala 2023

Uvazujme mnozinu A. Jejim rozkladem rozumime libovolny soubor { A; };c; neprazdnych podmnozin A takovych,

ze A= J A, apro vSechna i # j € I jsou A;, A; disjunktni.
iel

Véta.
Necht A je mnozina.
(1) Jestlize je R ekvivalence na A, pak {[a]r }aca je rozklad mnoziny A.

(ii) Jestlize je {A;}icr n&jaky rozklad mnoziny A, pak existuje relace ekvivalence R na A takova, ze {A;};cr jsou

presné t¥idy ekvivalence R.
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Véta.
Pro kazdé n € N je relace ,,byt kongruentni modulo n“ ekvivalence na Z.

Definice.

Prostor Z,, definujeme jako mnozinu vSech t¥id ekvivalence v Z vzhledem k relaci byt kongruentni modulo n, tedy
Zyn =A{la]n :a € Z}.

Pro [a],, [b]n € Z, definujeme



