Diskrétni matematika: Indukce pHabala 2023

DMA Prednaska — Indukce
Kroky pii dukazu indukci:
1. Zformulujeme presné tvrzeni a oznamime, jak jej dokézeme.
2. Dokazeme zakladni krok.
3. Dokazeme indukéni krok. Pro jisté (libovolné) n > ng predpokladame, ze plati ,indukéni predpoklad“ V' (n),
pomoci néj pak dokazeme platnost V(n + 1).
4. Udélame zaver.

Slaby princip matematické indukce.

Necht ng € Z, necht V(n) je vlastnost celych ¢isel, kterd ma smysl pro n > ng.

Predpokladejme, ze nasledujici predpoklady jsou splnény:

(0) V(no) plati.

(1) Pro kazdé n € Z, n > ng je pravdiva nésledujici implikace: Jestlize plati V(n), pak platii V(n + 1).
Potom V'(n) plati pro vSechna n € Z, n > nyg.

Véta.
Princip indukce je ekvivalentni s principem dobrého usporadani.

Silny princip matematické indukce.

Necht ng € Z, necht V(n) je vlastnost celych éisel, kterd ma smysl pro n > ng.

Predpokladejme, ze nasledujici predpoklady jsou splnény:

(0) V(ng) plati.

(1) Prokazdé n € Z, n > ny je pravdiva nasledujici implikace: Jestlize plati V (k) pro vSechna k = ng,no+1,... ,n,
pak platii V(n+ 1).

Potom V'(n) plati pro vSechna n € Z, n > nyg.

Véta.
Slaby a silny princip matematické indukce jsou ekvivalentni.

Modifikovany silny princip matematické indukce.

Necht ng € Z, necht V(n) je vlastnost celych ¢isel, kterd ma smysl pro n > ng. Necht m € N.
Predpokladejme, ze nésledujici predpoklady jsou splnény:

(0) V(no), V(no+1), V(no +2), ... ,V(ng +m — 1) plati.

(1) Pro kazdé n € Z, n > ng + m — 1 je pravdiva nasledujici implikace: Jestlize plati V (k) pro vSechna
E=n—m+1,n—m+2,...,n,pak platii V(n+1).

Potom V'(n) plati pro vSechna n € Z, n > ny.

Induktivni definice mnozin.

P1i definici konkrétni mnoziny M uvazujme néasledujici dva druhy specifikaci:

(0) Zakladni pravidla definuji pfimo, které prvky jsou v mnoziné M.

(1) Induktivni pravidla urcuji, jak lze pomoci prvku, které jiz v mnoziné jsou (tzv. predpoklady pravidla),
vytvaret dalsi prvky z M (tzv. zavér pravidla).

Mnozina M se pak sklddéa ze vSech prvki, které lze obdrzet koneénym pocétem pouziti pravidel (0) a (1) (tedy
prvky, které lze takto ziskat, lezi v M, a ty, které takto ziskat nelze, pak v M nelezi).

Princip strukturalni indukce.

Uvazujme mnozinu M definovanou induktivné pomoci néjakych zakladnich pravidel (0) a induktivnich pravidel
(1). Uvazujme vlastnost V(m), kterd mé smysl pro vSechny m € M.

Predpokladejme, Ze jsou splnény nasledujici podminky:

(0) V je splnéna pro vSechny prvky, které jsou do M dodany zékladnimi pravidly.

(1) Pro kazdé induktivni pravidlo plati: Jestlize je V' splnéna pro prvky z jeho predpokladii, pak je splnéna i pro
prvek z jeho zavéru.

Pak je vlastnost V' splnéna pro vsechny prvky m € M.

Véta.
Platnost principu strukturalni indukce je ekvivalentni platnosti principu matematické indukce.



