Diskrétni matematika: Zobrazeni a mohutnost pHabala 2023

DMA Prednaska — Zobrazeni a mohutnost

Definice.

Necht A, B jsou mnoziny. Podmnozina T" mnoziny A x B se nazyvéa zobrazeni z A do B, jestlize
pro kazdé a € A existuje pravé jedno b € B spliujici (a,b) € T.

Zobrazeni T' z A do B zna¢ime T: A — B.

Namisto (a,b) € T také piseme T'(a) = b.

Mnozina A se nazyvé definiéni obor 7', zna¢eno D(T'), mnozina B je cilovd mnoZina 7.

Definujeme také obor hodnot 7T jako

ran(T) ={be€ B;da € A: T(a) =b} = {T'(a); a € A}.

Definice.
Necht T: A — B a S: C — D jsou zobrazeni. Rekneme, Ze jsou si rovna, znaeno T = S, jestlize
A=C,B=Da

Va € A: T(a) = S(a).

Definice.
Necht T: A +— B a S: B +— C jsou zobrazeni. Definujeme jejich sloZené zobrazeni ¢i kompozici
SoT: A~ C predpisem

(SoT)(a) =S5(T(a)) pro a € A.

Znacime také S oT = S(T).

Véta.
Necht T: A~ B, S: B+ C a R: C — D jsou zobrazeni. Pak plati Ro(SoT) = (RoS)oT.

Definice.

Necht T: A — B je zobrazeni. Rekneme, Ze zobrazeni S: B +— A je inverzni k T, jestlize plati
e (SoT)(a) =a pro vSechna a € A

e (T'oS)(b) = b pro vSechna b € B.

Pak jej znac¢ime T 1.

Pokud T~ ! existuje, tak fekneme, Ze T je invertibilni.

Fakt.
Necht T: A — B je invertibilni zobrazeni. Pak T~1(b) = a prave tehdy, kdyz T'(a) = b.

Disledek.
Necht T: A+ B je zobrazeni. Jestlize je invertibilni, tak je jeho inverzni zobrazeni 7! dano jednoz-
nacne.

Definice.
Necht T: A — B je zobrazeni.
Rekneme, ze T je prosté ¢i injektivni, jestlize

Ve,ye A: T(x) =T(y) = z=y.

Rekneme, 7e T je na & surjektivni, jestlize ran(T) = B.

Rekneme, ze T je vzajemné jednoznaéné ¢i bijekce, jestlize je prosté a na.
Véta.

Zobrazeni je invertibilni praveé tehdy, kdyz je to bijekce.

Fakt.

Necht T: A+~ B a S: B~ C jsou zobrazeni. Pak plati:

(i) Jestlize jsou T' a S prosté, tak je S o T prosté.

(ii) Jestlize jsou T" a S na, tak je S o T na.

(iii) Jestlize jsou T a S bijekce, tak je S o T bijekce A na C.
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Véta.

Necht T: A+— B a S: B+ C jsou zobrazeni. JestliZe jsou invertibilni, tak je i S oT invertibilni a navic
plati (SoT) ! =T"1081L,

Fakt.

Necht T: A — B je zobrazeni a A, B maji koneéné mnoho prvki.
(i) Jestlize mé& A vice prvka nez B, pak T nemuze byt prosté.

(ii) Jestlize mé B vice prvki nez A, pak T nemuze byt na.

(iii) Jestlize A a B nemaji stejné prvki, pak T nemuze byt bijekce.

Disledek.

Necht T: A — B je zobrazeni a A, B maji koneéné mnoho prvki.
(i) Jestlize je T prosté, pak B ma stejné nebo vice prvki nez A.
(ii) Jestlize je T na, pak B mé stejné nebo méné prvka nez A.
(iii) Jestlize je T bijekce, pak A a B maji stejné prvku.

Definice.

Rekneme, ze mnoziny A, B maji stejnou mohutnost, znaceno |A| = | B|, jestlize existuje bijekce z A na
B.

Rekneme, Ze mohutnost A je mensi nebo rovna mohutnosti B, znaceno |A| < |B], jestliZe existuje prosté
zobrazeni z A do B. Pak také mutzeme Tict, Ze mohutnost B je vétsi nebo rovna mohutnosti A.

Fakt.
Jestlize A C B, pak |A| < |B|.

Fakt.

Necht A, B jsou mnoziny.

(i) 14] = |4] a |A] < |A]

(ii) |A| = |B| pravé tehdy, kdyz |B| = |A|.
(iii) Jestlize |A| = |B|, pak |A| < |B|.

Véta. (Cantor-Bernstein-Schroeder)
Necht A, B jsou mnoziny. Jestlize |A| < |B| a |B| < |4|, pak |A| = |B|.

Definice.

Rekneme, %e mnoZina A je koneéna, jestlize existuje takové n € Ny, aby |A| = |[{1,2,... ,n}|;
pak piSeme |A| = n.

Jinak fekneme, Ze A je nekonec¢na.

Véta.
Mnozina nemize byt zaroven konecna a nekonecna.
Mohutnost kazdé konec¢né mnoziny je urcena jednoznacné.

Véta.

Necht A, B jsou mnoziny.

(i) Jestlize je A nekoneéné a B je jeji nadmnozina, pak je B nekonecné.
(ii) Jestlize je A nekonecna, pak je i AU B nekonecna.

(iii) Jestlize je A nekone¢nd a B # (), pak je A x B nekonecna.

Véta.

Necht A, B jsou mnoziny.

(i) Jestlize je A kone¢na a B je jeji podmnozina, tak je B koneénd a plati |B| < |A|.
Je-li navic B podmnozina vlastni, pak |B| < |A|.

(ii) Jsou-li A, B kone¢né, pak je i AU B koneénd a plati |[AU B| < |A| + |B].
Jsou-li navic A, B disjunktni, pak |AU B| = |A| + |B|.

(iii) Jsou-li A, B kone¢né, pak je A x B kone¢na a plati |[A x B| = |A| - |B].
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Véta.
n n n
(i) Jsou-li A; proi=1,2,...,n koneéné mnoziny, pak jei |J A; koneéna a | |J 4;| < > |4i]-
i=1 i=1 i=1
n n
Jsou-li navic po dvou disjunktni, tak | |J A;| = > |4l
i=1 i=1
(ii) Jsou-li A; pro ¢ =1,2,...,n koneéné mnoziny, pak jei A; x --- x A,, kone¢na a
n
Ay e x Ayl = Ay | Ag] = TT A4

i=1
Véta.
(i) JestliZze je mnozina nekonecénd, tak mé vlastni podmnozinu, kterd mé stejnou mohutnost.
(ii) Necht A, B jsou mnoziny, A je nekone¢nd a |B| < |A|. Pak |AU B| = |A].
(iii) Necht A, B jsou mnoziny, A je nekone¢né a |B| < |A|. Pak |A x B| =|A|.

Fakt.
Jestlize je A nekoneéna mnozina, pak |N| < |A].

Definice.

Necht A je nekoneéna mnozina.

Rekneme, Ze je spoéetna, jestlize m4a stejnou mohutnost jako N.
Jinak fekneme, Ze je nespocetna.

(i) Mnozina Ny je spocetna.

(ii) Mnozina Z je spocetna.

(iii) Mnozina N x N je spocetna.

(iv) Mnozina Z x Z je spocetna.

(v) Mnozina raciondalnich ¢isel Q je spocetna.

Fakt.

o.¢]
(i) Jestlize jsou A,, pro n € N nejvyse spocetné mnoziny, pak je |J A, nejvyse spocetna.
n=1

0
(ii) Jestlize jsou navic A, neprazdné a po dvou disjunktni, pak je |J A, spocetna.
n=1

Véta.
Interval redlnych ¢isel (0, 1) je nespocetny.

Dusledek.
Mnozina realnych cisel R je nespocetna.

Definice.
Necht A je mnozina. Definujeme potenéni mnozinu A, znaceno P(A), jako mnozinu vSech podmnozin

A.

Fakt.
Jestlize je A koneéna mnozina, pak |P(A)| = 2/4l.

Véta. (Cantorova)
Pro kazdou mnozinu A plati |A| < |P(A)|.



