Diskrétni matematika: Rekurentni rovnice pHabala 2023

DMA Prednaska — Rekurentni rovnice

Definice.
Rekurentni rovnice ¢i rekurzivni rovnice je vztah

apt1 = G(an,p_1,... ,Gp_m), 1> ng+m,

kde ng € Z, m € Ny a G je néjakad funkce m + 1 proménnych.
Jejim FeSenim nazveme libovolnou posloupnost {a,};2, takovou, Ze pro kazdé n > ng + m dostaneme po
dosazeni ¢lent posloupnosti ap—m, @Gn—m+1,--- ;0n,an+1 do dané rovnice pravdivy vyrok.

Definice.
Linearni rekurentni rovnice, poptipadé linearni rekursivni rovnice radu k& € Ny je libovolnéd rovnice ve
tvaru

Antk + Ck—1(N)anyr—1+ -+ ca(n)ans2 + c1(n)ant1 + co(n)a, = by, n > ng,

kde ng € Z, ¢;(n) proi = {0,... ,k — 1} (tzv. koeficienty rovnice) jsou né&jaké funkce Z — R, pfi¢emz co(n) neni
identicky nulova funkce, a {b,}52, (tzv. prava strana rovnice) je pevné zvolena posloupnost realnych cisel.
Jestlize b, = 0 pro vSechna n > ng, pak se pfislusna rovnice nazyvd homogenni.

Zapis rovnice pomoci sumac¢niho znaceni:

k-1
An+k + E ci(n)an_H- = bn
=0
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Definice.
Uvazujme linearni rekurentni rovnici

pik + ck—1(N)antk—1+ ... +c1(n)ans1 + co(n)ay, = by, n > ng.
Pak se linearni rekurentni rovnice
n+k + ck—1(n)antk—1+ ...+ c1(n)ans1 + co(n)a, =0, n>ng

nazyva k ni pfidruzena homogenni rovnice.

Véta. (o struktufe feSeni linedrni rekurentni rovnice)
Necht je dédna linedrni rekurentni rovnice

pik + ck—1(n)apik—1+ ...+ c1(n)ans1 + co(n)ay, = by, n>ng
a néjaké jeji feseni {ap n o, -

Posloupnost {an};2,,, je feSenim této rovnice pravé tehdy, pokud se da napsat jako {an} = {apn} + {ann}, kde
{ann}oL,, je néjaké feseni piidruzené homogenni rovnice.

Mnozina vSech feseni dané lineadrni rekurentni rovnice je tedy

{{apn} + {ann}; {ann} fesi pridruzenou homogenni rovnici}.
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Véta. (o prostoru feSeni homogenni linearni rekurentni rovnice)
Mnozina vSech feseni dané homogenni lineadrni rekurentni rovnice fadu k je vektorovy prostor dimenze k.

Definice.
Linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty je libovolna rovnice ve tvaru

Qnyk + Ch—1Gnik—1 + ... + C1Gp41 + CoGn = by, 1 > nyg,

kde ng € Z, ¢; € Rproi =0,... ,k—1 jsou pevné zvolena ¢isla a {b, }52,, je pevné zvolena posloupnost realnych
Cisel.

Definice.
Necht je dédna linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty

Gtk + Ch—10nt+k—1 + ...+ C1apnt1 + Coan = by, 1 > ng.
Jeji charakteristicky polynom je definovin jako polynom
pN) =M+ N L e+ o
Kofeny charakteristického polynomu se nazyvaji charakteristicka ¢isla, popiipadé vlastni ¢isla dané rovnice.

ReSené rovnici
Nt N e +e=0

se také iikd charakteristickd rovnice.
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Fakt.
Jestlize je Ao charakteristickym ¢islem dané homogenni linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty, pak

je posloupnost {A§}72,, jejim Fesenim.

Véta.
Uvazujme homogenni linearni rekurentni rovnici s konstantnimi koeficienty. Jestlize jsou A; rizna jeji charakteri-
stickd Cisla, pak {Af };2,,, tvofi linedrné nezdvislou mnozinu feseni této rovnice.

Definice.
Necht je déna linearni rekurentni rovnice fadu &

antk + ck—1(n)anik—1+ ...+ c1(n)ans1 + co(n)ay, = by, n > no.

Za pocateéni podminky (initial conditions) pro tuto rovnici povazujeme libovolnou soustavu rovnic a,, = Ay,
Ang+1 = A1, ..., Gpg+k—1 = Ag—1, kde A; € R jsou pevné zvolena ¢isla.
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Fakt.
Necht je dana homogenni linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty. Jestlize je \g jeji charakteristické
¢islo a mé4 ndsobnost m jako kofen charakteristického polynomu, pak posloupnosti {\3}, {nAg}, ..., {n™ " 1\7}

jsou FeSeni dané rovnice a tvori linearné nezavislou mnozinu.

Véta.
Necht je ddna homogenni linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty fadu k. Necht jsou A1,..., Ay
jeji razna charakteristicka ¢isla, pricemz kazdé \; mé nasobnost m; € N. Pak je mnozina

e NN RN e V) PV NPV R (L V) S SV ROV RN L V!

bazi prostoru feseni dané rovnice.
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k—1
Algoritmus pro feSeni homogenni linedrni rekurentni rovnice a, 1 + Y. ciant; =0, n > ng, fadu k.
i=0
k—1 }
1. Sestavte charakteristicky polynom p(\) = A\* + 3 ¢; A%,
i=0

Resenfm rovnice p(\) = 0 najdéte vSechna charakteristickd ¢isla dané rovnice.

2. Sestavte mnozinu posloupnosti B takto:

e pro kazdé realné charakteristické c¢islo A piidejte do B posloupnost {A"}72,

e pro kazdé redlné charakteristické ¢islo A, jehoz néasobnost je m > 1, pridejte do B rovnéz posloupnosti
Mg AN TN

{n)\ 0 (0]

e pro kazdé komplexni charakteristické ¢islo A = r[cos(y) + i sin(y)], které neni realné, pridejte do B posloupnosti

{r"cos(ng)}pL,,, a {r"sin(ng)}oL,, ; pro jeho komplexné sdruzené ¢islo A* jiz do B nic nepfidavame;

e pro kazdé komplexni charakteristické ¢islo A = r[cos(y) +isin(p)], které neni realné a jehoz nasobnost je m > 1,

pridejte do B posloupnosti {nr"™ cos(ng)}o2,, ..., {n™ 1r" cos(np)}o2,,.
a {nr"sin(ng)}o2, ..., {n™ 1r"sin(ng)}52,, ; pro jeho komplexné sdruzené islo \* jiz do B nic nepfidavame.
Mnozina B je bazi prostoru feseni.
k )
3. Oznac¢ime-li B = {{a1,,},...,{akn}}, pak je obecné feseni dané rovnice uréeno vzorcem { > uiaivn} pro
=1 n=ngqo
U, ..., up € R.
4. Jsou-li dany pocatecni podminky, pak do nich za pfislusnd a; pro j = ng,...,ng + k — 1 dosadime vzorce
k
a; = Y w;a; ; a vyfesime vzniklych k rovnic pro k neznamyjch u,;. Ty po dosazeni do obecného feseni urci prislusné
i=1

partikularni feSeni.
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Definice.
Rekneme, Ze posloupnost {bn}p’y, je kvazipolynom, jestlize existuje A € R a polynom P(n) takovy, Ze b, =
P(n)A™ pro vSechna n > ny.

Véta.
Uvazujme rovnici
ptk + Ch—1Qpyk—1 + - + ClApy1 + Coan = by, N > ng.

Pfedpokladejme, Ze existuji A € R a polynom P takovy, ze b, = P(n)\" pro vSechna n > ng. Necht m je
nasobnost tohoto ¢isla A jako charakteristického ¢isla pridruzené homogenni rovnice, pficemz m = 0 v piipadé, ze
toto A vibec charakteristickym ¢islem neni.

Pak existuje polynom Q(n) stupné stejného jako P takovy, ze {n™Q(n)A\"} je feSenim dané rovnice.
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Upy2 — 9a, = Up+2 — 3an41 + 2an = | apy2 —4apt1 +4a, =| [ =
A =-3,3 A=1,2] A =2 (2x)] = b,

=n2"
A =2]

— n2(_1)n
A =—1]

=2n—25
A =1]

=y
A=-3

Algoritmus pro nalezeni feSeni rovnice a4 + Cx—10n+k—1+- ..+ C1an+1+ coan = by, n > ng, kde b, = P(n)\",
ci € Racy#0 (tedy Fad k).

1. Nejprve feste pridruzenou homogenni rovnici ap4x + ck—10n4k—1 + ... + C1an4+1 + coan = 0.

a) Najdéte vSechna charakteristickd ¢isla A; s nasobnostmi m; feSenim rovnice \j, + ot N e A+ = 0.
b) Sestavte bazi prostoru feseni B = {{a;n}52,; i=1,... ,k}.

k
c) Obecné feseni pfidruzené homogenni rovnice je {ap,} = {Z uiaivn} pro u; € R.
i=1

Pokud byla zadana rovnice jiz homogenni, jdéte na 3.

2. Pokud nebyla zadand rovnice homogenni, zkontrolujte, Ze je prava strana kvazipolynom, tedy b, = P(n)\"
pro néjaké A € R a polynom P.

a) Porovnejte A s charakteristickymi ¢isly A; z kroku 1. Pokud se zddnému nerovna, polozte m = 0. Pokud pro
néjaké j plati A = \;, polozte m = m; (nasobnost doty¢éného charakteristického ¢isla).

b) Sestavte obecny polynom @ stupné stejného jako P, tradiéné se pouzivd Q(n) = A+ Bn+---.

c¢) Uhadnéte feseni a, = n"Q(n)A\". Dosadte jej do dané rovnice a po zkraceni A zjednoduste levou stranu do
tvaru polynomu. Porovnanim koeficientti polynomi na levé a pravé strané ziskate tolik rovnic, kolik je neznamych
koeficienti v Q.

d) Vyfeste tyto rovnice a obdrzené konstanty dosadte zpét do ). Ziskate jedno konkrétni Feseni ay, ,,.
oo

k k
e) Obecné feseni dané ulohy je {apvn + > uiaiyn} ¢ an = apn+ Y, UG, Pro n > ng.
=1 n=no i=1
3. Pokud byly s rovnici zadany také pocatecni podminky, dosadte za a; v téchto podminkach vzorce pro a; z
obecného Teseni, které jste nasli. Ziskate k rovnic pro k nezndmych wuq, ... ,u;. Vyfeste tuto soustavu, ziskana w;

dosadte do vzorce pro obecné feSeni a dostanete tak partikulérni feseni pro zadanou tlohu.
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Véta.
Necht k € N, uvazujme funkce co(n),ci1(n),...,cx—1(n): Z — R.

k—1
Jestlize posloupnost {a, }52,, Tesirovnici anyr + > ci(n)anyi = bn, n > ng

i=0
k—1 -
a posloupnost {a, }52,,, Tesi rovnici  anyr + D ci(n)anyi = by, n > no,
i=0
k—1

pak posloupnost {an + @y }pe,,, Tesi rovnici  anqx + Y ¢i(n)anii = by + b,  pro vechna n > ny.
i=0
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Fakt.
Nechtje funkce f na N déna vzorcem f(n) =a- f(%) proa>0abeN, b> 2.
Pak pro n € {b*; k € N} plati f(n) = n'°&(®) f(1).

Véta. (The Master theorem)

Uvazujme neklesajici nezapornou funkci f na N. Pro néjaké b € N, b > 2 oznaéme M = {b*; k € N} a
predpokladejme, ze f spliiuje na M rovnici f(n) =a- f(%) + cn? pro konstanty a,c € R, d € Ny spliwjicia > 1 a
¢ > 0. Pak plati nasledujici:

(i) Jestlize a > b?, tak f(n) = O(n'ose(@)).

(i) Jestlize a = b?, tak f(n) = O(nlog,(n)).

(iii) Jestlize a < b?, tak f(n) = ©(n?).

Dusledek.

Uvazujme neklesajici nezapornou funkci f na N. Pro néjaké b € N, b > 2 oznaéme M = {b*; k € N} a
predpokladejme, ze f spliiuje na M rovnici f(n) = a- f(%) + cn? pro konstanty a,c € R, d € Ny spliiujicia > 1 a
c > 0. Pak plati nasledujici:

(i) Jestlize d < log;(a) nebo ¢ = 0, tak f(n) je O(n'o8s(V).

(ii) Jestlize d = logy(a), tak f(n) je ©(n'°8(*) log,(n)) = O(nelogy(n)).

(iii) Jestlize d > log,(a), tak f(n) je ©(n?).
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x, y: Cisla o n = 2m cifrach.
Necht z = 2y, - 10™ + zg, y = yr, - 10™ + yg. Pak

xy = (xr - 10™ + ) (yr - 10™ + yg)
=10*"2pyr + 10™(zLyr + TRYL) + TRYR-

vy = (zr - 10™ + 2g)(yr - 10™ + yr)
= 10"z ryr, + 10™(zLYR + TRYL) + TRYR
=10*"z Ly + 10"z LyL + (zr — 2r) (YR — Y1) + TRYR) + TRYR.
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