Diskrétni matematika: Rekurentni rovnice pHabala 2023

DMA Prednaska — Rekurentni rovnice
Definice.
Rekurentni rovnice ¢ rekurzivni rovnice je vztah

Ap+1 = G(ana Ap—1,.-- 7an—m)a n > no +m,

kde ng € Z, m € Ny a G je néjaka funkce m + 1 proménnych.
Jejim FeSenim nazveme libovolnou posloupnost {a,};2,, takovou, Ze pro kazdé n > ng + m dostaneme po
dosazeni ¢lent posloupnosti ap—m, @Gn—m+1,--- ,6n,an4+1 do dané rovnice pravdivy viyrok.

Definice.
Linearni rekurentni rovnice, poptipadé linearni rekursivni rovnice radu k € Ny je libovolné rovnice ve
tvaru

Unik + Ch—1(N)anik—1+ -+ c2(n)ant2 + c1(n)ans1 + co(n)ay, = by, n > ny,

kde ng € Z, ¢;(n) proi = {0, ...,k — 1} (tzv. koeficienty rovnice) jsou né&jaké funkce Z — R, pfi¢emz co(n) neni

identicky nulova funkee, a {b,}5>, (tzv. prava strana rovnice) je pevné zvolena posloupnost realnych cisel.

Jestlize b, = 0 pro vSechna n > ng, pak se ptislusné rovnice nazyvd homogenni.

Zapis rovnice pomoci sumacniho znaceni:

k—1
An+k + Z Ci(n)an+i = bn
1=0

Definice.
Uvazujme linedrni rekurentni rovnici

pik + ck—1(N)antk—1+ ... +c1(n)ant1 + co(n)a, = by, n > ng.
Pak se linearni rekurentni rovnice
ntk + ck—1(n)ansk—1+ ...+ c1(n)ans1 + co(n)a, =0, n>ng

nazyva k ni pridruzena homogenni rovnice.
Véta. (o struktufe feSeni linedrni rekurentni rovnice)
Necht je déna linearni rekurentni rovnice

pik + Ck—1(N)anik—1+ ... + c1(n)ant1 + co(n)ay, = by, n>ng

a néjaké jeji feseni {ap n i, -
Posloupnost {a, };2,,, je feSenim této rovnice pravé tehdy, pokud se d& napsat jako {an} = {apn} + {ann}, kde
{ann}oLn, je néjaké feseni piidruzené homogenni rovnice.

Mnozina vSech feseni dané linearni rekurentni rovnice je tedy
{{ap,n} +{ann}; {ann} Fesi pfidruzenou homogenni rovnici}.

Véta. (o prostoru feseni homogenni linearni rekurentni rovnice)

Mnozina vSech feseni dané homogenni linedrni rekurentni rovnice fadu k je vektorovy prostor dimenze k.
Definice.

Linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty je libovolna rovnice ve tvaru

Gptk + Ch—1Qnyk—1 + ... + C1an41 + Coapn = by, 1 > Ny,

kdeng € Z,c; e Rproi=0,... ,k—1 jsou pevné zvolend ¢isla a {bn}jfzn0 je pevné zvolend posloupnost redlnych
Cisel.
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Definice.
Necht je déna linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty

Upik + Ch—10nik—1+ ...+ ClGpy1 + Codpn = by, 1 2> ng.
Jeji charakteristicky polynom je definovan jako polynom
pN) =N N e .

Kofeny charakteristického polynomu se nazyvaji charakteristicka ¢isla, popfipadé vlastni ¢isla dané rovnice.
Resené rovnici

N N e +e=0
se také fikd charakteristicka rovnice.

Fakt.
Jestlize je A\g charakteristickym ¢islem dané homogenni linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty, pak
je posloupnost {AF}>2  jejim FeSenim.

n=ng
Véta.

Uvazujme homogenni linearni rekurentni rovnici s konstantnimi koeficienty. Jestlize jsou A; rizna jeji charakteri-
stickd Cisla, pak {Af };2,,, tvofi linedrné nezdvislou mnozinu feseni této rovnice.

Definice.
Necht je déna linedrni rekurentni rovnice fadu k

On+k + Ck—l(n)an+k—1 +...+ta (n)an+1 + CO(n)an = by, n>ng.

Za pocateéni podminky (initial conditions) pro tuto rovnici povazujeme libovolnou soustavu rovnic a,, = Ay,
Ang+1 = A1, ..., Gpg+k—1 = Ag—1, kde A; € R jsou pevné zvolena ¢isla.

Fakt.

Necht je ddna homogenni linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty. Jestlize je Ag jeji charakteristické
¢islo a m4 ndsobnost m jako koten charakteristického polynomu, pak posloupnosti {\g}, {nAg}, ..., {n™~1\0}
jsou feSeni dané rovnice a tvofi linedrné nezavislou mnozinu.

Véta.
Necht je ddna homogenni linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty fadu k. Necht jsou Aq,..., Ay
jeji rtizné charakteristickd cisla, pricemz kazdé A\; mé nasobnost m; € N. Pak je mnozina

N N Y NN U o W PV NSV MR UL V) NN PV R GOV NN LtV !
béazi prostoru feseni dané rovnice.

k—1
Algoritmus pro feSeni homogenni linearni rekurentni rovnice a4k + Y. ¢ianti =0, n > ng, Fadu k.
=0
k=1 '
1. Sestavte charakteristicky polynom p(\) = A\* + 3 ¢; A%
i=0
Resenfm rovnice p(\) = 0 najdéte vSechna charakteristick4 ¢isla dané rovnice.
2. Sestavte mnozinu posloupnosti B takto:
e pro kazdé realné charakteristické ¢islo A piidejte do B posloupnost {\"}72,, ;
e pro kazdé redlné charakteristické cislo A, jehoz néasobnost je m > 1, pridejte do B rovnéz posloupnosti
{n)\n};.to:’no7 o {nm_lAn}’zO:no;
e pro kazdé komplexni charakteristické ¢islo A = r[cos(¢) + i sin(p)], které neni redlné, pridejte do B posloupnosti
{r"cos(ngp)}pL,,, a {r"sin(np)}sL,, ; pro jeho komplexné sdruzené ¢islo A* jiz do B nic nepfidavame;
e pro kazdé komplexni charakteristické ¢islo A = r[cos(y) +isin(p)], které neni realné a jehoz nésobnost je m > 1,

pridejte do B posloupnosti {nr"™ cos(ng)}o2,, ..., {n™ 1r" cos(np)}o>,,
a {nr"sin(ne)}ol,s - s {n™1r"sin(ny) o ny; Pro jeho komplexné sdruzené ¢islo A* jiz do B nic nepfidavame.
Mnozina B je bazi prostoru reseni.
k 0o
3. Oznaéime-li B = {{alm}, cee {ak,n}}, pak je obecné feSeni dané rovnice uréeno vzorcem { > uiai,n} pro
1=1 n=mngo
U, ..., up € R.
4. Jsou-li dany pocatecni podminky, pak do nich za pfislusnd a; pro j = ng,...,ng + k — 1 dosadime vzorce
k
a; = Y. w;a; ; a vyfesime vzniklych k rovnic pro k neznamyjch u,;. Ty po dosazeni do obecného feseni uréi prislusné
=1

partikularni reseni.
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Definice.
Rekneme, Ze posloupnost {bn}pL,, je kvazipolynom, jestlize existuje A € R a polynom P(n) takovy, ze b, =
P(n)A™ pro vSechna n > ny.

Véta.
Uvazujme rovnici

Aptk + Ck—1ntk—1 + -+ + C1an41 + Coln = by, N 2> Ng.

Pfedpokladejme, Ze existuji A € R a polynom P takovy, ze b, = P(n)A\" pro vSechna n > ng. Necht m je
nasobnost tohoto ¢isla A jako charakteristického ¢isla pridruzené homogenni rovnice, pricemz m = 0 v pripadé, ze
toto A\ viibec charakteristickym ¢islem neni.

Pak existuje polynom Q(n) stupné stejného jako P takovy, ze {n™Q(n)\"} je feSenim dané rovnice.

Unt2 — 9y = Qpy2 — ant1 + 20, = | apg2 — 4apyr +4ay = L=
A= -3,3] A =1,2] [A =2 (2x)] /: bn

=n2"
(A =2]

— n2(_1)n
(A= —1]

=2n—95
(A =1]

= (9"
(A= -3

Algoritmus pro nalezeni feSeni rovnice a,4k + Cx—10n4+k—1+ - ..+ C1an+1 + Coan = by, n > ng, kde b, = P(n)\",
ci € Racy#0 (tedy Fad k).

1. Nejprve feste pridruzenou homogenni rovnici ap4x + ck—10n4k—1 + ... + C1an4+1 + coan = 0.

s 1% « st 1.4 Xz ) . . YNt . k—1 -
a) Najdéte vSechna charakteristickd ¢isla A; s nasobnostmi m; fesenim rovnice A\ +cp—1A 4+---+c1A+cg=0.
b) Sestavte bazi prostoru feseni B = {{a;,}2,; i=1,... ,k}.

k
c) Obecné Feseni pridruzené homogenni rovnice je {ap,} = {Z uia,;,n} pro u; € R.
i=1

Pokud byla zadana rovnice jiz homogenni, jdéte na 3.

2. Pokud nebyla zadand rovnice homogenni, zkontrolujte, Ze je pravéa strana kvazipolynom, tedy b, = P(n)\"
pro néjaké A € R a polynom P.

a) Porovnejte A s charakteristickymi ¢isly A; z kroku 1. Pokud se zadnému nerovna, polozte m = 0. Pokud pro
néjaké j plati A = \;, polozte m = m; (nasobnost doty¢ného charakteristického ¢isla).

b) Sestavte obecny polynom @ stupné stejného jako P, tradi¢né se pouzivd Q(n) = A+ Bn+---.

c) Uhadnéte feSeni a,, = n™Q(n)A\". Dosadte jej do dané rovnice a po zkraceni A\ zjednoduste levou stranu do
tvaru polynomu. Porovnanim koeficientti polynomt na levé a pravé strané ziskate tolik rovnic, kolik je neznamych
koeficientu v Q.

d) Vyfeste tyto rovnice a obdrzené konstanty dosadte zpét do ). Ziskate jedno konkrétni feseni ay, j,.

k oo k
e) Obecné feseni dané tlohy je {apm + > uiaim} ¢ ay, =apn+ Y UG, Pro n > ng.
i=1 n=ng i=1

3. Pokud byly s rovnici zadany také pocatecni podminky, dosadte za a; v téchto podminkach vzorce pro a; z
obecného Tfeseni, které jste nasli. Ziskate k rovnic pro k nezndmych uq, ... ,ug. Vyreste tuto soustavu, ziskana u;
dosadte do vzorce pro obecné feSeni a dostanete tak partikularni feSeni pro zadanou tlohu.

Véta.
Necht k € N, uvazujme funkce co(n),ci1(n),...,cx—1(n): Z — R.

k—1
Jestlize posloupnost {a, }52,, Tesi rovnici  anir + > ci(n)ants = by, n>ng
i=0

k—1 .
a posloupnost {an };>,,, Tesi rovnici  anyr + Y ci(n)anyi = bp, 1 > no,

1=0
k—1 -
pak posloupnost {a, + @y }pe,,, Tesi rovnici  anqx + Y ¢i(n)anii = by + b, pro véechna n > ny.
i=0

3
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Fakt.
Nechtje funkce f na N ddna vzorcem f(n) =a - f(%) proa>0abeN, b>2.
Pak pro n € {b*; k € N} plati f(n) = n'o#:(2) f(1).

Véta. (The Master theorem)

Uvazujme neklesajici nezapornou funkci f na N. Pro néjaké b € N, b > 2 oznaéme M = {b*; k € N} a
predpokladejme, Ze f spliiuje na M rovnici f(n) =a- f(%) + cn? pro konstanty a,c € R, d € Ny splilujici a > 1 a
¢ > 0. Pak plati nasledujici:

(i) Jestlize a > b?, tak f(n) = O(n'ose(2)).

(i) Jestlize a = b?, tak f(n) = O(nlogy(n)).

(iii) Jestlize a < b?, tak f(n) = ©(n?).

Dusledek.

Uvazujme neklesajici nezdpornou funkci f na N. Pro néjaké b € N, b > 2 ozna¢me M = {b*; k € N} a
predpokladejme, Ze f spliiuje na M rovnici f(n) =a- f(%) + cn? pro konstanty a,c € R, d € Ny splijicia > 1 a
¢ > 0. Pak plati nasledujici:

(i) Jestlize d < log(a) nebo ¢ = 0, tak f(n) je O(n'o8s(»),

(ii) Jestlize d = logy(a), tak f(n) je ©(n'°8(*) log,(n)) = O(n¢log,(n)).

(iii) Jestlize d > log,(a), tak f(n) je ©(n?).

x, y: Cisla o n = 2m cifrach.
Necht x = xp, - 10™ + xR, y = yr - 10™ + yg. Pak

Ty = (JZL . 10m + IL’R)(yL . 10m + yR)
= 10"z ryr, + 10™(zLYR + TRYL) + TRYR
=10""2zpyr + 10" [zryr + (xL — 2r)(Yr — yL) + TRYR] + TRYR-



