Diskrétni matematika: Rekurentni rovnice pHabala 2023

DMA Prednaska — Rekurentni rovnice
Definice.
Rekurentni rovnice ¢ rekurzivni rovnice pro posloupnost (ax)i>n, je libovolnd mnozina rovnic rovnic typu

Fn(anaan—lvan—% cee ,ano) = Oa n>mn

kde Fj, jsou néjaké funkce.
Posloupnost (ax)g>n, je FeSenim takového vztahu ¢ rovnice, pokud pro vSechna n > n; dostaneme dosazenim ay,,
az a, do F,, pravdivou rovnost F,,(an,an-1,0n-2,... ,0n,) = 0.

Definice.
Linearni rekurentni rovnice fadu d € Ny je libovolné rovnice ve tvaru

Uptd + Ca—1(N)anta—1 + -+ ca(N)ant2 + c1(n)an+1 + co(n)a, = by, n > ng,

kde ng € Z, ci(n) pro k € {0, ... ,d— 1} jsou néjaké funkce Z — R (tzv. koeficienty rovnice), pfi¢emz cy(n) neni

identicky nulova funkce, a (b,)5%,,, je pevné zvolena posloupnost redlnych ¢isel (tzv. prava strana rovnice).

Jestlize b, = 0 pro vSechna n > ng, pak se pfislusné rovnice nazyvd homogenni.

Zapis rovnice pomoci sumacniho znaceni:

d—1
Aptd + Z ck(n)an4r = by,
k=0

Definice.
Uvazujme linearni rekurentni rovnici

antd + ca—1(N)antda—1+ ... +ca(n)ans1 + co(n)ay, = by, n > ng.
Pak se linearni rekurentni rovnice
antd + ca—1(N)antd—1 + ...+ c1(n)ant1 + co(n)a, =0, n>ng

nazyva k ni pfidruzena homogenni rovnice.
Véta. (o struktufe feSeni linedrni rekurentni rovnice)
Necht je déna linearni rekurentni rovnice

Aptd + ca—1(N)aptrdg—1+ ...+ c1(n)ans1 + co(n)ay, = by, n>ng

a néjaké jeji feseni (apn)n,, -
Posloupnost (an)5%,,, je feSenim této rovnice pravé tehdy, pokud se da napsat jako (an) = (apn) + (ann), kde
(@h,n)nen, je néjaké feseni pridruzené homogenni rovnice.

MnozZina vSech feseni dané linearni rekurentni rovnice je tedy
{(ap,n) + (an,n); (an,n) Fesi pfidruzenou homogenni rovnici}.

Véta. (o prostoru feSeni homogenni linearni rekurentni rovnice)

Mnozina vSech feseni dané homogenni line4drni rekurentni rovnice fadu d je vektorovy prostor dimenze d.
Definice.

Linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty je libovolna rovnice ve tvaru

Qptd + Cd—10n4d—1 + ... + C1an41 + Coayn, = by, 1 > ng,

kde ng € Z,c; e Rpro: =0,...,d—1 jsou pevné zvolen4 ¢isla a (bn)?f:n0 je pevné zvolena posloupnost redlnych
Cisel.
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Definice.
Necht je déna linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty

Untd + Cd—10ntd—1 + *+ + Clapt1 + CoGn = bp, 1 > ng.
Jeji charakteristicky polynom je definovan jako polynom
p(A) = M feg N A+ co.

Rovnici A% + cg_1 A4 4 - + 1\ + ¢ = 0 se Fikd charakteristicka rovnice.
Jejim feSenim ziskdme kofeny charakteristického polynomu zvané charakteristicka cisla, popfipadé vlastni
¢isla dané rovnice.

Fakt.
Jestlize je Ao charakteristickym ¢islem dané homogenni linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty, pak
je posloupnost (A§)S2,,  jejim FeSenim.

n=ngo
Véta.
Uvazujme homogenni linearni rekurentni rovnici s konstantnimi koeficienty. Jestlize jsou A; rizna jeji charakteri-
stickd Cisla, pak (Af)pZ,,, tvori linedrné nezdvislou mnozinu feseni této rovnice.

Definice.
Necht je dédna linedrni rekurentni rovnice fadu d

antd + ca—1(n)antda—1+ ... +ca(n)ans1 + co(n)ay, = by, n > ng.
Za pocateéni podminky (initial conditions) pro tuto rovnici povazujeme libovolnou soustavu rovnosti
ang = Aoy Ang+1 = A1, Gngyd—1 = Aa-1,

kde A € R jsou pevné zvolend cisla.

Fakt.

Necht je ddna homogenni linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty. Jestlize je Ag jeji charakteristické
¢islo a mé& nésobnost m jako koten charakteristického polynomu, pak posloupnosti (A3), (nAg), ... , (n™~1A\F) jsou
feseni dané rovnice a tvori linearné nezavislou mnozinu.

Véta.

Necht je ddna homogenni linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty fadu d. Necht jsou A1,..., Ay

jeji rtizné charakteristickda cisla, pricemz kazdé A\; mé nasobnost m; € N. Pak je mnozina
{9, AT, (0™ A0, ), (0A), - (0™ AR, ), (AR, - (0™ X))
béazi prostoru feseni dané rovnice.

d—1
Algoritmus pro feseni homogenni linearni rekurentni rovnice an4q + Y. ck@nir = 0, n > ng fadu d.
k=0

d—1
1. Sestavime charakteristicky polynom p(\) = A + 3 cpA*.

k=0
Resenfm rovnice p(\) = 0 najdeme vSechna charakteristicka ¢isla dané rovnice.
2. Sestavime mnozinu posloupnosti B takto:

e pro kazdé realné charakteristické ¢islo A pfidame do B posloupnost (/\")Zo:no;

e pro kazdé realné charakteristické ¢islo A, jehoz nasobnost je m > 1, pfidame do B rovnéz posloupnosti
(n)\n)%o:n(ﬂ trt (nm_lAn)’?lozno;
e pro kazdé komplexni charakteristické ¢islo A = r[cos(¢) +isin(p)], které neni redlné, pfiddme do B posloupnosti

(1™ cos(np) ), a (1" sin(ng))sZ,, ; pro jeho komplexné sdruzené ¢islo A* jiz do B nic nepiidavame;

e pro kazdé komplexni charakteristické ¢islo A = r[cos(y) +isin(p)], které neni realné a jehoz nésobnost je m > 1,
pfidéme do B posloupnosti (nr™ cos(ng))se,, ... , (0™ 1r™ cos(ng))s ..
I ) m—1_n .. 0o . . « v / wr % siv . e 12 2
a (nrsin(ne))nl,,. - - -, (W sin(ne) ), ; pro jeho komplexné sdruzené ¢islo A* jiz do B nic nepfiddvame.
Mnozina B je bazi prostoru reseni.
d
3. Oznadime-li B = {(alm), cee (ad,n)}, pak je obecné feSeni dané rovnice urceno vzorcem a, = Y u;Q;n, N > No
i=1
pro ui, ... ,uq € R.
4. Jsou-li dany pocate¢ni podminky, pak do nich za pfislusna a; pro j = ng,... ,no + d — 1 dosadime vzorce
d
a; = Y. w;a; ; a vyfesime vzniklych d rovnic pro d neznamych u;. Ty po dosazeni do obecného feseni uréi prislusné
=1

partikularni reseni.
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Definice.
Rekneme, Ze posloupnost (b,,) je kvazipolynom, jestlize existuje A € R a polynom p(n) takovy, ze b, =

p(n)A™ pro vSechna n > ng.

oo
n=ngo

Véta.

Uvazujme rovnici

Qp+td + Cd—10nyd—1 + -+ + C1Gp41 + cop = by, 1> ng.

Predpokladejme, Ze existuji A € R a polynom p takovy, ze b,, = p(n)A" pro vSechna n > ng. Necht m je nasobnost
tohoto ¢isla A jako charakteristického ¢isla pridruzené homogenni rovnice, pficemz m = 0 v ptipadé, ze toto A
viibec charakteristickym ¢islem neni.

Pak existuje polynom ¢ stupné stejného jako p takovy, ze a,, = n™q(n)\", n > ng je feSenim dané rovnice.

Algoritmus pro nalezeni feSeni rovnice Gn4+q + C4—10n4+d—1 + -+ + C1Gn+1 + con = by, n > ng fadu d, kde
by, = p(n)A™.

0. Pokud je to potreba, zadanou rovnici prepiSeme do spravného tvaru presunem c¢lentl, popiipadé posunem
indexu. Ujasnime si, s jakymi posloupnostmi (jaké je indexace) rovnice pracuje.

1. Najdeme obecné feSeni.

a) Najdeme homogenni feseni.

Z ptidruzené homogenni rovnice a4+ ci—10n+d—1 + - -+ C16n+1 + coayn, = 0 vytvorime charakteristickou rovnici
M teg Ao p e A 4o = 0.

VyfeSenim najdeme charakteristickd ¢isla A; s ndsobnostmi m; dané rovnice a sestavime béazi prostoru reSeni
{(ain)sZpn,; i=1,...,d}.

d
Obecné Feseni pridruzené homogenni rovnice (homogenni feseni) je ap,, = > u;a;, pro u; € R.
i=1

Pokud byla zadana rovnice homogenni, krok 1 kondi.
b) Najdeme partikularni feseni.
Pro pravou stranu b, = p(n)A\" sestavime zdkladni podobu odhadu feSeni ve tvaru ¢(n)\", kde ¢ je obecny

polynom stejného stupné jako p. Tradi¢né se jako koeficienty pouzivaji A, B,C, ... a zadnou mocninu neni mozné
vynechat.

Pokud je prava strana jen geometrickd posloupnost b,, = A", pouzijeme interpretaci b, = 1- A", tedy p(n) =1 a
q(n) = A.

Porovname A s charakteristickymi ¢isly A; z kroku a). Pokud se zddnému nerovna, nas ptvodni odhad feSeni je
spravny, formalné polozime m = 0.

Pokud pro néjaké j plati A = \;, polozime m = m; (nasobnost doty¢éného charakteristického ¢isla) a pivodni
odhad vynasobime ¢lenem n”*. Doporucuje se tuto mocninu roznasobit do polynomu.

Pokud je prava strana jen polynom b,, = p(n), pouzijeme interpretaci b,, = p(n)1", tedy korekce se uréuje pomoci
A=1.

Uhodnuty tvar FeSeni a,, = n"¢(n)\" dosadime do levé strany rovnice (ve spravném tvaru), vytkneme A" a
zbytek zjednodusime do tvaru polynomu. Tento vystup porovname s pravou stranou b,. Meéli bychom dostat
rovnost dvou polynomi stejného stupné, coz porovnanim koeficientti vede na soustavu rovnic. Jejim FeSenim
ziskdme hodnoty koeficientti polynomu ¢(n)a tim i partikularni feseni.

c) Obecné feseni dané tlohy je dano vztahem a,, = a, n + ap p-

d d 0o

Typicky zapis je a, = n"q(n)A\" + > u;a; ., n > ng, popiipadé (nmq(n))\” + > uiaivn) .
i=1 i=1 n=ng

2. Pokud byly s rovnici zadany také pocatecni podminky, dosadime v téchto podminkidch misto a; vzorec z

obecného feseni. Ziskdme d rovnic pro d nezndmych uq, ... ,uq. Tuto soustavu vyresime, ziskand u; dosadime do

vzorce pro obecné feSeni a dostaneme tak partikularni feSeni pro zadanou ulohu.
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(1. Obecné Fesent )
a) homogenni Feseni R
Ah,n )
b) partikularni feseni A
ap,’l’L )
[c) obecné Feseni A
Gn = Apn + Qh,n
N )
KQ. Partikularni feseni A
S (pocateéni podminky) )
Véta.
Necht d € N, uvazujme funkce co(n),c1(n),...,cqa—1(n): Z+— R.
d-1
Jestlize posloupnost (a,)5>,,, Tesi rovnici  aniq + ck(n)antk =bn, n>mng

k=0
d—1 -
a posloupnost (G, )52, Tesi rovnici  anyq + > ck(n)anir = bn, n > ng,
k=0

d—1 -
pak posloupnost (an + @n)pe,,, fesi rovnici  apqa + D cr(n)anir = by + by, n > ng.
k=0

Fakt.
Necht b € N, b > 2. Necht f(n) je funkce definovana pro n € M = {b*; k € Ny}. Pfedpokladejme, Ze existuje
a € N takové, ze

f(n) :a~f<%> pro vSechna n € M, n > b.

Pak pro n € M plati f(n) = n'°8(@) £(1).

Véta. (The Master theorem)

Uvazujme neklesajici nezapornou funkci f na N. Predpokladejme, zZe existuji a,b € N, kde b> 2, c>0a d € Ny
takové, Ze pro kazdé n ve tvaru n = b*, k € N funkce f spliuje f(n) = a - f(%) + cn.

Pak plati nasledujici:

(i) Jestlize d < n'°%:(?) nebo ¢ = 0, tak f(n) = O(n'°s(2)),

(ii) Jestlize d = n'°%(®) tak f(n) = O(n'°8(?) log,(n)) = O(nelog,(n)).

(iil) Jestlize d > n'°&() tak f(n) = ©(n?).

x, y: Cisla o n = 2m cifrach.
Necht z = zy, - 10™ + zg, y = yr, - 10™ + yg. Pak

zy = (xr - 10™ + zr)(yr - 10™ + yr)
=10*"2Lyr + 10™(zLyr + TRYL) + TRYR
=10*"zryr + 10" [zLyr + (21 — 2r)(Yr — Y1) + TRYR] + TRYR.



