1. Délitelnost

Pokud jsme z néjakého divodu omezeni na celd ¢isla, stdva se déleni problematickym. Nékdy to jde (t¥eba
12 =+ 3) a nékdy ne (tfeba 5 + 3). MuZeme to brat tak, ze nékteré dvojice celych ¢isel jsou specidlni a jiné ne.
V této kapitole tento vztah matematicky zavedeme a prozkoumame. Dostaneme se k vysledktim, které jsou vysoce
uzite¢né v oblasti vypocetni techniky, tato kapitola také tvori zaklad pro pocitani modulo (kapitola 2) a FeSeni
diofantickych rovnic (kapitola 3).

M Poznamka: Ctenaf jisté vi, Ze mnozinu celych ¢isel zna¢ime pismenem Z. Zajimava otazka zni, pro¢ Z a ne Z.

Maéame pfece tmluvu, Ze prvky mnozin zna¢ime malymi pismeny a mnoziny samotné velkymi pismeny. Dtvod je
nasledujici. Kdyz napiseme Z, tak bychom tim mysleli , jen* mnozinu celych ¢isel {0,1,—1,2,—2,...}. Jenze my
zde nemluvime jen o néjaké mnozin€ ¢isel, ta nase je specidlni. Mame k ni totiz také operace a k nim zase velice
uziteéna pravidla. Takovéto komplikovanéjsi struktury se studuji napriklad v oboru zvaném algebra a existuji pro
né znaceni jako (Z, +, ). Zdvojené pismeno Z nam iika, ze pracujeme s touto velice specidlni mnozinou. Podobné
mame znaceni N, Q, R pro ¢isla pfirozend, racionalni a realna.

Coz néas privadi k dulezité poznamce. V této knize se jako prirozena Cisla bere mnozina

N={1,2,3,...}.

Bohuzel se matematici nedokézali shodnout a fada z nich si mysli, Ze pfirozend ¢isla zahrnuji i nulu. Autor této
knihy si to nemysli. Pouceni je, ze kdyz ctenaf zacne ¢ist pojednéni, ve kterém piirozend cisla hraji roli, tak by se
mél podivat, co tim autor mini.

Zde tedy nula pfirozena neni. Pokud ji budeme chtit zahrnout, tak na to mame Sikovné znaceni

No =NuU{0} ={0,1,2,3,... }.
A

la. Délitelnost

Dveé ¢éisla a, b spolu maji specidlni pouto, pokud pokus o vydéleni ¢isla b ¢islem a ve svété celych ¢isel dopadne
prizniveé, tedy g € Z. V definici ale déleni pouzit nechceme, protoze jde o operaci choulostivou (vadi ji nula)
a navic ji chybi nékteré uzitec¢né vlastnosti. Proto v nasledujici definici pouzijeme nasobeni.

! Definice.

Necht a,b € Z. Rekneme, ze a déli b (divides), znaceno a|b, jestlize existuje k € Z takové, ze
b=ua-k.

V takovém piipadé fikame, Ze a je délitel b (divisor), popiipadé faktor b (factor), a ze b je
nasobek a (multiple).

Také fikame, ze b je délitelné ¢islem a (divisible by a).

M Poznamka o definicich: Definice slouzi k zavedeni nového pojmu (pojmenovani, typu objektu). Matematickd

oficidlni prohlaseni obvykle za¢inaji preambuli (ivodni vétou), kde se ¢tenar dozvi, s jakymi objekty se bude
pracovat. Zde jsou to néjaka dvé cela ¢isla nazvana a, b. Podstatné je i to, co napsano neni. Matematici takovouto
avodni vétu chapou tak, zZe a, b jsou zvoleny libovolné, tedy nésledujici text se vztahuje na vSechna celé cisla a, b.
Formélné Feceno, v matemati¢tiné slovo ,necht“ v sobé zahrnuje univerzalni kvantifikator V neboli prokazditko.

Pak uz néasleduje definice samotna, v tomto pripadé novy vztah pojmenovany délitelnost. Zhruba feceno existuji
dva druhy definic. Asi méné ¢asté jsou definice vyétové, tieba ,,péknymi ¢isly nazyvame é&isla 13 a 23“. Castéjsi je
typ definice, ktery vidime zde: K novému pojmu specifikujeme test, ktery jednoznac¢né rozhodne, kdy dany pojem
mame pravo pouzit a kdy ne. Diky tomu se vSichni shodnou, kdy ta véc plati (jedno ¢islo déli druhé) a kdy ne.
Tim je zarucena jednoznacnost matematiky.

Kde se definice berou? Z praxe. Pfi svém badani si matematici obc¢as vS§imnou, ze urc¢ité objekty ¢i urc¢ité vlastnosti
jsou uziteéné, tak jim ptidéli jména. Zadefinovat vlastné mizeme cokoliv (pokud je to logicky konzistentni), ale
kdyZ naSe definice nebude uzite¢né, tak ji matematici nebudou pouzivat a bude zapomenuta. Soucasné definice

jsou tedy vysledkem darwinovského vybéru.
A

Priklad 1la.a: Déli opravdu 3 ¢islo 12?7 Zkusime test z definice. Dokazeme najit celé ¢islo k tak, aby 12 = 3k7
Ano, k = 4 vyhovuje. Mame tedy pravo napsat, ze 3|12.

Plati, ze 5| 137 Zkusime najit k takové, ze 13 = k - 5, a také jej najdeme, k = % M4 to ale hacek, definice
pozaduje, aby k bylo celé ¢islo, coz to nase k neni. ProtozZe jiné k spliujici zddanou rovnost neni, nejsme schopni
splnit podminku z definice a tudiz 5 nedéli 13 (coz jsme asi tusili).
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Tento priklad upozornil na jednu podstatnou véc: Ta specifikace ,k € Z“ neni jen formalita, jako Ze kazda
proménna se ma odnékud brat, ale je to klicova ¢ast podminky, stejné dilezita jako ten vzorecek b = ak. Budeme
na to muset myslet, az budeme dokazovat délitelnost. Aby byl takovy dikaz kompletni, musime ¢tenare presveédcit,
7e nami nalezend konstanta & ma dvé vlastnosti: spliiuje Zddanou rovnost a je to celé ¢islo. To druhé je obvykle
velmi snadné, ale to neznamena, Ze to lze opominout.

A

M Poznamka: Podminka z definice délitelnosti by se formélné zapsala napiiklad takto: dk € Z: b =a - k.

Je uzitecné si s timto formalnim jazykem rozumét. Pokud je pro vas novy, popfipadé pokud narazite na néjakou
nejasnost, tak navstivte kapitolu 21 Prehled logiky.

Pti praci s definicemi a tvrzenimi je dilezité si uvédomit, Zze konkrétni pismena pouzita ve vzorcich jako proménné
nejsou podstatna a jsou volné nahraditelna jinymi. Vyjimkou jsou specializované konstanty. Naptiklad v tvrzeni
,Plocha kruhu o poloméru r je 7r2“ je evidentné 7 nutné, ale kdyz vsechna r zaménime jinym pismenem, tak
se obsah sdéleni nezméni: ,,Plocha kruhu o poloméru w je mw?“. Proménna je zde jen ukazatel, jak se piesouva
informace: Kdyz seZzeneme polomér, tak se doty¢na hodnota da do vzorce na odpovidajici misto.

Stejné tak naSe definice specifikuje, jak se objekty (celd ¢isla) presouvaji mezi sdélenim VIES
»a déli b a sdélenim ,méame jistou rovnost a info o celociselnosti jednoho ¢lenu“. Obréazek
napravo to vystihuje, misto pismen jsme pouzili symboly. Kdyz chapeme vyznam, mtizeme )i‘
definici aplikovat v rozliénych situacich bez ohledu na to, jaké znaceni se zrovna pouziva. $=0.0, dcZ

Pokud naptiklad mame celd ¢isla 45 a 9 a k nim pravdivou rovnost 45 = 9 -5 s poznamkou 5 € Z, tak podle
schématu mame pravo z téchto cisel vytvorit tvrzeni ,9 déli 45¢.

Pokud se naopak dozvime, 7Ze 3|6, tak lze pfejit k rovnosti 6 = 3 - k, kde k € Z, pfi¢emz jméno pro k lze zvolit
ijiné.

Pf1i tomto prechodu je tfeba dodrzovat formu vyrazu. Z rovnosti 45 = 9-5 formalné nemame pravo prejit k tvrzeni
5|45, protoze ta pétka neni na spravném misté ve vzorci, a tak ji schéma neumoznuje ptejit do délitelnosti. My
ale samoziejmé muzeme tu rovnost piepsat na 45 =5-9, 9 € Z a ted uz mizeme psat 5|45. V praxi proto to
poradi néjak nefesime, ale to je specialni vyjimka umoznéna komutativitou nasobeni.

Symboly v definici mohou zastupovat cela ¢isla v libovolné formé, tieba i vyrazy. Naptiklad je-li a € Z, pak jsou
i vyrazy 6a* a 2a cel4 éisla. Z informace 6a* = (2a3) - (3a), 3a € Z pak mame préavo prejit ke tvrzeni (2a®) | (6a*).
Plati také (6a%) | (6a?), ale nezjistime to z 6a* = (2a®) - (3a), protoZe napravo nemame 6a3. Museli bychom to
ptrepsat do vhodné podoby.

Tato poznamka je obecné a vztahuje se na vSechny definice i tvrzeni v matematice. Neni dobré ucit se vzorce
nazpamét jako doslovnou sekvenci pismen. Podstatné je podivat se, jakou strukturu pro pfesouvani informace
pismena vytvareji.

YA\

— Poznamka pro fajnSmekry: Podminka z definice mé jednozna¢né rozhodnout, zda pro jista dvé ¢isla délitelnost
mame nebo ne. To znamend, Ze bychom méli v definici pouzit ekvivalenci, formalné zapsano
alb <= (FkeZ:b=ua-k).
Jenze v definici vidime spojku ,,jestlize”, takze je tam vlastné implikace
(FkeZ:b=a-k) = alb.

To ovSem umi délitelnost jen potvrdit, nikoliv vyvratit. Ta definice je tedy chybné formulovana! Nejen to,
vSechny definice v Ceské literatute jsou délany takto, stejné jako v dalSich svétovych jazycich. Matematici to
tak délaji uz par set let a prosté védi, ze se v definicich sice fika ,,jestlize*, ale mysli se tim ,tehdy a jen tehdy“.
Ted uz to vite taky. Clovék by to od matematiki, kteii maji byt presni a korektni, nec¢ekal, ale i oni jsou jen

+ lidé.

Délitelnost je uziteény pojem. Svédci o tom napiiklad fakt, ze pro nékterd popularni ¢isla a existuji testy, jak
snadno poznat, kteréd ¢isla jsou timto a délitelnd. Oblibené je tfeba kritérium pro délitelnost desiti (¢islo konéi
nulou). Néktera pripomeneme ve cviceni 1a.13, hloubéji se do tohoto tématu ponoiime s vhodnéjsimi nastroji
v naledujici kapitole, jmenovité v pozndmce 2a.25 a cviceni 2a.20. Méme také populdrni nazev pro celd cisla
délitelnd dvéma (sudd) a ta, kterd délitelnd dvéma nejsou (lichd).

Délitelnost se také Casto pouziva pii praci s polynomy, kde funguje obdobné. Lze tfeba fict, Ze polynom z — 1
déli polynom 2% — 1, protoze 22 — 1 = (x — 1)(z + 1). Zde = + 1 hraje roli k. Vice viz kapitola 16.

Kdyz matematici vymysli néjaky pojem, tak se o ném snazi zjistit, jaké ma vlastnosti a jak funguje. Své vysledky
pak sdéluji pomoci takzvanych tvrzeni, kterd se ale mohou jmenovat rtizné. Kdyz jde o néco snadného, miizeme
tomu tikat Fakt.
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Fakt 1a.1.

Pro kazdé a € Z plati:
(i) a déli a;

(ii) 1 deéli a;

(iii) a déli 0.

PreloZzeno do lidstiny, tvrdi se tady, ze kazdé celé Cislo déli sebe sama, Ze ¢islo 1 déli libovolné celé ¢islo, a zZe
kazdé celé c¢islo déli nulu neboli nula je nasobkem libovolného ¢isla. Dalo by se fici, ze jednicka je univerzalni
délitel a nula univerzalni nasobek.

M Poznamka: Mame zde nase prvni matematické tvrzeni. I ono zac¢ind preambuli, kde se dozvime, s ¢im budeme
pracovat, v tomto pripadé s néjakym celym cislem zvanym a. Zde se pfimo feklo, Zze se naSe tvrzeni vztahuje
na vSechna celd disla, tedy formdlné je tam vysloveno prokazditko. Misto toho se dalo napsat ,Necht a € Z.“
a matematici by tomu rozuméli stejné.

Pak se o tom a coby zastupci vSech celych ¢isel néco dozvime. Zde se autor rozhodl, Ze v ramci jednoho Faktu
fekne téch novinek vic, coz se nékdy déla. Pak je tradici tato jednotliva tvrzeni ¢islovat pomoci malych fimskych
¢isel v zavorce.

Spolehlivost matematiky je zaloZena nejen na jednozna¢nosti pojmi (my uz umime zcela jednozna¢né a spoleh-
livé rozhodnout, jestli jista ¢isla maji nebo nemaji mezi sebou vztah délitelnosti), ale také na tom, Ze vSechna
tvrzeni jsou dokazana. Dukaz je slohovy atvar, ve kterém ¢tenafi ukaZeme, jak nase tvrzeni vyplyva presné kon-
trolovatelnym (a tedy spolehlivym) postupem z nééeho, co uz je zndmo. Pro ucely této knihy budeme za znadmé
povazovat zhruba to, co se v matematice probere béhem prvnich deseti let Skolni dochazky.

Abychom mohli postup od znamého k novému ovérit, musi byt zaloZen na pravidlech logiky, aritmetiky a dal-
Sich jiz ovérenych matematickych manipulacich. Nastésti budeme pouzivat praktickou logiku, ktera je vlastné
formalizaci selského rozumu, takze nebude tieba rozsahlého studia oboru logika, stac¢i zaklady naptiklad na trovni
Piehledu (kapitola 21).

Nejprve rozebereme, jak by mél takovy dikaz vypadat, jak se na néj da prijit a jak jej posléze napsat.

A

M 1a.2 Poznamka o dukazech: Aby byl dikaz ¢itelny, je dobré zachovavat néasledujici strukturu: Nejprve ¢tenari
fekneme, s jakymi objekty budeme pracovat. Poté provedeme néjakou praci a pak shrneme, k ¢emu jsme se dostali.

Budeme dokazovat tvrzeni (i), které lze formalné napsat naptiklad takto:

Va € Z: a|a.

Néco tady tvrdime o vSech celych ¢islech. Jak dokazeme, Ze mame pravdu? Urcité ne tak, Ze to vyzkousime
na nékolika konkrétnich ¢islech. Mohli jsme totiz mit Stésti a trefit se do téch, pro které tvrzeni ndhodou plati. Je
pravda, ze pokud bychom néco dokazovali pro objekty z koneéné (a malé) mnoziny, tak by je slo probrat jeden
po druhém a pro kazdy ukazat, ze pro néj dotycna véc plati. To se ale vyskytne velmi zfidka, obvykle dokazujeme
tvrzeni pro objekty z velkych mnozin, napfiklad nekoneénych (to nés ¢ekd v této knize).

Jak tedy ovérime, Ze néco plati pro prvky velké mnoziny? Dél4 se to metodou anonymniho zastupce. Nékdo nam
vybere jednoho z kandidat (v nasem pfipadé né&jaké celé ¢islo), ale nefekne nam, ktery presné to je. D4 ndm ho
v neprithledné krabicce. My pak s timto anonymnim zastupcem zkusime udélat to, co je tfeba. Protoze nevime,
jaké konkrétni ¢islo mame, jsme nuceni se omezit pouze na ty postupy, jejichz spravnost mame potvrzenu pro
v8echna celd ¢isla (obecnéji pro vSechny kandidéty, pro které se néco dokazuje), takze nemuze dojit k tomu, ze
bychom si $tastnou volbou zastupce usnadnili praci ¢i s nim zachdzeli néjak protekéné. Pokud se ndm tedy s tim
anonymnim zéstupcem néco povede udélat, tak se to logicky musi povést s libovolnym ¢lenem dotycéné skupiny
(v naSem ptipadé s libovolnym celym ¢islem), takZe jsme prostfednictvim prace s anonymnim zastupcem vlastné
néco udélali pro vSechny takové objekty.

Shrnuto, pokud dokazujeme néco pro vSechny ¢leny mnoziny M, tedy pokud nami dokazované tvrzeni zacina
WVr € M“, tak dikaz za¢neme volbou (vybira nékdo jiny) ndm neznamého zastupce. Tradi¢ni prvni véta dikazu
pak vypadéa naptiklad takto: ,Necht € M je libovolné“. Lze to vyjadfit i jinak, populérni jsou ,Déno x € M
libovolné“ ¢i ,Méjme x € M libovolné“, Pro tsporu je obvyklé to slovo ,libovolné“ vynechat, coz jsme ostatné
vidéli vyse. Podstatny je smysl: prace s anonymnim zastupcem.

Pak néasleduje argument, pomoci kterého se od znamého dostaneme k tomu, co chceme. V nasledujici poznamce
si rozmyslime, jak spravné oduvodnit, ze a|a.

Kromé tvrzeni univerzalnich uvozenych ,prokazditkem“ V jsou také vyroky existencéni uvedené ,existitkem® .
Naptiklad pro potvrzeni, Ze a|a, mame podle definice ukazat pravdivost vyroku 3k € Z: a = a - k.

My uZ jsme se s existenénim ditkazem setkali, kdyz jsme potvrzovali, ze 3 | 12: dokazovali jsme tam tvrzeni
dk € Z: 12 = 3k. Jak jsme to udélali? Nasli jsme k& = 4. Toto je nejoblibenéjsi zpiisob, jak dokazovat existenci. Ne
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vzdy je takto snadné najit vhodny objekt, ale pokud se to povede, mame vyhrano. Obvykle tento objekt vytvarime
pomoci néjakého vypoctu, coz se ¢asto uvozuje slovem ,zvolme* ¢i ,oznac¢me®.

Shrneme to:

Pravidlo pro praci s kvantifikatory: Pokud pii dokazovéni reagujeme na text Vx € M, tak nam to x da
nékdo jiny a my ukdzeme, Ze tento anonymni zastupce spliiuje zadané. Pokud reagujeme na text ,3x € M“, tak
je na nas najit (vytvorit, zvolit) néjaké konkrétni = a ukazat, ze opravdu déla to, co se od néj chce.

A

S Rozbor: Nyni uz vime, ze dikaz faktu, ¢asti (i) za¢neme tim, Ze si vezmeme libovolné a € Z coby reprezentanta
vsech celych ¢isel. Potfebujeme pak ukazat, Ze toto a déli samo sebe. Cilem dikazu je dojit k novému poznatku
pomoci toho, co uz zname, ale v této chvili neni jasné, odkud vlastné zacit. Obvykle velmi pomuze, pokud se
nejprve zamyslime nad tim, kam chceme dojit.

N4&s koneény cil je ovéfit, ze a | a. To ndm zatim moc nepomohlo, tak se zeptejme, co by tomuto zavéru mélo
predchazet. Co bychom méli ¢tenari fict, aby pak uz akceptoval, ze a | a? Odpovéd najdeme v definici. Mame
ukazat, ze dokdzeme vytvorit rovnost vhodné formy, v tomto pripadé a = a - k, pricemz to k musi byt celé. Nas
pritom konkrétni hodnota k vlastné nezajima, podstatné je, ze musi existovat. Potfebujeme tedy ukazat pravdivost
existencniho tvrzeni. Svij nezdjem o konkrétni podobu k mizZeme jesté zdiraznit tim, Ze namisto pismene pro
tuto komponentu rovnosti pouzijeme obrézek (vybral jsem Fecké pismeno phi neboli fi). Tim jsme ziskali ndhradni
cil a ze situace ,,Chceme: a|a“ jsme se posunuli do situace, kterou lze zachytit tfeba takto:

e Nahradnicil: 3@ € Z:a =a - ® — e Chceme: a|a

Da se tici, ze takto diikaz vytvarime od konce.

Shodou okolnosti jsme si pfed chvili rozmysleli, Zze diukaz existencéniho tvrzeni se nejlépe déla predvedenim
doliéného predmétu. Polozime si tedy klicovou otdzku: Jsme schopni takové k ¢i ® najit? Ano, protoze plati
a = a- 1. Tim mame vymysleny dtkaz, ale jesté jej musime napsat. Spravny dikaz zacne s né¢im, co je znamé,
a dovede nés k tomu, co chceme. My vime, co chceme (Ze a|a), a zjistili jsme, Ze se k tomu dostaneme od rovnosti
a = a -1, kterd je povazovana za zndmou, a je to tedy legitimni zacatek argumentu. Mame uz dobrou piedstavu,
jak dukaz smérovat.

Mimochodem, pokud bychom nevidéli, jak nas nahradni cil splnit, tak bychom se mohli zkusit podivat na krok,
ktery by nas k tomuto nahradnimu cili mohl dovést, takze bychom vlastné pridali pfedptfedposledni etapu vzni-
kajicitho dikazu. Je dulezité védét, ze takto jdeme pozpatku, takze pokud bychom nasi tvahu zapsali v pofadi,
v jakém vznika, naptiklad

ala — dke€Z: a=ak — a=a-1,

tak tim neziskdme platny dikaz, protoze to jde Spatnym smérem (za¢ina cilem). Pokud bychom to jako dikaz
brali, tak tim dokazujeme, Ze pokud by platilo a|a, tak z toho jako novy poznatek objevime a = a - 1. To jsme ale
jisté nechtéli.

Nase predbézna tivaha je tedy jen napovéda, jaké kroky pak napsat ve spravném sméru, aby dukaz vznikl. Proto
tyto ivahy délame nékde bokem a teprve pak napiSeme dikaz samotny.

Dukaz: (i): Déano a € Z libovolné. Vime, 7e a = a - 1. Oznac¢ime-li k = 1, dostavame a = a - k a k € Z, tedy
podle definice délitelnosti a|a.
Duikazy (ii) a (iii) jsou obdobné a tak snadné, ze je s duvérou nechame jako cviceni 1a.2.
g

Poznamka: To k neni nutné zavadét, mohli bychom argumentovat takto: Plati a = a-1 a 1 € Z, tedy a|a.

Ta zminka o 1 € Z vypada smésné, ale je podstatna. Pro platnost vztahu délitelnosti je tieba mit podle definice
splnény dvé podminky: vzorecek vhodného typu a v ném na kli¢ovém misté celé ¢islo. Oboji tedy musime ¢tenari
predlozit, abychom byli opravnéni dojit k délitelnosti. M4 to i smysl pedagogicky, pfipominame tim ¢tenafi i sobé,
ze bychom tyto trividlni ale klicové podminky neméli opomijet, ale kratce se zamyslet, jak vime, ze jsou splnény.

A

S 1a.3 Poznamka: Vratme se jesté k dikazu ¢asti (i). Rozmysleli jsme si, Ze vlastné potfebujeme dokazat toto
formalni tvrzeni:
Va € Z Ik € Z: a = ak.

N&s dikaz (bez koneéného zavéru) by se dal zapsat takto:

Déano a € Z lib. Zvolme k =1. Pak k € Z a a = ak.

Vsimnéte si, jak jednotlivé podtrzené sekce ditkazu odpovidaji jednotlivym ¢astem toho forméalniho tvrzeni,
zejména u kvantifikdtori reagujeme zptsobem popsanym vyse. To je znamkou, Ze nas dikaz mé spravnou struk-
turu. Jak jesté opakované uvidime, prakticky vSechny (pfimocaré) dikazy budou takto fungovat, ¢teni dokazo-
vaného tvrzeni zleva doprava vytyc¢i milniky naseho dikazu. To je vyznamna napovéda pro toho, kdo se snazi
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takové jednodussi dukazy vymyslet. Existuji vyjimky z tohoto pravidla (specializované typy dtikazi), ale ty teprve
prijdou.

Co si mé tedy hlidat zacatec¢nik, ktery se uc¢i psat dukazy:
e Struktura ditkazu musi odpovidat tomu, co se dokazuje. Je mozno si strukturu sestavit pfedem a pak doplnit
technické kroky.
e Argument vzdy vede od zndmého k tomu, co chceme. Nesmime pouzivat jako nastroje véci, které teprve chceme
dokazat.

A

la.4 Poznamka o psani dukazi:

V ditkazech volime troven vysvétlovani podle predpokladané vyspélosti ctenaie a kontextu. Napiiklad poznamku,
ze posledni krok délame podle definice, bychom obvykle vynechali. V méné formalnim kontextu (napiiklad kdyz
na konci sekce piseme Feseni dokazovacich cviceni) mnohdy vynechdme prakticky vSe kromé samotné matematic-
tiny. Extrémni podoba naseho ditkazu by mohla vypadat takto:

a € Z lib.;

a=a-1,1€7Z

ala.

Interpretace takového textu je zalozena na dvou konvencich. Pokud se na za¢atku textu objevi néjaka informace,
tak se to bere tak, ze autor textu se odkazuje na néco obecné platného. Zde se odkazujeme na to, ze a = a - 1.

Pokud néjaky radek nasleduje predchozi s néjakym faktem, tak se to chape tak, ze z toho pfedchoziho vyplyva.
Tuto konvenci jiz ¢tenar zna ze situace, kdy dostane rovnici a postupné ji upravuje. Zde tedy vidime jeden
uvozovaci krok, kdy z algebry a informace o jednic¢ce pomoci definice prechazime k zavéru.

Z hlediska citelnosti byva dobré tyto uvozovaci kroky néjak vyznacit, naptiklad slovy ,,Pak“, ,Odtud“, ,,Proto“,
»Tudiz* a podobné. V méné formalnim kontextu je mozné pouzit uvozovaci znacku, coz je v Ceském prostiedi
trochu problém, protoze neni néjakd obecné uznavana. Formélni logika pouziva uvozovaci symboly F a |=, které
by se pro uvozovani v diikazu hodily, ale nejsou mimo tento obor piili§ pouzivané, a tudiz by pro bézné ctenaie
nebyly srozumitelné. Rozhodné neni dobré pouzit symbol =, protoze znadi logickou implikaci a ta je néco
velmi odlisného od ,z toho vlevo vyplyva to vpravo“, napiiklad uz proto, ze implikace nelze fetézit, zatimco
v dikazech se uvozovani fetézi bézné. Osobné nemam problém akceptovat standardni anglosasky symbol .., jehoz
vyznam je ,z toho predtim vyplyva to potom®, ale asi nej¢astéji (napiiklad ve struénych fesenich) pouzivam vcelku
srozumitelny symbol —.

Citelngjsi verze tohoto dfikazu by tedy mohla vypadat takto:

a€Zlib.a=a-1N1€Z — ala.

Pokud by mi toto napsal student do pisemky, bral bych to, ale ¢tenaf oceni obc¢asné hiejivé lidské slovo, navic
ten symbol Sipky preci jen neni kodifikovan, takze bych spiSe doporucil verzi

a€Zlib. Platia=a-1A1€ Z, proto ala.

Struc¢na verze svadi k logické chybé. Zacatec¢nici maji sklon napsat toto:

a€Zlib.ala — a=a-1N1€Z.

Tento dikaz je Spatné, protoze zacinad tim, co chceme dokéazat, a pak jde k néfemu, co davno vime. Vznika
nesikovnym zéapisem bézného lidského zvyku néco fict a pak to dovysvétlit: a déli a, protoze plati ... To by se ale
symbolicky zapsalo

ala +— a=a-1N1€Z
a v logice zpétny chod nefunguje, argument ma plynout od znamého zacatku k novému konci zleva doprava.

A

Mozna jste si vSimli, Ze se ve faktu nijak neomezujeme a pripoustime vSechna celd ¢isla. To znamena, Ze tvrzeni
(i) a (iil) 1ze aplikovat také na a = 0. Dostéavame tak 0|0. Nepfehlédli jsme né&jakou vyjimku v dikazu?

Tvrzeni, ze 0 déli 0, se podle definice testuje splnénim rovnosti 0 = 0 - k, coz snadno zajistime napriklad volbou
k = 13 € Z. Takze podle definice to je spravné a ditkaz nic nepfehlédl. Nabizi se otazka, jestli jsme tedy tu definici
neudélali omylem jinak, nez jsme zamysleli. ZkuSenost ukazuje, ze je udélana rozumné a nulu je tfeba zahrnout,
tak se s tim, ze nula déli nulu, prosté smifime. Ostatné definice krome slova délitel nabizi i slovo nasobek. Tvrzeni
yhula je nasobkem nuly* zni prijatelneé.

To nas privadi k podstatné poznamce. Existuje déleni a existuje délitelnost a formalné jsou to velmi rozdilné
véci. Déleni je operace, kterd mé vysledek a ten nas zajiméa. Délitelnost cisla ¢islem je naopak vztah a mlize platit
¢i neplatit. Hodnota toho k£ nas viibec nezajima, jen pfi potvrzovani délitelnosti potfebujeme védeét, jestli existuje.
Pravé nula ten rozdil ilustruje velmi pékné. Spoéitat nula déleno nulou nelze (operace), ale jak jsme pravé vidéli,
nula déli nulu (vztah).
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Na druhou stranu ¢tenar asi citi, ze pojem délitelnosti ma néco spoleéného s délenim. Napiiklad tu konstantu
12

k = 4 v ptikladé 3 | 12 jsme mohli uhodnout, ale asi jsme spis jen vydélili . Tato podobnost svaddi k tomu,
abychom vztah, Ze a déli b, v praxi nahrazovali podminkou, zZe g je celé cislo. Neni to ale totéz.

Vymluvné to ukazuje pravé moznost, ze by a mohlo byt nula. Pak délitelnost pfes rovnost funguje, ale ten podil
ne. Uz to by mélo stacit k tomu, abychom se pii praci s délitelnosti vyhybali déleni. Je tu ale i aspekt prakticky.
Pro nenulova ¢isla sice lze najit pojitko mezi délitelnosti a celoc¢iselnym podilem, ale zatimco pro praci s rovnostmi
existuje fada nastroji, s tvrzenim ,podil je v Z“ se pracuje vyznamné hife.

Proto ¢tenari doporucujeme, aby pfi praci s délitelnosti a zejména prii psani dikazu s délenim nepracoval. I my
se mu zde budeme (az na par nutnych vyjimek) vyhybat.

M Poznamka: Jedna ze silnych stranek matematictiny je schopnost zachytit pravidelnosti, vzory ¢i pravidla. P¥i
premysleni o délitelnosti si naptiklad vSimneme, ze 3|32, 5|52, (—7)|(—7)? a podobné. Matematicky to vyjadiime
tvrzenim a|a?. Ale lze také tvrdit a|a™ pro n € N. O tomto tvrzeni by matematici fekli, Ze je obecn&jsi, protoze
zahrnuje predchozi piipad (volbou n = 2) a jes$té piid4 informaci navic. Naopak a|a? by se oznadcilo za specialni
pripad toho obecnéjsiho vzorce.

Ale ani tvrzeni a|a™ neni nejlepsi mozné, da se déle zobecnit.

A

Fakt 1a.5.
Necht a € Z, m,n € Nam <n. Pak a™|a".

S Rozbor: V tomto tvrzeni se objevuje ,,necht” coby indikdtor kvantifikitoru V. Tvrzeni se tedy vztahuje na vSechna
cela cisla a a vSechny dvojice m < n prirozenych ¢isel. Pro né mame dokazat tvrzeni o délitelnosti. Pouceni
predchozim dtikazem tento cil nahradime nahradnim cilem z definice:

e Chceme: a = a™ - ® pro néjaké & € Z.
Tuto rovnost snadno vyrobime pomoci identity pro mocniny, coz coby znamy fakt bude vhodnym vychodiskem
pro dtikaz.

Dukaz (rutinni, pou¢ny): Dany a € Z a m,n € N spliujici m < n.
Vime, ze a™ = a™a™™ ™. Ozna¢me k = a"~"". Pak diky m,n € N am < n je n — m celé nezaporné cislo, a
tedy k = a™ ™ € Z a také a™ = a” - k. Proto podle definice délitelnosti plati a™|a™.
O

I tento diikaz byl povidavéjsi, nez by bylo pro zkuSenéjsiho ¢tenare treba, napriklad u posledniho kroku by si
domyslel, ze jsme pouzili definici délitelnosti. Pouzivani odvozovacich spojek typu ,,proto“ jsme jen doporucovali,
zatimco slovo ,,0zna¢me“ doporucujeme silné. Kdyby tam chybélo, tak by se ¢tenar divil, kde se to k vzalo.
Vyplyva snad z néjakého matematického poznatku? My ovSem ¢tenafi vyjasnime situaci, kdyz napiseme ,,Ozna¢me
k = a™™“. Tim mu fikame, Ze jsme se sami o své vuli rozhodli vzit ¢islo "~ a pojmenovat jej k, napriklad
proto, ze chceme (potiebujeme) dokézat existenci takového ¢isla.

Je ovSem mozné se tomu k zcela vyhnout. Klicovym krokem dikazu je ukéazat existenci jistého cisla, které jsme
znacili k nebo tfeba ®. Jestlize na znaceni nezalezi, pro¢ by se nemohlo jmenovat a”~"? USetiime si tak praci.
Nasledujici struéna verze dtikazu je postacujici a srozumitelné:

Dukaz: Dany a € Z a m,n € N spliujici m < n.
Pak je n — m nezdporné celé ¢islo, takze a™ =" € Z a také a” = a™a"~"™. Proto a"|a™.

g

Neékteri lidé nézev pro a™~ ™ zavadéji, protoze jim to pomaha pii pfemysleni nad ditkazem, poptipadé chtéji
potésit ¢tenare, jinym to pfijde zbytecné. Oboji je v poradku.

S 1a.6 Poznamka: Uvazujme nésledujici verzi dukazu.

Déany a € Z a m,n € N spliujici m < n. Plati a = a™a™ "™, proto a™ |a".

Tento diukaz neni dobfe, ackoliv jsme v ném nenapsali nic nespravného. Jeho chybnost spoc¢iva v tom, Ze v ném
chybi néco podstatného. Zapomnéli jsme v ném ovétit, ze a™~ ™ € Z. Podezreni vzbuzuje uz to, ze se v tomto
pokusu o ditkaz nikde nevyuzila informace m < n. O tom, Ze neni spravné, nas jednoznacné presvédci fakt, ze tak,
jak je napsan, jej lze aplikovat i na neplatnou situaci. Podle tohoto textu by totiz platilo 52 |5. Schvalné:

Dény 5 € Z a 2,1 € N. Plati 5! = 52572 proto 52|51

Nespravnému pokusu o dtikaz to presné vyhovuje.
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Pouceni tedy je, ze spravnost diikazu lze pokazit nejen chybou v jeho struktufe ¢i logické névaznosti, ale i tim,
Ze néco podstatného vynechame. Formalné vzato jsme neméli pravo udélat posledni krok k o™ |a™, protoze jsme
neovérili vSechny pozadavky, které jsou na to potieba.

A

M Nase prvni fakty nebyly zcela typické. Prosté se tam o libovolném ¢isle néco natvrdo feklo. OvSem vétsina ma-

tematickych tvrzeni spiSe spojuje dva rizné poznatky ve smyslu, ze kdyz mame jeden, tak automaticky mame
i druhy. Tuto vazbu zachycuje logicka spojka implikace. Je velmi dilezité ji spravné chépat, proto pfipomene to

vvvvvv

Piiklad 1a.b (implikace): Uvazujme nasledujici tvrzeni:
e Necht a € Z. Jestlize je a délitelné ¢tyfmi, pak je také délitelné dvéma.
Spojky ,Jestlize ... pak® jasné ukazuji na implikaci. Lze se ale setkat i s jinym vyjadfenim implikace, v nasem
pripadé naptiklad:
e Pro kazdé celé ¢islo a plati, ze kdyz ¢tyti déli a, tak dvé déli a.
e Pro vSechna celé ¢isla plati, ze kdyz jsou délitelna ¢tyfmi, pak jsou délitelna také dvéma.
o Kazdé celé cislo, které je délitelné ¢tyfmi, je také délitelné dvéma.
e Cela cisla jsou délitelnd dvéma, pokud jsou délitelnéd ¢tyTmi.
e Vsechna celd ¢isla délitelnd ¢tyfmi jsou také délitelnd dvéma.
Formalni zapis vSech téchto vét vypada takto:
Va € Z: (4|a = 2]a).

V méné formalni situaci by se ta zavorka kolem implikace mohla i vynechat.

Implikace spojuje dva samostatné vyroky zvané predpoklad (zde 4 | a) a zavér (zde 2 | a). Mohli bychom ji
symbolicky vyjadfit jako P — Z, popfipadé P(a) — Z(a), pokud bychom chtéli zduraznit, ze pfedpoklad
i zavér pracuji s proménnou a.

K ¢emu implikace slouzi? Pokud vime, Ze je pravdiva, tak nam iké, ze v situaci, kdy je splnén predpoklad, uz musi
automaticky byt splnén i zavér. Pravdiva implikace tedy nefiké nic o pravdivosti jednotlivych slozek, jen o jejich
vztahu. Podstatné je, Ze tento vztah neni dokonaly. Muzeme si pfedstavit, ze pokud implikaci P(a) = Z(a)
aplikujeme na prvky a z néjaké mnoziny M, tak se M rozdéli na dvé ¢asti podle platnosti P(a).

V jedné ¢asti jsou ty a, pro které predpoklad P(a) plati. O téch ndm pravdiva implikace da informaci, ze také
spliiuji zavér Z(a). Tento presun informace o pravdivosti z P na Z (zleva doprava) je hlavnim téelem pravdivé
implikace. V zasadé od ni nic vic ani neocekavame, takze to, zda tento cil plni, je vlastné ukazatelem, zda je nase
implikace pravdiva. Ziskali jsme tak navod, jak implikace dokazovat: Ovérime, zda pfenasi pravdivost z P na Z.
Podrobné to probereme nize, zde tedy jen intuitivné na zédkladé zkuSenosti usoudime, ze cisla délitelna ¢tyfmi jsou
vzdy suda neboli délitelnad dvéma, takze nase ukazkova implikace nejspis bude pravdiva (a také je).

7 pohledu uzivatele je dilezité védét nejen co pravdivéa implikace délé, ale také co neumi. Zatimco o téch prvcich
z vychozi mnoziny M, které splnuji predpoklad, ndm néco fekne, tak o téch zbyvajicich nam nefekne nic ohledné
zavéru. Vyplyva to z definice implikace coby logické spojky: Je-li pfedpoklad nepravdivy, tak implikace jako celek
je pravdiva bez ohledu na to, co se ik v zavéru. A opravdu, pokud se u na$i implikace podivame na ¢isla, ktera
nejsou délitelnd ¢tytkou, tam mezi nimi najdeme sudéa i licha, takze se o jejich délitelnosti dvéma nic urcitého
neda tvrdit.

Da se tedy fict, ze pravdiva implikace presouva zleva doprava pravdivost, ale neumi takto pfesunout nepravdivost.
Stejné tak neumi pfesunout zprava doleva (v opa¢ném sméru) pravdivost. Opét to vymluvné ilustruje nas priklad.
Pokud je cislo sudé, tak nic nevime o jeho délitelnosti ¢tyimi. Znacka — je tedy vystizna. Podotknéme, zZe
nékdy se stane, Ze se pravdivost pfendsi také v opacném sméru (ze zavéru na pfedpoklad). Pak vlastné mame
jinou situaci, jde o logickou spojku ekvivalence znacenou <=, ke které se dostaneme casem.

Uzite¢nost pravdivé implikace je, ze ndm umozinuje délat avahy. Kdyz zjistime, Ze néco je pravda (pfedpoklad
P), tak diky vhodné pravdivé implikaci usoudime, Ze je pravda i néco dalsiho (zavér Z). To miZe pomoci v situaci,
kdy nés zajimé pravdivost Z, ale neni snadné to zjistit. Pravdiva implikace P =—> Z nam umozni misto toho
zkoumat P a v pfipadé uspéchu (plati) uz mame informaci o Z. Jinak feceno, pravdivost P je postacujici pro
pravdivost Z. Z toho vyplyva dalsi alternativni slovni vyjadieni pravdivé implikace:

e Necht a € Z. Vlastnost 4|a je postacujici podminka pro 2|a.

Pravdiva implikace ndm také miZe poslouzit jako filtr. Reknéme, Ze hledame ¢isla délitelné étyfkou. Podle nasi
implikace musi byt délitelnd i dvéma, coz znamena, Ze je zbyteéné hledat mezi lichymi. Obecné, pokud hledame
objekty s vlastnosti P a mame néjakou pravdivou implikaci P = Z, tak staci hledat jen mezi objekty spliujicimi
Z. V takové situaci je pak splnénd vlastnost Z nutnd pro to, aby meélo viibec smysl zkouset testovat P. To nam
nabizi posledni alternativni zptisob, jak vyjadiit pravdivou implikaci:

e Necht a € Z. Délitelnost a dvéma je nutnéd podminka pro délitelnost a ¢tyfmi.
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Tim se dostavame k poslednimu zajimavému pozorovani. Pokud je platnost Z nutné pro to, aby mél predpoklad
P sanci platit, tak pfi nesplnéni Z nemtze P platit také. Jinak feceno, u pravdivé implikace se nepravda prenasi
v opa¢ném sméru, zprava doleva. Pro nasi implikaci:

o Va € Z: 2|a neplati = 4|a neplati.

Neboli symbolicky pomoci negace: =Z = —P. Tato nova implikace vyjadiuje presné stejnou informaci jako ta
puvodni P = Z, formalné feceno mé vzdy stejnou pravdivostni hodnotu. Rika se ji obména té ptivodni implikace
a ackoliv jde z logického pohledu o totéz, ve slovnim vyjadfeni mnohdy nabidne zajimavy vhled do zkoumané
zélezitosti.

Ukazali jsme si fadu zpusobt, jak implikaci vyjadrit slovné. Jeden z nich (zaéiné slovy ,VSechna celd...“) nas
inspiruje k alternativnimu formalnimu vyjadfeni implikace. Nejprve zavedeme pomocnou mnozinu Mp, kterd
obsahuje v8echna celd ¢isla, kterd jsou délitelna ¢islem 4. Formalné: Mp = {a € Z; 4|a}. Pomoci této mnoziny
mizeme nasi implikaci zapsat rovnocenné takto:

e Va € Mp: 2|a.

Vsimnéte si, ze tento vyrok uz neni implikace. Podava ale stejnou informaci. Pivodni implika¢ni forma se fakticky
vyjadfovala jen k situaci, kdy a je délitelné ¢tyfmi, o ostatnich ¢islech nic neuméla Fict. Tato nova forma déla
presné totéz. Tento prechod mezi vyjadienim pomoci implikace a pomoci omezené mnoziny u kvantifikatoru se da
Casto délat v obou smérech a podle kontextu miize nékdy byt jeden ¢i druhy vyhodnéjsi.

Tim jsme probrali to hlavni, co je tfeba o implikacich védét.

A

M 1a.7 Poznamka o implikaci: Shriime pravidla pro praci s implikacemi, které jsme si pfedstavili v prikladé
vyse.
Kazda implikace P —> Z mé obménu -Z — —P, kterd mé stejnou pravdivostni hodnotu, a tedy dava
stejnou informaci.
Pravdivost implikace P —> Z lze také vyjadrit slovy ,, P je postacujici podminka pro Z“ nebo ,Z je nutna
pdminka pro P¢.
Uvazujme néjakou mnozinu M a vyroky P(a), Z(a), které maji pro prvky mnoziny M smysl. Uvazujme tvrzeni
Va € M: P(a) = Z(a).
Toto tvrzeni se da rovnocenné prepsat nasledovné:
Va € {a € M; P(a)}: Z(a).

Abychom dokézali pravdivost implikace na néjaké mnoziné M, musime ukdzat, Ze pro vSechna a € M spliujici
P(a) musi také platit zavér Z(a). Formalné tedy dikaz vypada nasledovné:

Po vybréani anonymniho zastupce (¢i zastupcii) objekti, se kterymi budeme pracovat, omezime svou pozornost
pouze na ty z nich, které splnuji pfedpoklad. Vyjadiime to slovy ,Predpokladejme, Ze...“. Tim zaroven ziskame
vychozi bod pro nasi praci neboli fakta, pomoci kterych budeme chtit ukdzat, ze v nami zkoumané situaci plati
rovnéz zavér. Za tim tcelem se z nasich vychozich fakti (a mozné pomoci dalsich jiz zndmych poznatk) k tomuto
zavéru dostaneme korektnimi kroky.

D4 se Tici, ze pii diikazu potfebujeme ¢tenaie dovést od faktu (fakt) vypsanych v predpokladu k faktu (fakttm)
vypsanym v zavéru, a to tak malymi kroky, aby bylo mozné ovétit jejich spravnost. Symbolicky (a s povolenim
vyuziti dalsich zndmych véci znacenych f):

- JNE AN

7 praktického pohledu na zacatku dikazu méame néjaké znalosti, predevsim to, co jsme predpokladali, a mozna
dalsi jiz znamé matematické poznatky. Zaroven je dan cil, to je ten zavér implikace. My potfebujeme pomoci toho,
co mame, dojit k tomu, co chceme. Tomuto zptisobu dokazovani implikace se fiké pfimy dukaz a je to v zasadé
univerzalni zptsob, jak implikace dokazovat.

Nékdy potkdme tvrzeni, o kterém rozpozname, Ze pravdivé neni. I tuto nepravdivost je nutno dokazat: Rikdme,
ze tvrzeni vyvracime. Pokud tvrzeni zac¢ind ,prokazditkem“, tak selsky rozum tika, ze k vyvraceni staci najit
konkrétni situaci, kdy tvrzeni neplati. Je to tak, té situaci se ¥ik4 protipriklad.

Je napiiklad zjevné, Ze tvrzeni Va € Z: 13|a neplati. Abychom jej vyvratili, sta¢i napsat:

Ditikaz neplatnosti: protipiiklad a = 1.

Protoze tfinactka nedéli jednicku, tvrzeni pro toto a € Z neplati a je vyvracené.

Podotknéme, Ze jsme tim ukazali jen nepravdivost zvazovaného obecného tvzeni. To ale jesté neznamena, ze by
doty¢né délitelnost musela naopak selhat vzdy. S jistotou vime jen to, Ze nelze spoléhat na 13|a. I to je uziteéna
informace.

Co kdyZ chceme vyvracet implikaci P(a) = Z(a)? Potfebujeme najit protipiiklad, tedy prvek a, pro ktery
tato implikace neplati. Hledame tedy prvek, pro ktery se pravdivost neptfenasi z P do Z. Nas protiptiklad proto
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musi spliiovat predpoklad a nespliiovat zavér. Naptiklad a = 5 coby protiptiklad vyvraci implikaci, ze jestlize je
celé cislo délitelné péti, tak je délitelné desiti.

A

Zopakovali jsme si vlastnosti implikace a jsme pripraveni formulovat pravidla, ktera plati pro délitelnost a mohou
nam usnadnit praci s ni. Za¢neme nééim snadnym.

Fakt 1a.8.
Necht a,b € Z. Jestlize a|b, pak a|b®.

Ve cviéeni 1a.3 uvidime, Ze z predpokladu a|b se da dokonce ukazat a|b™ a a™|b"™, ale pro zacatek jsme zvolili
jednoduchou verzi. Rozmyslime si, jak bude vypadat dikaz.

S Rozbor: Vime uz, Ze to ivodni ,necht“ zahrnuje univerzélni kvantifikator, takze mé jit o obecné tvrzeni platné
pro vSechna celé ¢isla a, b. Dikaz tedy za¢ne ndhodnou volbou anonymniho zastupce, mame celé ¢isla a, b. Pro né
potiebujeme dokazat tvrzeni, které ma formu implikace, formalné a|b = a|b?.

Jak jsme si rozmysleli vyse, diikaz implikace spociva v tom, ze ¢tenaie dovedeme od predpokladu k zévéru. Ten
zacatek musime sdélit, takze ditkaz za¢ne naptiklad takto:

Déno a,b € Z. Pfedpoklad: a|b.

Tyto véci tedy mame k dispozici, pomoci nich chceme dokézat platnost zavéru. Vychozi situace je proto nésle-
dujici:
e Mame: a déli b e Chceme: a déli b?

Vidime, jak se dostat od toho, co mame, k tomu, co chceme? Nejspise ne, tak se v kolonce ,chceme®* podivame
na idedlni predchozi krok. Podobné jako v prvnich dikazech nam definice poradi, odkud se k nasemu cili dostat.

e Mame: a déli b e Chceme: a déli b?
T
b? = a - ® pro néjaké ® € Z.
Asi jesté porad nevidime, jak se od toho, co mame, dostat k tomu, co nové chceme, coz je ted ddno tim, Ze napravo
méme néjakou algebru (rovnost) a nalevo ne, neboli kolonky ,mame“ a ,chceme* nemluvi stejnym jazykem. To
ale snadno napravime, i nas predpoklad mizZeme podle definice pfepsat na rovnost, ktera bude stale v kategorii

,2mame“.
e Mame: a déli b e Chceme: a déli b?
3 T
b=a- -k, kdekeZ b? = a - ® pro néjaké ® € Z

Pokud by ¢tenére iritovalo to ® napravo a chtél by radéji ,,normalni“ pismenko, tak samoziejmé miize. Podstatné
ovsem je, ze nesmi zkopirovat to k z definice. Dtivod je, Ze uz jsme k jednou pouzili pfi prepisu predpokladu. Tim
se mu prifadila néjaka konkrétni hodnota (pro a # 0 by slo o pomér mezi b a a). My tuto hodnotu nezname, ale
k uz ji mé a tudiz nemtize zaroveii slouzit jako konstanta pro piechod mezi a a b?. Kdybychom omylem napsali

e Mame: a déli b e Chceme: a déli b2
\ T
b=a-k,kde ke Z b* = a -k pro k € Z (chyba!)

tak mame po diikazu, protoze od vzorce b = ak se ke vzorci b> = ak dostat nelze. Problém by nebyl s platnosti
tvrzeni, ale s nasi nesikovnosti. Pomér mezi b? a a mtze byt jiny nez pomér mezi b a @ a my musime umoznit, aby
se tak opravdu stalo. Zaridime to tim, Ze pouzijeme jiné pismeno, tim dame vzorecku napravo potiebnou svobodu.
Nastésti s tim neni problém, protoze uz vime, ze k je v definici jen zastupny symbol, ktery lze nahradit jinym.
Napriklad:

o Méame: a déli b e Chceme: a déli b2
\J T
b=a-k,kde ke Z b> =a-m prom € Z

Yevs

vidi, Ze odpovéd zni ano. Tim je hotov plan dikazu. Aby zacal tim, co mame, a skondil tim, co chceme, tak zacne
v kolonce ,,mame* nahoie, pojede dolt, pak preskoci na posledni fadek kolonky ,,chceme® a dojede do cile nahoru.
Musime to ale celé napsat, protoze kolonku ,,chceme® si piSeme bokem, ¢tenar ji nevidi.

Dukaz (rutinni, pouény): Dany a,b € Z libovolné. Piedpokladejme, ze plati a|b. Z toho vime, ze b = ak pro
néjaké k € Z. Kdyz tuto rovnost vynasobime ¢islem b (povolend operace), dostaneme rovnéz platnou rovnost
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b? = bak. To lze upravit jako b> = a(kb). Kdyz oznac¢ime m = kb, tak diky k,b € Z platiim € Z a také b*> = am,
proto plati a|b?.

Alternativa: ... Kdyz tuto rovnost umocnime na druhou (povolena operace), dostaneme rovnéz platnou rov-
nost b2 = (ak)?. To lze upravit jako b? = a(ak?®). Kdyz oznac¢ime m = ak?, tak diky k,a € Z plati i m € Z
a také b> = am, proto ...

d

V tomto dukazu jsme klicovou konstantu nazvali jménem, abychom potéSili ¢tenare, ale hlavné proto, Ze se
ukézalo, Ze je pro ni vice moznosti. Nékdy se stane, ze se z vychozich dat k cilové rovnosti da dostat vice zptsoby.
Vlastné tedy neni jedna konkrétni cilovd rovnost, do které je potfeba se trefit, podstatné jsou jen povinné ¢asti
(b? nalevo, sou¢in s ¢lenem a napravo), ale je ur¢ité volnost v misté, kde jsme si tim ® naznacili, Ze tam miize byt
libovolné celé ¢islo. Pravé proto neni dobré se upinat na néjakou konkrétni podobu, je dobré nemit pfedem néjaka
ocekavani.

1a.9 Poznamka o dukazu implikace: V poznamce la.4 jsme diskutovali dilkazy z logického i slohového
pohledu. Oboji se vztahuje také na dikazy implikace.

Nas dikaz obsahuje vychozi informaci a nasleduji odvozovaci kroky. Jiz jsme doporudili, aby je pisatel ¢tenari
vhodnym zptisobem indikoval. Pak uz nemusime kazdy odvozovaci krok psat na samostatny radek, coz usetii
misto. Nicméné z hlediska prehlednosti je dobré alespon vyznamné kroky udélat na novém radku.

Je také dobré ¢tenafe upozornit, jakym trikem jsme z jedné etapy piesli do druhé. Zde zase zalezi na vyspélosti
¢tendfe, moznd by sam pochopil, Ze jsme rovnost vynésobili ¢islem b, ale radéji to alespon naznacime. Velmi
stru¢na verze by tedy mohla vypadat naptiklad takto:

a,b € Z lib. Pfedp.: a|b.

— b=ak,keZ 2% B =bak — b>=a(kb).

Oznaé. m=kb — b>=am,meZ — alb’

Vsimnéte si, ze i pres extrémni stru¢nost néktera slova zustala. Slovo ,predpoklad® je kli¢ové, protoze méni
logicky vyznam dikazu. Pokud by nas diukaz zacinal slovy

a,b € Z lib.; a|b,
tak by to vypadalo, ze tvrdime nasledujici: Kdykoliv ndm da nékdo dvé cela ¢isla, tak vzdy to prvni déli druhé.
To ovSem Fict nechceme, uz proto, ze to neni pravda. Proto je dilezité slovo ,,prfedpoklad”, které ctenari rika: My
vime, Ze se klidné miZe u ndhodné zvolenych ¢isel stat, Ze ¢islo a to b nedéli. Ale my dokazujeme implikaci, takZze
nas tyto pripady nezajimaji a omezime se pouze na ty situace, kdy a opravdu déli b. Protoze je zésadni rozdil
mezi ,,je to tak“ a ,,omezme se na pripad, kdy je to tak®, je slovo ,,pfedpoklad“ u diukazi implikace nutné.

Ukazeme trochu povidavéjsi ale porad strucnou verzi, kterd bude pro ¢tenafe prijemnéjsi, tentokrate to zkusime
bez jména pro nalezenou konstantu.

a,b € Z lib. Predp.: a|b.

Odtud b=ak, k€ Z =% b2 = bak neboli b = a(kb), pritom kb € Z.

Proto a|b?.

Nyni se od slohu pfeneseme k obsahu. Jak jsme jiz poznamenali, spravny pfimy dikaz implikace dovede ¢tenére
od predpokladu k zavéru. Ten nas do déla. Obecné se dikaz musi vyporadat se vsim, co vidime v tvrzeni. My
dokazujeme toto:

Va,b € Z: alb = a|b>.

Kdyz se podivame na podtrzené ¢asti posledni verze diikazu vyse, tak vidime, Zze pfesné a ve spravném poradi
odpovidaji jednotlivym céastem (kvantifikdtorové skupiny, pfedpoklad atd.) naseho tvrzeni. To ukazuje, Ze nas
dtikaz ma spravnou zékladni strukturu (viz 1a.3). Az budete psat vlastni dikazy implikaci, tak si vlastné dopfedu
mizete takto napsat zacatek a konec dikazu. V jistém smyslu jsme to délali vyse, kdyz jsme si psali ,mame*
a ,chceme“. Pomuze vam to ve spravném smérovani.

Coz nas privadi k oblibenym chybam. S prehledem nejcastéjsi chyba je dikaz pozpatku, obecnéji logicka chyba
vznikla tim, Ze jako nastroj pouzijeme néco, co je v kolonce ,,chci“. Oblibeny nefunkéni diikaz mize vypadat tfeba
takto:

Ptedpoklad: a|b. Odtud b = ak pro k € Z. Chceme: b*> = am. Dosadime z predpokladu:

(ak)®> =am — m = ak?. Diikaz hotov.

Tento dtikaz m4 na prvni pohled problém na svém konci. Produktem nasi usilovné prace je m = ak?. Opravdu
jsme zrovna toto chtéli dokazat? Nic takového v tvrzeni, které dokazujeme, neni. To je jasny indikator, Ze jsme
v diikazu zabloudili. Ta hlavni chyba je nicméné v okamziku, kdy jsme tu rovnost b?> = am k nééemu pouzili. Je
v kategorii ,,chci“, takze ve chvili, kdy dukaz piseme, viibec nevime, jestli vlastné plati. My ale v dikazu mtzeme

1a.9, la.b 10 1a.9, la.b



Diskrétni matematika, la. Délitelnost pHabala 2026

pouzivat jen to, co je pravda (nebo o ¢em to predpokladdme). Jakmile toto zdkladni pravidlo porusime, tak je
dtkaz Spatné.
A

M 1a.10 Poznamka: V pfedchozi poznamce jsme se dotkli zajimavého tématu. Jednou z uziteénych vlastnosti
rovnosti je, ze se da fetizkovat. Formalné feceno, pokud plati a = b a a = ¢, tak také a = c. Prakticky vyznam
vystihne zkraceny zépis: Pokud @ = b = ¢, pak a = ¢. To znamend, Ze mame povoleno rovnosti fetézit (i vice
nez dvé) a vyznam takového fetizku rovnosti ziskdme tak, ze ignorujeme mezikroky a spojime zacatek s koncem.
Napriklad fetizek

n+1)2?—dn=m*+2n+1)—dn=n>-2n+1=(n— 1)

ika, ze (n +1)%2 — 4n = (n — 1)2. Nékdy se tomu iika teleskopicky princip, vypocet se zaklapne jako piratsky
dalekohled. Podobné se daji fetézit nerovnosti shodného sméru (tieba a < b < ¢ < d dava a < d) ¢i dokonce smés
nerovnosti a rovnitek. Tento typ chovani je velmi uziteény a existuje pro néj odborné terminologie a teorie, coz
pozname v kapitole 4.

Stejny princip plati pro ivahové kroky. Nase dikazy jsou vlastné retizky tvahovych kroki, naptiklad podstata
dtikazu nasi prvni implikce byl fetizek tfi krokt (s vynechanim detailit)

alpb — b=ak — bV =a(ak?) — alb’

I zde vyznam fetizku ziskdme spojenim zacatku a konce. Toto pozorovani je velmi uzitecné ve chvili, kdy vymyslime
strukturu dikazu, ale také slouzi jako kontrola, ze pokus o dikaz déla to, co bychom radi. Nas retizek fika, ze
alb = a|b®. Protoze pfesné to jsme dokazovali, tak jsme spokojeni.

A

Poznamka: Vsimavy ¢tenaf si mozna v§iml, Ze jednu zamaskovanou implikaci jsme jiz méli. Fakt 1a.5 bylo
mozné formulovat také takto:
Necht a € Z, m,n € N. Jestlize m < n, pak a™ |a".

V puvodni formulaci jsme omezili mnozinu, ke které se tvrzeni vyjadrovalo, nyni to omezeni mame jako predpo-
klad. Pavodni dikaz se da snadno upravit, aby vyhovoval struktufe oc¢ekavané pro diikaz implikace:

Déany a € Z, m,n € N. Pfedpokladejme, Ze m < n. Pak n — m je nezaporné celé ¢islo, proto a~ " € Z a také
a” =amam ", tedy a™|a".

Naopak fakt 1a.8 slo formulovat takto:

Pro vsechna a,b € Z spliujici a|b plati a|b?.

V tomto pifpadé néco tvrdime o dvojicich é&sel z mnoziny M = {(a,b) € Z?; a|b}, a to néco je prosty fakt,
nikoliv implikace. Dtkaz se pak napise tak, Ze se zvoli anonymni zastupci z mnozZiny M a pro né se ukaze platnost
tvrzeni a|b. Zacali bychom tedy takto:

Déany a,b € Z spliujici a|b. Pak b = ak pro néjaké k € Z . ..

A dikaz by pokracoval zcela stejné jako predtim. ProtoZe maji ptivodni i nova formulace stejny vyznam (a
z pohledu dikazu stejny cil i stejné vstupni informace), musi se shodovat i jadro dikazu, prizptusobi se jen
formalni nastaveni na zacatku.

JAN

N

Poznamka: Mnohem uziteénéjsi nez implikace je ekvivalence, coz je logickd operace, kterd obohacuje implikaci
o moznost prenaset pravdivost také v opac¢ném sméru. Coz nas privadi k pfirozené otazce. Dokazali jsme, ze plati
implikace a|b = a|b?. Plati také implikace opacna? Zajima nas tedy pravdivost tohoto tvrzeni:
Va,b € Z: a|b? = alb.
Jedna moznost je zacit zkouset rtzna cisla a sledovat, jestli to funguje. Optimisté se mohou rovnou pokusit
napsat dikaz. Udélali bychom podobny rozbor jako predtim a dostali nasledujici:

e Mame: a|b? e Chceme: alb

A T
b>=a-k,kde k € Z b=a-® pro néjaké & € Z

Abychom z rovnosti b> = ak dostali nalevo b, mohli bychom odmocnit, ale to bychom zkazili to a napravo,
navic nevime, jestli ndhodou a a k nejsou zaporna. Nebo bychom ji mohli vydélit tim b (optimisticky na chvili
ignorujeme moznost b = 0). Dostaneme b = a%, coz je rovnost spravného typu, ale neni viibec jasné, pro¢ by mélo
% byt celé ¢islo, coz nutné potfebujeme kvilli délitelnosti. Mame tedy problém a mozna je ¢as na pesimisticky
pristup, tedy hledani protiprikladu.

Ten se da hledat metodou stfelby (coz nas vrati k experimentovani, kterym jsme mohli rovnou zacit), ale
nepovedeny pokus o diikaz mnohdy napovi, kde je zadrhel. My bychom radi nasli ¢isla a, b, k takova, aby b? = ak,
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ale aby b nedélilo to k. To se snadno najde, napiiklad lze zaiidit, aby v soué¢inu b?> = ak bylo to k& mensi nez b.
Mtizeme pak dotycné tvrzeni vyvratit, tedy napsat

Dtikaz (neplatnosti): Protipifklad: a = 9, b = 3. 9 déli 32, ale nedsli 3.

To vysvétleni mozna nebylo potfebné, opét zalezi na ocekavané matematické zralosti ¢tenafte.
Kazdopadné vidime, ze implikace ve faktu 1a.8 je to nejlepsi mozné, ekvivalence neplati.
A

Poznamka: Dokazali jsme pro vSechna a,b € Z implikaci a |b = a | b%. Tim také automaticky plati jeji
obména:
Jestlize a nedéli b2, tak a nedéli ani b.
Ackoliv obména nabizi z pohledu logiky totoZnou informaci, odlisné podani miZe byt pfinosné a také muze
byt podstatny rozdil v obtiZnosti dikazu. Jak bychom postupovali, pokud bychom chtéli tuto obménu dokazat?
Rozbor by vedl na nasledujici situaci:

e Mame: —a|b? e Chceme:  —alb
3 T
neexistuje k € Z, nexistuje ® € Z,
aby platilo b =a - k aby platilob=a - ®

Jak se pracuje s informaci, Ze néco neexistuje? Rozhodné hdf nez s informaci, Ze mame rovnost. Pro rovnosti
existuji operace a znadmé postupy. Pro ,neexistuje £ nic takového neméame. Pokud bychom si tedy mohli vybrat,
urcité bychom radéji dokazovali ptivodni implikaci.

Neni to ale takto vzdycky.

A

M 1a.11 Poznamka o nepfimém duakazu: V poznamce 1a.7 jsme napsali, Zze piimy dtkaz je v zdsadé univer-
zalni typ dikazu pro implikace. Poucenéjsiho ¢tenaie mohlo napadnout, jestli neprehanime, protoze existuje také
napiiklad dikaz neptimy. Ve skutecnosti v tom neni rozpor.

Neprimy diukaz implikace P = Z spo¢iva v tom, Ze se namisto puvodni implikace dokazuje jeji obména
-/ = -P.

I toto je implikace a obvykle se dokazuje primo, tedy provedeme ¢tenare od —Z k —P zpusobem, ktery zde bézné
pouzivame. Pfi neprimém dtikazu se tedy neméni postup, ale tvrzeni, které dokazujeme.

Napriklad nepfimy dikaz implikace

Jestlize a nedéli b2, tak a nedéli ani b
se provede tak, Ze se dokaze implikace
Jestlize a déli b, tak a déli b2.
A

Tvrzeni o délitelnosti druhé mocniny je ve skuteénosti jen specialni pripad obecnéjsiho faktu. V odborném
textu bychom jej tedy neuvadéli, ale tady plnil pedagogicky ucel. Zobecnovat jej 1ze ve sméru mocnin, coz jsme
diskutovali vyse, ale také ve sméru nasobku.

!| Fakt 1a.12.
Necht a,b € Z. Jestlize a|b, pak a|(cb) pro vSechna c € Z.

S Rozbor: Dokazujeme nasledujici tvrzeni:
alb = [Vc € Z: a|(cb)].
Vime uz, ze mame zacit takto:
Dano a,b € Z. Pfedpoklad: a|b.
Ted mame ukézat platnost zavéru, pricemz zavér samotny zase zacind univerzalnim kvantifikdtorem. N4$ ima-
ginarni pritel ndm proto poskytne dalsi celé ¢islo. Zacatek dikazu tedy bude vypadat nasledovné:
Déno a,b € Z. Pfedpoklad: a|b. Necht ¢ € Z.
Argument pak ma nésledujici vychodisko a cil:

e Mame: alb e Chceme:  al(ch)
Opét je prelozime do feci rovnosti.

e Mame: alb e Chceme:  al(ch)

1 T
b=a-k,kde k € Z cb=a-® pro néjaké ® € Z
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Ctenai uz doufejme vidi, jak pomoci rovnosti vlevo dostat rovnost spravného tvaru, zejména leva strana hodné
napovi.

Dukaz (rutinni, pouény): Dany a,b € Z libovolné. Predpoklddejme, Ze plati a|b, mé&me ¢ € Z. Z pfedpokladu
vime, Ze b = ak pro né&jaké k € Z. Vynasobenim rovnosti ¢islem ¢ dostaneme cb = cak neboli cb = a(ck). Také
ck € Z, a proto plati a|(cb).

O

Poznamka: Kazdé matematické tvrzeni mé zékladni myslenku, kterou se snazime vyjadfit matematictinou. Zde
jde o moznost prinasobeni néceho celého k b pri délitelnosti. Ve faktu 1a.12 jsme zvolili nasledujici formalizaci:

(F) Va,b € Z: alb = [Vc € Z: a|(cb)].

Ta podtrhuje centrélni roli dvojice a, b s jejich vztahem; jakmile toto mame, pak uz pfidame k b cokoliv (celého).
V praxi ale mnohdy rovnou za¢indme s tfemi ¢isly. Tomu by odpovidala nasledujici alternativni formalizace:

(A) VYa,b,c € Z: a|b = a|(cb).

Tento vyrok je na pohled jednodussi, a tedy pro ¢tenafe stravitelnéjsi. Také plati, Zze pokud nas zajima Cisté tento
smér uprav, tak tato alternativa dava presné stejnou informaci jako ta pavodni verze. Je to vidét také na jejim
dtikazu. Ten by musel zacit kvuli formalné odlisnému tvrzeni jinak:

Déno a,b, c € Z. Piedpoklad: a|b. Pak ... .

Od naseho pfedchoziho dikazu se to ale vlastné lisi jen tim, Ze zde jsme si to ¢ vzali hned na zacatku, dalsi
kroky by uz byly shodné.

Rozdil mezi formulacemi (F) z faktu a alternativni (A) ale je a projevi se, kdyZz se pokusime smér implikace
obratit.

Piipad (F): Zajima nas, zda pro a,b € Z plati implikace [Vc € Z: a|(cb)] = alb.

Odpovéd zni, 7Ze je pravdiva. Jestlize ma délitelnost a | (¢b) platit pro vSechna ¢ € Z, pak musi jisté platit také
pro ¢ = 1, coz nam dé a | b. Ve skutecnosti jsme tedy mohli do faktu dat ekvivalenci, ale opa¢ny smér neni
prilis uziteny. V praxi obvykle potkdvame spiSe situace, kdy hned od zacatku mame tii ¢isla. Coz nés privadi
k alernativé.

Piipad (A): Zajima nés, zda pro a, b, c € Z plati implikace a|(cb) = alb.

Kdyz zkusite experimentovat, brzy zjistite, ze to nemusi platit. Napriklad pokud ndm nékdo dé a = 4, b = 6,
¢ = 2, tak jisté 4 déli ¢islo 2 - 6 = 12, ale neplati 4|6. Obecné pokud a déli souéin dvou ¢isel, tak nemusi délit ani
jedno z nich.

Alternativni formalizace tvrzeni tedy neni ekvivalence, ale bohuZel existuji vyznamné situace, kde bychom zrovna
tento opac¢ny smér velmi nutné potiebovali. Zafidi se to tak, Ze se jesté prida dalsi predpoklad, coz uvidime
v lemma 1b.23. Na to se ale nejprve budeme muset naucit néjaké pokrocilé nastroje, takze se zatim vratime
k zakladnim vlastnostem.

A

Pouzitim faktu 1a.12 s ¢ = b dostaneme fakt 1a.8. Kdyz z dokdzaného vysledku uz prakticky okamzité vyplyne
dalsi zajimavy poznatek, tak tomu matematici fikaji disledek. Volba ¢ = —1 nam da tento:

Dusledek 1a.13.
Necht a,b € Z. Jestlize a|b, pak a|(—b).

Tento diisledek vlastné rika, ze pti zkoumani délitelnosti u b nezalezi na znaménku. Ve skutecnosti na ném nezalezi
ani u a, prosté délitelnost jako takova muze znaménka ignorovat. D4 se to vyjadrit napriklad takto:

! vata 1a.14.
Necht a,b € Z. a déli b pravé tehdy, kdyz |a| déli |b|.

Toto tvrzeni jsme oznacili jako Vétu. Tim matematici naznacuji, Ze tvrzeni je vyznamné, popripadé Ze ma

e

M 1a.15 Poznamka o ekvivalenci: Fraze ,pravé tehdy, kdyz“ indikuje logickou spojku ekvivalenci. Formalné:

Va,b € Z: a|lb < lal||l|b|.
Dalsi populéarni slovni vyjadfeni jsou tfeba tato:
e a déli b tehdy a jen tehdy, kdyz |a| déli |b|.
e Tvrzeni a|b a |a|||b| jsou ekvivalentni.
Ekvivalence ¥iké, ze vyroky nalevo a napravo maji vzdy stejnou pravdivost, tedy podavaji presné stejnou infor-
maci. Z praktického pohledu miiZeme presouvat platnost i neplatnost v obou smérech. To naznacuje, Ze ekvivalence

la.15, la.b 13 la.15, la.b



Diskrétni matematika, la. Délitelnost pHabala 2026

je vlastné totéz, jako mit implikaci v obou smérech, coz je pravda (a znacka tomu odpovida). Je to také navod
na dtkaz. Ve snadnych piipadech se daji oba sméry prenosu pravdivosti potvrdit najednou, ale obvykle je lepsi
dokazovat zvlast dvé implikace, jednu vedouci zleva doprava a druhou vedouci zprava doleva. Dokazujeme je
obvyklym zptsobem.

A
S Rozbor: Pro dikaz implikace zleva doprava je situace nésledujici:
e Méme: a déli b e Chceme: |a| déli |b]
! 1
b=a-k,kde ke Z bl =|a| - ® pro ® € Z

Prechod od rovnosti nalevo k té napravo je snadny, takze tuto ¢ast dikazu mame vymyslenu.
Pro opacnou implikaci je to zase takto:

e Mame: la| déli |b] e Chceme:  a déli b
/I\
bl = |a| - k, kde k € Z b=a-®pro®ecZ

N 24

bude obdobna jako u prvni a ¢tenaf by jej mél byt schopen sledovat.

Dukaz (pou¢ny): Mé&jme a,b € Z libovolné.

1) = Pfedpokladejme, ze a|b. Pak b = ak pro néjaké k € Z. Odtud |b| = |a|-|k|, také |k| € Z, tedy dle definice
la| dali |b].

2) <=: Predpoklddejme, Ze |a| déli |b|. Pak |b| = |a|-k pro néjaké k € Z. Vime, Ze |b| = b nebo |b| = —b, miZzeme
tedy pséat |b| = b - zp, kde z, (znaménko) je bud 1 nebo —1, kazdopadné je to celé (a nenulové) ¢islo. Obdobné
la| = a- z, pro jisté z, = £1. Dosadime do vzorce z délitelnosti: bz, = az, -k neboli b = a- k@. Protoze kz, € Z

Zb
k

“a ¢ 7, a mame a|b.
Zb

azp = *£1, je
0

Vratme se k vyznamu véty. PHimé interpretace je, ze kdyz se ptame na délitelnost dvou cisel, tak miZzeme
ignorovat jejich znaménka. D4 se to ale také vylozit tak, ze v délitelnosti miizeme znaménka ménit dle libosti.

Mé¢jme déisla a,b € Z a predstavme si, ze u nékterého ¢i obou chceme zménit znaménko, tedy budeme chtit
urcit délitelnost pro ¢isla +a, +b. Aplikujeme vétu nejprve na tato ¢isla a pak na ta pavodni s vyuzitim toho, ze
| +a| =l|a| a|£b| = |b], a dostaneme dalsi uzite¢né pravidlo:
e ta|+b <— | *al|| £b] < |d|||b] < alb.

Zacatek a konec tohoto fetizku tprav nam rika, ze modifikace znamének neméni délitelnost. Da se to také dokazat
pfimo, viz cviceni 1a.5. Tento pohled souvisi s alternativnim diikazem véty, ktery nam ukaze dalsi z uziteénych
dokazovacich trik.

M 1a.16 Poznamka o dukazu po pripadech: Pii feSeni rovnic s absolutni hodnotou se s oblibou pouziva
zajimavy trik: Pracovni svét rozdélime na pripady tak, abychom se v kazdém z nich diky informaci navic absolutni
hodnoty zbavili.

V pripadé, kdy dokazujeme obecné tvrzeni, tedy tvrzeni uvedené kvantifikdtorem ,Vx € M“, mizeme udélat
stejnou véc: Rozlozit si M na podmnoziny (pfipady) a dokazovat tvrzeni zvlast pro kazdy z nich. Podminkou
aspéchu je, Ze ty podmnoziny musi dat dohromady celé M a Ze v kazdém z pripadu to tvrzeni tispésné dokazeme.

V na$em piipadé bychom svét dvojic celych éisel (tedy vlastné mnozinu Z?) rozdélili na ¢étyii ¢asti. Dikaz by
vypadal takto:

Necht a,b € Z.

1) Ptipad a,b > 0: Pak |a| = a, |b| = b, mame tedy dokézat ekvivalenci

alb < alb.

Ta je evidentné pravdiva.

2) Piipad a > 0,b < 0: Pak |a| = a, |b| = —b, mame tedy dokazat ekvivalenci

alb <= a|(-b).

Smér —> jsme dokazali vySe (viz disledek 1a.13). Opacény smér se dokaze obdobné, ale také je mozné pouzit
nasledujici fintu, kdy se disledek aplikuje na éisla a, —b: Jestlize a | (—b), tak podle dusledku a déli také éislo
—(=b) =0b.

To bylo moc hezké, matematici maji takové vtipné vyuziti jiz existujicich poznatkt moc radi.

3) Piipad a < 0,b > 0: Pak |a| = —a, |b| = b, mame tedy dokazat ekvivalenci

alb <= (—a)lb.
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4) Piipad a,b < 0: Pak |a| = —a, |b] = —b, mame tedy dokazat ekvivalenci
alb <= (—a)|(-b).
Celkem ¢tyfti implikace v pripadech 3 a 4 by se dokazovaly velmi podobné, minimélni iipravou ditkazu faktu 1a.12.

Intuitivné vzato se v ditkazu snazime dojet do jistého cile. V uréitém okamziku se muiize stat, Ze se trat rozdvoji
(roztroji atd.). Pak je tfeba projet vSechny moznosti a pokazdé dojet do spravného cile.

Dokazovani po ¢astech muze byt velmi efektivni v pripadé, kdy nam takové rozdéleni nabidne uzite¢nou informaci
navic. Nékdy rozdélovat dokonce musime, to kdyZ se v nasi zakladni mnoziné objevi vyjimecné pripady. Zde to
bude docela casto nula, viz naptiklad dikaz véty 1a.25 a dalsi.

Zajimavé je, ze dikaz po ¢astech ndm nabidne alternativni vysvétleni, pro¢ implikace dokazujeme tak, jak je
dokazujeme. Jako ukazku dokézeme napfiiklad tento smér v ptipadé 3:

(—a)|b = alb. (I)

Dukaz: Necht a,b € Z. Uvazujme dva pripady.
Piipad T (true): Predpoklad (—a)|b je splnén. Pak b = (—a)k pro néjaké k € Z. Odtud b = a(—k) a (—k) € Z,
tedy a|b. Dokazali jsme implikaci (I).
Piipad F (false): Pfedpoklad (—a)|b neni splnén. Pak podle definice implikace je implikace (I) automaticky
pravdiva (bez ohledu na zaveér).
Protoze zadny jiny ptipad neni, dokazali jsme, ze implikace (I) plati vzdy.
O
Vsimneéte si, ze v pfipadé F jsme vlastné nic nedélali. Protoze je kazda implikace pravdiva v pfipadé nesplnéného
predpokladu, tak by tento pfipad F vypadal uplné stejné pri jakémkoliv pokusu o dikaz néjaké implikace. To
znamena, ze pravdivost implikace se rozhoduje v ptipadé T (kdyz je splnény jeji pfedpoklad), takze je zbytecné
se tim druhym pfipadem zabyvat. Stac¢i prozkoumat pfipad T, coz je pfesné to, co déla nase doporucena forma
dikazu.
A

Fakt 1a.17.
Necht a,b,c € Z. Jestlize a|b a alc, pak a|(b+ c).

S Rozbor: Mame tfi celd ¢isla a, b, c. Potfebujeme pro né dokazat implikaci (a|bAa|c) = a|(b+ ¢).
Mame tedy nésledujici situaci:
o Mame: a déli b, a déli ¢ e Chceme: adélib—+c
Prepis do rovnosti uz ¢ekdme, v tomto pripadé si zase musime dat pozor. Prvni pfedpoklad pirepiSeme jako
b = ak, k € Z. Tim ma k pridélenou roli a uz jej nesmime pouzit k jinému tcelu. Druhy pfedpoklad proto
prepiSeme pomoci jiného pismene. A pokud bychom chtéli pouzit pismeno také v kolonce ,.chceme®, tak bychom
museli pouzit jesté néjaké treti. Mame nasledujici situaci:

e Mame: a déli b, a déli ¢ e Chceme: a délib+c
X’ T
b=a-k,c=a-l b+ c=a-® pro néjaké ® € Z.

pro néjaké k,l € Z

Dal uz by to ¢tenar mohl zvlddnout sam, a dtkaz tedy nechame jako cviceni la.4. Pfechod od dvou rovnosti
nalevo k jedné napravo nas ovSem navede na zajimavou tvahu.

A

S 1a.18 Poznamka o dukazech: VsSechny dikazy implikaci, které jsme zatim vidéli, mély spoleénou struk-
turu. Deklarovali jsme predpoklad P, prepsali jsme jej do prakti¢téjsiho tvaru a pomoci algebraickych trika jej
upravovali, dokud jsme se nedostali k zavéru Z.

U prvni implikace jsme rovnost b = ak vynésobili ¢islem b a nasledné upravili do tvaru b? = a(kb), ale také jsme
ji mohli umocnit a pak upravit. U druhého dikazu jsme rovnost b = ak vynasobili ¢islem ¢ a néasledné upravili
do tvaru bec = a(kc). V dalsim dikazu jsme na tuto rovnost aplikovali absolutni hodnotu a dostali [b| = |a| - |k|.
No a v dukazu vySe muZeme rovnosti b = ak, ¢ = al secist a dostaneme b + ¢ = ak + al. To pak upravime
na b+ c = a(k + 1) a mame presné ten tvar, ktery potfebujeme.

Tento typ dukazu by $lo nazvat ,,pfimé odvozeni zavéru“ a dal by se vyjadrit symbolicky timto obrazkem.

P—— ... —Z

Hlavni motivace, kterou pfi jeho vymysleni sledujeme, je dana touto otdzkou: Jak se z toho, co mam, umiché

to, co chci?
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Vyhodou tohoto ditkazu je jeho jednoduchost. Nevyhodou je, ze funguje hlavné u jednoduchych situaci, zatimco

Proto ukézeme jesté dalsi moznost, kterd se v takto jednoduchych piipadech pfilis nelisi, ale casem uvidime, ze
opravdu jde o néco jiného. D& se aplikovat v situacich, kdy zavér implikace (nebo jeho pfepis, tedy to, co vidime
v kolonce ,chci“) méa podobu rovnosti, ale také tfeba nerovnosti, implikace, ekvivalence a podobné. Intuitivné
fe¢eno by to mél byt zapis cesty (rovnost ¢i nerovnost je cesta z levé strany na pravou). VSechny dikazy, které
jsme podrobné rozebrali vyse, do této kategorie spadaji. Pokud se zaméfime na fazi, kdy jsme presli od délitelnosti
k rovnostem, tak potifebujeme potvrdit platnost implikace ve tvaru

P = (ZL = ZR)

Novy pristup funguje nasledovné. Predpoklad P deklarujeme, pripadné mirné modifikujeme, aby byl praktic¢téjsi,
ale pak z néj nikam nevyjdeme. Nechame si jej v zéloze, aby ndm pomohl ve spravny okamzik, a misto toho ¢tenaii
ukazeme, Ze je mozno dojit od Z; k Zr (nebo naopak). Pfi té cesté ndm v néjakém kritickém okamziku pomiize

ten pfedpoklad. Schéma tohoto nového dikazu tedy vypada takto:

P, Zp=- ... =Zp

Klicova otéazka u tohoto typu dikazu je nasledujici: Co vim o Z;,?7

Ukazme to u prvniho dikazu implikace. Predpoklad byl b = ak, k € Z. Chtéli jsme se dostat k rovnosti typu
b? = a- ®. Pivodni otdzka znéla: Jak rovnost cilového typu dostanu z té dané? Nova otézka zni: Co v dané situaci
vime o b2? Odpovime si, ze podle piedpokladu je mozno b nahradit né¢im jinym. Dostavame b? = (ak)?. To jeste
neni ono, tak pokracujeme a vyraz dile upravujeme prodlouZenim fetizku rovnitek: b*> = (ak)? = a(ak?®). Tim
jsme se dostali k cilovému Zg, tato prava strana nam jiz vyhovuje.

Vidime v akci hlavni vyhodu tohoto pfistupu. Cesta od Zp k Zr méa formu fetizku rovnosti (pfipadné nerov-
nosti, uvah atd.), ktery muzeme libovolné dlouho prodluzovat, dokud se nedostaneme k zaddanému cili. Kazdy
vyraz piSeme jen jednou. Novy pfistup je tedy nejen flexibilngjsi, ale také kratsi nez pfimé odvozeni zavéru. Tam
pracujeme s celymi nerovnostmi, a kdyz s néjakou obdrzenou nejsme spokojeni, tak ji musime znovu napsat véetné
strany, kterd uz nam vyhovuje. Ostatné porovnejme ptivodni stru¢ny zapis v pozndmce 1a.9 s timto:

a,b € Z lib. Pfedp.: a|b neboli b =ak, k € Z

Pak b? = (ak)? = a(ak?), ptitom ak? € Z. Proto a|b.

Neformalné tomuto typu dikazu Fikdm ,zavér jako cesta®.

Ukazme tento novy pohled také u diikazu faktu 1a.17. Mame pfedpoklad (po pfepisu do tvaru rovnosti) b = ak,
¢ =al pro k,l € Z. Podivame se do kolonky ,chci® a polozime si klicovou otazku: Co vime o ¢isle b+ ¢? A takto
si odpovime:

b+ c=ak+al (podle predpokladu)

= a(k +1). (upravime na potfebny tvar).

Pridame povinnou poznamku, ze k + [ € Z, a jsme pripraveni napsat zaveér.

V situaci, kdy nemusime délat tyto podrobné komentare, jde o velmi efektivni metodu.

Vétsinu jednodussich diikaz, které nize nésleduji, lze délat obéma piistupy. Je docela dobry trénink si zkouset
oba. Zejména v kapitole 4 totiz prvni pfistup (,,pfimé odvozeni zavéru“) casto fungovat nebude.

A

I u faktu 1a.17 se nabizi otazka, jestli nahodou neplati opaény smér, tedy zda lze z platnosti a| (b + ¢) odvodit,
Ze automaticky a |b a a | c. Trocha experimentovani rychle ukaze, ze to obecné neplati, naptiklad 3| (2 + 4), ale
neplati 3|2 ani 3|4. Mame tedy smulu a jako obvykle je k dispozici jen implikace, tedy jednosmérny vztah.

Trochu delsi experimentovani by mohlo naznadit zajimavou véc, ze kdyz plati a | (b + ¢), tak bud délitelnost
u obou b a ¢ funguje, nebo se u obou pokazi, nelze to zkazit jen u jednoho z ¢isel. To ukazuje, Ze situace neni zcela
nahodna, a obcas se to hodi védét. Tak to vyjadiime zpusobem, ktery jesté pozdéji parkrat pouzijeme.

Fakt 1a.19.
Necht a,b,c € Z. Jestlize a|(b+c¢) a a|b, pak a|c.

Dukaz: Dano a,b,c € Z. Piedpoklad: a|(b+ ¢) a a|b. Podle disledku 1a.13 pak také a|(—b). Aplikovanim
faktu 1a.17 na prvni a tfeti pozorovani dostaneme, ze a musi délit ¢islo (b + ¢) + (—b) = c.
O

M Poznamka: Ctenaf byl mozna piekvapen, Ze jsme v diikazu nepracovali s rovnostmi. Bylo by to mozné a pro
¢tenafe muze byt uzitené si takovy diukaz napsat. Dikazu, ktery je veden zakladnimi nastroji z definic, se nékdy
Fika ,elementarni dikaz.
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My jsme zde piedvedli jiny piistup, kdy pouzivame véci, které uz jsme dokazali. Takovéto diikazy byvaji obvykle
kratsi a také prehlednéjsi, protoze pozornost neni rozptylena upravovanim vyraz a podobnou manualni praci.
Matematici ¢asto tento pfistup preferuji (jsou to nadSeni a asi historicky prvni recyklétofi), ale jsou vyjimky,
protoze elementarni dikaz nékdy napomuiize nasemu intuitivnimu pochopeni situace.

A

Spojenim faktu la.12 a 1a.17 vznikne néasledujici tvrzeni:

Ddsledek 1a.20.
Necht a,b,c € Z. Jestlize a|b a alc, pak pro vSechny 3,7 € Z plati al|(8b + ~c).

Ukazeme chytry ditkkaz pouzivajici jiz odvedenou praci, opét doporucujeme zkusit si elementarni dikaz jako
trénink.

Dukaz: Dany a,b,c € Z, 5,7 € Z. Predp.: a|b a a|c. Podle faktu 1a.12 pak také a|(5b) a a|(yc), tyto dva
poznatky pak pomoci faktu 1a.17 vedou na a|(8b + ~c).
U

Toto nové tvrzeni tedy kombinuje dva predchozi poznatky o nasobeni a séitani v délitelnosti, naopak pokud
mame toto tvrzeni, tak z néj automaticky vyplyne to o nasobeni (volba v = 0) i to o s¢itani (volba f =~y = 1).
Jde tedy o jednu myslenku, kterou lze rovnocenné vyjadfit bud dvéma fakty o kazdé operaci zvlast nebo jednim
tvrzenim, které zahrne oboji. Obdobné situace se v matematické teorii objevuje na vice mistech a autofi obvykle
voli variantu, kterd jim zrovna piijde péknéjsi. Viz také pozndmka 1b.16.

Zminili jsme se o blahodarné vlastnosti rovnosti (a nerovnosti) spocivajici v moznosti je fetézit a vysledny
vypocet pak zkratit na jednu rovnost (¢i nerovnost) spojujici zac¢atek a konec. Je potésujici, ze takto vyznamna
vlastnost plati i pro délitelnost.

! Véta 1a.21.
Necht a,b,c € Z. Jestlize a|b a b|c, pak alc.

S Rozbor: Dikaz je velmi podobny tém predchozim a s divérou jej nechame na ¢tenari, viz cviceni la.4. Pro jistotu

pfipomeneme, ze kdyz pfedpoklad a zavér prepisujeme do feéi rovnosti, tak nesmime opakovat stejny nazev pro
konstantu. Skonc¢ime tak napriklad v této situaci:
e Mame: b=a-k,c=b-1,kde k,l € Z e Chceme: ¢ = a - ® pro néjaké @ € Z.

Pri dikazu typu ,,pfimé odvozeni zavéru“ si pak klademe néasledujici otazku: Jakymi rovnicovymi operacemi
vyrobime z prvnich dvou rovnosti rovnost tfetiho typu?

Pii diikazu typu ,zavér jako cesta“ si zase klademe tuto otdzku: Co vime (naptiklad na zakladé predpokladu)
o Cisle ¢? Nasledné se snazime, aby se objevil soudin s a.

Muj pocit je, Ze v tomto pripadé je druhy pfistup o néco snazsi.

A

S 1a.22 Poznamka: Kdyz pracujeme s matematickymi pojmy, tak hodné pomize, pokud si dokaZzeme vytvorit

néjakou intuitivni predstavu, co se vlastné déje. Nejlepsi je predstava obrazkova, protoze mozek dobie pracuje
s vizualnimi podnéty. U nékterych pojmu se predstava nabizi, napriklad pfi praci s funkcemi si pfirozené vybavu-
jeme jejich grafy (i kdyz jsou situace, kdy lépe funguje predstava jina, viz kapitola 8). U méné zfejmych pojmii
se mize moznych predstav nabizet vice a kazdy mame svij individualni pohled, ja zde nabidnu predstavu, ktera
u délitelnosti funguje pro mé.

Zakladem je myslenka jdouci az ke starym Rekfim: Velka &isla Ize posklddat z mensich pomoci 60
nasobeni. Vrcholem této predstavy je rozklad ¢isla na prvocisla, coz ¢tenai nejspise zné, napiiklad

60 = 2-2-3-5. Délitelnosti sta¢i méné a pracuje s moznymi rozklady ¢isla na komponenty (faktory). 60
Tieba rozklad 60 = 4 - 15 fiké, ze lze mit ¢tyrku jako komponentu Sedesatky, zde tomu fikdme
4160. Kdyz toto vidim, tak se mi v hlavé objevi oblac¢kova predstava, kterou vidime napravo, nejprve
podrobnéjsi (ukazuje obé komponenty), pak ta zaostfend na ¢tyiku coby délitele.

Protoze se faktory spojuji nasobenim, tak tato oblackova predstava funguje dost dobte v situacich, kdy se nasobi,

coz je priklad faktu 1a.12. Kdyz ¢islo b vynasobime ¢islem ¢, tak mu pridame dalsi faktor do rozkladu, ale existujici
komponentu a to nijak nezrusi (obrézek nize vlevo). Pékné to vystihuje i podstatu véty 1a.21 (obrazek nize vpravo).
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Na druhou stranu ve faktu 1a.17 se s¢ita, s tim si moje predstava moc nerozumi.

Oblackova predstava slouzi jako analogie: Je to zndmy jev, ktery ndm pomahé pfi pochopeni jevu nového. Napii-
klad proudéni vody podléha obdobnym pravidlim jako proudéni elektfiny v RLC obvodech. Ovsem s analogiemi
se musi zachazet opatrné, protoze Casto neni shoda dokonald a obcas napovidaji chybné. V nasem oblackovém
pripadé se to tyka nuly.

Intuitivné vidime nulu jako velice maly oblacek, mozna jako tecku, ale ve skute¢nosti nulu déli vSechna cela ¢isla,
takze je vlastné oblackem nekoneénym, aby se do néj ta ¢isla vesla. Obcas si na to budeme muset dat pozor.

Jinak je ta oblackova predstva docela dobréa a budeme se na ni obc¢as odkazovat, nicméné je podstatné, abychom
na rizné intuitivni predstavy nespoléhali. Sice nAm mohou pomoci v pochopeni, co se déje, ale jistotu dat nemohou,
tu doda az dikaz.

A

Jaka je souvislost mezi délitelnosti a velikosti ¢isel? Néco uz jisté tusime.

! vata 1a.23.
Necht a,b € Z. Jestlize alb a b# 0, tak |a| <|b].

Tento dtikaz opét vyzaduje technicky trik kvili absolutni hodnoté, coz zvySuje jeho naroc¢nost, ale ohledné
struktury necekdme zaddné prekvapeni.

Dukaz (pou¢ny): Méjme a,b € Z libovolné. Predpoklad a | b dava b = ak pro né&jaké k € 7Z, coz znamend
b| = |a| - |k|. Jestlize b # 0, tak také k # 0, tudiz |k| € N. To znamen4, ze |k| > 1, a proto |b| = |a| - |k| > |al.
O

Podstata tvrzeni asi ¢tenafe neprekvapila, ale je dost mozné, Ze by prehlédnul nutnost podminky b # 0. My ji
tam ovSem potfebujeme, neni problém najit a takové, ze a |0 a pfitom |a| > 0. Je tedy divod byt opatrny. Obecné
se da fict, ze nam nula komplikuje zkouméani délitelnosti a ¢asto ji budeme muset brat v dikazech jako specialni
pripad. Svadi to k tomu, abychom tuto teorii budovali jen pro pfirozend ¢isla. USettili bychom si fadu starosti,
ale pak by nam to chybélo v aplikacich, kde se objevuji i zdporna ¢isla a tfeba i ta nula.

M Poznamka: Véda zkoumé souvislosti, matematika potfebuje o poznatcich jistotu. Intuitivné tusime souvislost
mezi délitelnosti a velikosti ¢isel. Nabizi se implikace a|b = |a| < |b|. Idedlné bychom potvrdili, Ze tento vyrok
plati vzdy (v rdmci zkoumaného svéta). OvSem protiptikladem b = 0 jsme ukézali, Ze to neni pravda. Tvrzeni
jsme vyvratili, coz ale nutné neznamena, ze by neplatilo nikdy. Po nalezeni protipiikladu vime jen to, Ze souvislost
nékdy platit mtze a nékdy urcité ne.

To je pak pozvanka k dalsimu zkoumani: Selhava doty¢né tvrzeni vzdycky, nebo jen nékdy? Ta druhé varianta je
lakava zejména v pripadech, kdy by se ndm platnost tvrzeni k nééemu hodila. Pak se d4 doufat, Ze téch neptiznivych
situaci nebude mnoho a da se jim vyhnout dodate¢nym predpokladem, diky ¢emuz ziskdme uZiteénou platnou
souvislost (i kdyz méné obecnou).

Pravé to se povedlo ve vété 1a.23, kde jsme vyloucili nepfiznivy piipad b = 0 a uZ jsme dostali pouZitelnou
(a spolehlivou) souvislost. Podobné situace zde potkdme vicekrat.

A

U tohoto tvrzeni je docela uzitecna také obmeéna, proto ji uvedeme jako oficialni tvrzeni.

Dusledek 1a.24.
Necht a,b € Z. Jestlize |a| > [b] a b # 0, tak a nedéli b.

Dalsi uzite¢na vlastnost nerovnosti, na kterou se blize podivame v kapitolach 4 a 6, je tato: Pokud a < ba b < a,
tak a = b. Funguje néco takového i pro délitelnost? Co si o tom mysli ¢tenar?

Pokud jsme pfi experimentovani neomezovali svou fantazii, tak jsme mozna prisli na piiklad podobny tomuto:
13](—13) a (—13)|13, ale neplati —13 = 13. Takze obecné tu uzite¢nou vlastnost nemame, ale zacne platit, kdyz
se vhodné omezime.

! véta 1a.25.
(i) Necht a,b € Z. Jestlize a|b a b|a, pak |a| = |b|.
(ii) Necht a,b € Ny. Jestlize a|b a b|a, pak a =b.

Platnost tohoto tvrzeni se nejlépe dokaze pomoci véty 1a.23, musime si ale dat pozor, protoze ta véta neplati
v ptipadé b = 0. P¥ipad nuly tedy budeme muset rozebrat zvlast, takze uvidime diikaz s rozkladem na p¥ipady,
jak jsme o tom hovofili v poznamce 1a.16.
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Dukaz (rutinni): Necht a,b € Z lib. Jestlize a = 0, tak b coby nasobek nuly musi byt také 0, tedy plati a = b.
Pokud b = 0, dostavame symetricky ¢ = 0 a zase mame a = b.
Zbyvé pripad, kdy jsou a, b nenulova ¢isla. Podle véty 1a.23 pak z predpokladu vzajemné délitelnosti dosta-
vame |a| < |b| a |b] < |a| neboli |a| = |b|. Pokud mame a,b € Ny, je |a| = a a |b] = b, tedy musi platit a = b.
O

Tim konci nase pfehlidka uzite¢nych pravidel pro praci s délitelnosti. Je také dobré umét rozpoznat, co naopak
s délitelnosti délat nejde, a umét piipadné dokazat, Ze jisty napad neni obecné platny. Ctenar si to miize vyzkouset
ve cvic¢eni la.10. Tim také konci obdobi snadnych dikaz implikace s obtiZznosti vhodnou pro zacatec¢nika. Dalsi
dtikazy tohoto typu pfijdou v kapitole 2, zatim je mozné si je procvicit naptiklad ve cviceni 1a.9.

Sice jsme na déleni celych ¢isel nechtéli moc myslet, ale brzy se ndm bude velmi hodit zbytek po déleni, takze
jej poradné matematicky zavedeme. Jako déti nés ucili, ze pii déleni éisla a ¢islem d (nenulovym) nadm muze
vzniknout zbytek r, a to pak zapisujeme jako § = ¢ + 7. Abychom sem nezavlékali déleni, radéji to piepiseme
do ekvivalentniho tvaru a = gd + r. Podle tohoto vzorecku ovSsem zbytek jesté nepoznidme, protoze podobnych
vyjadfeni pro dana ¢isla a,d je vice. Naptiklad pro a = 23 a d = 5 mame 23 =4 -5 + 3, ale také 23 =2 -5+ 13.
Jak pozname, co je spravné?

! Definice.

Necht a,d € Z, d # 0. Cislu r fikdme zbytek (remainder) pii déleni ¢isla a ¢islem d, pokud
existuje q € Z takové, ze a=qd+r, a 0<r <|[d|.

Znacime jej » = a mod d, ¢teno ,,a modulo d“.

Cislu g pak fikdme Easteény podil (quotient) ¢isel a a d.

Takze 3 je spravny zbytek po déleni 23 ¢islem 5, piSeme 23 mod 5 = 3.

M Poznamka: Zase mame definici typu, kdy ndm umoziiuje nazvat néjaky objekt jménem, ale jen v pfipadech,

kdy je splnén specifikovany test.

Tato podminka je velmi podobnéd té z délitelnosti, zejména v tom, Ze nas amodd=r
u konstanty ¢ nebude zajimat konkrétni hodnota, ale jen to, zda existuje.
Podobné jako u délitelnosti je dobré nevazat se na konkrétni pismena ale / / 7\
na formy, struktury a pfesuny hodnot ve vzorcich. a=®-d+r, ®cZ, 0<r<|d|
A

Poucna poznamka se bude hodit v diikazech, ale jak zbytek hledame prakticky? V détstvi jsme k tomu pouzivali
operaci, jejiz jméno zde nesmime vyslovit, ale v praxi se tomu casto snazime vyhnout, protoze je to operace
relativné naro¢na na procesorovy vykon, tudiz také relativné pomalé. Stejny pohled na véc mame i pfi ru¢nim
vypoctu. Nastésti to jde i jinak. Podle definice je zbytek r = a — qd, coz lze interpretovat tak, Ze jsme od ¢isla a
odebrali ¢islo d ur¢ity pocet krat (popfipadé ptidali, pokud je ¢ < 0). Tato operace mé jednoduchou geometrickou
interpretaci. Na celociselné ose jsme zacali na pozici a a pak jsme se pomoci g krokt velikosti d presunuli do pozice
r. Znaménko ¢isla g urc¢uje, zda jsme kroky o velikost d délali doleva (kdyz ¢ > 0) nebo doprava.

Je ovSsem dobré si uvédomit, ze délat krok velikosti —d je totéz jako délat krok o velikost d na opac¢nou stranu.
Hledéni zbytku po déleni lze tedy interpretovat tak, Ze se z pozice a presouvame pomoci krok o velikost |d|
smérem k pocatku tak, abychom skoncili na vhodném misté. Co je to vhodné misto? Definice fikéd, ze mame
skon¢it neékde mezi nulou (véetné) a |d|. To je velikost kroku, takze to prakticky znamend, ze mame skonéit bud
v nule, nebo napravo od ni a co nejblize, co to jde.

Tento postup se d& snadno algoritmizovat cyklem s podminkou a pro pocitac¢ je to v mnoha piipadech velice
pohodlny zptisob hledani zbytku. Pro ¢lovéka shodou okolnosti také.

Priklad la.c: VyzkouSime to na piikladé a = 23 a d = 5, kde jsme uZ odhalili spravny zbytkovy zépis 23 =
4.5+ 3. Mame tedy 23 mod 5 = 3 = 23 —4-5. Nase interpretace Tika, Ze z pozice 23 na celociselné ose jsme udélali
¢tyti skoky o velikosti 5 a dostali jsme se do lokace 3, coz je nejblize k nule, jak se d4 pomoci téchto skokt legalné
dostat. Dalsi skok by nas dovedl do —2, coz je sice k nule bliz, ale podminka z definice nepovoluje zaporné ¢islo
jako zbytek.

d
V'Y Y e e
T— &7 T T T
0 d 10 20 a

Mimochodem, vidime zde, pro¢ je v definici podstatné, ze pocet skoki ¢ je celé ¢islo. Pokud bychom totiz povolili
skakat také o pulkroky a podobné, tak bychom myslenku hledani zbytku zcela pokazili.
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Pro vypocty z hlavy je uzite¢né poznamenat, ze nemusime celou tu cestu délat najednou. Pokud bych tfeba hledal
150 mod 13, tak bych si vSimnul, Ze umim snadno skocit desetkrat a porad zistanu napravo od nuly. Dostanu
tak vyhodnéjsi vychodisko 150 — 10 - 13 = 20. Z dvacitky uz tfinactkou snadno doskaceme ke spravné odpovédi
150 mod 13 = 7.

Vratme se k vysledku 23 mod 5 = 3, ktery ted modifikujeme.

Kolik je 23 mod (—5)? Intuitivni odpovéd zalozend na cestovaci pfedstavé by byla, Ze zase 3, protoze za¢indme
na stejném misté a skaceme stejné velkymi skoky. Jediny rozdil je, Ze predtim jsme skékali ¢tyfikrat, zatimco ted
budeme skakat —4 krat, protoze smér skoku vede na opac¢nou stranu.

Méame pravdu? Algebraicky: 23 = (—4) - (—5) + 3, pii¢emz —4 € Z a 0 < 3 < | — 5|. Cislo r = 3 tedy vyhovuje
pozadavkium z definice. VSimnéte si souvislosti mezi témito rovnostmi:

23=4-5+3 23 =(—4)-(-5) + 3.
Pokud zménime znaménko u d, tak se g prizptsobi a neni tfeba ménit r. Toto je srdcem dikazu tvrzeni, Ze pri
hledani zbytku nezélezi na znaménku d, viz cviceni la.12.

Kolik je (—23) mod 57 Ur¢ité nebude fungovat néasledujici trik: Mame 23 = 4 - 5 + 3, prohodime znaménka:
—23 = (—4) -5+ (—3), tedy r = —3. To by odpovidalo tomu, Ze nas obrazek ptreklopime kolem svislé osy
(horizontal flip). JenZe to nefunguje, definice nepfipousti zaporna ¢isla jako zbytek.

Obrazek tedy preklapét nebudeme, misto toho zménime pocatek cesty na a = —23 a tentokrate skaceme po pét-
kach doprava, dokud se nedostaneme za nulu, coz je pétkrat. Graficky tak odhalime zbytek 2 = —23 +5-5. To se
d& prepsat jako —23 = (—=5) -5+ 2, kde —5 € Z a 0 < 2 < |5|, takze ¢islo r = 2 vyhovuje pozadavkim z definice
a mame (—23) mod 5 = 2.

Zména znaménka u a tedy vysledek pocitani zbytku ovlivni. Mozné i tusite jak, viz cviceni la.12.

Na zavér konstatujme, ze pokud by mélo byt skoktt hodné, tak mize byt pro pocita¢ vyhod- 4147 : 37 = 112

néjsi najit r délenim. U clovéka je to otazka vkusu. Jako priklad najdeme 4147 mod 37. Jedna 44
moznost je pouzit povédomy vypocet napravo. Zjistime, ze 4147 mod 37 = 3. 7
Alternativa: Vsimnu si, ze mohu skocit stokrat a dostanu se na pozici 4147 — 100 - 37 = 447. 3

Pak mutzZeme skocCit desetkrat: 447 — 10 - 37 = 77. Nakonec to dorazime: 77 — 2 - 37 = 3.

Dobra zprava je, ze zde u teorie nebudeme fesit, jak se zbytky hledaji, a v praktickych pfikladech budeme
mit piatelska cisla, kde se zbytky najdou hned posunem. Pro dplnost protvrdime, jak se to déla pomoci déleni,
v sekci 1a.30.

A

V nasem praktickém okénku jsme podvédomé pracovali s dvéma pfedstavami, které ale (zatim) nejsou zaruceny.
Definice specifikovala, jakym testem potvrdime identitu zbytku, ale v této chvili viibec nevime jisté, jestli se pro
dand dvé ¢isla a,d s d # 0 d& uspét. U délitelnosti nas to netrapilo: Kdyz pro néjakou dvojici a, b test nevysel,
tak jsme prosté prohlasili, Ze a nedéli b. OvSsem u zbytku bychom velmi radi, aby se dal najit vzdy. To je oblibena
otazka existence.

S ni obvykle prichazi dalsi otazka, a to otazka jednoznacnosti. Kdyz matematici zavedou znaceni pro néjaké ¢islo
(tfeba /13 nebo 7), tak se ocekava, Ze se bude pouzivat ve v§poctech, a tedy Ze bude mit jednoznaéné uréenou
hodnotu. Bylo by nemilé, kdyby tfeba 7 mélo t¥i mozné hodnoty. Stejné tak jsme podvédomé ocekavali, ze kdyz
najdeme jeden zbytek, tak uz je hotovo. Jak to tedy je, existuji zbytky a jsou jednoznac¢né? Néasledujici véta ukaze,
Ze situace je nejlepsi mozné.

Véta 1a.26. (o déleni se zbytkem, division theorem, division algorithm)
Necht a,d € Z, d # 0. Pak existuji q,r € Z takové, ze a=qd+r a 0<r <|d|.
Cisla g a r jsou jednozna¢éné uréena.

S Rozbor: Véta ma dvé ¢asti. Prvni je existencni. Jiz vime, ze diikaz existen¢niho tvrzeni typicky spociva v pred-
vedeni konkrétniho exemplafe. I my zde zbytek najdeme, a to metodou popsanou vyse: Z a se posuneme pomoci d
tak, abychom skon¢ili na vhodném misté. Musime to ale zapsat spravné matematicky. Poté, co najdeme kandidata
na zbytek (a ¢), tak dokdzeme, Ze jsme opravdu nasli ty spravné objekty, tedy ukdzeme, Ze spliiuji podminky
z definice. To da trochu prace a ovéfeni jednoho z pozadavku vyzaduje napad (neboli trik), ktery se nenabizi,
jak jsme byli zvykli u jednodussich dikazt. Pokrocilé matematické diikazy vyzaduji zasah inspirace, které velmi
poméaha zkusenost. Tuto pasaz je mozno provést vice zpiisoby, jako nejpiirozenéjsi se jevi diitkaz sporem. Protoze
jej zde pouzivame poprvé, udélame nize matematickou poznamku o tom, jak diikaz sporem funguje.

Abychom si usetrili urcité technické komplikace, dokdzeme existenci nejprve pro pripad d > 0 a pak pomoci néj
udélame piipad d < 0. Pfipomenme, Ze varianta d = 0 je v tvrzeni vyloucena.
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Druhé ¢ast potvrzuje jednoznacnost. Jednoznacénost néjakého objektu x se typicky dokazuje takto. Predpokla-
dame, Ze mame dva kandidaty x1, xo. Mizeme si predstavit, Zze dva lidé nezavisle na sobé zkusili takovy objekt x
najit. My pak ukézeme, ze nutné musi platit x1 = x2, tedy nemtze se stat, ze by se nalezly dva rtizné objekty x.

AN

M 1a.27 Poznamka: Dikaz sporem je obecny nastroj na dokazovani vyrokid, s oblibou se pouziva napiiklad
na dikaz neexistence néjakého objektu. Funguje nasledovné.

Méjme néjaké tvrzeni V. Dlikaz V' sporem spocivd v dikazu implikace =V = F', kde F' oznacuje libovolny
nepravdivy vyrok. Existuje jen jedind moznost, kdy mtze byt pravdiva implikace, jejiz zavér je neplatny: Kdyz
neplati jeji predpoklad. Nas dikaz implikace =V = F tedy ukazuje, ze =V neplati, a tedy ze V plati.

Doty¢nou implikaci -V = F dokazujeme obvykle pfimym diikazem, jak jsme zde jiz zvykli. Prakticky tedy
dtikaz sporem sestava z nasledujicich kroki:

0) Je dobré ¢tenéfi na zacatku Fict, ze V' budeme dokazovat sporem.

1) Pfedpokladame, ze V' neplati.

2) Z tohoto pfedpokladu bé&znym zptsobem odvodime standardnim postupem néjaky nesmyslny fakt, tfeba ze
0 > 1. Tradi¢né se na to reaguje slovem ,spor“.

3) Konstatujeme, Ze jsme dosli ke sporu, tudiz plati ptivodni tvrzeni V.

Priklad: Dokézeme sporem, zZe neexistuje realné ¢islo x splnujici x = = + 1.

Predpokladejme, Ze existuje. Pak rovnost = x + 1 upravime na 0 = 1 a méame spor. To dokazuje neexistenci
takového cisla.

JAN
Jsme pripraveni na dikaz véty o déleni se zbytkem.

Dukaz (dobry, pouény): Mé&jme a,d € Z, d # 0.
1) Existence.
a) Pfipad d > 0, tedy vlastné d > 1. Uvazujme mnozinu

M={a—qd; g€ ZNa—qd>0}
¢isel ziskanych z a posuny o d a vyhovujicich prvni podmince na zbytek, tedy nezapornych. Tato mnozina je
neprazdna: Jestlize je a > 0, tak volba ¢ = 0 davad a € M. Jestlize a < 0, pak sta¢i zvolit ¢ = a a mame
a—qd=a(l —d) € M, nebot diky d > 1 mame (1 —d) <0, a tedy a(1 —d) > 0.

Uz z definice jsou vSechny prvky M nezdporné, jsou to samoziejmé celd Cisla. Mame tedy neprazdnou pod-
mnozinu Ng, vezmeme jeji nejmensi prvek r. Musel vzniknout jako r = a — qod pro néjaké qy € Z, takze
a = ¢od + r a mame potvrzenu platnost rovnosti z definice zbytku.

Protoze M obsahuje jen nezaporna cisla, musi platit 0 < r a mame prvni z odhadd z definice. Dokazeme
sporem, ze plati i druhy, tedy r < |d| = d, coZ je t¥eti a posledni z podminek definice zbytku.

Predpokladejme opak, tedy ze r > d. Uvazujme ¢islo r1 = r — d. Zjevné r; < r. OvSem také r; > 0 a toto
celé ¢islo 1ze navic vyjadiit jako r1 = a — (qo + 1)d, kde go + 1 € Z, a proto r1 € M. Protoze jsme zvolili r jako
nejmensi ¢islo této mnoziny, musi platit » < r;. Mame tedy zaroven r; < r a r < r1, coz je spor.

Tim jsme potvrdili, Ze r < |d|, a tedy r = a mod d existuje spolu s pfislusnym qq € Z.

b) Pfipad d < 0: Aplikujeme pravé dokazané na —d = |d| > 0 a najdeme g, r tak, aby a = ¢(—d)+ra0 <r < |d|.
Pak a = (—q)d + r a porad plati 0 < r < |d|, tedy ¢isla —q a r vyhovuji pozadavkam.
2) Jednoznacnost: Predpokladejme, 7e a = ¢1d + 11 a a = god + 12, kde q1,q20 € Z, 0 < r; < |d| a 0 < 1y < |d|.
Pak ¢d+11 = qad+712, proto (¢1 —q2)d = r1 —ra. Diky 71,72 > 0 1ze odhadovat —|d| < —re <711 —1r3 <711 < |d|
neboli |1y — ro| < |d|. Takze |q1 — go| - |d| < |d|, coz znamena |q; — ¢2| < 1. Ale (¢1 — g2) € Z, proto q1 — g2 =0,
a tedy q1 = ¢o. Pak také r; = ro.

a

V prubéhu diikazu jsme vlastné ukézali, Ze a mod d = a mod |d|. V praxi se proto mizeme omezit na (pfijemnd)
kladnéa d.

Pro korektnost ditkazu je klicové, ze vSechny kroky museji byt spravné odiivodnény. Obvykle se ovSem zminujeme
jen o vyznamnéjsich vécech, ty zcela jasné nechavame na ¢tenari. Pak hrozi nebezpeci, kdyz prehlédneme, ze néco
»jasného* ve skutecnosti tak jasné neni. V tomto diikkazu takovy okamzik najdeme. Jen tak mimochodem jsme
rekli, ze jako r vezmeme nejmensi ¢islo jisté mnoziny. Kde ale bereme jistotu, ze existuje?

Ted se étendf mozn4 zarazil, sdm jisté nejmensi a nejvétsi ¢isla mnohdy hledal a nachézel. Jenze ono to kupodivu
neni tak jednoduché, nardzime zde na samotné zaklady matematiky. O téch se ¢tenar docte vice v kapitole 6, nas
konkrétni problém pak fesi tzv. Princip dobrého usporadani (viz 6b.16).

Ted jsme ovsem provedli néco nebezpecného. Nas ditkaz vyuziva néco z budouci kapitoly, ale co kdyz ta véc bude
dokazana pomoci véty o déleni? Tim by vznikl takzvany dikaz kruhem, ktery ovsem dtikazem neni, je to logicka
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chyba. Takovému zacykleni je tfeba se vyhybat a v odborné knize bychom se nikdy neodvolali na néco, co jesté
nebylo dokazano. Toto je ale ivodni ucebnice a autor soudi, Ze na zalezitosti spojené s existenci minima je treba
¢tenafe nejprve trochu pripravit. Zatim se tedy musi spokojit s autorovym ujisténim, ze k zadnému zacykleni
nedojde a dtkaz je v poradku.

Priznivci indukce oceni, Zze vétu o déleni lze dokazat také pomoci tohoto nastroje, viz priklad 7b.j. Ostatné
v kapitole 7 uvidime, Ze existence minim a funkénost indukce spolu tizce souviseji.

M 1a.28 Poznamka: Vrafme se jesté k dikazu sporem. Nékdy si stfedogkolaci vytvori nespravny dojem, ze dikaz
sporem pro implikaci P = Z probiha takto:

1) Deklarujeme predpoklad P.

2) Dokéazeme platnost implikace -7 =— —P.

3) Konstatujeme spor mezi =P a P, dokoné¢ime dukaz.

Neni to dobry napad, a to ze dvou diivodu. Za prvé, tento postup vlastné neni diikaz sporem. Bod 2) je totiz sam
o sobé dtikaz obmény implikace P = Z. Stacilo tedy dokazat krok 2) a prohlasit, Ze jsme nepfimym dikazem
dokazali danou implikaci P = Z. Kroky 1) a 3) jsou navic a uméle vytvareji diikaz sporem. Velka ¢ast dikaz,
které u stredoskolakt vidavam, spada do této kategorie. Proto obecné doporucuji brat dikaz sporem jako posledni
moznost a v pripadé, ze hledame alternativu k pfimému dtikazu, se nejprve podivat na neptimy diukaz.

Druhy ddvod je ten, ze dikaz sporem mize pro implikaci vypadat i jinak nez ono schéma, které nas zbytecné
omezuje. Jak mé tedy dikaz sporem pro implikaci P = Z spravné vypadat?

Podle obecného mustru bychom méli dokdzat implikaci =(P = Z) = F. Podle pravidel logiky to dava
(PN-Z) = F. Postupujeme tedy nasledovné:

1) Deklarujeme dikaz sporem a udélame predpoklad, ze P plati a Z neplati.

2) Standardnim postupem odvodime néjaké tvrzeni, které je nemozné, tedy F'.

3) Konstatujeme, ze diky sporu jsme prokéazali platnost implikace P — Z.

V praxi ten spor nékdy nabyva podoby P A =P, ale nemusime se do toho nutit, diikaz sporem je mnohem
flexibilngjsi. Ukazeme to na jednoduchém prikladeé.

Dokazeme pravdivost implikace x > 23 =—> x > 13 pro vSechna x € R.

Dtikaz sporem: Predpoklddejme, ze x > 23 ale neplati x > 13. Pak mame nerovnosti 13 > z a také x > 23,
spojenim dostaneme 13 > 23, spor. Dokazovana implikace tedy plati.

A

Déleni se zbytkem je myslenka, kterou Ize aplikovat také na jiné objekty nez cela ¢isla, napiiklad je uziteéna pti
préaci s polynomy. Dokonce na to existuje speciadlni matematicky obor. Nas ale budou zajimat jen jednodussi véci,
které jsou nicméné velmi dulezité pro diskrétni matematiku a computer science.

Nasledujici tvrzeni je snadné a predstavuje dobrou piilezitost procvicit si prekladani z matematictiny do lidstiny
a také dokazovani.

Fakt 1a.29.
Necht a,b € Z, a # 0. Pak a|b pravé tehdy, kdyz b mod a = 0.

Prosté a déli b pravé tehdy, kdyz a vydéli b beze zbytku. To zni naprosto samoziejmé a ¢lovéka napada, co
na takovém tvrzeni jesté dokazovat, ale kazdy z obou pojmi ma svou vlastni definici, takZe bychom to spravné
ovérit meéli. Je to velmi snadné, diikaz nechame jako cviceni la.11. Stoji také za rozmysleni, Ze bychom tam mohli
dat podminku b mod |a| = 0, v praxi vétsinou preferujeme pracovat s kladnymi déliteli. Mimochodem, kdyby tento
fakt pravdivy nebyl, tak by to bylo jasné pobidnuti k zamysleni, zda jsou nase definice rozumné.

Ted se podivame na nékteré popularni aplikace délitelnosti a modula.

Priklad la.d:

1. Knizni kéd ISBN je navrzen tak, aby ¢astecné fungoval jako opravny kéd, presnéji feceno tak, abychom snadno
a s vysokou pravdépodobnosti poznali, Ze ndm pfi jeho predavani vznikla chyba. Jeho starsi verze méla 10 cifer.
Prvnich 9 cifer identifikuje jazyk, nakladatele a ¢islo knihy dle katalogu nakladatele. Jako posledni ¢islo se vzdy
déava zbytek po déleni pocatecniho devitimistného cisla jedenécti, je samoziejmé tfeba vyfesit problém zbytku 10,
to se pak dava znak X. Tvrdime, Ze vysledné Cislo je pak jiz vzdy délitelné jedenacti.

Oznacime-li jako a to pocateéni devitimistné c¢islo, pak posledni cifra je » = a¢ mod 11. Plati tedy a = 11k + r
pro néjaké k € Z. Vysledny ISBN kéd je pak n = 10a + r. Dosadime: n = 110k + 10r + r = 11(10k + r), také
10k +r € Z, a proto je n délitelné jedenacti. Jiny dikaz, mozna rychlejsi (viz ptisti kapitola): Podle definice mame
a=r (mod 11), také 10 = (—1) (mod 11), proto 10a +r = (—1)r +r =0 (mod 11).
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To znamenad, Zze kdyz ndm nékdo da ISBN ¢islo, my jej zkusime vydélit 11 a nevyjde to, tak uz vime, ze se
nékde stala chyba. Tento test neni dokonaly, neodhali vsechny preklepy pfi psani ¢isla, ale plati nasledujici: Pokud
v Cisle délitelném jedendctkou zménime jednu cifru, tak nové ¢islo zarucené nebude délitelné jedenacti. Tento
bezpecnostni kéd tedy umi odhalit chybu v jedné ciffe, ale v pfipadé vice chyb uz si jich vSimnout nemusi.

Mimochodem, pro¢ jsme pouzili zrovna jedenactku? Uvazujme kandidata d € N. Potfebujeme zajistit nasledujici:
Pokud v néjakém ¢isle zménime jednu cifru, tak se nutné musi zmeénit zbytek po déleni ¢islem d. Da se ukazat, ze
¢isla d < 11 toto neumi zajistit. Naptiklad ¢islo 5273 vzniklo chybnym piepisem c¢isla 1273, ale ma stejny zbytek
pri déleni desiti, osmi, Sesti, péti, ¢tyrmi, tfemi a dvéma jako ptvodni ¢islo. Nic mensiho nez d = 11 tedy fungovat
nebude. Jedenéctka funguje a vétsi ¢isla s obdobnou vlastnosti by ndm to zbytec¢né komplikovala.

2. Hashovaci funkce. Predstavte si, ze chceme uklddat data o lidech, ktefi jsou kédovani rodnymi Cisly, ale mame
jen n paméfovych adres. Hledame funkci h, kterd nam rekne, Ze data Clovéka s rodnym dislem a se maji dat
na adresu h(a). Jednim z moznych feSeni je pouzit funkci h(a) = a mod n.

Vyhody: h je na, rychle se pocita.

Nevyhoda: h neni prosta, vznikaji tzv. kolize. Jsou nutné strategie, co pak, coz se probirad jinde nez v diskrétni
matematice.

3. Kdyz uz mluvime o rodnych ¢islech: Rodnéa ¢isla se délaji nasledovné: Prvni dvoucdisli je rok narozeni, druhé
mésic narozeni zvySeny u Zen o 50, tfeti dvoudisli je den narozeni, dalsi tii pak identifikuji oblast a potadové ¢islo
ditéte v rdmci této oblasti. Jako posledni cifra rodného ¢isla se da bud zbytek po déleni poc¢ateéniho devitimistného
¢isla jedenacti, pokud vyjde mensi nez 10, nebo 0, pokud ten zbytek vyjde 10.

Co to znamena? Ze kazdé rodné ¢islo nekonéici nulou musi byt délitelné jedenicti, u ¢isel nulou konéicich uz
to ale nemusi byt pravda. Moc jich nebyva: statisticky kazdé jedenécté, ale zejména v poslednich desetiletich se
takovym ¢islim pii pridélovani snazi vyhybat, takze jich je vyrazné méné nez jedenactina. Malokdo se s nimi
potka, diky tomu preziva fama, Ze se délitelnosti jedendctkou daji kontrolovat spravna rodna cisla.

4. Od rodnych ¢isel prejdeme k ndhodnym. Pro rizné simulace a samoziejmé také hry je potfeba mit zdroj nahod-
nych ¢isel. To ale neni tak snadné zafidit, protoze tento zdroj musi byt algoritmicky (poc¢ita¢ ma naprogramovanu
metodu, jak to délat). Nevznikaji tak ¢isla ndhodné, ale pseudondhodné, jejich zdroji se Fiké generator.

Kdyz uz se tedy smifime s tim, Ze mame generator jen pseudonahodnych d¢isel, tak bychom alespon chtéli, aby
ten algoritmus z dlouhodobého hlediska nezvyhodiioval zadna cisla ani nevykazoval pravidelnosti. To je velice
naro¢ny tkol, u méné naroénych aplikaci (tfeba her) se da od striktnich naroka ¢asteéné ustoupit. Pak ptichazi
vhod tzv. linearni kongruentni generator.

Funguje to nasledovné. Zvolime modul n € N. Pak zvolime multiplikdtor a € N spliujici 2 < a < n a posun
¢ € N spliyjici 0 < ¢ < n. Jako ndhodné ¢isla pouzivame posloupnost z;+1 = (a - 2 + ¢) mod n. Je nutno ji
nastartovat pomoci zdrojové hodnoty xy € N. Vychazi pak z toho ¢isla z rozmezi 0 az n — 1, ktera se tvari ndhodné
(ale nejsou, protoze se opakuji, nejdelsi mozny fetézec ma délku n, ale muze se zacyklit diive, zabrdnime tomu
tak, ze zvolime jako n prvocislo).

Naptiklad pokud zvolime n = 6, a = 4, ¢ = 1, dostavame vzorec xjy1 = (4z; + 1) mod 6. Kdyz se rozhodneme
zacit dvojkou, dostaneme posloupnost 2,3,1,5,3,1,5,3,..., délka cyklu je 3.

Kdyz zvolime n =9, a = 7, ¢ = 4, pak ze vzorce xp1 = (7T + 4) mod 9 uz vyjde Fetézec délky 9.

Casto chceme ¢isla z intervalu (0, 1), pak bereme xy,/n. Pti volbé hodné velkého n a a to vychéazi docela dobie.

Casto se voli ¢ = 0, tzv. ¢isté multiplikativni generator, pak nechceme ;, = 0 a je snaha volit n, a tak, aby vznikl
pravé fetézec délky n — 1. Typicka volba je tfeba n = 23! — 1 a a = 7° = 16807, kdy pak opravdu dostaneme
231 — 2 = 4294967294 hodnot. To uz je pro praktické ucely docela dost.

A

Jedna uzitecné aplikace se jesté najde v prikladé 15.d v bonusové sekci.

1a.30 Césteény podil a zaokrouhlovani

Na zavér se jako bonus vratime k problematice nalezeni zbytku tak, Ze nejprve najdeme pomoci déleni § castecny
podil ¢. Jakym vzorcem se to ¢ najde? Déla se to zaokrouhlenim, ale spravna otazka zni, jakym?

V inzenyrské praxi se obvykle zaokrouhluje na nejblizsi celé ¢islo, tieba 2.7 = 3 a 2.3 = 2, ale to zde nepomuze.
Ve svété pocitaci se ¢asto pouziva funkce Int(x), kterd z ¢isla odebere desetinnou ¢ast, takze tieba Int(2.7) = 2,
Int(2.3) = 2, Int(—2.3) = —2. Samoziejmé Int(2) = 2. Tuto funkci nabizi fada programovacich jazykt i mnoha
kalkulacka a dalo by se fici, ze zaokrouhluje smérem k nule:

A P
T @ T T T O

-3 -2 -1 0 1 2 3
Toto zaokrouhlovani opravdu nachéazi spravné ¢ v pripadé, kdy a,d > 0, coz v mnoha aplikacich postacuje. My
ale chceme vzorec obecny a tim spravnym zaokrouhlenim pro nase ucely je zaokrouhleni stale na stejnou stranu.
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Takova zaokrouhleni jsou dvé. Jedno z nich je zaokrouhleni dolti, tedy doleva na éiselné ose, coz souhlasi s Int(z)
u kladnych ¢isel.

™ f
T L T T T @ T

-3 -2 -1 0 1 2 3

Ocekavame tedy, ze —2.3 se zaokrouhli na —3. Na opac¢nou stranu na ¢iselné ose se posouva zaokrouhleni nahoru.

Definice.
Definujme nésledujici funkce na R:
|z| = max{n € Z; n < z}; (zaokrouhleni doli, floor)
[] =min{n € Z; n > z}. (zaokrouhleni nahoru, ceiling)

PreloZeno z matematictiny do lidstiny, |x] je nejvétsi celé ¢islo, které ,nepfeleze” x. Tim je dén vyznam definice.
Podivame se na ptiklady.

Priklad la.e: Podle definice
113] = max{n € Z; n < 13} =max{...,—1,0,1,...,11,12,13} = 13.

Obdobné (rozmyslete si to) [13] =13, |—13] = —13 a [—13] = —13.
Snadno také nahlédneme, Ze

12.3] =max{...,~1,0,1,2} =2,
12.3] = min{3,4,5,...} = 3,
|—2.3] = max{...,—5,—4, -3} = =3,

[—2.3] = min{—-2,—1,0,1,...} = —2.

Vypada to, ze definice déla to, co od ni ¢ekame.

A

Podotknéme, ze s maximy a minimy zde opét pracujeme intuitivné a do probréani kapitoly 6b zatim jen véfime
autorovi, Ze u mnozin v definici vzdy existuji, a lze tedy spolehlivé zaokrouhlovat.

Zajemce o dalsi vlastnosti téchto funkci odkézeme na bonusovou kapitolu 15. Tam také ¢tenaf najde nékolik
uziteénych aplikaci véetné prevodu mezi ¢iselnymi soustavami a zejména dikaz nasledujiciho tvrzeni, viz fakt 15.5:

Fakt 1a.31.
Necht a,d € Z, d # 0, necht je ¢ ¢asteény podil a a d.
Pak ¢ = L%J prod>0aq= [%-‘ pro d < 0.

Cviceni
Cviceni 1a.l (rutinni): Najdéte nésledujici ¢isla (zbytky po déleni):
a) 218 mod 87, (iif) —13 mod 7, (v) 0 mod 7,
b) 60 mod 15, (iv) 2 mod 17, (vi) —1030 mod 13.

Cviceni 1a.2 (rutinni): Dokazte, ze pro kazdé a € Z plati a|a, 1|a a a|0 (viz fakt 1la.l).

Cviceni 1a.3 (rutinni): Dokazte, Ze jestlize a,b € Z spliuji a|b, pak pro kazdé n € N plati:
a) a|b™.

b) a™|b".

Cviceni 1a.4 (rutinni): Nechf a, b, c € Z.

a) Dokazte, Ze jestlize a|b a a|c, pak a|(b+ ¢). Viz fakt 1a.17.
b) Dokazte, ze jestlize a|b a b|c, pak a|c. Viz véta 1a.21.

Cviceni 1a.5 (rutinni, pouéné): Necht a,b € Z. Dokazte, ze nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) alb,

(ii) (—a)lb,

(iii) a[(=b),

(iv) (=a)| (=),

Tim se ukaze, ze pri délitelnosti na znaménku nezalezi, viz véta la.14
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Népovéda: Vytvoite z implikaci néjaky uzavieny cyklus zahrnujici (i) az (iv), tfeba (i) = (i) = (iii)) =
(iv) = (i), a dokazte jej. Rozmyslete si, Ze pak uZ z toho plyne libovolnad implikace mezi néjakymi dvéma
podminkami z téchto ¢tyt, jsou tedy vSechny ekvivalentni. Viz poznamka 1b.14.

Cviceni 1a.6 (rutinni): Necht a,b,c,d € Z. Dokazte, ze jestlize a|b a c|d, pak (ac)|(bd).

Cviceni 1a.7 (rutinni): Necht a, b, c € Z. Dokazte:
a) Jestlize a|b, pak (ac)|(bc).

b) Jestlize (ac)|(bc) a ¢ # 0, pak a|b.

Co by se stalo, kdyby ¢ = 07

Cviceni 1a.8 (pou¢né): Necht a, b, c € Z. Dokazte/vyvratte, ze jestlize a|bc, pak a|b nebo a|c.

Cviceni 1a.9 (rutinni, pouéné): Dokazte pfimo (elementarnim dikazem) nésledujici:
a) Pro a € Z plati a|a®.

b) Pro a € Z plati (3a)| (6a?).

c) Pro a,b € Z plati: Jestlize a|b, pak ab|b>.

d)Va,b € Z: alb = al|(b—a).

Cviceni 1a.10 (rutinni): Vyvrafte nasledujici tvrzeni (neboli dokazte jejich nepravdivost):
(a) Necht a,b € Z. Jestlize a|b, pak a?|b.

b) Necht a,b € Z. Jestlize a|b, pak (b — a)|b.

c) Necht a,b,c € Z. Jestlize a|c a b ¢, pak (ab)|ec.

d) Necht a,b,c € Z. Jestlize a|c a b|c, pak (a + b)|c.

e) Necht a, b, c € Z. Jestlize a|b, pak (a + ¢)|(b+ c).

Cviceni 1a.11 (rutinni): Necht a,b € Z, a > 0. Dokazte, ze a|b pravé tehdy, kdyz b mod a = 0.

Cviceni 1a.12 (pouc¢né): Necht a,d € N, polozme r = a mod d.

a) Dokazte, Ze a mod (—d) = r.

b) Dokazte, ze kdyz r # 0, tak plati (—a) modd =d —r a (—a) mod (—d) =d —r.
Jak to funguje pro ptipad a mod d = 07

Cviceni 1a.13 (pouc¢né): Necht n € Ny.

a) Dokazte, Ze n je délitelné péti pravé tehdy, je-li jeho posledni cifra rovna 0 nebo 5.

b) Dokazte, ze n je délitelné ¢tyfmi pravé tehdy, je-li jeho posledni dvoucisli délitelné 4.

Napovéda: Posledni cifra r ¢isla n se da algebraicky zjistit pomoci n = 10k + r, posledni dvojéisli n = 100k + 7.

Cviceni 1a.14 (rutinni): Kterd pseudondhodna posloupnost je generovana pomoci xx1 = (4xk + 1) mod 7 pii
o = 37

ReSeni:

la.1: a) 44. b) 0. ¢) 1. d) 2. e) 0. f) 10.

la.2: Ddnoa €Z.a=a-1al€Z,a=1-aaa€Z,0=a-0a0¢cZ.

1a.3: a) a,b € Z, n € N lib. Predp: a|b neboli b = ak, k € Z — b =b- b1 £ (ak)b"~1 = a(kb"~1), také
kbn—l € Z, tedy a|b".

Alternativa: b" = (ak)™ = a(a™ k"), také a" k" € Z, tedy a|b™.

b) a,b € Z, n € N lib. Pfedp: a|b — b=ak, k€ Z — b" L (ak)™ = a™k™, také k™ € Z, tedy a™|b™.

la.4: a) a,b,c € Z lib. Pfedp: a | b, a|c — b =ak,c=al ANkl € Z — b+c L gk +al = a(k +1)
ak+leZ — al(b+c).

b) a,b,c € Z lib. Pfedp: a|bablc — b=ak,c=blNk,1lEZ — cZ (ak)l =a(kl) akl € Z — alc.

la.5: a,b € Z lib. (i) = (ii): a|lb — b=ak,k€Z — b= (—a) - (-k)AN—-k€Z — (—a)|b.

(ii) = (iii), (iii) = (iv), (iv) = (i) obdobné.

la.6: a,b,c,d € Z lib. Predp: a|b, ¢|d neboli b = ak, d =cl, k,l € Z — bd £ (ak)(cl) = (ac)(kl), také kl € Z,
tedy (ac)|(bd).

1la.7: a,b,c € Z lib. a) Ptedp: a|lb — b=ak, k€ Z — bc= (ac)k Nk €Z — (ac)|(bc).

b) Predp: ¢ # 0, (ac)|(bc) — bc=ackANke€Z — b=kaNkeZ — alb.

Kdyby ¢ = 0, tak nelze zkratit a diikaz je neplatny. Jiny diikaz vymyslet nelze, tvrzeni s ¢ = 0 neplati, viz a = 13,
b=23, c=0.
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1a.8: Neplati, 6](4-9), ale neni 6|4 ani 6|9.

1a.9: a) a € Z lib. Vime a3 = a - a2, také a? € Z, tedy a|a3.

b) a € Z lib. Vime 6a? = (3a) - (2a), také 2a € Z, tedy (3a)|(6a?).

c) a,b € Z lib. Pfedp: a|b neboli b=ak, k€ Z — b¥>*=0b-b L akb = (ab)k, také k € Z, tedy (ab)|b>.

d) a,b € Z lib. Pfedp: a|b neboli b = ak, k € Z — b—agak—a:a(k— 1), také k — 1 € Z, tedy al| (b — a).
1a.10: a) Protiptiklad a = 4, b = 20. b) Protiptiklad a = 2, b = 6. ¢) Protiptiklad a = 4, b = 6, ¢ = 12. d)
Protipiiklad a = 4, b = 6, ¢ = 12. e) Protipiiklad a =2, b =4, c = 1.

la.11: a,b € Z, a # 0 lib.

Jestlize a|b, pak b=ak =ka+0,kde k € Za 0<0 < |a|, tedy » = 0.

Jestlize b mod a = 0, pak g € Z aby b = qa + 0 = aqg — ab.

1a.12: Jestlize r = a mod d, pak a = gd + r pro né&jaké g € Z a 0 < r < d. Protoze d > 0, je d = | — d|.

a) Pak také a = (—¢q)(—=d)+r, —q € Z a 0 <r < | —d|, tedy ¢islo r spliiuje pozadavek na zbytek.

b) Piepis: (—a) = (—¢)d—r=(—¢)d—d+d—r =(—q—1)d+ (d —r), pficemz —g — 1 € Z a diky 0 < r < d je
—d < —r <0, tedy 0 < d—r < d. Cislo d — r proto spliiuje podminku z definice (—a) mod d.

Obdobné se pouzije (—a) = ¢(—d) —r.

Jestlize r = 0 neboli d|a, pak uz vime, Ze u délitelnosti na znaménku nezalezi, tedy vzdy +a mod +d = 0.
1a.13: a) Oznacéme n = 10a + b, tedy b je posledni cifra. Protoze 5 déli 10, tak podle faktu 1a.12 déli i 10a. Podle
faktu la.17, popfipadé faktu 1a.19 5| n pravé tehdy, kdyz 5 | b. Pro jednociferné ¢islo b ale 5| b jen pro b = 0
ab=>5.

b) Oznacte n = 100a + b, kde b je dvouciferné. Protoze 4 déli 100, tak ...

1a.14: 3,6,4,3,6,4,3,6,4,3...

1b. Nejmensi spoleény délitel, Bezoutova identita

Vime, ze pro kazdé ¢islo a plati a = 1-a. Pro cela ¢isla ndm to ukazuje, ze vzdy existuje jejich faktorizace na dva
faktory. Je to ale faktorizace ponékud nudna (matematici radéji fikaji ,triviadlni“) a hlavné extrémni, celd hodnota
¢isla a je soustfedéna do jednoho faktoru. Stejné extrémni je faktorizace a = (—1) - (—a). Existuji ¢isla, kterd uz
jinou faktorizaci nemaji. Ta jsou velmi specidlni. Ostatni ¢isla nabizeji navic i jiné faktorizace (netrivialni), kde
se a rozdéli rovnomérnéji mezi faktory, napiiklad 12 = 3 - 4. Témto dvéma typum d¢isel prifadime jména, ale je
zvykem tato jména pouzivat pouze pro kladna cisla.

Definice.

Necht a € N, a # 1.

Rekneme, Ze a je prvoéislo (prime), jestlize jedina piirozena ¢isla, ktera a déli, jsou 1 a a.
Rekneme, 7e a je sloZené ¢islo (composite number), jestlize existuji k,/ € N takové, Ze
a=kl,1<k<aal<l<a.

Tato definice opét obsahuje testy, takze snadno rozhodneme, zda ¢islo (vétsi nez 1) je prvocislo a zda je slozené.
Vsimneme si, ze definice sloZzeného ¢isla podle o¢ekavani mluvi o existenci rozkladu, ktery jej rozdéli na mensi
kousky, ale v definici prvocisla jsme spis nez rozklad pouzili pocet délitelti, protoze je to takto praktictéjsi a tra-
di¢néjsi. Diky faktu la.l vime, Ze kazdé celé Cislo a ma délitele 1 a a, takze prvocisla jsou ta, kterd uz k témto
automatickym délitelim dalsi kladné nepiidaji.

Vsimneme si, Ze definice se nevztahuje na ¢islo 1, které sice technicky podminku o jedinych délitelich 1 a a
spliiuje, ale neni mu to nic platné; definice se 0 ném odmitla vyjadrit a tudiz to neni prvocislo. Neni to ani ¢islo
sloZené, je to prosté ¢islo, které stoji mimo naSe kategorie. Je specialni. Nabizi se otézka, pro¢ jsme v definici
zakazali jednicce stat se prvocislem. Odpovéd zni, Zze by v tom okamziku prestala platit fada velmi uziteénych
tvrzeni o celych cislech. Je to tedy volba prakticka.

V tvodu jsme ¢isla rozdélili na dva typy, podle toho, zda maji jen trivialni rozklady, nebo i n€jaké jiné navic.
Podvédomé tedy ocekavame, ze Cisla slozena a prvocisla se spolu budou dopliiovat. Presnéji feceno ocekavame
nasledujici:

a) VSechna pfirozend ¢isla vétsi nez 1 nalezi do téchto dvou kategorii;
b) tyto kategorie se vylucuji, tedy zadné ¢islo nemtize patfit do obou.

Pokud bychom v definici u téchto dvou typi pouzili shodny test a rozdélovali ¢isla podle tspéchu a netspéchu,
tak uz by tyto dvé vlastnosti byly zaruceny. Protoze jsme ale u kazdého pojmu pouzili jiny pfistup (délitelé versus
netrividlni rozklad), tak v této chvili nevime, jestli neexistuji ¢isla, ktera jsou zaroven prvocisla i slozend, popfipadé
nic z toho. Ukazeme, ze k tomu nemiize dojit a véci funguji tak, jak chceme.
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Véta 1b.1.
Kazdé pfirozené ¢islo vétsi nez 1 je bud prvodislo, nebo ¢islo slozené.

M 1b.2 Poznamka: Tvrzeni obsahuje frazi ,bud ... nebo“. To je specidlni modifikace logické disjunkce zvana
v pocitacovém svété xor, muzeme ji také fikat ,,vylucovaci nebo“. Vyrok tvofeny standardni disjunkci plati, pokud
splnime nékterou z komponent nebo tieba i obé. Vylucovaci nebo tuto posledni variantu nepfipousti, nuti nés se
rozhodnout jen pro jednu z moznosti. Tvrzeni véty tedy spojuje oba pozadavky a), b) formulované pied vétou.

Takové pozadavky se v matematice docela ¢asto objevuji v mnozinovém jazyce. My zde mluvime o tfech mno-
zinach ¢isel: N = {n € N; n # 1}, déle mnoziné P prvocisel a mnoziné C slozenych ¢isel. Nase pozadavky lze
mnozinové vyjadrit takto:

a) Nug = PUC; (to je to ,nebo* z nasi véty)
b) PNC =1. (to je to ,bud® z nasi véty)

Pokud jsou tyto pozadavky splnény, tak fekneme, ze mnoziny P, C tvofi rozklad mnoziny N.;. Blize se na to

podivame v kapitole 5.

A

M 1b.3 Poznamka (dokazujeme A C B, A = B, atd.): Jak se takovato tvrzeni o mnozinach dokazuji?
Inkluze A C B se obvykle dokazuje pomoci implikace x € A = = € B. Odpovida to definici této vlastnosti.
Rovnost A = B se v jednodusSich pfipadech dé dokézat podle definice, tedy ukéze se shodnost prvki, obvykle
touto ekvivalenci: x € A <— x € B.

Mnohdy to ale neni takto snadné a nejéastéji se misto rovnosti dokazuji dvé inkluze A C B a A C B, viz vySe.

Tvrzeni AN B = () lze dokazat naptiklad implikaci x € A = z ¢ B, popfipadé x € B — x ¢ A, ale jsou i
jiné mozZnosti, tfeba dukaz sporem z € AN B = F.

Pro tplnost (a bude se to hodit) jesté pfipomenme, Ze tvrzeni x € AN B je totéz jako ,x € ANz € B“, zatimco
tvrzeni x € AU B je totéz jako ,x € AV x € B“.

A

S Rozbor: Jaky piistup zvolime pfi diikazu nasi véty? Nejprve potfebujeme ukézat rovnost Ny; = P U C. Ovsem
podle definice uz plati P C Ny; a C C Ny, a tedy také PUC C Nyj.
Zbyvé tedy dokazat, ze Ns; C PUC. Aplikovanim obecnych principii z poznamky 1b.3 zjistime, Ze potfebujeme
dokazat nasledujici:
a) Jestlize je a € N, a # 1, pak plati Ze a je prvocislo nebo a je slozené éislo.
Toto ukézeme rozkladem na ptipady, viz poznamka la.16.
Pro diikkaz druhého pozadavku zvolime prvni z navrzenych postupt, tedy dokézeme implikaci
b) Jeslize je a slozené ¢islo, tak to neni prvocislo.

Dukaz: a) Necht a € N, a # 1. V pfipadgé, Ze a je prvocislo, tak uz je splnén vyrok ,a je prvoéislo nebo slozené
¢islo“.

Zbyva tedy vySetiit pfipad, kdy a neni prvocislo. Pak musi mit jesté jiného délitele [ € N nez 1 nebo a. Musi
tedy platit 1 <! < a. Protoze [|a, tak a = [ - k pro né&jaké k € Z. Diky [ # 0 mizeme pouzit k = ¢, z ¢ehoz pak
ziskdme nasledujici poznatky: Protoze 0 < [ < a, tak plati £ > 1. A protoze [ > 1, tak plati k < a. Ukazali jsme
tedy, ze a je cislo slozené, a tedy také v tomto pfipadé plati tvrzeni ,a je prvocislo nebo slozené ¢islo“.

b) Mé&jme slozené ¢islo a. Podle definice existuji &, € N tak, aby a = kl a zaroven plati 1 < k < a. To znamena,
7e k déli a a pfitom neni rovno ani 1, ani a. Cislo a méa tedy alespon tii rtizné kladné délitele a tudiz to neni
prvocislo.

0

Prvodisla jsou zajimava a uziteCnd, ostatné ¢tenar patrné vi o rozkladu na prvocisla. Studium prvocisel je soucasti
diskrétni matematiky a tvori samostatny obor zvany ,teorie ¢isel“, ktery je rozsahly a narocny. ProtozZe tato kniha
je jen tivodem, tak zde uvedeme jen to, co potifebujeme pro nasi praci, a zaklady shrneme v bonusové kapitole 13.

U slozenych ¢isel je pohled pres netrividlni rozklad pfirozeny, nicméné definice prvocisla naznacuje, ze pohled
oCima déliteld také mize byt zajimavy. Zacneme otazkou, kolik jich pro dané ¢islo je. Mtize to byt otazka velmi
prakticka, naptiklad kdyz potfebujeme délit uréitd mnozstvi na rtizny pocet ¢asti. Pak oceniujeme cisla s velkym
poctem délitelti. Pravé tato ivaha stala za volbou ¢isla 60 coby zékladu ¢iselné soustavy ve starovekém Babyléné
pred cca 4000 lety, protoze ¢islo 60 se da délit vyrazné vice Cisly nez jind podobné velka ¢isla. Dodnes to preziva
u minut a stupnd. V diskrétni matematice pro nas naopak budou obcas spi§ uzitecnd cisla, ktera déliteld maji
malo. Co muzeme cekat?

Vime, ze kdyz je d délitelem jistého ¢isla, tak je —d také jeho délitelem. Proto se pro jednoduchost v teorii
zamérujeme Cisté na kladné délitele. Zakladem je pozorovani, ze kazdé celé Cislo a ma zarucené délitele 1 a a
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(fakt la.1). To ovSem v pfipadé a = 1 znamena totéz ¢islo, a jednicka méa tedy jen jednoho kladného délitele, coz
je nejmensi mozny pocet. Prvocisla se pak poznaji podle toho, Ze maji pfesné dva ruzné kladné délitele, protoze
pro né uz 1 # a. Mimochodem, vidime, Ze jedni¢ka a prvocisla se opravdu v néem lisi.

Opacénym extrémem je ¢islo a = 0. Coby univerzalni nasobek je délitelné vsemi celymi ¢isly, takze ma nekonecné
mnoho kladnych déliteld.

Cisla slozena pak maji tii a vice kladnych déliteléi. Dalo by se ¢ekat, ze vétsi éisla budou mit vice déliteld,
ale je to pravda jen do urcité miry. Pokud se divime na stale vétsi Cisla a, tak portiznu potkdvame stale vétsi
mnoziny kladnych déliteli. Naptiklad ¢islo a = 2™ ma n kladnych déliteli. Ovsem tento narust neni plynuly. Jak
prechazime od ¢isla k ¢islu, tak pocty jejich délitelti divoce a neptfedvidatelné skacou. Napriklad a = 12 ma Sest
kladnych déliteli, jmenovité 1,2, 3,4, 6,12, zatimco sousedni a = 13 jen dva.

Od otéazky, kolik maji cela ¢isla déliteli, se obratme k otézce, jak mnoziny kladnych délitelt vypadaji. Podobnou
otazku si polozime také o mnoziné kladnych nasobki.

Je napiiklad mozné si vSimnout, Ze kdyz vezmeme celé ¢islo a, tak jeho mnozina kladnych déliteld typicky
obsahuje vice ¢isel, ktera se nékdy spolu déli a nékdy ne. To se da vyjadrit graficky nasledovné: Usporadame cisla
do fad a nékterad spojime tseckou, ¢imz fikdme, ze to dolni ¢islo déli to horni, coz je totéz jako fict, ze to horni je
nasobek toho dolniho. Presnéji to vysvétli priklad.

Piiklad 1b.a (mnozina kladnych délitelt a nasobk):

Na obrazku vpravo jsme popsanym zptsobem zachytili mnozinu vsech kladnych délitelu cisla
a = 30, coz je mimochodem také mnozina vSech kladnych délitelt ¢isla a = —30, protoze kazdy / \
kladny délitel ¢isla 30 (véetné ¢isla 30 samotného) je i kladnym délitelem ¢isla —30. Vznikl >< ><
diagram, ve kterém jsme pro pfehlednost nezaznacili plné vSechny vztahy délitelnosti, naptiklad 3
chybi spojnice mezi 2 a 30. My ale vidime cestu 2-6-30 a ta tu délitelnost kéduje. Diky vété 1a.21 \ | /
totiz vime, ze z 2|6 a 6|30 plyne 2|30. 1

N — O

Vztah délitelnosti tedy existuje mezi kazdou dvojici ¢isel, mezi kterymi vede cesta smérem vzhiru. Pokud takova
cesta neni, tak také neplati vztah délitelnosti. Napriklad takovy vztah neni mezi Cisly 2 a 3. Sice existuje cesta
2—6-3, ale nevede vzhiiru. Podobné neni vztah délitelnosti mezi 2 a 15.

Tento typ znazornéni vyborné vystihne vztah délitelnosti a je inspiraci pro obecny néstroj, ktery zavedeme
v kapitole 6, kde se také naucime, jak jej spravné kreslit. Zatim jen podotknéme, ze to mize byt pékny zptisob
generovani moderniho umeéni.

Véta 1a.21 nam 1ika také toto: Pokud je d néjaky kladny délitel ¢isla a, pak také vsichni délitelé d jsou délitelé
a. To znamen4, ze jakmile se v nasem obrazku objevilo ¢islo 6, tak si s sebou pfivedlo sviij vlastni diagram svych
kladnych déliteld. To samoziejmeé plati i pro ostatni délitele.

Protoze 1 je univerzalni délitel, tak déli také vSechny kladné délitele ¢isla a, coz vizualné znamena, ze od kazdého
¢isla v diagramu musi vést cesta dolt az do 1. Jinak feceno, cely diagram se nutné musi dole sebéhnout do korene
1.

Vime také, ze kazdy kladny délitel d ¢isla a by mél spliiovat d < |a| a délit |a|, takZe nds nepfekvapuje, Ze se
diagram nahoie sbihéd do |a|. OvSem ona véta 1a.23 obsahovala dilezitou podminku, Ze plati jen pro a # 0.
Na c¢islo a = 0 se tedy toto omezeni jeho délitelti nevztahuje a ono toho vyuzije, protoze jsme uz zminili, Ze

mnozina kladnych délitelti nuly je celé N. Budeme si na tuto vyjimku muset davat pozor. Shriime to podstatné,
co se ndm bude hodit dale.

e Mnozina kladnych délitelt celého ¢isla je vzdy neprazdna podmnozina N a obsahuje ¢islo 1, které ji omezuje
zdola.

e Pro a # 0 je mnozina kladnych délitelu éisla a vzdy koneéné a omezend shora ¢islem |al.

e Mnozina kladnych délitelu ¢isla a = 0 je N.

Ted se podivame, jak vypad4 mnozina kladnych nasobkt celého éisla a. My vime, Ze kazdy nasobek musi mit tvar
ak pro k € Z, takze mnozina kladnych nasobki je pfesné tato: {|alk; k € N}. Na rozdil od mnoziny délitela tedy
mame k dispozici jednoduchy popis mnoziny kladnjch nasobkt. V ramci této mnoziny zase nékdy mame vztah
délitelnosti a nékdy ne, napriklad nasobek 2a déli nasobek 12a, ale nasobek 2a nedéli nasobek 3a ani naopak.
Opét vznikne zajimava struktura.
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Napravo vidime cast diagramu kladnjch nasobkt ¢isla 2, ktery je také diagra- -
mem kladnych ndsobkt ¢isla —2, zakreslili jsme jej az po dvacitku. Asi si umime 16

predstavit, jak pokracuje dédle do vysky a Sifky. VSimneme si néceho zajimavého? \ :
. . . . “1s . 8 12 18 20
Protoze diagram obsahuje nasobky a, tak je |a| vSechny déli, a proto se vSechny N/ \ / /o
cesty museji dole sbihat do spoleéného kotene |al. 4 6 10 14
Zase plati, ze je-li m nasobkem a, tak i vSechny jeho nasobky jsou nasobkem a. \ ///
Takze v tom diagramu naptiklad vidime poddiagram vsech kladnych nasobkt ¢isla 2
4.

Je asi jasné, Ze tento diagram neni shora omezeny, nasobky se tahnou az k nekonec¢nu. Tato podoba diagramu
nasobki je typickd, ale na zakladé predchozi zkusenosti vime, ze bychom se méli podivat na nulu.

Jedinym nasobkem nuly je nula, coz neni kladné ¢islo. Nula tedy nem4 zadné kladné nasobky. Nabizi se otazka,
jestli se tedy radéji nebavit o nezdpornych nésobcich, ale tim by se ndm zase vyskytly problémy jinde. Nezbyva
nez se smirit s nasledujicim stavem véci:

e Mnozina kladnych nasobkt nenulového celého ¢isla a je nekoneéna mnozina zdola omezend ¢islem |al.
e Mnozina kladnych nasobku ¢isla a = 0 je prazdna.
A

Jesté zajimavejsi to bude, kdyz uvazujeme dvé ¢isla.

Definice.

Necht a,b € Z.

Cislo d € N je spoleény délitel (common divisor) ¢isel a, b, jestlize d|a a d|b.

Cislo m € N je spoleény nasobek (common multiple) é&isel a, b, jestlize a|m a b|m.

Napriklad ¢islo 1 je urcité spoleénym délitelem cisel 40 a 60, zatimco 40 - 60 = 2400 je urcité jejich spolecnym
nasobkem. Ctenaf ale asi tusi, Zze nas budou zajimat méné trivialni odpovédi, tieba 20 jako spole¢ny délitel a 120
jako spole¢ny nasobek onéch dvou ¢isel. Abychom se tam dostali, podivame se, jak mnozZiny spoleénych délitelt
a spolec¢nych nasobkt vypadaji. Nejprve si ale vSimneme, Ze uz nemusime psat ,spolecni kladni délitelé*, protoze
jsme v definici pozadavek na kladnost zapracovali do nazvu ,spoleéni délitelé”“ tim d € N, podobné pro spole¢né
nasobky.

Piiklad 1b.b (spoleéni délitelé a nasobky ¢isel): Z definice vyplyva, Ze mnozinu spoleénych déliteld ziskdme
tak, Ze pronikneme mnozinu kladnych déliteli ¢isla a s mnozinou kladnych déliteld ¢isla b, obdobné pro nasobky.
Mizeme tedy vyuzit poznatkt z piikladu 1b.a.

Pro ilustraci ukazeme diagram spolecénych déliteltu ¢isel 40 a 60. Je v mnohém typicky. Vime uz, Ze 20
vSechny mnoziny kladnych déliteld obsahuji ¢islo 1, kterym jsou zdola omezeny a do kterého se sbihaji. / N\
Musi to platit i pro jejich priniky a nas diagram to spliiuje. Délitelé nenulovych ¢isel jsou shora
omezeni, coz omezuje i nas diagram, v tomto piipadé danymi ¢isly 40 a 60. Ta se ovSem tentokrate é/ |
mezi spole¢nymi déliteli nenajdou. \ /

V obrazku je jesté jedna zajimava véc, cely diagram se sbiha i nahofe do $picky 20. Neni jasné, zda 1
je to ndhoda nebo pravidlo, a ¢asem se k tomu vratime.

Pro nenulové éisla a,b € Z vime, zZe jejich spole¢ni délitelé d jsou shora omezeny ¢isly |a| a také |b|. Dé se to
zachytit nerovnosti d < min(|al, |b|).

Co kdyz se ndm mezi Cisla a,b dostane nula, jejiz mnozina kladnych déliteli je celé N7 Pokud je ve dvojici jen
jedna, tak jeji mnozinu N budeme pronikat s mnozinou M kladnjch déliteli pro to druhé nenulové ¢islo. Protoze
M NN = M, vidime, ze mnozina spolecnych déliteli ¢isel 0 a b # 0 je stejnéd jako mnozina kladnych déliteld ¢isla
b, coz znamena, Ze je shora omezend (¢islem |b|). Mame tedy ptipad podobny tomu vyse.

Jediny problém nastane, pokud hledame spolecné délitele Cisel 0 a 0, pak dostavame N NN = N. Shrnuto:

e Pokud je alespon jedno z ¢isel a, b nenulové, tak mnozina jejich spolec¢nych déliteld je neprazdnd, konecnd a shora
omezena. Spole¢ni délitelé nenulovych ¢isel a,b jsou omezeny shora ¢islem min(|al, |b]), spoleéni délitelé ¢isla 0
a nenulového b jsou omezeny shora ¢islem |b].

e Mnozina spole¢nych déliteld cisel 0,0 je N.
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Mnozina spole¢nych nasobkti ¢isel a, b vznikne proniknutim individudlnich mnozin klad- -
nych nasobki &sla a a &sla b. Vpravo vidime kousek diagramu spoleénych nésobku ¢isel 960

40 a 60. Co se da cekat? Urcité bychom cekali, Ze takovy diagram bude shora neomezeny, \ 5 :
e AV . i’ 480 720 1080
ale zdola ohraniceny danymi dvéma ¢isly (v absolutni hodnoté). \N/\/ .
Ani v tomto pripadé necekame, Ze by dana ¢isla 40 a 60 byla v na$i mnoziné spole¢nych 240 360 600
nasobkd, ale pfesto ma nase mnozina spoleény kotfinek, jmenovité 120. I zde se nabizi N
otazka, zda jde o pravidlo, coz se ¢asem dozvime. 120

Jak tyto vlastnosti ovlivni pripadné nuly? Vime, ze mnozina kladnych nasobkt nuly je prazna, coz ma pri priniku
okamzity dopad. U nasobku tedy staci, aby jen jediné z ¢isel a, b byla nula, a uz bude mnozina spole¢nych nasobkt
prazdna.

Pokud a,b # 0, pak mnozina spoleénych nésobku jisté obsahuje ¢islo |al - |b|, které je pro a,b # 0 kladné a je
délitelné ¢isly a a b, napfiklad kombinaci faktu la.l (i), véty la.14 a faktu la.12. Mame tedy néasledujici.

e Pokud jsou ¢isla a,b nenulovd, tak mnozina jejich spoleénych nésobkt je neprazdna (obsahuje |a| - [b]) a zdola
omezend ¢islem max(|al, [b]).
e Pokud je alespon jedno z ¢isel a, b nulové, tak mnozina jejich spole¢nych nasobku je prazdna.

Pro spolecné délitele a spolecné nésobky tedy mame piipad typicky a pak piipad specidlni, pfi¢emz ten specidlni
pripad je pokazdé trochu jiny. Musime si na to dat pozor.
A

Protoze za typickych podminek je mnozina spolecnych déliteltt neprazdna a konecné, lze najit jeji maximum,
viz kapitola 6b. Tam se také dozvime, Ze pro neprazdnou mnozinu nasobktl lze najit minimum. To ukazuje, Ze
nasledujici definice vzdy poskytne zadané ¢islo.

Definice.

Necht a,b € Z.

Definujeme jejich nejvétsi spoleény délitel (greatest common divisor), znac¢eno ged(a, b),
jako nejvétsi prvek mnoziny jejich spoleénych déliteld, pokud je alespon jedno z a, b nenulové.
Jinak definujeme ged(0,0) = 0.

Definujeme jejich nejmensi spoleény nasobek (least common multiple), zna¢eno

lem(a, b), jako nejmensi prvek mnoziny jejich spoleénych nésobkt, pokud jsou obé a, b nenulové.
Jinak definujeme lem(a,0) = lem(0,b) = 0.

Existuji i konkurencni znaceni, ale ta nase jsou nejpouzivanéj$i. Oba pojmy se daji zobecnit na vice ¢isel, viz
cviceni 1b.13.

Po nasich pozorovanich vyse nepfekvapi, ze ptipady ged(0,0) a lem(0,d) bylo tfeba definovat specidlnim zptso-
bem. Hodnoty, které jsme pro specidlni pripady vybrali, nejsou jediné, na které lze narazit, ale jsou s prehledem
nejpopularnéjsi. Maji podstatnou vyhodu, Ze vétsina tvrzeni o ged a lem pak plati pro vSechna celd ¢isla, takze pri
jejich formulovani nebudeme muset vyjmenovavat specidlni pripady. V dikazech ale ty specidlni pripady budeme
samoziejmé muset délat zvIAst.

Poznamenejme, ze pozadavek ,,0bé a,b nenulové“ pro typickou situaci u lem se standardné zapisuje a, b # 0, ale
existuje i trikové vyjadieni a-b # 0. Opacény pozadavek ,alespon jedno z a, b je nulové* (specidlni ptipad z definice
lem) se pak pfirozené vyjadii a-b = 0. U ged se specialni pfipad ,,0bé a, b jsou nulové“ elegantné zapise a = b = 0.
Typicky pfipad to mé téz81, mizeme zkusit doslovny piepis a # 0V b # 0, da se také zkusit tfeba max(|al, |b]) > 0,
ale to uz by ¢tenatr musel lustit.

Priklad 1b.c: Uvazujme ¢isla a = —8 a b = 12. KdyZ si sepiSeme kratky seznam kladnych délitelu ¢isla 8
a ovéiime, ktery z nich také déli 12, tak snadno zjistime, Ze spole¢ni délitelé 8 a 12 tvofi mnozinu {1,2,4}. Jeji
nejvétsi prvek dava ged(—8,12) = 4.

Mnozina spole¢nych nasobki zac¢ind {24,48,72,...}, takze lem(—8,12) = 24. Jak se na tu mnozinu pfislo?
Protoze mnoziny nasobku jsou nekonecné, vypsali jsme si jen prvnich sedm nasobkt ¢isla 12 a zjistili, které z nich
jsou délitelné osmi. Z poznatkli nize vyplyne, ze k urceni nejmensiho spolecného nasobku to stacilo. Vypada to,
7e by mnozina spoleé¢nych nasobkd mohla byt rovna vSem kladnym nasobktim ¢isla 24, coz si pozdéji potvrdime
obecnym tvrzenim.

A

Nejprve se presvédcéime, ze specialni volby v definici porad vyhovuji zdkladnimu pozadavku.
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Fakt 1b.4.
Necht a,b € Z. Pak ged(a,b) déliaib a lem(a,d) je ndsobkem a i b.

Dukaz: 1) ged(a,b): Pokud je alespon jedno z ¢isel a, b nenulové, pak ged(a,b) je nejvétsim prvkem mnoziny
spole¢nych délitelt cisel a, b, takze je obé déli.

V pfipadé a = b = 0 definice davéa ged(a,b) = 0 a nula opravdu déli a = 0 1 b = 0, viz fakt la.l.
2) lem(a, b): Pokud ab # 0, pak lem(a,b) je nejmensim prvkem mnoziny spoleénych nasobku éisel a, b, takze je
nasobkem obou.

Pokud je alespoii jedno z ¢isel nulové, feknéme a = 0, tak lem(a, b) = 0, coZ je nasobek libovolného ¢isla, tedy
i cisel a a b.

g

1b.5 Poznamka: Tato definice mé na pohled odlignou podobu od pfedchozich. Nedefinujeme tam pojmy pomoci
testi, ale natvrdo urcujeme hodnoty. To je obzvlasté patrné u téch specidlnich pripadd, ale vypada to tak také
u téch typickych, kde pracujeme s mnozinami spolec¢nych déliteld. Tam to je ale komplikovanéjsi. Jak vlastné
pozname nejvetsi a nejmensi prvek? To oficialné probereme az v kapitole 6b, ale méli bychom s tim umét pracovat
jiz nyni a nakonec zase skoncime u testu.

Aby bylo ¢islo g nejvétsim prvkem mnoziny spoleénych délitelu ¢isel a, b, tak musi spliovat tyto podminky:
a) g musi v této mnoziné lezet;
b) prvky této mnoziny musi byt mensi nebo rovny g.

Konkrétnéji, ¢islo g je ged(a,b) pravé tehdy, kdyz plati nasledujici:
a) g je spolecny délitel ¢isel a, b;
b) kazdy spoleény délitel d ¢isel a, b spliuje d < g.

Formalné zapsano, kandidat na ged(a, b) musi splnit nésledujici test:
a) gla, g|b;
b) Vd € N: (d|land|b) = d<g.

Tento zptsob identifikace nejvétsiho spolecného délitele testem se nékdy hodi v dikazech. Ukézeme proto i pod-
minku, kterd v pfipadé ab # 0 rozpoznd, ze ¢islo [ je lem(a, b):
a) [ je spolecny nasobek ¢isel a, b;
b) kazdy spoleény nasobek m ¢isel a, b spliiuje | < m.

A

Mame nové pojmy, takze obvykla otazka: Co od nich muZeme c¢ekat? Z diskuse o podobé mnozin spoleénych
délitelti a nasobkt okamzité dostavame nasledujici tvrzeni.

!'| Fakt 1b.6.
Necht a,b € Z, a,b # 0. Pak 1 < gcd(a,b) <min(|al,|b]) a max(|al,|b]) < lecm(a,bd).

Bohuzel zrovna tyto uzite¢né odhady neplati pro specialni pfipady, takze jsme se v tvrzeni museli omezovat.
Daji se vymyslet podobné odhady, které uz plati pro libovolné a,b € Z, viz cviceni 1b.5, ale ty jsou slabsi, takze
nejsou moc uziteéné. U dalSich poznatkti uz se projevi rozumnd volba specidlnich hodnot a budeme moci délat
obecna tvrzeni, coz hned uvidime.

! Fakt 1b.7.
Necht a,b € Z. Pak lem(a,b) < |al - |b].

Dukaz (pou¢ny): 1) Ptipad ab = 0: Pokud je nékteré z ¢isel a,b nula, pak podle definice lem(a,b) = 0 a také
la| - [b] = 0, tedy vyrazy jsou si rovny.
2) Pripad a,b # 0: lem(a, b) je nejmensim prvkem mnoziny spoleénych nasobkiu a, b, ktera také obsahuje ¢islo
la| - |b], proto musi platit lem(a,b) < |a| - |b|.

O

Vzhledem k tomu, ze u délitelnosti znaménka nehraji roli, d4 se podobné chovani ¢ekat také u novych pojmii.

!'| Fakt 1b.8.
Necht a,b € Z. Pak ged(a,b) = ged(|al, |b]) a lem(a,bd) = lem(|al, |b]).
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S Rozbor: V tomto tvrzeni mame ukdzat rovnost typu ged(z,y) = ged(u,v). Obé entity v porovnani vznikly
ur¢itym (a stejnym) postupem. V dikazu tedy tento postup projdeme a ukazeme, Ze pro obé dvojice skonéi
stejnym vysledkem. Obdobné budeme postupovat pro nejvétsi spoleéné nasobky.

Tento pristup ovSem funguje jen pro typické pripady, pro specidlni hodnoty je definice jind a musi se udélat
zvI14st.

Dikaz (rutinni): Dano a,b € Z.
1) ged(a, b): Piipad a = b = 0: Pak diky |0] = 0 plati gcd(|0[, |0]) = gcd(0,0).

Piipad a # 0V b # 0: Kazdé ¢islo d € N spliujici d | a, d|b musi podle véty la.14 spliiovat i d | |a|, d | |b]
a naopak. MnoZina spoleé¢nych délitelt ¢isel a, b tedy obsahuje stejna ¢isla jako mnozina spoleénych délitelu ¢isel
lal, |b], neboli jde o stejnou mnozinu. Proto se museji rovnat i nejvétsi prvky téchto mnozin.
2) lem(a, b): Piipad a = 0: Podle definice lem(0, |b]) = 0 = lem(0, b).

Piipad b = 0 je obdobny, pfipad a,b # 0 se déla podobné jako pro ged(a,b).

O

Prakticky dopad je, Ze sta¢i umét najit ged(a,b) a lem(a, b) pro nezaporna celd ¢isla. Kromé znamének nés jesté
nemusi zajimat dalsi véc, a to je poradi.

!'| Fakt 1b.9.
Necht a,b € Z. Pak gcd(a,b) = ged(b,a) a lem(a,b) = lem(b, a).

Dukaz: Necht a,b € Z.
1) ged(a, b): Piipad a = b = 0: Pak prohozenim nul ziskdme
ged(a,b) = ged(0,0) = ged(0,0) = ged(b, a).

Piipad a # 0V b # 0: Mnozina spoleénych délitelii ¢isel a,b obsahuje éisla d € N spliujici d|a a d|b, coz je
totéz jako spliiovat d|b a d|a. Tato mnozina je proto rovna mnoziné spoleénych déliteli ¢isel b, a, a tedy maji
i shodné nejvétsi prvky.

2) Rovnost lem(a, b) = lem(b, a) se dokaze obdobné.

Definice nam poskytla vysledky pro specialni pripady. Priddme nékolik dalSich zajimavych situaci.

!'| Fakt 1b.10.
Necht a € Z. Pak gcd(0,a) = |a|, ged(a,a) =|a| a lem(a,a) = |al.

Duikaz: Déno a € Z.
1) ged(0, a): P¥ipad a = 0: Podle specidlni definice plati

ged(0,a) = ged(0,0) =0 = |al.
Piipad a # 0: Pouzijeme poznamku 1b.5 k dikazu, ze |a| = gcd(0,a). Evidentné plati |a| | 0 a |a| | a. Zbyva
ovétit posledni podminku. Vezméme spolecny délitel d € N ¢isel 0 a a. Pak d|a a a # 0, proto podle véty 1a.23
plati d < |a.
2,3) Dukazy pro ged(a,a) a lem(a, a) jsou obdobné.

U

Podobné dikazy ndm poskytnou jesté dalsi jednoduché situace, kdy vysledky hned vidime, viz cviceni 1b.4.

Vime, Ze pro a,b # 0 je lcm(a, b) nejmensim éislem ve diagramu spoleénych nasobki. Je tedy
ve spodnim patrie, ale to jesté nezarucuje, Ze bude spoleénym kofenem vsSech délitelnostnich : 0 :
cesti¢ek. Vime, ze kdyZ je m spoleénym nésobkem ¢isel a, b, tak musi spliiovat m > lem(a, b). N/ \/\
Cislo m bychom tedy v diagramu ¢ekali vys nez ¢islo lem(a, b), ale to jesté nezarucuje, ze do néj °© °© m

. s oy o . . . \ 7
vede délitelnostni cesticka z lem(a, b); tfeba nastala situace jako na obrazku napravo.

lem
Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze to neni mozné, a v kazdém diagramu spoleénych nasobkd vedou od vSech mist

cesty do spole¢ného kotene lem(a,b). To ukazuje, ze lem(a, b) je nejmensi nejen vzhledem ke vztahu nerovnosti,
ale také vzhledem k uspotradani délitelnosti, viz kapitola 6b.

Véta 1b.11.
Necht a,b € Z. Kazdy spoleény nasobek a a b je délitelny ¢islem lem(a, b).
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S Rozbor: Jako obvykle budeme muset zvlast pojednat specidlni pFipad, ktery bude jako obvykle snadny. Pro
typicky pfipad se nenabizi zjevny dikaz, jako tomu bylo u snadnych implikaci dfive. Je to naro¢néjsi matematicky
argument, ktery vyzaduje inspiraci a ndpad. Nedé se tedy ocekavat, ze by na to prisel typicky ctenar sam, ale mél
by byt schopen sledovat, kudy se dukaz ubira a jak dava smysl.

Jedno pomocné tvrzeni se bude dokazovat sporem, viz poznamka la.27.

Dukaz (dobry, pouény): Méjme ¢isla a,b € Z a predpokladejme, ze m € N je jejich spoleény nasobek.

1) Ptipad ab = 0. Pak z4dné spole¢né nasobky neexistuji a tvrzeni trivialné plati.

2) Piipad ab # 0. ProtozZe je m spole¢ny nasobek a lcm(a, b) je mezi spole¢nymi nasobky nejmensi, tak lem(a, b) <
m.

Protoze lem(a, b) # 0, mizeme aplikovat vétu o déleni (1a.26) a najit ¢,r € Z takové, ze m = gqlem(a,b) 4+ r
a0<r<lecm(a,b).

Méame r = m — gqlem(a, b). Podle piredpokladu a | m, podle definice a|lcm(a,b), proto podle diisledku 1a.20
také a déli r. Obdobné ukazeme, zZe také b déli r.

Ukézeme sporem, ze r = 0.

Predpokladejme opak, tedy r # 0. Ovsem coby zbytek po déleni nemiize r byt zaporny, musel by tedy spliiovat
r > 0. Také jsme ukazali, Ze r je ndsobkem a i b, takze by to byl spole¢ny nésobek a, b. Protoze lem(a, b) je mezi
spoleénymi nasobky nejmensi, muselo by platit lem(a,b) < r. OvSem r coby zbytek po déleni ¢islem lem(a, b)
také spliuje r < lem(a, b). Spojenim dostdvame nemoznou nerovnost r < r, coz je onen kyzeny spor.

To ukazuje, ze i nas predpoklad r # 0 musi byt nepravdivy. Potvrdili jsme, ze r = 0, a tedy m = ¢lcm(a, b),
kde ¢ € Z, neboli lem(a, b) déli m.

O

Jiz dfive jsme si rozmysleli, ze kazdy kladny nasobek lem(a, b) patii do mnoziny spoleénych nasobku ¢isel a, b.
Ted jsme dokéazali i opa¢ny smér, takze jde o jednu a tutéZz mmnozinu. To ndm umoziiuje efektivné zapsat, jak
mnozina spoleénych nésobku ¢isel a,b # 0 vypada: {lem(a,b) - k; k € N}.

RA&di bychom obdrzeli obdobu véty 1b.11 pro ged(a, b), ale na to budeme nejprve muset vytvorit spravné nastroje.

Pocitové ged(a,b) obsahuje vSe, co maji a,b spoleéné z pohledu faktorizace. V obrazku je tato a b

spole¢nd ¢ast oznacena g. Mame a = gz a b = gy, kde z,y € Z. Na druhou stranu lem(a, b) je to @)
nejmensi ¢islo, které jesté obsdhne a i b. Z obrazku by se zdalo, ze jej mtizeme ziskat jako gxry.
Je to pravda, ale je zvykem to vyjadrit jinak.
lem(a. b) = gy — g’y _ (9o)(9y) _ ab
g g ged(a, b)
Jako obvykle preferujeme kviili moznym nuldm souc¢inovou verzi, vyraz jesté upravime s ohledem na mozna zaporné
¢isla. I toto tvrzeni mé nerutinni dikaz zalozeny na napadu.

Véta 1b.12.
Necht a,b € Z. Pak lem(a,b) - ged(a,b) = |a - |b).

Dukaz (dobry, pouény): 1) Ptipad a,b > 0: Pak také gcd(a,b) # 0 a lem(a, b) # 0.

a) Uvazujme ¢islo m = ﬁﬁb)' Protoze ged(a,b) déli b, plati b = ged(a, b)k pro néjaké k € Z. Proto
_aged(a,b)k
~ ged(a, b)
tedy m je celé ¢islo a také je nasobkem a. Obdobné ukazeme, ze m je nasobkem b, také m > 0, a proto
m je spoleény nasobek a,b. Protoze lem(a,b) je mezi nimi nejmensi, musi platit lem(a,b) < m. Po dosazeni
dostavame, ze ged(a,b) - lem(a, b) < ab.

%. Protoze je ab spolecnym nasobkem a, b, musi dle véty 1b.11 byt také nasobkem

lem(a,b), a d je tedy pfirozené ¢islo.
Protoze lem(a, b) je ndsobkem b, plati lem(a,b) = bl pro néjaké [ € Z. Ze vzorce pro d pak méame

dlem(a,b)  dbl
¢ b b
tedy d déli a. Obdobné ukdzeme d |b a plati d € N, takze d je spoleény délitel a,b. Protoze ged(a,b) je mezi
nimi nejvétsi, musi platit d < ged(a,b). Po dosazeni dostavame, ze ab < ged(a, b) lem(a, b).

Spojenim nerovnosti z a), b) méme lem(a, b) - ged(a, b) = ab, coz je |a| - |b| diky a,b > 0.

= ak,

b) Uvazujme ¢islo d =

1b.12, 1b.c 33 1b.12, 1b.c



Diskrétni matematika 1b. Nejmensi spolecny délitel, Bezoutova identita pHabala 2026

2) Pfipad a,b # 0: Pak |a| > 0 a |b] > 0, podle pfipadu 1) tedy ged(|al, |b]) lem(|al, |b]) = |a|-|b|. Podle faktu 1b.8
pak ged(|al, |b]) lem(|al, |b]) = ged(a, b) lem(a, b).
3) Ptipad a = 0: Podle definice lem a faktu 1b.10 plati
ged(0,b) lem(0,b) = |b] - 0 = |a| - |b].
Pripad b = 0 se dokéze obdobné.
O

Diukazu existuje vice, mnohdy pouzivaji Bezoutovu identitu ¢i jeji disledky, aniz by byly znatelné kratsi. Na pred-
vedeném ditkazu se mi libi praveé to, ze nepotiebuje zddnou dalsi teorii a vystaci si s prostymi tvahami o délitelnosti,
dalsi eleganci mu dodava jakasi symetrie mezi obéma hlavnimi ¢astmi.

Tato véta nam dava vzorec pro vypocet nejmensiho spoleéného nasobku, v pocitaci je ale samoziejmé lepsi

ab .
m p b ¢ lcm(a, b)

nevyzaduje ukladani velkého d¢isla ab.

namisto lem(a,b) = ouzivat lem(a,b) a, protoze tento postup

= 7@ == 71)
ged(a, b) ged(a, b)

Obréazek s komponentami, ktery inspiroval predchézejici vétu, je také inspiraci pro hledani ged(a,b) a lem(a, b)
pomoci prvocisel, kdy hledame spole¢né, popfipadé chceme zahrnout vse.

! Priklad 1b.d: Uvazujme a = 108, b = 408. Provedeme prvociselny rozklad.
108 = 2% - 3°,
408 =2%-3-17.

Nejvétsi spole¢ny délitel ziskdme zahrnutim vseho, co je spoleéné, ged(100,408) = 22 - 3 = 12. Nejmens{ spoleény

nésobek vznikne, kdy# od kazdého prvoéisla vezmeme nejvétsi mocninu, proto lem(108,408) = 23 - 3% - 17 = 3672.
Ke stejnému vysledku se dobereme podle obrazku vyse. Spoleéna ¢ast je zjevné g = 22-3, takze mame 108 = g-32

a 408 = g - 2 - 17. Podle znaceni z obrazku je x = 9 a y = 34, a tedy lem(108,408) = 12 -8 - 34.

A

Tento postup je Vcelku funkéni pro malé éisla ale pro Velké éisla se stévé nepouiitelnym protoze prvociselny

N 24

jistou bonusovou informaci, kterou brzy budeme velmi potrebovat. Proto v sekci 1b.29 vyvineme jiny zptisob.

Intuitivné vnimame ged(a, b) jako nejvétsi moznou spoleénou éast ¢isel a,b. Mame také intuitivni b

predstavu o pojmu délitelnosti, tfeba tu oblackovou vpravo. Kdyz to ddme dohromady, tak nam z toho

vyjde dalsi situace, kdy uz ged(a, b) rovnou vidime.

Véta 1b.13.

Necht a,b € Z. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
(i) a déli b;

(i) ged(a,b) = al;

(iii) lem(a, b) = |b].

M 1b.14 Poznamka: Formaélné vzato véta tvrdi, Ze plati nasledujici ekvivalence:
(i) <= (ii), (i) = (iii), (il) < (iii).
Kazda z nich reprezentuje dvé implikace, ale nastésti nebude tfeba dokazovat Sest implikaci. Bude
stafit propojit dand t¥i tvrzeni jednim cyklem (koloto¢em), napfiklad tim na obrézku napravo, / }\
a ostatni implikace jiz automaticky plati. Kuptikladu pravdivost implikace (ii) = (i) se pak
odvodi dokdzanymi implikacemi (ii) = (iii) = (i). (if)
A

= (iii)

S Rozbor: Kazdou z potfebnych implikaci dokdzeme jinym zpiisobem. Pfi dikazu (i) = (ii) mame potvrdit, ze
v pfipadé a | b je ged(a,b) rovno jistému ¢islu. To je pfesné ten typ situace, pro kterou jsme si rozmysleli test

v poznamce 1b.5.
V porovnani s poslednimi dvéma dtikazy je tento snazsi, protoze nevyzaduje inspiraci, vsechny kroky se nabizeji.

Dukaz (pou¢ny): 1) (i) = (ii): Pfedpokladejme, Ze a|b.
Pripad a = 0: Podle predpokladu b = ak pak b = 0 a mame
ged(a, b) = ged(0,0) = 0 = |al.
Piipad a # 0: Ukazeme, ze ¢islo |a| spliuje pozadavky na ged(a, b).
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a) Podle predpokladu a|b, podle faktu la.l a|a. Diky vété la.14 pak |a||b a |a||a, také |a| € N, a tedy |a] je
spolecnym délitelem disel a, b.
b) Necht d je néjaky spoleény délitel a,b. Pak d|b a d|a, diky a # 0 z véty 1a.23 plyne d < |a|. Takze |a| je
mezi spoleCnymi déliteli nejveétsi.
2) (ii) = (iii): Pfedpokladejme, ze ged(a,b) = |a|. Podle véty 1b.12 pak
|a] - lem(a, b) = [a] - [b].

Jestlize a # 0, pak zkracenim vyjde lem(a, b) = |b|.

Jestlize a = 0, pak ged(a,b) = ged(0,b) = |b|, coz je podle pfedpokladu rovno |a|. Mame tedy a = b = 0,
a proto lem(a, b) = lcm(0,0) = 0 = [b].
3) (iii) = (i): Predpokladejme, ze lcm(a,b) = |b|. Pak podle faktu 1b.4 musi byt |b| ndsobkem a, a tedy dle
véty la.14 a déli b.

(|

Smér (i) = (ii) 1ze dokazat vice zpusoby, oblibené jsou pfistupy pomoci mocnych vét, které paradoxné byvaji
nékdy delsi a komplikovanéjsi, viz cviceni 1b.7. Ve cviceni 1b.6 si tento smér preformulujeme a rozsifime.
Poznamka: Vypozoroval jsem, ze pro nékteré lidi je v ditkazu bodu b) piijemnéjsi pouzit neptimy dukaz, tedy
dokazuji obménu: Jestlize d spliiuje d > |a|, tak nemize byt spoleénym délitelem a, b. Vyuziji k tomu dusledek 1a.24.

A

Definice nam poskytla ged(a,b) nikoliv ve formé algebraického vzorce, ale jako vysledek postupu. To pusobi
komplikace ve vypoctech i diikazech. Tento nedostatek napravuje nasledujici tvrzeni.

!| vata 1b.15. (Bezoutova véta/rovnost/identita) (Bezout’s identity)

Necht a,b € Z. Pak existuji ¢isla A, B € Z takova, ze gcd(a,b) = Aa + Bb.

Vime napiiklad, ze ged(24,60) = 12, a uhodneme 12 = 324 + (—1) - 60. Je ovSem také mozné zkusit t¥eba
12 = (—2) - 24 + 1 - 60. Bezoutova véta nefika, ze by byla jen jedind mozna kombinace. Jak uvidime v kapitole 3,
takovych vyjadieni existuje dokonce nekoneéné mnoho.

M 1b.16 Poznamka: Ve svété matematiky Casto vytvafime nové objekty z pivodnich a obvykle preferujeme,
aby se tak délo jednodu$Simi operacemi. Snad nejpiijemnéjsi jsou s¢itani a nésobeni ¢islem, kdy z objekta O,
vytvofime o + B¢ (pokud tedy dotycéné objekty takové operace ptripoustéji). Vyslednému objektu pak fikame
linearni kombinace vstupnich dat. Linedrnimi kombinacemi se zabyva zejména obor linearni algebra, ktery ma
presah do mnoha dalsich obort matematiky, coz pozname také v nékterych dalSich kapitolach.

Dtisledek 1a.20 lze shrnout do véty, ze kdyz a déli dvé ¢isla, tak uz déli i jejich libovolnou celoc¢iselnou line4rni
kombinaci. Bezoutova véta ndm fika, ze gcd(a,b) lze ziskat jako celociselnou linedrni kombinaci ¢isel a,b. To je
luxusni.

A

Kdyz je véta pojmenovana podle néjakého matematika, tak je to obvykle znameni, Ze je duleZita a Ze nebylo
snadné ji ziskat. Dilkaz Bezoutovy véty spliiuje tato ocekavani a rozhodné neni rutinni. Na druhou stranu je porad
veden podle hlavnich zasad a ¢tenar by mél byt schopen sledovat, co a jak se déje.

Dukaz (dobry, pou¢ny): Piipad a = b = 0: Pak gcd(0,0) =0=0-a+ 0-b. Déle tedy budeme predpokladat,
ze alespon jedno z a, b je nenulové. Pak se gcd(a, b) uréuje pomoci mnoziny spoleénych délitelt.

Uvazujme mnozinu M = {Aa + Bb; A,B € Z, Aa + Bb > 0}, tedy vSechna kladné ¢isla, kterad lze dostat
jako celo¢iselné linedrni kombinace a, b. Pak evidentné M # (), tfeba |a|+ |b| € M, protoze toto ¢islo dostaneme
seCtenim s,a + spb pro vhodné zvolena s,, s, = +1. Je to neprazdna podmnozina N, proto dle principu dobrého
usporadani (6b.16, viz predchozi diskuse) existuje jeji nejmensi prvek c. Podle definice M musel vzniknout jako
¢ = Aca + B.b pro néjakd A., B. € Z. Tvrdime, ze ¢ = gcd(a, b).

1) Protoze gecd(a,b) déli a i b, tak podle dusledku 1a.20 déli i c¢. Diky ¢ > 0 to podle véty 1a.23 znamend, ze
ged(a,b) < c.
2) Ukazeme, Ze c je spolecny délitel a a b.

Nejprve sporem ukazeme, Ze ¢ déli a. Pfedpokladejme opak. Pak » = ¢ mod ¢ > 0. Plati a = gc+ r pro néjaké

q € 7, takze

r=a—qc=a—q(Aca+ B:b) = (1—qA.)a+ qB.b,

tedy 7 je celoCiselna linearni kombinace ¢isel a, b, ktera je kladna, a tedy » € M. Protoze je ¢ nejmensi v M,
musi platit ¢ < r, ale coby zbytek pfi déleni ¢ musi r splilovat r < ¢, coZ je spor. Dokazali jsme, Ze c|a.
Obdobné dokaZeme, ze c|b, coby kladné ¢islo je to tedy spoleény délitel a, b.
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Protoze je ged(a, b) mezi spoleénym déliteli nejvétsi, musi podle 2) platit ¢ < ged(a,b). Spolu s 1) dostavame,
ze ¢ = ged(a, b), tedy ged(a,b) = Aca + Beb.
Il

Hlavni trik pouzity v dikazu se n€ékdy hodi, vypichneme jej:

Dusledek 1b.17.
Necht a,b € Z. Jestlize a # 0 nebo b # 0, tak ged(a,b) je nejmensi kladné ¢islo, které lze ziskat
jako Aa + Bb pro néjakad A, B € Z.

Bezoutovu identitu budeme vyrazné pouzivat v teorii, ale také v aplikacich. Ovsem hledat ty ,,Bezoutovy koe-
ficienty“ A, B postupem v dukazu (¢i tomto dusledku) neni perspektivni, takze to je také kol pro sekci 1b.29.
Zatim se podivame, co ndm Bezoutova véta pomuize zjistit o nejvétsim spolecném déliteli.

Zactneme navratem k otazce, jestli se diagram spole¢nych déliteltt musi nutné cely sbihat do jednoho vrcholu (viz
ptiklad 1b.b). Odpovéd zni, Ze ano.

Véta 1b.18.
Necht a,b € Z. Jestlize je d spolecny délitel a, b, pak d déli také ged(a,b).

Dukaz: Uvazujme ¢isla a,b € Z. Podle Bezoutovy identity lze vyjadfit ged(a,b) = Aa + Bb pro néjaké
A, B € Z. Pokud je d spole¢ny délitel a, b, pak podle dtisledku 1a.20 musi délit i Aa + Bb, a tedy i ged(a, b).
a

Receno jazykem kapitoly 6b, nejenze je ged(a, b) nejvétsim cislem (ve smyslu velikosti) z mnoziny spoleénych
délitelt a, b, je to také nejvétsi prvek této mnoziny, kdyz ji usporadame relaci délitelnosti.

Ukézeme dalsi dvé vlastnosti ¢isla ged(a,b), které by mély znit samoziejmé podle nasi predstavy o délitelnosti.
Pokud ¢isla a,b vynasobime stejnym k, tak jsme jej vlastné pridali do spoleéné casti. KdyZ naopak obé a,b
néjakym k vydélime (pokud to jde v oboru celych ¢isel), tak odebirame ze spoleéné ¢asti. Zni to tak samoziejmeé,
ze by cloveék cekal elementarni diikaz, ale hratkami s délitelnosti lze dokézat jen polovinu toho, co potfebujeme.
Na druhou polovinu musime pouzit Bezoutovu vétu.

Véta 1b.19.

Necht a,b € Z. Pak pro kazdé k € Z, k # 0 plati:
(i) ged(ka, kb) = |k| ged(a, b).

(i) Jestlize k déli a i b, pak ged(§, ) = £,

Dukaz (dobry, pouény): Necht a,b, k € Z, k # 0 libovolné.

Pokud a = b = 0, pak vSechna gcd ve vzorcich jsou nulové, a tedy se rovnaji.

Dale tedy predpokladejme, Ze alespon jedno z a, b je nenulové, pak jsou vSechna gcd ve vzorcich kladné a nasla
se pomoci mnoziny spoleé¢nych déliteld.
(i): Nejprve ukdzeme, Ze ¢islo ged(ka, kb) musi délit ¢islo |k| ged(a,b). Podle Bezoutovy identity najdeme ¢isla
A, B € Z tak, aby gcd(a,b) = aA+bB. Pak také plati |k| gcd(a, b) = |k|laA+|k|bB. Protoze ged(ka, kb) déli ¢isla
ka a kb, musi délit i ¢isla |k|a a |k|b. Proto déli i jejich linedrni kombinaci napravo, a tedy i ¢islo |k| ged(a, b)
nalevo. Protoze jsou obé ¢isla kladna, vychazi z toho ged(ka, kb) < |k| ged(a, b).

Protoze ged(a,b) | a a ged(a,bd) | b, plati také (k| ged(a,b)) | (ka) a (|k|ged(a,b)) | (kb). Proto je |k|ged(a,b)
spoleénym délitelem ¢isel ka, kb. Mezi témito déliteli je ged(ka, kb) nejvétsi, proto |k| ged(a, b) < ged(ka, kb).

Spojenim nerovnosti dostavame ged(ka, kb) = |k| ged(a, b).
(ii): Méme vlastné ukézat, ze |k| ged(%, 2) = ged(a, b). Ditkaz lze tedy provést pomoci (i), viz cviceni 1b.9.

O

Cislo ged(a,b) nam fik4, jak moc maji éisla a, b spoleéného, tedy jak moc se ,prekryvaji“. V mnoha situacich
pomiize, kdyz se nepiekryvaji vibec.

! Definice.
Rekneme, 7e ¢isla a,b € Z jsou nesoudélna (relatively prime, coprime),

jestlize ged(a, b) = 1.
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Nesoudélnost se bude casto vyskytovat jako predpoklad v tvrzenich, je to opravdu uzitecnad vlastnost. Jen
pro zajimavost, da se spocitat, Zze pokud vybereme nahodné dvé prirozena éisla, tak pravdépodobnost, Ze jsou
nesoudélna, je % ~ 0.61 (viz napf. Knuth: The Art of Computer Programming Vol 2, kde se také vysvétli, co se
presné mini tou pravdépodobnosti).

1 Priklad 1b.e: Protoze ged(13,23) = 1, jsou to ¢isla nesoudélnd. Podobné jsou nesoudélnd &isla 40 = 23 - 5
a 81 = 3*. Naopak ¢isla 1312, 7920 jsou soudéln4, protoze jsou obé suda. Maji tedy ¢islo 2 jako spole¢ného délitele,
a proto ged(1312,7920) > 2 > 1.

Nesoudélnost je problematicka, kdyz se mezi ¢isla zaplete nula. Ze vzorce ged(0, a) = |a| plyne, Ze 0 je nesoudélna
jen s ¢islem 1 a s ostatnimi je soudélna. Je sice pravda, ze naptiklad ¢isla 0, 13 jsou obé délitelna tfinacti a tudiz
maji podstatnou spolec¢nou ¢ast, ale je otazka, nakolik je na to pfipravena nase intuice. Neni snadné si zvyknout,
ze nula coby univerzalni nasobek v sobé vlastné ,jobsahuje“ vsSechna ¢isla a tudiz se s nimi ,pfekryva“. Také je
potieba si zvyknout, Ze ze vzorce ged(0,0) = 0 vychazeji ¢isla 0,0 jako soudélné.

Dobra zprava je, ze v aplikacich se pojem soudélnosti pouzivd témér vyhradné pro nenulova cisla, takze tuto
komplikaci nepotkavame.

A

Pokud se nam nékdy nehodi situace, kdy se ¢isla ,,prekryvaji“, tak uvitdme prvocisla, protoze tém se nemiize
stat, ze by s jinym ¢islem ,sdilely“ kousek sebe. Jsou extrémni a kdyz se potkaji s jinym ¢islem, tak s nim bud
nemaji nic spole¢ného, nebo jsou v ném obsazeny celé.

! | Fakt 1b.20.
Necht p je proéislo. Pak pro libovolné a € Z plati, Zze bud je p s a nesoudélné, nebo p déli a.

Dukaz (pouény): Spolecni délitelé a, p se vybiraji z kladnych déliteli p, v tvahu tedy pfipadaji 1 nebo p. Pokud
je jediny spole¢ny délitel 1, tak ged(a,p) = 1 a tvrzeni je pravdivé. Jinak je spoleénym délitelem i p, tedy p déli
a a jsme zase hotovi.

a
Tato vlastnost je jednou ze silnych stranek prvocisel a projevuje se blahodarné v mnoha situacich.
Oblibeny obréazek znazornuje situaci, kdy g = ged(a, b), pak a = gz a b = gy pro néjaka =,y € Z. a b

Selsky rozum napovida, ze jestli jsme do g shromézdili vSe, co maji a,b spolecné, tak by uz ty @)
zbytky x,y nemély mit spoleéného nic. Potvrdime to. Ctenaf si mize vSimnout, ze v dikazu

nepouzijeme zadné véty. Je to snadny vysledek, ktery jsme klidné mohli dokazat diive, ale jesté

jsme neméli zavedenu nesoudélnost.

! | Fakt 1b.21.
Necht a,b € Z, Pokud je alespon jedno z ¢isel a,b nenulové, pak jsou

a a b
ged(a,b) — ged(a,b)

nesoudélna cela cisla.

Dukaz (rutinni): ProtoZe neplati a = b = 0, je také ged(a,b) nenulové ¢islo a déli a i b, takze podily z tvrzeni
jsou automaticky celé cisla, z nichz alespon jedno neni nula. To znamend, Ze jejich gcd se urci jako nejvétsi
prvek mnoziny spoleénych délitelt.

. (1 . C e 1, Y 1kt o a b . w12
Predpokladejme, Ze d € N je néjaky spolecny délitel Cisel gcd(a,b) a scd(a, )" To znamenad, Ze pro néjaka
k,l € 7Z mdme —%—~ = dk a b _ gy Pak a = [dgcd(a,b)]k a b = [dged(a,b)]l, ¢ili dged(a,b)

ged(a, b) ged(a, b)
je spoleény délitel a,b. Protoze ged(a,b) je mezi spoleénymi déliteli nejvétsi, musi byt dged(a,b) < ged(a,b).
Proto d < 1, coz pro d € N znamena nutné d = 1.
Takze jediny spoleény délitel téch dvou cisel je 1, jsou tedy nesoudélna.
O

Poznamka: Zajimavou alternativou je dokézat nesoudélnost téch dvou podil sporem.

Predpokladejme, Ze nejsou nesoudélné. To znamend, Ze existuje jejich spoleény délitel d € N

a a b
ged(a,b)  ged(a,b)
spliujici d > 1. Pak existuji k,[ € Z tak, aby
a b

———=dk a ———— =dI.
ged(a, b) & ged(a, b)
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Odtud a = ged(a, b)dk a b = ged(a, b)dl. Protoze k,l € Z, je ged(a, b)d spoleénym délitelem ¢isel a, b, ktery je diky
d > 1 vétsi nez ged(a,b). To je spor s tim, Ze ged(a,b) je mezi spoleénymi déliteli nejvétsi.
A

Ten obrazek vyse jsme jiz jednou vidéli, kdyz jsme hledaji vazbu mezi ged(a, b) a lem(a,b). Ta ndm ted umozni
nasledujici charakterizaci.

!| Fakt 1b.22.
Necht a,b € Z, a,b # 0. Tato ¢isla jsou nesoudélna pravé tehdy, kdyz lem(a, b) = |al - |b].

Dukaz (pou¢ny): Véta 1b.12 dava rovnost ged(a,b) - lem(a,b) = |a| - |b].

1) = Jestlize ged(a, b) = 1, pak ze vzorce vyplyva lem(a, b) = |a] - |b).

2) <=: Predpokladejme, ze lem(a,b) = |a| - |b|. Ze vzorce pak mame gcd(a,b) - |ab| = |ab|. Protoze a,b # 0,
kracenim ziskame ged(a,b) = 1.

O
Doporucujeme ¢tenafi, aby si rozmyslel, kterd z implikaci obsazenych ve tvrzeni selze, kdyz a = 0.
Zkusenost nam rika, ze pokud obecné ¢islo d déli soucin ab, tak nemusi délit ani jedno z Cisel, viz a b
tfeba pfipad d = 4, a = 6, b = 10. Intuitivné citime, ze ¢ast ¢isla d je schovana v a a druhé ¢ast v b. @@
Neékdy takové situaci potfebujeme zabranit. Intuice ndm napovi, Ze by stacilo ¢islu d zakazat, aby s a a b

»mélo spole¢nou ¢ast* (nabizi se pojem nesoudélnosti), a uz by mélo byt ,celé v b“. Tento vysledek @
je hlubsi, dikaz vyzaduje Bezoutovu vétu.

! | Lemma 1b.23. (Euklidovo lemma)

Necht d,a,b € Z. Jestlize d|ab a ¢isla d,a jsou nesoudélna, pak d|b.

M Poznamka: Néazev ,lemma‘® se v matematice tradiéné pouziva pro tvrzeni, které nam poméhé odivodnit kroky
v ditikazech, odvozovani ¢ vypoctech. Casto je to tvrzeni pomocné, bez vlastniho piimého praktického vyuziti.
To zrovna neni pripad tohoto lemmatu, které je samo o sobé zajimavé, ostatné jeho kvality podtrhuje fakt, Ze je
po nékom pojmenovano. Nazev lemma se k nému poji tradiéné a odkazuje na velkou uziteénost. Naptiklad v této
knize jej pouzijeme mozné dvacetkrat.

JAN
S Rozbor: Celime nasledujici situaci:
e Mame: d|(ab) e Chceme: d|b

ged(d,a) =1

Jako obvykle délitelnost prevedeme do Fec¢i rovnic a Bezoutova identita nam ted nabizi totéZ pro informaci
o nesoudélnosti.

e Mame: ab=dk, keZ e Chceme: b=d®
1=Dd+ Aa, D,A€Z pro néjaké ¢ € Z.

Pottrebujeme ziskat informaci o ¢isle b, ale z rovnosti ab = dk jej ziskdme jen takto: b = d%. M4 to spravnou
formu, ale neni jasné jak dovodit, Ze % e 7.

V dilkazu se proto musi pouzit uzite¢ny trik. Bezoutova identita ndm déava informaci o ¢isle 1 a je snadné ji
upravit tak, aby uz davala informaci o éisle b.

Dukaz (pouény): Mé&me d,a,b € Z. Podle predpokladu existuje k € Z takové, ze ab = dk. Protoze jsou
d,a nesoudélna, musi existovat ¢isla D, A € Z takova, ze 1 = ged(d,a) = Dd + Aa. Vynésobenim ziskdme
b = Ddb + Aab, dosazenim za ab z piredpokladu pak b = Ddb + Adk = d(Db + Ak). Diky b, k, A, D € 7 také
Db+ Ak € Z, coz ukazuje, ze d déli b.

g

V pozndmce za faktem la.12 jsme se ptali, zda pro dana a,b,c € Z plati implikace a |b = a | (bc) také
v opa¢ném sméru. Euklidovo lemma nam tikd, Ze abychom mohli od a | bc dojit k a | b, tak jesté potfebujeme
informaci, ze ged(a,c) = 1.

Dalsi zajimava situace je, kdyz dvé cela ¢isla a, b déli tteti celé ¢islo c. Pak nemusi platit, ze by soucin c
ab zase délil ¢, viz naptiklad a = 4, b = 6, ¢ = 12. Obrazek naznacuje, Ze problém je v ,prekryti® «‘»
Cisel a, b uvnitt ¢, takZe se obé vlezou, zatimco ,,vedle sebe“ neboli v sou¢inu ab uz ne.

Obrazek také napovi, jakou podminkou bychom mohli zajistit, aby soucin ab uz c délil: Zakazeme
¢islim a, b, aby se pfekryvaly.
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Lemma 1b.24.
Necht a,b,c € Z. Jestlize alc, b|c a ¢isla a,b jsou nesoudélnd, pak (ab)|c.

S Rozbor: Jedna moznost je napodobit postup z dikazu Euklidova lemmatu 1b.23, ¢tenaf si to mize vyzkouset
jako cvic¢eni 1b.10. Zde ukazeme dikaz, ktery vyuzije to, ze uz jsme Euklidovo lemma dokazali a je k dispozici.

Dukaz (pouény): Z predpokladu a|c vyplyva existence k € Z takového, ze ¢ = ak. Podle druhého ptredpokladu
pak b| (ak). Protoze jsou a, b jsou nesoudélnd ¢isla, musi podle lemma 1b.23 platit b|k neboli k = b pro néjaké
l€Z. Pak c=1(ba) al € Z, tedy (ab)|c.

O

Toto lemma nabizi alternativni dikaz vzorce pro lem(a, b) nesoudélnych ¢isel, viz cviceni 1b.11.

Lemma se da interpretovat tak, Ze kdyz chceme ukézat, ze je (velké) ¢islo ab ,,obsaZeno* (ve smyslu délitelnosti)
v ¢, tak je mozno to ¢islo v ¢ najit ,po ¢astech®, za predpokladu, Ze tyto ¢asti jsou nesoudélné.

Podobné se da ,,po ¢astech“ vyftesit problém testovani nesoudélnosti s velkym ¢islem, pokud jej umime rozlozit
na faktory.

Lemma 1b.25.
Necht a, b, c € Z. Pak ged(ab, ¢) = 1 pravé tehdy, kdyz ged(a,c) =1 a ged(b,c) = 1.

Ekvivalenci dokazeme jako dvé implikace. U prvni ukdzeme piimy dikaz, u druhé mi ptijde nepfimy (viz po-
znamka la.11) o néco pfijemnéjsi.

Dukaz (pou¢ny): Méjme libovolné a,b,c € N.

Piipad ¢ = 0: Pak gcd(ab,c) = ged(ab,0) = |abl, ged(a,c) = |a| a ged(b,c) = |b|. Takze ged(ab,c) = 1
pravé tehdy kdyz |ab| = 1, coZ je pro celd ¢isla pravé tehdy, kdyz |a| = |[b] = 1, coz je pravé tehdy, kdyz
ged(a, ¢) = ged(b, ¢) = 1.

Dale tedy predpokladejme ¢ # 0. To znamend, Ze vSechny gcd v dokazovaném tvrzeni jsou urceny pomoci
mnozin spoleénych déliteld.
1) =: Predpokladejme, ze ged(ab,c) = 1. Necht d € N je néjaky spoleény délitel a a c. Pak podle faktu la.12
d déli také ab a ¢, tedy je to jejich spoleény délitel. Proto d < ged(ab,c) =1, tedy d = 1.

Ukézali jsme, zZe jediny spoleény délitel a a c je 1, proto jsou nesoudélna. Dtikaz pro b, ¢ je obdobny.
2) <=: Dokézeme obménu: Jestlize gcd(ab, ¢) > 1, pak ged(a,c) > 1 nebo ged(b, c) > 1.

Predpokladejme tedy, ze d = ged(ab,c¢) > 1. Vime, Ze d déli ab i c.

Jestlize ged(a,d) > 1, tak existuje g > 1 coby spole¢ny délitel ¢isel a a d. Diky d|c a vété 1a.21 je to tedy
i spoleény délitel a a ¢, a proto ged(a,c) > g > 1, zavér je potvrzen.

V opa¢ném piipadé méme ged(a,d) = 1. Protoze d déli ab, podle lemma 1b.23 musi d délit b, déli i ¢, a tedy
ged(b,¢) > d > 1, opét mame potvrzen zaver.

O

Napriklad snadno nahlédneme, %Ze ¢ = 7 je nesoudélné s a = 27 a b = 125, takze je nesoudélné také s jejich
souéinem 3375.

Tato tvrzeni o praci ,po ¢astech” se prirozené zobecni na vice faktort, coz budeme potfebovat v dikazech,
zejména v kapitole 2. Ctenaf, pro kterého ditkazy a bonusové sekce nejsou podstatné, miize preskoéit na sekci 1b.29.

Nejprve si musime rozmyslet, jak zajistit, aby se vice ¢isel ,neptekryvalo“. Uvazujme ¢isla a1, ... ,a, € Z. Nabizi
se podminka, ze ged(aq,as,...,a,) = 1, tedy Ze jediné kladné &islo, které vSechna a; déli (spolecny délitel), je
jednicka (viz cviceni 1b.13). To je ale pfili§ slaba podminka, protoze spoleény délitel vice ¢isel se snadno ovlivni
jednim z nich bez ohledu na ostatni. Napiiklad c¢isla 1,13, —13 maji jediného spolec¢ného délitele jednicku, tedy
ged(1,13,—13) = 1, ale éisla 13 a —13 malji spolu spoleéného hodné.

Proto se obvykle pozaduje vic.

Definice.
Rekneme, 7e ¢isla ay,as,...,a, € Z, kde n € N, jsou po dvou nesoudélna (pairwise co-
prime), jestlize gcd(a;,a;) = 1 pro vechna ¢ # j € {1,2,... ,n}.

1b.25, 1b.e 39 1b.25, 1b.e



Diskrétni matematika 1b. Nejmensi spolecny délitel, Bezoutova identita pHabala 2026

Stoji za to vyjasnit, ze pokud mame jedno ¢islo a; neboli n = 1, tak se zddnéd dvojice i # j € {1} nenajde.
Tim padem jde o prazdny test, ktery nemuze selhat (neni protipiiklad) a tudiz automaticky plati. Jedno éislo
tedy tvoii po dvou nesoudélnou mnozinu. V praxi se to samoziejmé nepouzivd a mohli jsme ten pfipad vyloucit
podminkou n > 2, ale nebude nam vadit.

Tento novy pojem zarudi, ze v obrazkové predstavé budou v soucinu a; -as - - - a,, Cisla ,vedle sebe“, a neptekvapi
nas nasledujici:

Lemma 1b.26.
Necht c,a1,a2,...,a, € Z, kde n € N. Jestlize a;|c pro vsechna i € {1,2,... ,n}, a disla a;
jsou po dvou nesoudélnd, pak (aias---ay)|c.

Dtikaz se provede matematickou indukci, kterou teprve probereme v kapitole 7. Zacykleni nastésti nehrozi,
protoze v dotyc¢né kapitole se délitelnost viibec nepouziva. Pokud je pro ¢tenafe indukce nové, muze se k dikazu
vratit po probrani prislusné kapitoly.

Dukaz: (0) n = 1: Mame dokazat, ze pokud a1 | ¢, tak aq | ¢, coz zjevné plati.

(1) Necht n > 1. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro libovolna éisla ¢, b1, ... , b, € Z.
Méjme nyni ¢éisla ¢, aq,... ,a,,an+1 € Z takova, ze a; | c pro vSechna ¢ = 1,--- ,n + 1. Oznacéme b; = aq, ...,
bp—1 = an_1 a b, = anany1. Pak zjevné by |c, ..., b,_1]|c. Dale vime, Ze a, | ¢, ant+1|c a ged(an, ant1) = 1,

proto podle lemma 1b.24 také (a,a,+1)|c neboli by, | c. Cisla b; proto splituji indukéni predpoklad a podle négj
(b1 -+ -by)|c. Ovsem

bl"'bn:al"‘anan+la

a tedy (aj -+ anany1)]|c, coZ jsme méli dokazat.

Obdobné zobecnime pravidlo pro ovérovani nesoudélnosti.

Lemma 1b.27.
Necht ¢,aq,...,a, € Z pro n € N. Pak ged(ay - - ap,c) = 1 pravé tehdy, kdyz ged(a;,c) =1
pro vSechna i =1,... ,n.

Dukaz: (0) n = 1: Mame dokézat, Ze ged(ai,c) =1 <= ged(ag,c) = 1, coz zjevné plati.

(1) Necht n > 1. Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro libovolnd ¢isla ¢, by, ... , b, € Z.

Méjme nyni ¢isla ¢, a1, ... ,0n, 0pt1 € Z. Oznacme by = aq,... ,bp_1 = an_1 a b, = apa,41. Pak
a1 Qplnit = by - by.

1) = Jestlize ged(ay - - - ay - apy1,¢) = 1, pak také ged(b; - - - by, ¢) = 1. Podle indukéniho predpokladu tedy
ged(bj,¢) = 1 pro vSechna j = 1...,n. Mame tak gcd(a;,¢) = 1 proi =1,... ,n —1 a také ged(b,,c) =1
neboli ged(anany1,c), coz podle lemma 1b.25 dava ged(ay,,c) = 1 a ged(an41,¢) = 1.

2) «=: Jestlize ged(a;,c) = 1 pro v8echna i = 1,... ,n + 1, tak podle oznaceni také gecd(bj,c) = 1 pro
j=1,...,n—1 alemma 1b.25 aplikované na a,a,+1 dava ged(b,,c) = 1. Podle indukéniho predpokladu pak
ged(by -+ - by, ¢) = 1 neboli ged(ag - - - apapy1,¢) = 1.

Il

Dalsim pfirozenym krokem je nasledujici tvrzeni:

Ddsledek 1b.28.
Necht ai,...,apn,b1,... .by, € Z pro n,m € N. Pak ged(ay---an,b1---by) = 1 pravé tehdy,
kdyz ged(ai,bj) =1 pro véechnai=1,... ,naj=1,... ,m.

To vede na zajimavou interpretaci, kterd se bude hodit. Pokud mame ¢isla, kterd jsou po dvou nesoudélni,
rozdélime je na dvé skupiny a z kazdé udélame soucin, tak ta dvé vysledna ¢isla budou nesoudélna.
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1b.29 Euklidav algoritmus: vypocet gcd a Bezoutovy identity

V této sekci vyvineme zpusob, jak efektivné hledat ged(a,b) a odpovidajici Bezoutovu identitu. Podotknéme, ze
diky vété 1b.12 pak uz snadno dopocitame i lem(a, b).

Nejprve pripomeneme, Ze pro nékterd vstupni data uz rovnou mame vysledek. Jmenovité jde o nasledujici:

e gcd(a,0) = |a| a lem(a,0) = 0;
e gcd(a,a) =lem(a,a) = |al.

Daéle vime, ze na znaménkach nezélezi, takze ndm vlastné staci umét najit ged(a,b) pro dvé ruzna kladna ¢isla,
ktera navic mizeme sefadit podle velikosti. Budeme se tedy (docasné) soustfedit na pfipad a > b > 0. Sice se
casem ukéaze, ze toto omezeni neni nutné, ale obvykle se déla, protoze usnadnuje nékteré teoretické ivahy a také
pomahé pfi ruénim vypoctu.

Klicem k postupu je nasledujici vysledek.

! Lemma 1b.30.
Necht a,b € Z, necht r € Z spliiuje r = a — ¢b pro néjaké q € Z. Pak ged(a,b) = ged(b, 7).

Toto je krasny priklad technického lemmatu, jehoz tcelem je zjednodusit n€kolik ditkazii. Rovnost ged jiz tradi¢né
odvodime tak, ze ukdZzeme shodnost mnozin spole¢nych déliteli, jako obvykle také musime specialni pfipady udélat
zv]1ast.

Dukaz (pou¢ny): Dano a,b,r € Z, kde r = a — gb pro néjaké q € Z.
1) Piipad b = 0: Pak r = a — ¢ - 0 = a. Mame tedy potvrdit, ze ged(a,0) = ged(0, a), coz jsme jiz udélali, viz
fakt 1b.9.
2) Piipad b # 0. Pak oba gcd vznikly pomoci mnoziny spoleénych délitelu.

Ukéazeme, ze mnoziny spole¢nych déliteld dvojic a,b a b, r jsou shodné.

Je-li d spole¢ny délitel a a b, pak podle disledku 1a.20 musi délit také r = a — gb, tedy je to spoleény délitel
b,r.

Naopak je-li d spolecny délitel b a r, pak podle dusledku 1a.20 musi délit také a = r + ¢b, tedy je to spolecny
délitel a, b.

Protoze se mnoziny spoleénych délitelt dvojic a,b a b, r shoduji, musi se také shodovat jejich nejvétsi prvky
zvané ged(a, b) a ged(b, ).

O

Ptipad b = 0 je zahrnut spiS kvuli aplnosti, v praxi se nepouziva. Spis byva bézné, ze se v praxi pouzivaji a
v tomto lemmatu formuluji vice specializované verze, napriklad se s nim pracuje jen pro a > b, pfipadné jen pro
r = a — b. Jedna oblibena verze, kterou zde budeme hojné vyuzivat, souvisi s tim, ze vzorec r = a — ¢b jsme jiz
potkali v prikladé la.c, kde jsme pocitali zbytek po déleni pomoci pfedstavy posuntl. Takze jednim z mnoznych r
je r = amod b. V tomto pripadé se da smysl tohoto lemmatu vyjadrit rovnosti

ged(a, b) = ged(b, a mod b).

Tato rovnost je klicem k efektivnimu vypoctu ged(a, b).

Priklad 1b.f: Chceme najit ged(408, 108). Aplikujeme opakované lemma, zbytky pocitame oblibenou metodou,
naptiklad odc¢itanim.
Méame 408 mod 108 = 84, proto gcd (408, 108) = gcd(108,84).
Mame 108 mod 84 = 24, proto gcd(408,108) = gcd(108,84) = gecd (84, 24).
Méme 84 mod 24 = 12, proto ged(408,108) = ged(108,84) = ged(84,24) = ged (24, 12).
Méme 24 mod 12 = 0, proto gcd(408,108) = gcd (108, 84) = gcd(84,24) = ged(24,12) = ged(12,0) = 12.
Asi jsme mohli skonéit o krok dfive, protoze ged(24,12) = 12 vidime, ale pro pocéitac¢ je jednodussi si pockat

na jasné rozeznatelnou nulu.
408 -108  _ 4q 108

gcd (408, 108) ST 408 - 9 = 3672. Presné totéz jsme

Pro uplnost jesté dopocitame lem(408,108) =

dostali pomoci prvocisel v prikladé 1b.d.
A

Postup z prikladu je obecny. Pokud se nam nelibi uloha ged(a,b) pro ¢isla a > b > 0, tak prejdeme k tloze
ged(b, a mod b), kterd diky @ mod b < b zarucené obsahuje mensi ¢isla a opét jsou v poradi vétsi-mensi. Takze
pokud stale nejsme spokojeni, mizeme postup opakovat. Dostavame tim algoritmus na vypocet ged(a,d), ktery
je mimochodem stary asi 2300 let. Z hlediska programovaciho si staci v kazdé iteraci pamatovat jen posledni dvé
¢isla. Ovsem pokud budeme chtit tento algoritmus zkoumat, pak se hodi mit zaznam o celém béhu. Ukazeme tedy
dvé podoby algoritmu.
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S Algoritmus 1b.31.
Eukliduv algoritmus (Euclidean algorithm) pro nalezeni ged(a, b) pro a,b € N, a > b.

Verze 1. Verze 2.
Iniciace: rg :=a, r1 := b, k := 0. procedure gcd (a, b: integer, a > b > 0)
Krok: k:=k+1, rg41 := rp—1 mod 7y repeat
Opakovat dokud nenastane 7,1 = 0. r:= a mod b;
Pak ged(a,b) := rg. a:=b; b:=r;
until b =0;
output: a;
A

Kdykoliv vymyslime algoritmus neboli postup feseni néjaké tlohy, je tfeba si polozit dvé otazky.

1. Je zaruceno, ze béh algoritmu pokazdé skonci? V nasem algoritmu pracujeme s fetézcem klesajicich celocisel-
nych zbytkt ri, které nemohou byt zaporné. Protoze se kazdé ri41 zmensi oproti r alespon o jednicku, dfive ¢i
pozdéji musi nastat stav rx = 0 a algoritmus skonéi.

2. Kdyz algoritmus skonéi, d4 spréavnou odpovéd? Ano, protoze se diky lemmatu 1b.30 pfi vytvafeni Fetézce
dvojic nikdy neméni hodnota jejich gecd.

Toto samozifejmé byl jen nastin. Porddné dikazy a dalsi dokdzané poznatky o tomto algoritmu najde ctenér
v bonusové kapitole 14.

S Piiklad 1b.g (ruéni vypocet): Pfiruénim pocitani zachycujeme stavy registri tabulkou. Existuje nékolik verzi,
ukézeme tu nejpouzivanéjsi. Zacneme tim, zZe si pod sebe dame ¢isla a,b tak, aby to vétsi bylo nahote. Pak
spocitame zbytek po déleni a zapiseme do tietiho radku.

Ukazeme to pro nas predchozi priklad ged (408, 108):

a,b a,b
408 408
108 108

408 mod 108 =84 — | 84

Zbytky se obvykle hledaji posunovym zpiisobem, v kazdém kroku si tedy klademe otazku: Kolikrat mame odecist
dolni ¢islo od horniho, abychom se co nejvice piiblizili k nule (ale nespadli pod ni)? Zde mame 84 = 408 — 3 - 108.
Mame ¢asteény podil ¢ = 3, ktery za chvili pouzijeme u pokrocilejsi verze tohoto algoritmu. Autofi tedy doporucuji
si toto ¢ psat do pomocného sloupce.

Pro mé osobné je pf{jemnéjsi naznacit si k dolnimu (,,pracovnimu®) ¢islu, kolikrat jej mam odecist od toho nad
nim. Vypadalo by to tedy takto, vlevo verze oficialni, vpravo moje. Ctenaf tieba preferuje jesté néco jiného, nebo
se bez toho obejde.

a,b | q a,b
408 408
108 | 3 —3x | 108

84 84

Ted bychom méli posunout registry, coz realizujeme tim, Ze preneseme pohled na posledni dva fadky v tabulce,
a za¢neme znovu. Vhodnym odectenim spodniho ¢isla od toho nad nim najdeme zbytek, ¢imz pfibude v tabulce
novy tfadek a zase posuneme pohled na posledni dva fadky. Takto postupujeme, dokud nenajdeme nulu. Kladné
¢islo, které se objevilo naposledy nad nulou, je posledni stav registru a, a tedy i hledany ged (408, 108).

a,b | — a,b | — a,b | — a,b | — a,b | q
408 408 408 408 408
—3x | 108 108 108 108 108 | 3
—1x| 84 84 84 84 | 1
3% | 24 24 24 | 3
_ax | 12 12e¢| 2
0

V posledni tabulce jsme pro tplnost (a pro pfiznivce tradi¢niho znaceni) pfidali i ¢asteéné podily q.
Samoziejmé neni divod psat pod sebe, nejjednodussi je psat cisla za sebe, zacneme s ¢isly 408 a 108, z nich

odvodime dalsi.

408 108 &4 24 12 0
(=3x —1x —=3x —2x)

Tento zapis je vyrazné prostorové tispornéjsi, ale my tento algoritmus brzy déale rozsifime a na to bude vhodnéjsi
ta prvni, sloupcova verze.
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Mimochodem, pro nase predky bylo u tohoto algoritmu zajimavé, ze pomoci néj 1ze snadno prevadét zlomky

do Fetézového tvaru. Jsou k tomu potieba ona ¢. Zde jsou rovna 3,1, 3,2 a odtud % =3+ 1+1# . Pokud vas to
3+1

zaujalo, Internet vas navede dal.

A

1b.32 Poznamka: Z praktického programatorského pohledu je zajimavé si vSimnout, Ze algoritmus je schopen
pracovat pro libovolné vstupy. Jen si musime dét pozor a pfesunout testovani nulovosti na zacatek, protoze se
nula muZe objevit na vstupu a pak bychom nemohli nalézt hned prvni zbytek.

Tim odpadly technické problémy, kroky lze aplikovat a klicové lemma 1b.30 jsme zamérné dokazali pro vSechna
a,b € 7, takze pokud algoritmus skon¢i, tak da spravny vysledek.

Jak vime, Ze skon¢i, i kdyZ se na vstupu mohou objevovat zaporna ¢isla? Hned tteti a ¢tvrté éislo (pokud tam
algoritmus dojde) vznikaji jako zbytek, tedy jsou nezdpornad a v potradi vétsi-mensi. To znamend, Ze pocinaje
tfetim krokem béh pokracuje jako standardni Euklidv algoritmus, o kterém vime, zZe spravné skondi.

Nez tuto obecnéjsi (a findlni) verzi algoritmu napiSeme, vSimneme si jedné zajimavosti. V pfipadé,

ze mame ¢isla 0 < a < |b], tak r = @ mod b = a. To znamena, ze prvni krok algoritmu nés od dvojice a
a,b zavede ke dvojici b, a. Tento algoritmus opravdu preferuje mit vstupni ¢isla v pofadi vétsi-mensi, gy | b
a kdyz mu nevyhovime, tak si to pro a > 0 sdm opravi. Pro a < 0 uz neprohazuje, ale pfizptisobi se a

jinak, v obou pfipadech ale za to platime krokem navic.
Pocitaci je to jedno, ale pfi ruénim vypoctu se vyplati data sefadit tak, aby |a| > |b|.

A

S Algoritmus 1b.33.
Eukliduv algoritmus (obecné verze) pro nalezeni ged(a, b) pro a,b € Z.
procedure gcd (a, b: integer)
while b # 0 do
r:=q mod b;
a:=b; b:=r;
output: |al;

A

S Priklad 1b.h (ru¢ni vypocet: obecné vstupy): Najdeme gcd(—108, —408).

Jedna moznost je vyuzit toho, Ze vysledek nezalezi na znaménkach vstupnich ¢isel a jejich pofadi. Takze se
znamének zbavime, pak ¢isla sefadime v poradi vétsi-mensi a dojdeme k alternativnimu zadani ged (408, 108). To
jsme jiz nasli v prikladu 1b.g a stalo nas to 4 kroky algoritmu. Zavérem konstatujeme, Ze

ged(—108, —408) = ged (408, 108) = 12.
Toto by se dalo povazovat za standardni postup a ma své vyhody.

Ted se podivame, jak to dopadne pii aplikaci Euklidova algoritmu pfimo na vstupni data.

Pripravime tradi¢ni tabulku a polozime si otdzku: Jsme na pozici —108. Jakymi kroky o velikosti a.b
e—_ -

| —408| = 408 se dostaneme doprava k nule ¢i dal, ale ne zbytecné daleko? Zjevné staci jeden krok [~ _q1(g

doprava, tedy chceme pfic¢ist 408 neboli odecist —408. Budeme proto jednou odecitat dolni réddek —408

od horniho. Operaci si oznac¢ime jednak oficidlnim ¢asteénym podilem ¢, jednak si ji pro sebe oznac¢im
dle svého.

Mame situaci napravo a opét si klademe otazku, jak se kroky o velikosti 300 dostaneme a.b | g
z pozice —408 doprava od nuly. Vidime, Ze potfebujeme dva. Algebraicky, potfebujeme pricist —108
dolni ¢islo dvakrat k hornimu, coz si poznamendm a provedu. Ti, ktefi preferuji pracovat s ¢, 1. [ —408 | 1
si musi uvédomit, Ze algoritmus formalné odcita, tedy je nutny tento zapis: 300

—408 4+ 2 - 300 = —408 — (—2) - 300.
Takze ¢ = —2. Dostavame néasledujici tabulku.
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Dostali jsme kladna cisla sefazend vétsi-mensi, takze dal uz algoritmus bude probihat ob- a. b q
vyklym zptsobem. Ctenéi si miize ovéiit, Ze to dopadne (ve struéném zépise) takto: 108

—108 — 408 300 192 108 84 24 12 0. —1x | —408 1

Vypocet vyzadoval 7 kroktl, coz je téméf dvojnasobek oproti verzi s kladnymi vstupy. Je +2x ?8(2) —2

ovSem tfeba Fict, Ze to neni pravidlem, nékdy je naopak vypocet se zapornymi vstupy kratsi
nez ten s kladnymi. Ostatné pokud budeme nésledovat doporuceni a sefadime vstupy podle
velikosti, dostavame nasledujici béh:

—408 — 108 24 12 0.
V prvnim kroku jsme ¢islo —108 odecetli ¢tytikrat od ¢isla —408.

Tentokrat je vypocet dokonce o jeden krok kratsi nez verze s kladnymi vstupy. Pouceni je, Ze pokud budeme
vstupy radit podle velikosti, tak rozdil mezi verzi s kladnymi vstupy a verzi s obecnymi vstupy neni v efektivité,
ale v pohodli ru¢ni prace. Ackoliv jde v zasadé o stéle stejnou algebru, pro fadu lidi je mentalné naméhavéjsi,
kdyz se v tabulce vyskytnou zdporna ¢isla, podle mych zkusenosti se pak také pfi rué¢nim vypoctu Castéji objevuji
numerické chyby. Je tedy na ¢tenéari, jak si veéri.

Tento algoritmus jesté dvakrat modifikujeme a pokazdé se na jedné strané zvétsi mentélni néklady prace se
zapornymi Cisly, ale zase pribudou benefity.

A

V tomto praktickém koutku jsme se pfi vypoctu zbytku soustiedili na posunovy zpisob a ignorovali postup
pomoci déleni, ktery funguje lépe, pokud jsou a,b velmi odlisna. Je pro to dobry divod. Je dokazéano, Ze pfi
vypoctu standardniho Euklidova algoritmu vznikaji ¢ = 1,2, 3,4 s pravdépodobnosti po fadé 41.5%, 17.0%, 9.3%
a 5.9%. Jinymi slovy, v poloviné piipadu lze ¢ekat jedno ¢i dvé odecteni a pfinejmensim ve t¥ech ¢tvrtinach pripadt
vidime hned pohledem, kolikrat je tfeba posunout. Jak ¢tendf uvidi ve vykladu a cvicenich, v béznych rucnich
vypoctech se s komplikovanéjsi algebrou témér nesetkame.

Proc¢ se tu vlastné bavime o ruénim vypoctu, kdyz to v praxi stejné€ fesi pocitace? Jsou dva dtvody. Prvni
je pedagogicky. Zkusenost potvrzuje, ze je snazsi pochopit funkci algoritmu a jeho rozli¢né aspekty, kdyz si to
¢lovek sam vyzkousi. Druhy duvod je, Ze brzy budeme potrebovat hledani ged jako soucast dalsich postupi a neni
pohodlné kviili tomu sebou porad nosit pocitac. V neposledni fadé to mozna ¢tenaii budou muset umét ke zkousce.

1b.34 Poznamka (zdporné zbytky):

V kapitole 14 mimo jiné zkoumame také rychlost Euklidova algoritmu, konkrétné kolik asi musime udélat kroki.
Je to uZiteéné nejen pro ty, kdo pocitaji ruéné, ale i pro pocitace, protoze v praxi se hledaji ged(a, b) pro masivni
¢isla klidné o nékolika stech cifrach. V dotycné kapitole se do¢teme, ze pocet iteraci je v nejhorsim pétinasobek
poctu cifer mensiho ze vstupt, kdyz jej vyjadiime v desitkové soustavé. Naptiklad u vstupu 408, 108 je to v nejhor-
$im 5-3 = 15 krokt. Odhad je v tomto pfipadé zbytecné pesimisticky, ale lépe to kvili méné pratelskym pripadtim
nejde a pofad je to velmi slusnd rychlost. Euklidiv algoritmus je téméf nejrychlejsi zpusob, jak se ke ged(a, b)
dostat.

Presto se nabizi otdzka, jestli by to neslo lépe (zejména pokud nés ¢ekd ruéni vypocet). Rychlost Euklidova
algoritmu zjevné souvisi s tim jak rychle se zmensuji jednotlivé zbytky. Vime, ze zbytky pfi déleni ¢islem d mohou
byt v rozmezi 0 az |d| — 1, takze se miZe stat, Ze se jednim krokem algoritmu nase situace témét nezlepsi. Napiiklad
ze vstupi 130, 45 mame jako dalsi ¢islo 40, to jsme si moc nepomohli. Pesimista uz vidi, jak se v extrémnim piipadé
s kazdym krokem cislo v tabulce snizi o jednicku.

Pri blizs§im pohledu se ale ukaze, Ze situace neni tak Spatnd, protoze funguje jakysi zakon rovnovahy. Pokud se
v jednom kroku ¢islo moc nesnizi, tak se vyrazné snizi v dalsim. V nasem piikladé by vipocet pokracoval ¢islem
5, coz je dost velké zmenseni z predchozich 40. Tato rovnovaha vyplyva z faktu 14a.2 z bonusové kapitoly: Soucet
dvou po sobé jdoucich ¢isel v tabulce nesmi prevysit to nad nimi (ano, 40 + 5 < 45). To je dobra zprava, nicméné
to naznacuje, Ze zhruba v poloviné krokt nelze cekat vyznamny pokrok.

Coz néas privadi ke klicové otazce. Podstata Euklidova algoritmu je, ze v kazdém kroku zacneme v predposlednim
Cisle a pak se pomoci posledniho ¢isla d zkousime dostat co nejblize k nule, ale zprava. Skon¢ime nékde mezi ¢isly
0 a |d| — 1. Nahodné vzato, v poloviné piipadii jsme dokonce do poloviny tohoto rozsahu, tedy r < %|d|, coz je
dobré. Bohuzel, v druhé poloviné pripadid méame zbytek vétsi. V takovém pfipadé se ovSsem umime dostat bliz
k nule, ale z druhé strany.

0 r d a 0 'r'd a
Ho— i — — e p
d d d d d d d

Toto blizsi ¢islo méa fadu vlastnosti spoleénych se zbytkem, coz ospravedlnuje nasledujici nazev.
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S Priklad 1b.i (ruéni vypocet: zadporné zbytky):
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Diskrétni matematika
Necht a,d € Z, d # 0. Definujeme ,zdporny zbytek“ po déleni éisla a ¢islem d jako ¢islo r spliujici a = qd + r
pro néjaké q € Z a zéroven —3|d| < r < 3|d|.

Je mozné dokazat obdobu véty o déleni, tedy zaporny zbytek existuje a je jednoznacné urcen. Hledame jej po-
dobnym postupem jako zbytek bézny, tedy v praxi docela snadno postupnymi posuny o d, jen s jinak definovanym
cilem, nebo pomoci déleni. Rozdil je, Ze u zbytku standardniho podil % zaokrouhlujeme dolu ¢i nahoru podle

znaménka d (viz fakt 1a.31), zatimco pro ziskdni zadporného zbytku zaokrouhlujeme na nejblizsi celé éislo. Toto

zaokrouhleni se nékdy znaci % .

Kréasa je v tom, ze jsme klicové lemma 1b.30 dokazali pro vSechna r ziskatelna posuny, takze plati také na zaporné
zbytky. Proto lze Euklidiv algoritmus modifikovat tak, ze se v kazdém kroku chceme dostat co nejblize k nule
bez ohledu na znaménko. Napfiklad v nasem obvyklém piikladé jsme se v prvnim kroku dostali z pozice 408
trojnasobnym posunem o 108 na ¢islo 84, ale dalsim posunem bychom se dostali k ¢islu —24, které je vyrazné
mensi.

Jaké jsou benefity? Je zaruceno, ze tato modifikace nebude pomalejsi, a ¢asto je i rychlejsi nez bézny Euklidav
algoritmus, a to statisticky az o tfetinu. V zasadé je to nejrychlejsi (pfimocary) algoritmus.

Cim za to zaplatime? Miize se stat, Ze piredposledni ¢islo v béhu pak vyjde zaporné, ale to neni problém, jako
ged(a, b) vezmeme jeho absolutni hodnotu. Pfi ruénim vypoétu pak hrozi snizend psychickd pohoda, popfipadé
vétsi chybovost.

A

Najdeme ged(a, b) pro ¢isla 380 a 131 v rtznych znaménkovych
mutacich. Pouzijeme standardni Euklidiv algoritmus, nejprve v klasické podobé, tedy pro dvé kladna ¢isla, a pak
s riznymi znaménky na vstupu. Protoze se mame radi, ¢isla na zacatku srovndme podle velikosti. Doporucujeme,
aby se ¢tenar vzdy jen podival na zadéani a pak si nejprve sdm zkusil tabulku dopocitat, aby tak ocenil pohodlnost
vypoctu. Oznaceni operaci ukazujeme oboji, s ¢ i s mym.

a,b q a,b q a,b q a,b q

380 380 —380 —380
—2x | 131 2 +2x | —131 | -2 +3x 131 | =3 +3x | —131 -3
—1x | 118 1 +2x 118 | —2 —10x 13 | 10 +11x 13 | —-11
—9x | 13 9 ~1x 105 1 —13x% le| 13 —1x 12 1
—13x le| 13 —8% 13 8 0 —12x le 12

0 —13x le| 13 0

0

Vidime, ze nékdy pritomnost zdpornych cisel vypocet prodlouzila a nékdy naopak urychlila. Délka béhu je
kombinaci znamének a toho, jak si ¢isla sednou, a z praktického pohledu je neodhadnutelné, kterd z téchto ¢tyr
znaménkovych moznosti bude pfiznivé a ktera ne. Ctenai si miize vyzkouset, Ze ve viech pfipadech by se vipocet
prodlouzil o jeden krok, pokud bychom vstupni data pouzili v poradi malé-velké.

Nyni pro srovnani spocitame stejné tlohy pomoci zapornych zbytki.

a,b q a,b q a,b q a,b q
380 380 —380 —380
—-3x | 131 3 +3x | _—131 -3 +3x 131 | =3 —3x | —131 3
+10x | —13 | —10 +10x | =13 | =10 —10x 13 | 10 +10x 13 | —10
+13x le| —13 —13x —1le 13 —13x le| 13 +13 % —le| —13
0 0 0 0

Vidime, ze na délku béhu modifikovaného Euklidova algoritmu nemély znaménka vliv a vzdy jsme se dostali
k nejlepsi rychlosti dosazené vyse. Da se tedy Fici, ze pouziti zdpornych zbytkd v jednom pfipadé zachovalo rychlost
a ve trech ji zvysilo. To urychleni neni né€jak zasadni, coz je ovSem déano tim, Ze zde ukazujeme jen priklady s malym
poctem iteraci.

Ctenéf miize porovnat, zda mu vice vyhovuje zapis operaci s ¢ nebo néjaky jiny, popiipadé zadny (ale ¢asem se
ten zapis bude hodit). K otdzce volby mezi rychlosti a bezpecnosti ndm pozdéji pribude jesté faktor vicepraci, takze
se k ni vratime. Pro pocita¢ je samoziejmeé jedno, s jakymi cisly pocita, takze zaporné zbytky jsou jednoznacénd
volba.

Podivejme se na zavér. Ve dvou pfipadech jako predposledni ¢islo vidime —1. P¥ipomenme si, Ze tabulka je
vlastné zdpisem opakovaného pouziti lemmatu 1b.30, v tomto piipadé tedy naptiklad

ged (380, —131) = ged(—131, —13) = ged(—13, —1) = ged(—1,0),

a odpovéd je tedy | — 1| = 1. Zaporna ¢isla ndm nevadi.
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— Poznamka pro drsoné: Protoze gcd nevadi zména znaménka, nabizi se jesté jedna moznost:
gcd(380,131) = ged (131, —13) = ged(131,13).
Lze tedy zacit s kladnymi verzemi ¢isel a pak v kazdém kroku postupovat nasledovné: Najdeme zaporny zbytek
(r nejblizsi nule), napiseme jej do tabulky a pak mu pfipadné zménime znaménko. Vznikne algoritmus, ktery je
stejné rychly jako ten modifikovany Euklidiv a navic mtZzeme pohodlné pocitat s kladnymi ¢isly. Tento postup
nedoporucuji z vice dtivodd.

Prvni je prakticky, z tabulky pak neni jasné, jak se pocitalo, coz mimo jiné komplikuje hledani pfipadnych
numerickych chyb. Hlavni divod ale je, Ze my ve skole nepocitame rukou, abychom to pak cely Zivot uméli,
ale abychom si priblizili, co se déje v pocitaci, protoze ty to pak za nas budou délat v praxi. Neméa tedy smysl

+ pocitat zptisobem, ktery se v praxi nepouziva.
A

Poznamka: Existuji i jiné pfistupy k rychlému vypocétu ged(a,b) a nékteré nabizeji znac¢nou efektivitu diky
vyuziti faktu, Ze se ¢isla ukladaji v binarnim kédu. Nékteré operace jsou pak velmi levné, napiiklad déleni dvéma.
Jeden postup je zalozen na opakovaném vyuziti téchto identit:
e gcd(a,b) = 2ged(a/2,b/2), jsou-li a, b suda,
e gcd(a,b) = ged(a/2,b), je-li a sudé a b liché,
e gcd(a,b) = ged(a — b, b), jsou-li a, b liché.

TakZe nejprve opakovanym délenim dvéma (coz je v binarnim kédu jen posun bitlt) dosdhneme situace s jednim
¢i dvéma lichymi cisly, pak aplikujeme opakované druhy ¢i tfeti vzorec, dokud nedojdeme k nule.

My ztstaneme s Euklidovym algoritmem, protoze jej zahy naucime délat i dalsi uziteénou véc.

A

Naudili jsme se hledat ged(a, b), ale v praxi ¢asto potiebujeme také odpovidajici Bezoutovu identitu. My vime, ze
jich je dokonce nekone¢né mnoho, ale to je chaba utécha ve chvili, kdy mame najit potfebnou kombinaci a nenapada
nés ani jedna. Konec koncti, spocitali jsme, ze gcd(408, 108) = 12. Dokézete uhodnout néjaké Bezoutovo vyjadieni?

Pomiize Euklidtv algoritmus. Kdyz uz jsme jej pouzili, je mozné se k nému vratit a vyuzit jednotlivé kroky
k nalezeni identity.

Priklad 1b.j: V piikladu 1b.g jsme zjistili, ze ¢ = gcd(408,108) = 12. Jak vyjadiime g = 12 jako lineérni
kombinaci 408 a 1087 Pfecteme si pfislusny béh Euklidova algoritmu od konce.
Cislo 12 vzniklo z piedchozich dvou tadkt jako g = 84 — 3 - 24. Radek predtim d4 24 = 108 — 84, a proto
=84—3-(108—84) = (—3)-108+4-84. Prvni krok d& 84 = 408 —3-108, a proto g = (—3)-108+4- (408 —3-108) =
4-408 + (—15) - 108. Mame gcd(408,108) = 4 - 408 4+ (—15) - 108.
A

Tento zpétny chod je mozné pouzit kdykoliv, je to ale pracné. Ukdzeme, Zze zddanou linearni kombinaci lze najit
pfimo v pribéhu Euklidova algoritmu.

Priklad 1b.k: Hleddme vyjadieni 12 = A - 408 + B - 108. KdyZ uz to neumime uhodnout, zkusime alespon
vyjadriit jind ¢isla jako linearni kombinaci vstupt. Hned dvé se nabizeji.

408 =1-408 +0-108
108 =0-408 +1-108

Euklidtiv algoritmus nam dovoluje ziskat ze vstupt 408, 108 mensi c¢islo, jmenovité tak, ze odecteme od prvniho
tfikrat to druhé. My ovSsem takto mizeme odecitat celé rovnosti a pravidla pro praci s rovnicemi fikaji, ze nova
rovnost bude také platit. Dostavame nésledujici:

408 =1-408 +0- 108
108 = 0- 408 + 1 108 /(#1)—3><(#2)
408 — 3108 = (1-408 +0-108) — 3 - (0 - 408 + 1 - 108)

My ovsem napravo potiebujeme zachovat ¢isla 408 a 108, proto ten vyraz nespocitame, ale prepiSeme, abychom
vidéli, kolikrat se tam objevi 408 a 108:

84=(1-13-0)-408+ (0 —3-1)-108
—1-408 + (—3) - 108.

Dostavame tak Bezoutovo vyjadifeni pro nové cislo 84.
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Ted umime Bezoutovsky vyjadrit ¢isla 108 a 84, tak se podivame pro inspiraci do Euklidova algoritmu a dozvime
se, ze odectenim druhého od prvniho ziskdme jeste mensi ¢islo, jmenovité 24. Opét misto toho odecteme celou
posledni rovnost od predposledni:

108 =0-408 +1-108
84 =1-408 + (—3) - 108 / (#1) — 1 x (#2)
24 =(0-4084+1-108) —1-(1-408 + (—3) - 108)
=(0—-1-1)-408+ (1 —1-(-3))-108
=(—1)-408 +4-108.
Podle Euklidova algoritmu bychom méli posledni rovnost odecist tiikrat od predposledni. Rovnou si napravo
pohlidame, kolikrat se vyskytne 408 a kolikrat 108:
84 =1-408 4 (—3) - 108
924 = (~1)- 408 + 4 - 108 /(#1)—3>< (#2)
12=(1-3-(-1))-408 + ((—3) —3-4) - 108
=4-408 + (—15) - 108.
Dostali jsme Bezoutovu identitu pro 12 = ged(408, 108).

Podstatné je, ze Cisla 408 a 108 se napravo viubec netcastnila vypocti, jen hlidala, aby se ty koeficienty u nich
spravné skladaly a navzajem nepomichaly. Lépe to bude vidét, kdyz si misto nich predstavime symboly:

84 =10+ (-3)¢

24 = (—1)9 + 40 / (#1) — 3 x (#2)
12=(1-3 (~1))9 + ((—3) — 3-4)%
=40 + (-15)$.

Vidime, ze kdyz kombinujeme Fadky, tak spolu ¢isla interaguji ve sloupcich, ve tfech oddélenych skupinach. Takze
vlastné viibec nepotiebujeme rovnitka a symboly, staci tii sloupce s daty:
84 1 -3

24 -1 4 /(#1)—3><(#2)
84-3.24 1-3-(-1) (-3)—3-4
12 4 ~15

Zakladni operaci v Euklidové algoritmu je, Ze dolni ¢islo nékolikrat odec¢teme od horniho. VSimnéte si, ze jsme
to udélali v levém sloupci a pak presné stejnou operaci zopakovali v dalsich dvou sloupcich. Vzdy to bylo ,horni
minus tfikrat dolni“. Pokud je ¢tenar sezndmen s fadkovymi operacemi s maticemi, tak to je pfesné ono. Mame
radky cisel a ty nadsobime a od¢itame tak, ze vzdy totéz provedeme vSem ¢islim v fadku. Jinak feceno, ve sloupcich
se véci vzdy déji stejné a synchronné.

Pii rozhodovani, jakou operaci aplikovat na posledni dvé rovnosti (éi fadky v nasem schématu) jsme se Fidili
levym sloupcem a Euklidovym algoritmem. Jakmile jsme se vlevo k né¢emu rozhodli, pak jsme totéz aplikovali také
na ¢isla v pravych dvou sloupcich, které v kazdém radku ukazuji Bezoutovy koeficienty k vyjadfeni ¢isla nalevo
(to vime, kdyZ si misto schématu zase napiSeme plné rovnosti). Tato operace se d& zakédovat ¢islem ¢ (ode¢teme
posledni rovnost/fadek g-krat od predposledniho), které najdeme jako ¢asteény podil ¢isel v levém sloupci.

Shriime cely postup:

408 1 0
108 O 1 — 3 x (#2 =
8 1 =3 =

(#1)
< (#1)

24 1 4 5 (#1)-3x
/(#1)

Mtizeme si vsSimnout, ze levy sloupec a také sloupec ¢isel ¢ odpovidaji zapisu z prikladu 1b.g. My jsme jen pridali
dalsi dva sloupce a v nich napodobovali operace z levého sloupce.

Protoze kazdy fadek kéduje rovnost, vime, Ze v ném dvé ¢isla vpravo jsou Bezoutovy koeficienty pro ¢islo vlevo.
To, ke kterému z Cisel a, b patii ktery koeficient, se pozna z prvnich dvou radki. Ve sloupci vpravo vidime jednicku
v fadku druhém, ktery kéduje 108 = 1-108. Tento sloupec tedy oznacuje koeficient pfislusny k druhému éislu 108.
V prostfednim sloupci jednicka v prvnim radku kéduje 408 = 1 - 408, tedy druhy sloupec da koeficient prislusny
k 408. Proto dostavame 12 =4 - 408 4+ (—5) - 108.

Na zévér se jesté vratme k otézce urychleni pomoci zdpornych zbytki. VSimneme si, Ze z ¢isel 84 a 24 lze ziskat
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12 i —12. Pokud bychom volili druhou variantu, nas vypocet by skoncil takto:

84 1 =3 / (#1) -1 x (#2) [¢=1]

2 1 4 (#)-ax(#2) [g=4

-12 5 -19 / (#1) +2 x (#2) [¢=-2]

0 9 34
Predposledni fadek kéduje rovnost —12 =5 - 408 4 (—19) - 108. Vynasobenim ¢islem —1 ziskdme
12 = (—5) - 408 + 19 - 108.

Tuto identitu také muZeme ziskat vynasobenim predposledniho Fadku ¢islem —1, coZ je povoleno (faddek kéduje
doty¢nou rovnost) a lze to zahrnout jako souéast postupu.

Vsimneme si, ze vysla jind Bezoutova identita nez u standardniho algoritmu. Opét pripominadme, ze Bezoutovych
identit je nekone¢né mnoho. Jisté preferujeme co nejekonomictéjsi variantu, tedy takovou, kde koeficienty jsou
v ramci moznosti co nejmensi. V kapitole 14 dokazeme, Ze standardni Euklidiv algoritmus poskytuje praveé takovéto
koeficienty, zatimco u verze se zapornymi zbytky uz to neni zaruceno.

A

Popsany postup generuje t¥i druhy c¢isel. V levém sloupci jde o éisla 7 z Euklidova algoritmu, v dalsich sloupcich
méame &isla Ay, By, kterd v kazdém fadku kéduji Bezoutovu identitu pro rj. Cisla Ay, By se méni stejnym
posunovym zpusobem jako 7y, takze tentokrate nestac¢i vidét rp jako zbytky, ale musime se zabyvat tim, jak
vznikaji, tedy potifebujeme pracovat s ¢astecnymi podily qx. Ty spltiuji ry41 = rg—1 — qr7%, stejny vzorec s timto
qr se pak aplikuje na Ay a Bjy.

Zase ukézeme dva algoritmy, jeden si pamatuje pribéh a druhy Setfi misto. Rovnou je upravime tak, aby
byly schopny pracovat s libovolnymi vstupy, jak jsme to diskutovali u Euklidova algoritmu. Pak se mize stat,
ze algoritmus nabidne zadporného kandidata na gcd, coz pak musime opravit. Tim se ndm také otevie moznost
pouzivat zdporné zbytky. VSe zalezi na tom, podle jakého kritéria ur¢ujeme g, bud se chceme dostat co nejblize
k nule, ale ne zleva (standardni algoritmus), nebo prosté jen co nejblize. V obou pfipadech lze g; uréit z podilu
r’;—*l nebo praci s posuny, to nechdme na uzivateli.

k

S Algoritmus 1b.35.
Rozsifeny Eukliduv algoritmus pro nalezeni ged(a,b) = Aa + Bb pro a,b € Z.

Verze 1. Verze 2.
Inicializace: ro :==a, r1 := b, k :=0, procedure gcd-Bezout (a, b: integer)
Ag:=1,A,:=0, By:=0, B; :=1. Ag:=1; A1 :=0; By:=0; By :=1;
Dokud plati 7,41 # 0, opakovat kroky: while b +# 0 do
k:=k+1, fix g to get a —q-b optimal
volba g aby ri_1 — qirr optimalni, r:=a— qb;
Th41 = Th—1 — QkTk, rqe = Ao — qAz1;
Apg1 = A1 — @Ay, Ty := Bo — qB1;
Byt1 := Bip—1 — qi By. a:=b; b:=r;
Pokud r, < 0, zménit znaménka u ry, A, B. Ag:=A;; A =1,
Pak ged(a,b) = rp = Ara + Byb. By :=By; By :=rmp;

If a<0doa:=—a, Ag:= —Ag, By := —By;

output: a, Ag, By;
A

Poznamenejme, Ze u verze s r, > 0 porad plati 11 = 7x—1 mod ri jako v Euklidové algoritmu, ale obdobny
vztah neplati pro Ay a By, protoZe pfi jejich vypoétu nepouzivame ,,jejich“ g, ale g ziskané z vypocétu rp_1 mod rg.

S Piiklad 1b.1 (ruéni vypocet Bezoutovy identity: kladna ¢isla):  Spocitame ged(380,131), viz piiklad 1b.i.

Pfipravime si tabulku. Do levého sloupce ddme vstupni data v potadi velky/maly, a,b | (380) | (131)
pfesné jako u Euklidova algoritmu. Vedle pfipojime dva pomocné sloupce a doplnime | 380 1 0
nuly a jednicky, rozmisténi vpravo (viz jednotkova matice) odpovida algoritmu vyse. 131 0 1

Obvykle se nadepisuji A, B jako v Bezoutové identité, ale to pomahé, jen pokud jsme spravné oznacili data.
P1i praktickém pocitani je klicové navazani jednotlivych pomocnych sloupcii na vstupni data. V prvnim fadku
zacinajicim ¢islem 380 vidime jednicku v levém pomocném sloupci, proto je tento svazan s 380 a napsali jsme si
to do zahlavi. Obdobné nam druhy fadek pozici jednicky ukéze, ze sloupec vpravo je navazan na cislo 131.
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Pak zahajime prvni krok. Stejné jako u Euklidova algoritmu usoudime v le- a,b | (380) | (131) | ¢
vém sloupci, Ze z pozice 380 se nejblize k nule zprava dostaneme dvojnasobnym 330 1 0
odectenim cisla 131. Provedeme tedy operaci ,horni minus dvakrat dolni“ vle-  _oy 137 0 11 2
vém sloupci a pak zcela stejnou operaci aplikujeme na pomocné sloupce a ¢isla, 118 1 —9
kterd tam mame. V levém pomocném sloupci tedy pocitdme 1—2-0 a v pravém
0 — 2 - 1. Operaci jsme zaznacili standardnim ¢ a intuitivnim znac¢enim vlevo.

Takto pokracujeme. V druhém kroku pouzijeme ve vSech tfech sloupcich a,b | (380) | (131) q
operaci ,horni minus dolni“, dalsi fadek vznikne operaci ,horni minus de- 330 1 0
vétkrat dolni“ a tak dale. V poslednim kroku jsme mohli zkon¢it hned, kdyz —9x [ 131 0 1 2
jsme v levém sloupci dostali nulu, ale fadek jsme dokoncili z cviénych du- “1x | 118 1 ) 1
vodii. Nad nulou vidime ged (380, 131) a vpravo od néj Bezoutovy koeficienty, —9x | 13 1 3 9
v zdhlavi pomocnych sloupcii uz jsme si zaznacili, ke kterym dattm patii. 13y 1le 10e| —29e| 13
Mame tedy nésledujici vysledek: 0| —131 380

gcd(380,131) =1 =10-380 + (—29) - 131.
Ctenéi si miize rozmyslet, zda mu pomahd znacit si operace, aby je ve vSech tiech sloupcich délal stejné (mi
ano), popfipadé ktery zptisob mu vyhovuje.
Je dobré mit stéle na paméti, ze pfi praci s fadky pracujeme s rovnostmi, presnéji feceno s linearnimi kombinacemi
vyjadfujicimi ¢islo vlevo. Obdoba Bezoutova vyjadieni tak funguje v kazdém radku, napiiklad opravdu plati (viz
tabulka)

13 = (—1)-380+3 - 131.

Toto pochopeni nam pozdéji umozni prizpusobit si algoritmus nasim potiebam.

JAN

Tato rozsirena verze Euklidova algoritmu s nim sdili fadu vlastnosti, tfeba poznatky tykajici se rychlosti. Tabulka
v prikladu ovSem naznacuje i dalsi véci. Napiiklad si vSimneme znaménka minus, které putuje dold pomocnymi
sloupci metodou cik-cak. Toto je pravidlem pro kladné vstupy. Také jste si jisté vsimli, Ze se v poslednim (nulovém)
fadku zase objevila vstupni data (aZ na to putujici znaménko). To pravidlem neni, jak ukazuje piiklad 1b.k, ale
evidentné tohle nemohlo vzniknout ndhodou. Ve skute¢nosti v nulovém fadku najdeme (az na znaménko) vstupni
data délend jejich ged. Dilkaz najdeme jako obvykle v kapitole 14, kde také najdete dtikaz véty, ze rozsiteny
Euklidiv algoritmus déla, co ma, a dalsi poznatky.

Podivejme se na moznosti vypoc¢tu pro obecné vstupy.

S Priiklad 1b.m (ruéni vypocet Bezoutovy identity: obecné ¢isla):  Spocitame ged(131, —380).
1. Pfimé aplikace algoritmu na vstupni data.

Data nasazime v pofradi, ve kterém prisla, abychom pak i Bezoutovy a,b | (131) | (—380) q
koeficienty dostali ve spravném poiadi. Sice to bude o krok delsi, protoze 131 1 0
mame nahofe mensi ¢islo, ale jsme pocitac, a tak nam to nevadi. Jako —0x | =380 0 1 0
obvykle jsme si podle jednicek v prvnich dvou fadcich ujasnili, ke komu +3x 131 1 0| —3
se vztahuji koeficienty v pomocnych sloupcich. —10% 13 3 1] 10

Pak jsme pouzili standardni Euklidiv algoritmus se zbytky. Dle o¢ekd- 13« le| —29e —10e| 13
vani si algoritmus v prvnim kroku upravil pofadi. Po pfiméfeném poctu 0 380 131

kroku jsme dospéli k nule a miZeme napsat Bezoutovu identitu, kde v ni
chceme zachovat vstupni data véetné potadi.
ged(131,-380) =1 = (—29) - 131 4 (—10) - (—380).
Toto je vhodny postup pro pocitac¢ a pro studenty, kteri si véfi. Pokud maji radi adrenalinové sporty, mohou jesté
pouzit modifikaci se zapornymi zbytky (pokud ndm nevadi, Ze nemusi dévat optimalni verzi Bezoutovy identity).
Zrovna v tomto prikladé by to vedlo na stejny béh, protoze vSechny obdrzené zbytky byly optiméalni.

2. Bezpecéna verze.

Tento postup nejprve najde Bezoutovu identitu pro kladna vstupni data a,b | (380) | (131) q
vhodné sefazené podle velikosti, tedy misto gcd (131, —380) se hleda ged (380, 131). 330 1 0

To uz jsme délali a dosli jsme k identité —9% | 131 0 1 2

ged(380,131) =1 =10-380 + (—29) - 131. —1x| 118 1 -2 1

Nyni zaménime poradi ¢isel nalevo a napravo a v ged snadno upravime —9x | 13 —1 3 9

znaménka. —13x le 10e| —29e| 13
0| —131 380

ged(131, —380) = 1 = (—29) - 131 + 10 - 380.
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Jesté potfebujeme upravit napravo znaménko u 380. Nékdy si jej staci pajcit od odpovidajiciho koeficientu, zde
to udélame tak, ze pfiddme minus k nasemu ¢islu i ke koeficientu.

ged(131,—-380) = 1 = (—29) - 131 + (—10) - (—380).
Vyhodou tohoto postupu je vétsi spolehlivost pfi ruénim vypocétu. Nevyhodou nutnost zpracovani vysledku.

3. Chytra aplikace algoritmu na vstupni data (rychla verze).
Ukazeme ji na uloze ged(—131, 380).

Data vlozime do tabulky vcetné znamének, ale v poradi vétsi-mensi, a,b | (=131) | (380) q
tedy prohodili jsme je. Tim se ale prohodil i vyznam pracovnich sloupcii. 330 0 1
Mozna by se nam libilo, kdyby pomocné sloupce odpovidaly puvod- +3x% | —131 1 0l =3
nimu pofadi dat, tedy abychom mohli na konci pfimo napsat Bezoutovu  _1(x —13 3 1 10
identitu. Toho dosahneme zménou pozice jednicek v prvnich fadcich. Po-  _ 13« 1 —99 —10 | 13
kud chceme mit sloupec koeficientu u 380 jako druhy, tak také jednicka 0 380 131
v fadku zac¢inajicim 380 musi byt az na druhém misté. Obdobné u fadku (=1) le 29e 10e

zacinajicim 131.

Pak jsme pouzili rychly Euklidiv algoritmus se zapornymi zbytky. Dostali jsme Fadek, kde kandidat na gecd

.....

operace pro praci s rovnosti, kterd je schovand za dotyénym fadkem). V pracovnich sloupcich pak prec¢teme
spravnou identitu.

ged(—131,380) =1 =29 (—131) + 10 - 380.
Je dobré si vSimnout, Ze tuto identitu bychom dostali ¢isté reorganizaci identity pro ged(131, —380) tak, aby
vstupni data dostala spravné znaménko.

4. Chytra aplikace algoritmu na vstupni data (bezpecna verze).

Namisto vstupnich dat 131, —380 jsme do algoritmu vlozili kladné verze a,b | (=131) | (380) q
dle velikosti. Zaroven ale chceme v pomocnych sloupcich dostat spravné 330 0 1
koeficienty ve spravném potadi. Toho dosdhneme jednak prohozenim jed- —9x [ 131 1 0 2
nicek a jednak ipravou znaménka. Rovnost kodovana druhym radkem ted _1x | 118 9 1 1
zni 131 = (—1) - (—131) + 0 - 380, takZe pracuje se spravnymi daty. _8x | 13 -3 1 9

Standardni Euklidiv algoritmus nas dovedl do cile a v fadku zacinajicim —13x 1le 20e 10e| 13
jednickou vidime spravné koeficienty pro zadanou Bezoutovu identitu: 0 —131 380

ged(—131,380) = 1 =29 - (—131) + 10 - 380.

Pro pocitac je samoziejmé jasnou volbou prvni verze, tedy pfimé aplikace algoritmu na vstupni data a vypocet
se zapornymi zbytky. Nabizi se otazka, pro¢ zde rozebirame moznosti, kteri maji smysl jen pro ru¢ni vypocet, ktery
nakonec délat nebudeme. Odpovéd zni, ze nam to pomohlo lépe si ujasnit flexibilitu spojenou s timto algoritmem
a také si tam treba nasel svého favorita student, ktery bude muset prece jen néco pocitat rucéné.

A

Ve cviceni 1b.13 zavedeme pojem nejvétsiho spoleéného délitele pro vice ¢isel. Neni to nic prekvapivého, funguje
to tak, jak by ¢loveék cekal, stejné jako nejmensi spole¢ny nasobek. Zajimava otazka je, jak si s touto situaci poradi
Euklidtiv algoritmus. Odpovéd zni, Ze s prehledem, a to véetné rozsifené verze a zapornych zbytki. BliZe se na toto
podivame v sekci 17c.

Cviceni

Cvic€eni 1b.1 (rutinni): Pro nésledujici dvojice a,b € Z najdéte ged(a,b) a lem(a,b) faktorizaci, pak potvrdte
ged(a, b) rozsifenym Euklidovym algoritmem a napiste pfislusnou Bezoutovu identitu.
a) a = 420,b = 231; b) a = 60,b = 156; ¢) a = 118,b = 131.

Cviceni 1b.2 (rutinni): Pro néasledujici dvojice a,b € Z najdéte ged(a,b) a pfislusnou Bezoutovu identitu.
a) a = —299,b = 130; b) a =221,b = —136; c) a =353,b = —605.

Cvi€eni 1b.3 (rutinni, pou¢né): Dokazte, ze pro a € N plati ged(a,0) = |a| a ged(a,a) = lem(a,a) = |a| (viz
fakt 1b.10).

Cviceni 1b.4 (rutinni, pouc¢né): Dokazte, ze pro b € Z plati ged(1,b) =1 a lem(1,b) = |b|.
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Cviceni 1b.5 (poucné): Piesvédéte se, ze odhady ged(a, b) < min(|al,|b]) alem(a,b) > max(|al, |b]) (viz fakt 1b.6)
neplati v pfipadé, Ze jedno z ¢isel je nulové a druhé ne.

Najdéte alternativni odhady, které uz plati pro vSechna a,b € Z.

Néapovéda: Vime, jaké vysledky a odhady mame pro pripady s nulami.

Pro ged(a, b) je tieba najit vzorec V(a,b), ktery by splioval min(|al,[b]) < V(a,b) a také |b] < V(|al,|b]) a |a| <
V(lal, [b])-

Pro lem(a,b) je tfeba najit vzorec W(a,b), ktery by spliioval max(|a|,|b]) > W(a,b) a také W (0,]b]) = 0
a W(|al,0) =0.

Cviceni 1b.6 (rutinni, pouc¢né): Dokazte, ze pro a € Z plati:
a) ged(a, ka) = |a| a lem(a, ka) = |ka| pro libovolné k € Z;
b) ged(a,a’) = |a| a lem(a, a*) = |a*| pro libovolné k € N.

Cviceni 1b.7 (poucné):

Ve vété 1b.13 jsme dokazali, Ze pro a,b € Z plati: Jestlize a|b, pak ged(a,b) = |al.

a) Dokazte toto tvrzeni pro a,b € N pomoci véty 1b.19.

b) Dokazte toto tvrzeni pro a,b € N pomoci Bezoutovy identity.

Napovéda: Bezoutova identita poskytne pouze jednu nerovnost, druhou je tfeba pfidat jinak.

Cviceni 1b.8 (poucné): Necht a,b € Z, a,b # 0. Dokazte, ze gcd(a,b) = 1 pravé tehdy, kdyz lem(a,b) = |a| - |b].
Poznamka: Rozmyslete si, ze ged(a,b) =1 = lem(a,b) = |a| - |b] plati také v piipadé nul. Najdéte protipfiklad
pro opac¢nou implikaci.

Cviceni 1b.9 (dobré, pou¢né): Dokazte, ze pro kazdé a,b,k € 7Z, k # 0 plati: Jestlize k déli a i b, pak
k| ged(2,2) = ged(a, b).
Pouzijte k tomu fakt, ze |k|ged(a, b) = ged(ka, kb), viz véta 1b.19.

Cviceni 1b.10 (poucné): Necht a,b,c € Z. Dokazte bez pouziti Euklidova lemmatu, Ze jestlize a | ¢, b | ¢
a gcd(a, b) = 1, pak (ab) |c.
Napovéda: Podivejte se na ditkaz Euklidova lemmatu 1b.23.

Cviceni 1b.11 (poucné): Necht a,b € Z. Dokazte pomoci lemma 1b.24, ze jestlize ged(a,b) = 1, pak lem(a,b) =
|al - [b].

Cviceni 1b.12 (dobré): Dokazte, ze pro kazdé a, b, c € N plati, ze ged(a, be) déli ged(a,d) - ged(a, ¢)

Cviceni 1b.13 (poucné):

Jak zobecnime pojem ged a lem pro vice ¢isel? Pro nenulova aq, ... ,a, € Z definujeme ged(ay, as, ... ,a,) jako
nejvetsi prirozené ¢islo d spliujici vlastnost, ze d | a; pro vSechna ¢ (viz sekce 17c), obdobné lem(aq, as, ... ,ay)
definujeme jako nejmensi ptirozené ¢islo m spliiujici vlastnost, Ze a; |m pro vSechna 1.

Dokazte nasledujici:

Necht a,b, c € N jsou libovolné. Necht g = ged(a, b, ¢). Pak g = ged(ged(a, b), ¢).

Cviceni 1b.14 (poucné): Jaky je obecny vztah mezi éisly ged(a,b) a ged(a, b, ¢), kde a,b, ¢ € N jsou libovolné?

Cviceni 1b.15 (dobré, poucné): Necht ai,as,...,a, € N. Vyuzijte lemma 1b.26 k dikazu, Ze kdyz jsou a;
po dvou nesoudélnd, pak lem(ay,as, ... ,a,) = a1 -az-- - an,.
Viz fakt 1b.22.

Cviceni 1b.16 (dobré, pou¢né): Necht ay,as,...,a, € N.
Rozmyslete si, zda plati lem(ag, as, ... ,a,) = %
Reseni:
1b.1: a) | 420 1 0 ged(22-3-5-7,3-7-11)=3-7=21
231 0 111 lem(22-3-5-7,3-7-11) =22-3.5-7-11 = 4620
189 1] -1]1
42 | —1 2 | 4
2le| 5e| —Oe| 2 gcd(420,231) = 21 = 5 - 420 + (—9) - 231
0
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b) | 156 1 0 ged(22-3-5,22-3-13) =223 =12
60 0 1|2 lem(2%2-3-5,22-3-13) =2%2.3-5-13 = 780
36 1| -2]1
24 | 1| 3|1
1(2)0 2e| —5e| 2 ged(60,156) = 12 = (=5) - 60 + 2 - 156
c)| 131 1] 0 ged(131,2-59) =1
18] 0 1] 1 lem(131,2 - 59) = 131 -2 - 59 = 15458
13 1| -1]1 9
le| —9e¢| 10ef 13 ged(118,131) =1 =10 - 118 + (—9) - 131
0
1b.2: a) | —299 1 0
130 0 1| -3
91 1] 3] 1
39 | -1 ] -2 | 2
13- 3e| Te| 3 ged(—2990,130) = 13 = 3 - (—299) + 7 - 130
b)| 221 1| 0
-136 | 0 1] -1
85 1 1] -2
34| 2] 3| 2
1(7)- —3e| —be| 2 ged (221, —136) = 17 = (—3) - 221 + (—5) - (—136)
c)| —605 1 0
353 | 0 1] -2
101 1 2 3
50 | =3 | -5 2
(1)0 7e| 12e] 50 ged(353, —605) = 1 = 12353 + 7 - (—605)

1b.3: Libovolné d € N déli 0, proto je mnozina spole¢nych déliteld a,0 totoznd s mnozinou délitelt d € N ¢isla
a. Takovi délitelé nutné spliuji d < |a| a vime, Ze také |a||a, tudiz |a| nalezi do mnoziny spoleénych déliteld a je
tam nejvetsi.

ged(a, a) ma byt nejvétsi délitel a, coz je samoziejmé |a|. Dikaz pro lem(a, a) je obdobny.

1b.4: Pfipad b = 0 dava ged(1,0) =1 a lem(1,0) =0 = [b].

Pfipad b # 0: 1 déli 1 i b. Pokud je d spolecny délitel 1 a b, tak z d|1 mame d < 1. Tedy 1 je nejvétsi spoleény
délitel.

|b| je nasobkem 1 i b. Pokud je m spoleény nasobek 1 a b, tak b|m, proto |b||m, a tedy |b] < m.

1b.5: Nabizi se ged(a, b) < max(|al, [b]) a lem(a, b) > min(|al, |b]).

1b.6: 1) Piipad a = 0 dava ged(a, ka) = ged(0,0) = 0 = |a| a ged(a, a*) = ged(0,0) = 0 = |al,

lem(a, ka) = 1em(0,0) = 0 = |ka| a lem(a, a*) = lem(0,0) = 0 = |kal,

2) Pfipad a # 0.

a) Kdyby k = 0, tak gcd(a, ka) = ged(a,0) = |a| a lem(a, ka) = lem(a,0) = 0 = |kal.

Déle tedy predpokladejme a, k # 0.

Protoze |a| > 0 déli a i ka, je to jejich spole¢ny délitel. Je nejvétsi, protoze libovolny spoleény délitel d musi délit
a, a proto d < |a|.

Protoze |ka| > 0 je nasobkem a i ka, patii do mnoziny spole¢nych nasobku. A protoze kazdy spoleény nasobek m
musi spliiovat m < |ka|, tak Zddné mensi ¢islo nez |ka| v té mnoziné neni.

b) Podobné jako (i), vyuzijeme k > 1, a tedy |a*| > |a.

1b.7: a) a|b dava b = ak, k € Z. Protoze a > 0, podle doporucené véty mame

ged(a, b) = ged(a, ka) = aged(1,k) =a-1=k.

b) a|b dava b = ak. Pak lze napsat a = (1 —k+k)a= (1 —k)a+ka = (1 — k)a+1-b. Toto je identita Bezoutova
typu, coz ukazuje, ze ged(a, b) < a.

OvsSem a je spoleény délitel a, b, takze nemuze byt vétsi nez ten nejvétsi, tedy a < ged(a, b).

1b.8: Staci pouzit lem(a, b) - ged(a, b) = |a| - |b]. Protiptiklad: a = 0, b = 13.

1b.9: Oznacte a = ¢ a b= % Podle piedpokladu a,b € Z, lze tedy aplikovat napovézeny vzorec.

1b.10: Z predpokladi ¢ = ka, c =1ba 1l = Aa + Bb, kde k,l, A, B € Z. Vynasobenim Bezouta ¢ = Aac + Bbc =
Aa(lb) + Bb(ka) = ab(Al + Bk) a Al + Bk € Z, tedy (ab)|c.
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1b.11: Piipad ab = 0 se ovéii pfimo. Pro a,b # 0 je také lem(a,b) # 0 a ziskany jako minimum spoleénych
nasobk.

Podle faktu 1b.7 mame lcm(a,b) < |a| - |b|. Ozna¢me ¢ = lcm(a,b). Protoze a | ¢, b|c a ged(a,b) = 1, podle
lemma 1b.24 plati (ab)|c, tedy |a| - |b| déli c. Také ¢ # 0, proto |a| - |b] < ¢ = lem(a, b).

1b.12: Podle Bezouta ged(a, b) = Apa + Bb a ged(a,c¢) = Aca+ Ce.

Pak ged(a,b) ged(a, ¢) = a(ApAca + ApCe+ A.Bb) + beBC. ged(a, be) déli a i be, tudiz musi délit i ten soucin.
1b.13: Ozna¢me G = ged(ged(a, b), ¢). 1) Z definice G | ¢ a G | ged(a, b), odtud pak zase G |a a G |b. Takze G je
spoleény délitel vSech ¢isel a, b, ¢, tudiz G < g, nebot g je nejvétsi takovy.

Nejvétsi spolecny délitel g ¢isel a, b, ¢ je to i spoleény délitel a, b, tudiz musi platit g|ged(a,b). Také g|c, takze g
je spole¢ny délitel ¢isel ged(a,b) a ¢, tudiz g < G.

1b.14: Protoze ged(a, b, c) déli a a b, je to jejich spolecény délitel, proto ged(a, b, c) < ged(a,b). Podle véty 1b.18
dokonce ged(a, b, ¢) déli ged(a, b).

Toto se snadno zobecni, pokud je mnozZina ruznych pfirozenych ¢isel {ay,as,... ,a,} podmnozinou mnoziny ruz-

nych ptirozenych ¢isel {by,ba, ... , b}, pak ged(by, ... ,by) déli ged(ay, ... ,an,).

1b.15: Protoze je m = ay - - - a,, spoleénym nésobkem a;, musi platit lem(aq,... ,a,) < m.

Protoze a; | lem(aq,... ,a,) a a; jsou po dvou nesoudélné, musi podle lemma 1b.26 platit m | lem(ay,... ,a,),

a tedy m <lem(aq,... ,an).

1b.16: Je dobré zacit s co nejméné cisly, tedy tfemi, a propracujeme se k situaci, kdy lze pouzit ptislusny vzorec
"« . . lem(a,b

pro dvé ¢isla, kde je dokazan: lem(a, b, ¢) = lem(lem(a, b), c) = gcd(clr:ifza’)bic) = sed(ald) gcflb(clcm(a,b)’c).

Mohlo by platit D) gc‘tib(clcm(a’b)’c) = d‘(ls’cb#) neboli ged(a, b) ged(lem(a, b), ¢) = ged(a, b, ¢)? Podle predchoziho

cvi¢eni méme ged(a,b) > ged(a, b, ¢), vzorec tedy bude fungovat jediné tehdy, kdyz plati ged(a,b) = ged(a, b, c)
a ged(lem(a, b), ¢) = 1. To ovsem obecné platit nebude, takze ani onen zkoumany vzorec platit obecné nemuze.
Jako protipfiklad (inspirovany pfedchozim rozborem) staci vzit a = 2, b = 3 a ¢ = 4, pak lem(2, 3,4) = 12, zatimco

2-3-4 _
ged23 0 — 24
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