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2. Pocitani modulo

Hodiny ukazuji devét a dali jsme se do piipravy lasagne, coz trva ¢tyfi hodiny. Jako zkuseni matematici hrave
spocitame, ze budu hotovy ve 13 hodin, my ovSem vime, Ze v tu chvili rudicka na hodinidch bude ukazovat
na jednicku. Ve svété rucickovych hodin jsme zvykli, Ze ruzna ¢isla davaji tutéz informaci, tfeba 13 je 1, 18 je 6
a podobné. Plati to i pro pocitani ve svété digitalu. Jestlize ve 23:00 spusti systém uprade, ktery trva 5 hodin, tak
nam konec vychazi na 28:00, coz pro nas znamena ve 4:00. Pii urcovni denniho ¢asu tedy mutizeme cisla navzajem
cyklicky nahrazovat.

Podobné to funguje tieba pfi urcovani azimutu, kdy vydat se ve sméru 450 stupnti je totéz jako vydat se ve sméru
450 — 360 = 90 stupnid. To je samoziejmé jen aplikovany pohled na méfeni thld v roving, kde jsme také smifeni
s periodicitou 360 (poptipadé 2m).

V této kapitole pro to vytvoiime matematickou teorii. Je vysoce uzitecna pro svét pocitacti, naptiklad uvidime,
ze se vyznamné podili na fungovani Internetu.

2a. Kongruence, pocitani modulo

Situace, kdy pro nés ¢isla periodicky opakuji sviij prakticky vyznam a jsou zaménitelna, se matematicky zachycuje
pomoci kongruence.

! Definice.

Necht n € N. Rekneme, Ze ¢isla a,b € Z jsou kongruentni modulo n, zna¢eno a = b (mod n),
jestlize n déli a — b.

Let n € N. We say that numbers a,b € Z are congruent modulo n, denoted a = b (mod n), if n|(a — b).

Cislu n se fika modul a jeho volbou vznikne konkrétni svét, ve kterém podcitame. Napiiklad volbou n = 12
vznikne svét rucickovych hodin. Nepredpoklada se, Ze by se v priibéhu prace n ménilo. Je to tedy jakysi zakladni
parametr naseho pracovniho svéta.

Zvolené znaceni vyzaduje pozornost, protoze zkratka ,mod“ se ted objevuje ve dvou rozdilnych kontextech. Kdyz
napiSeme a mod n, tak tim vyjadfujeme zbytek po déleni ¢isla a ¢islem n, tfeba 15 mod 6 = 3. Kdyz napiSeme
a =b (mod n), tak tim minime kongruenci (neboli praktickou zaménitelnost) dvou ¢isel a, b ve svété se zvolenym
modulem n.

Neéktefi autofi pouzivaji v definici podminku n|(b—a). Nem4 to zadny dopad na vyslednou teorii, jen na dikazy.
Jesté se k tomu vratime.

Priklad 2a.a: Pokud opravdu definice vystihuje nis hodinovy piiklad, tak by mélo novym jazykem platit, Ze
13 =1 (mod 12). Zkouska podle definice: 13 — 1 = 12, coz je délitelné dvanacti. Ano, souhlasi.

Jiny ptiklad: 3 = 13 (mod 5), protoze 3 — 13 = —10, coz je délitelné péti.

Naopak neplati 3 = —3 (mod 5), protoze 5 nedéli 3 — (—3) = 6.

JAN

Casto se hodi poznavat kongruenci jinak nez podle definice.

! vata 2a.1.

Necht n € N. Pro ¢isla a,b € Z jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) a =b (mod n),

(ii) existuje k € Z takové, ze a = b+ kn,

(iii) @ mod n = b mod n, tj. jsou si rovny zbytky ¢isel a, b po déleni ¢islem n.

Tato véta nabizi dalsi dva zpusoby, jak rozpoznat kongruenci. Odborné by se dalo Fict, Ze nabizi charakterizace
kongruence.

S Rozbor: Jak jsme jiz rozebrali v poznamce 1b.14, toto tvrzeni v sobé zahrnuje tfi ekvivalence, coz se nejlépe
dokéaze uzavienym cyklem implikaci. Zde neni dtvod preferovat néjaky specidlni prichod, tak to udélame, jak to
prislo, tedy dokazeme implikace (i) = (ii), (ii) = (iii) a nakonec (iii) = (i), ktera uzavte cyklus.

Dukazy prvni a tieti implikace jsou primocaré a snadné, staci si u kazdé implikace napsat, co vime a co potie-
bujeme, a cesta by se méla nabidnout. Naro¢néjsi je prechod (ii) = (iii). Pro dikaz, ze se dva zbytky po déleni
rovnaji, pouzijeme néasledujici postup. Jeden ze zbytki vybereme a sepiseme, co o ném z definice vime. Na zakladé
toho pak ukazeme, Ze splnuje pozadavky z definice i na ten druhy zbytek.

Poznamenejme, ze v této sekci budeme zase nachazet predevsim primocaré diukazy, které lze pouzit k nacviku.
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Dukaz (rutinni, pouény): Dany n € N, a,b € Z libovolné.
1) (i) = (ii): Jestlize a = b (mod n), pak n|(a — b). Proto existuje k € Z: a — b = nk, tedy a = b+ kn.
2) (ii) = (iii): Predpoklddejme, ze a = b+ kn pro néjaké k € Z. Oznaéme r = a mod n (zbytek po déleni),
tedy méme rozklad a = gn + r spliwjici ¢ € Z a 0 < r < n. Pak také mame b = a — kn = (¢ — k)n + r, kde
(g—k) €Z a0 <r <n, tedy jsou splnény podminky z definice pro zavér r = b mod n.
3) (iii) = (i): Pfedpoklad: a mod n = b mod n, oznac¢me tento zbytek jako r. Pak existuji p,q € Z takové, ze
a=pn+rab=gn+r.Odtuda—b=n(p—q) ap—q € Z, tedy n|(a —b). Podle definice pak a = b (mod n).

Uzavfeli jsme kruh, proto jsou libovolnd dvé z tvrzeni (i) az (iii) spolu ekvivalentni.

O

Piiklad 2a.b: Ovéfime, ze 21 =9 (mod 6). Podle definice mame zkusit, zda 6 déli 21 — 9 = 12, coz plati.
Podle podminky (ii) to vidime také, 21 =9+2-6 a 2 € Z.
Podminka (iii): 21 mod 6 = 3 a 9 mod 6 = 3, zbytky se shoduji.

AN

Poznamka: Algebraicky pfepis kongruence nabizi interpretaci, kterd je prijemnd pro intuici: Vyraz b+kn, k € Z
je mozno vnimat jako zapis cesty z lokace b. Takze a = b (mod n) pravé tehdy, pokud dokazeme z b doskakat do a
jistym poctem kroku o velikosti n (celo¢iselnym, nesmime délat pulkroky a podobné). Pfi poéitani s mensimi ¢isly
je to efektivni zpusob. Napfiklad snadno vidime, Ze z 8 doskac¢eme pomoci pétky do —2, a proto —2 = 8 (mod 5).
Je to také uzitecna predstava pro teoretické tvahy.

Pohled pies zbytky se hodi u modulti n, kde jsou zbytky hned patrné. Naptiklad ve svété modulu n = 10 vidime
zbytky po déleni jako posledni cifry ¢isel. Na prvni pohled je tak jasné, zZe cislo 1497853 je kongruentni s ¢islem
9628473, ale neni kongruentni s ¢islem 2357652. Stejné tak snadno pozname zbytky po déleni péti, ovSem zrovna
tyto prijemné moduly se v praxi moc nepouzivaji.

A

M Poznamka: V kapitole 1 se v ditkazech osvédcéilo prechazet od pojmu délitelnosti k algebie. Pro kongruenci ted
mame diky definici a vété dvé moznosti.
Vpravo vidime, jak prechazi data pro jisty zvoleny modul n € N. Definice ndm nabizi prepis n| (& — Q)
kongruence (uprostfed) na délitelnost (nahofe), o které jsme jiz mnohé dokazali, takze se s ni
d4a v diikazech manipulovat. Nevyhody jsou, ze kazda takova manipulace musi byt podepiena

odkazem na konkrétni tvrzeni a ze délitelnost nabizi v pravidlech mensi flexibilitu nez algebra. ¢ =9 (modn)
Jsou ale tvrzeni, u kterych je v diikazu jazyk délitelnosti velmi efektivni. X X I
Pfepis do tvaru algebraické rovnosti (dole) nabizi vysokou flexibilitu, takze se diikazy o kon- $=04+d-n

gruenci technicky velmi podobaji ditkaztim o délitelnosti a obvykle tento pfistup preferujeme. pro néjaké ® € Z

Jako obvykle je pfi pfechazeni mezi formulacemi nutno dodrzovat formélni strukturu, takze naptiklad od vyrazu
a = b+ 3n+ 5n je jesté nutno prejit k a = b + 8n, nez mame pravo (po stejné tak povinné poznamece, ze 8 € 7)
prejit ke kongruenci.

V této souvislosti poznamenejme, Ze néktefi autofi v definici kongruence pouzivaji podminku n | (b — a). To
znamena, ze se v takové alternativni teorii v nasem schématu vySe v druhém a tfetim vzorci prohodi pozice
a {. To se pak nasledné se stane i ve vSech diikazech, ale samotné tvrzeni a vysledky se neméni. Volba poradi a, b
v definici je tedy jen technicka a zalezi na vkusu autora. Ostatné jedna z verzi tohoto textu to také meéla naopak,
nez se autor v této verzi rozhodl to precvaknout zpét. Podstatné neni poradi, ale konzistence. Jakmile se jednou
jedno poradi zvoli, tak je tfeba se jej disledné drzet.
prilis nepouziva. Nicméné v jednodussich situacich nékdy poslouzi vyborné, coz hned uvidime.

A

V praxi pomoci kongruence ¢asto nahrazujeme velkd ¢isla mensimi, tfeba 127 = 7 (mod 10). Charakterizaci
127 = T+ k- 10 je pak zajimavé vidét jako vzorec pro nové ¢islo: 7 = 127 — k- 10. Stejny pristup k nalézani nového
¢isla posuny o velikosti n jsme jiz vidéli v kapitole la pii pocitani zbytku po déleni. K tomu se od daného c¢isla
a dostaneme stejnymi posuny a — kn, jakymi potvrzujeme kongruenci, takze kazdé ¢islo je kongruentni se svym
zbytkem po déleni modulem n. Naopak pokud pomoci kongruence doskadc¢eme na vhodné misto, dostaneme zbytek
po déleni.

! | Fakt 2a.2.

Necht n € N, uvazujme a € Z.

(i) Jestlize r = a mod n, tedy r je zbytek po déleni a ¢islem n, pak a =7 (mod n).
(ii) Jestlize a = r (mod n) a 0 < r < n, pak 7 = a mod n.

2a.2, 2a.b 55 2a.2, 2a.b



Diskrétni matematika 2a. Kongruence, poc¢itani modulo pHabala 2026

Potkavaji se ndm tady dva vyznamy symbolu mod. Tvrzeni (i) 1ze vystihnout vzorcem

a=amodn (modn).

S Rozbor: Vlastnost a = r (mod n) ma algebraicky pfepis a = r + kn, k € Z.

Cislo r = a mod n mé splitovat a =qn +rprog€Z a 0 <r < n.
Porovnanim vidime, ze pfejit od jednoho k druhému by mélo byt snadné.

Dukaz (rutinni): Dano n € N, a € N.
(i): Uvazujme zbytek r = a mod n. Podle definice existuje ¢ € Z tak, aby a = gn + r. To piepiSeme jako
a=r+qgnadky g € Z a vété 2a.1 mame a = r (mod n).
(ii): Opacény smér nechame ¢tenafi jako cviceni 2a.5.
O

Priklad 2a.c: Uvazujme piipad n = 2. Pro ¢ = 1 médme 1 mod 2 = 1, podle véty 2a.l je tedy kongruentni
se vSemi celymi ¢isly, které maji také zbytek po déleni dvojkou rovny jedné, coz jsou liché ¢isla. Tato skupina
zahrnuje i jednicku samotnou. OvSem shodnost zbytkt je vlastnost prirozené symetricka, takze vSechna licha ¢isla
jsou naopak kongruentni s jedni¢kou. Protoze maji vSechny stejny zbytek, jsou vlastné kongruentni vSechna mezi
sebou.

Mnoziné vSech ¢isel kongruentni modulo n s danym a se fikd ,zbytkova tiida“ a znaci se [al,,. Pravé jsme
zjistili, Ze [1]2 je mnozina vSech lichych ¢éisel. Podle charakterizace (ii) bychom ke vSem méli byt schopni doskakat
skoky o velikosti 2, coz souhlasi, stejnymi skoky umime doskakat mezi prvky této t¥idy navzajem. To ostatné neni
prekvapeni, mnozina lichjch c¢isel se tradi¢né zapisuje

1] ={1+2k; k€ Z}.

Pokud bychom nezacali jednickou ale jinym lichym cislem, tak mé také zbytek po déleni dvéma rovny jedné
a je tedy zase kongruentni se vSemi lichymi ¢isly. Jinak feceno, jeho zbytkova t¥ida (skupina kongruence) bude
souhlasit s tou [1];. MuZeme tedy volit zastupce t¥idy dle libosti, tfeba [13]s = [1]2. To, Ze se prvky jedné
kongruentni skupiny (zbytkové t¥idy) mohou vzajemné zastupovat, je jednim z klicovych témat této kapitoly.

Obdobné nahlédneme, ze ¢islo 0 (nebo t¥eba 14) je kongruentni se vSemi sudymi ¢isly, a dostavame druhou
skupinu vytvofenou kongruenci, jmenovité zbytkovou tiidu [0]. Mnozina celych ¢isel se tak rozpadla na dveé
podmnoziny. Ty jsou navzajem disjunktni. Aby totiz néjaké Cislo lezelo v obou, tak by muselo mit dva rtzné
zbytky po déleni, coz nejde.

Stejné tvahy samoziejmeé platii pro jind n € N. Jakmile se rozhodneme vnimat Z pohledem kongruence s jistym
zvolenym modulem n, tak se celd éisla rozdéli do skupin podle zbytka. V kazdé skupiné (zbytkové t¥idé) budou
C¢isla se stejnym zbytkem po déleni, tedy navzajem kongruentni, coz znamend, Ze se lisi posuny o n. Mnoziny tedy
maji pravidelnou strukturu (korélky pravidelné rozmisténé na celoéiselné ose) a konkrétni skupinu tak snadno
vytvorime z jednoho libovolného zastupce posuny o n. Jednotlivé mnoziny jsou navzajem disjunktni a je jich
pfesné n, protoze tolik je moznych zbytkt pii déleni ¢islem n.

Vznika tak specificky rozklad mnozny Z, coz je pojem, ktery jsme predstavili v sekci 1b po poznamce 1b.2.
Obrazek ukazuje situaci pro n = 3. Vlevo jsme vybrali z kazdé skupiny jednoho zastupce.

[2]21 —@ @ @ @
[1]s: ° ° ® °

V¥

A

V této sekci se zbytkovymi tFidami pracovat nebudeme, jen se obc¢as budeme chtit odvolat na skupiny vytvorené
kongruenci a je namisté pouzit spravny nazev, kdyz uz existuje. Shriime poznatky, které jsme v prikladé poznali.

2a.3 Poznamka: UvaZujme zvoleny modul n € N. Mnoziné [a],, vSech celych ¢isel kongruentnich s danym ¢éislem
a € 7 se 1ika zbytkova t¥ida. Plati nasledujici:

o [a], ={a+kn; keZ}

e Pokud a = b (mod n), tak [a], = [b],-

e Pokud b € [a],, tak [a],, = [b],.

e Pro a,b € Z je bud [a],, = [b],, nebo [a], N [b], = 0.

«Z= Ul

a€Z
Tyto vlastnosti se snadno dokdzou pomoci charakterizace pfes zbytky, viz také fakt 2c.1. Zaroven vyplyvaji

z obecnéjsich principti, které potkame v kapitole 5.
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Je dobré mit na paméti, ze jedna tiida je specidlni, jmenovité [0],, = {kn; k € Z}. Jinak feCeno, ve svété
kongruence modulo n je samotné n (a také jeho nasobky) vlastné nula (viz cviceni 2a.6).

Je také jeden specialni modul. V celych ¢islech modulo n = 1 je jen jedna zbytkova trida, vSechna disla jsou
navzajem kongruentni a vlastné jsou to vSechno nuly. To je velmi exoticky svét a obcas jsou tam véci trochu jinak,
na druhou stranu celd teorie je validni. Proto neni zvykem hodnotu n = 1 zakazovat, ale v praxi se nepouziva.

Zvidavého ¢tenafe napadne, zda lze modulo zavést také pro n = 0. Mohli bychom, ale je to trochu naopak nez
s n = 1. Museli bychom byt ve stiehu pti budovani teorie, ale vysledny svét by viibec nebyl exoticky, pravé naopak.
Kazdé celé ¢islo by modulo 0 bylo kongruentni jen se sebou samym, ¢ili Z modulo 0 by zase bylo Z. Standardné
tedy pri budovani teorie piipad n = 0 nestoji za zahrnuti.

A

Predstava zbytkové tfidy coby pravidelné rozmisténych cisel vede na pozorovani, které je snadné, ale zaslouzi si
vypichnout, protoZe je obcas uzitecné.

Fakt 2a.4.
Necht n € N, uvazujme a,b € Z. Jestlize a = b (mod n) a |a — b| < n, pak a = b.

Dtikaz je snadny, kdyz si pfedpoklad piepiseme do feci algebry a spojime. Vyuzijeme toho, Ze nerovnost apliko-
vana na cela ¢isla ma nékdy specifické dopady, coz je uzite¢né pozorovani.

Dukaz (poucny): Dany n € N, a,b € Z. Predpokladame |a — b] < n a a = b (mod n), coz si prepiSeme jako
a =>b+ kn, k € Z neboli a — b = kn. To znamen4, Ze |kn| < n, diky n > 0 je mozné jej vytknout z absolutni
hodnoty a pak zkratit. Dostaneme |k| < 1, coZ pro celé ¢islo znamend k = 0 a tedy a = b.

OJ

V predchozich iivahach jsme narazili na nékteré vlastnosti kongruence, které si zaslouzi vyslovit. Jde totiz o stejné
vlastnosti, které ma bézna rovnost a které jsou klicové pro jeji praktické pouzivani, takze maji i specidlni nazvy
(viz kapitola 4 o relacich).

! Véta 2a.5.
Necht n € N. Pak plati:
(i) Pro kazdé a € Z je a = a (mod n).
(ii) Pro kazdé a,b € Z plati, ze a = b (mod n) je ekvivalentni s b = a (mod n).
(iii) Pro kazdé a,b, c € Z plati, zZe jestlize a = b (mod n) a b = ¢ (mod n),
pak také a = ¢ (mod n).

S Rozbor: Kazdou ze tii ¢asti dokazeme pomoci jedné z charakterizaci kongruence. Podle definice dokazeme ¢ast
(iii). Tam je nésledujici situace:
e Mame: ndélia—>b e Chceme: n délia—c
ndéli b—c
Prechod zleva doprava je snadny, pokud si pfipomeneme vlastnosti délitelnosti.
Pomoci rovnosti dokédzeme tvrzeni (ii). Tam méame néasledujici situaci:

e Mame: a=b+kn,kde k€ Z e Chceme: b= a+ ®n pro néjaké ¢ € Z.

Upravit levou rovnost na pravou je snadné.
Tvrzeni (i) neni implikace, takze nemame pfirozeny zacatek odvozeni. Vime jen, k ¢emu chceme dojit, pomoci
tfeti charakterizace potfebujeme nasledujici:

o Mame: ? e Chceme: a mod n = a mod n.

Kli¢em k tspéchu je uvédomit si, Ze se nepotiebujeme zabyvat tim, co vlastné vzorec a mod n déla, podstatné je,
ze jeho vysledkem je konkrétni ¢islo.

Poznamenejme, ze vSechna tfi tvrzeni lze dokazat stejné snadno vSemi tfemi pfistupy a je to dobry nacvik, viz
cviceni 2a.7.

Dukaz (rutinni, pouény): Dany n € N, a,b,c € Z.

(i): Kazdé ¢islo je rovno samo sobé, plati to tedy i pro zbytek po déleni a mod n. Takze a mod n = a mod a,
coz podle véty 2a.1 znamend a = a (mod n).

(ii): Jestlize a = b (mod n), pak podle véty 2a.1 mame a = b + kn pro néjaké k € Z. Odtud b = a — kn neboli
b=a+ (—k)n a (—k) € Z, tedy podle stejné véty b = a (mod n).

2a.5, 2a.c 57 2a.5, 2a.c



Diskrétni matematika 2a. Kongruence, poc¢itani modulo pHabala 2026

(iii): Jestlize a = b (mod n) a b = ¢ (mod n), pak podle definice n déli a — b a také b — c. Podle faktu 1a.17 pak
n déli také ¢islo (a —b) + (b—c¢) = a—ca tedy a = ¢ (mod n).
g

M Poznamka: V poznamce po vété 2a.1 jsme upozornili na nutnost dodrzovat schémata. Ve vzorci $ = QO+ ®-n

je dtilezité splnit ¢asti, které nejsou proménné. Jde o pravou stranu, kde je znaménko plus a pfitomnost modulu
n v posunovém clenu. To bylo dilezité v dikazu vySe. Kdyz jsme se dostali k rovnosti b = a — kn, tak jsme
jesté neméli pravo prejit k zavéru b = a (mod n), protoZe tato rovnost nema spravnou strukturu. Teprve ve tvaru
b = a + (—k)n spliuje pozadavky.

S tim souvisi dalsi dulezitd pozndmka. Zac¢atecnici v situaci, kdy maji b = a + (—k)n, obéas zapomenou udélat
poznamku, ze (—k) € Z. O jeji nutnosti jsme psali jiz v kapitole la. U kongruence se objevuje dalsi za¢atecnicka
chyba, kdy se udélad pozndmka (—k)n € Z. To ale neni néco, co by nas zajimalo. Smyslem vzorce je ukazat, ze se
da povolenym zpiisobem dojit od a k b. Na potvrzeni potfebujeme védét, kolik jsme udélali krokti velikosti n, a to

najdeme pravé v podobé —k, bez zahrnuti n.
A

Tvrzeni (i) nam Fika, ze napfiklad 15 = 15 (mod 7), ale ve skutec¢nosti je v ném schovino mnohem vice. Vztahuje
se také na situace, kdy neporovnévame konkrétni ¢islo se sebou, ale dva na pohled rtizné vzorce, o kterych nicméné
vime, Ze davaji totéz. Pak nam tvrzeni zarucuje, Ze jsou i spolu kongruentni. Toto uZite¢né pozorovani potvrdime
formalné.

Fakt 2a.6.
Necht n € N, z,y € Z. Jestlize z = y, tak x =y (mod n).

Kongruence je tedy rozsifenim rovnosti, jakousi jeji benevolentnéjsi verzi.

S Rozbor: Rozmyslime si situaci, zavér s kongruenci prepiseme na odpovidajici rovnost.

e Mame: xT=y e Chceme: zx=y+ Pn
pro néjaké ® € Z
Ctenai by mél vidét, jak se dostat k cili, diikaz tedy nechame jako cvideni 2a.8.
A

Vlastnosti z véty 2a.5 ndm pomohou podeptit néasledujici dtlezité pozorovani.

Podobné jako rovnitko, také kongruenci v praxi pouzivame vice zpusoby. Zapis a = b lze vnimat jako potvrzeni,
ze dvé cisla patii do stejné kongruentni skupiny, ale také jako vyjadreni situace, Ze bylo dédno ¢islo a a my jsme se
jej rozhodli nahradit kongruentnim zastupcem b (napfiklad zbytkem po déleni).

Toto nahrazovani provadime zejména ve vypoctech, abychom si je zjednodusili. Pocitani ve svété modulo je
hlavnim tématem této kapitoly a musime zacit tim, Ze se rozhodneme, jak vlastné budeme ve svété modulo pocitat.
Samoziejmé chceme, aby vypocty davaly smysl, ale také vyzadujeme, aby se pfi vypoctech dala ¢isla zaménovat
v ramci kongruentnich skupin, aniz by to ovlivnilo vysledek, ktery ovSem také chapeme ocima kongruence.

Ctenai uz néco podobného zna. Zlomky % a % jsou formalné rizné, ale oba zastupuji hodnotu 0.5 a jsou tedy
ve vypoctech zaménitelné. Pokud k obéma pricteme %, tak spoleény jmenovatel poskytne dva forméalné rtzné
vysledky:

bri=3 3+i-B
Ty ale zase zastupuji stejnou hodnotu, takze oba vypocty vlastné daly stejny vysledek. V praxi ndm to umoznuje
prejit od zadanych cisel k prijemnéjsim, naptiklad takto:
itm=ati—¢
Je uziteCné si vSimnout, Ze rovnosti v tomto zapisu vnimame nikoliv symetricky, ale jako pfechod od ¢isla vlevo
k ¢islu vpravo, jak jsme diskutovali vyse.

Obdobné chovani ocekavame od pocitani, které zavedeme ve svété modulo. Prirozenym napadem je vypijcit si

potfebné operace ze svéta celych c¢isel. Vyzkousime to.

Priklad 2a.d: UvaZujme celd ¢isla modulo n = 10. Mé&me disla a = 3, b = 8. Muzeme je seist pomoci
standardniho sc¢itani: 3+ 8 = 11. Co se stane, kdyz se tato ¢isla rozhodneme nahradit jinymi zastupci z pfislusnych
zbytkovych t¥id?

Mame napiiklad 3 = 23 (mod 10) a 8 = —2 (mod 10), takze namisto a,b budeme pracovat s ¢isly u = 23
a v = —2. Se¢tenim dostaneme 23 + (—2) = 21. To je vysledek odlisny od predchoziho vysledku 11, jenze ve svété
modulo 10 dévaji oba stejnou informaci, protoze 21 = 11 (mod 10). Jde tedy vlastné o stejny vysledek a zdména
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vstupnich ¢isel neovlivnila vysledek scitani. Kdybychom chtéli, mizeme tento vysledek nahradit jesté jinym, ktery
nam bude tfeba sympatictéjsi. Postup mtzeme zapsat napiiklad takto:

3+48=23+(—2)=21=1 (mod 10).
Vsimnéte si, ze pfi vypoctu peclivé rozliSujeme mezi nahrazenim pomoci kongruence (znaceno =) a standardni
algebrou vypijcéenou od celych é&isel (znaceno =). Vime, Ze kongruence zavisi na zvoleném modulu n. Ctenaf by
mél tedy védét, s jakym modulem ty kongruence ve vypoctu pracuji. Protoze se modul v priibéhu vypoctu zadsadné
neméni, nemusime to psat u vSech kongruenci, sta¢i to poznamenat na zavér vypoctu (coz je standardni a budeme
to vyzadovat).

Jako obvykle pfi zfetézeném vypoctu je jeho vyznam dan zacatkem a koncem, takze jsme vypoctem zjistili, ze
3+ 8 =1 (mod 10) (viz poznadmka 1a.10). Formélné to vyplyva z toho, ze lze diky faktu 2a.6 vypocet prepsat
jako

3+8=23+(-2)=21=1 (mod 10),
a vlastnosti (iii) ve vété 2a.5.
Podobné nam bude nahrazovani fungovat i pro nasobeni.

3.8=24, 3.8=23-(—2)=-46=24 (mod 10).
A

To samozrejmé mohla byt nadhoda, proto potvrdime, Ze nahrazovani ve s¢itani a nasobeni opravdu funguje.
V zasadé by to mélo stacit, protoze vic operaci vlastné nepotiebujeme. Napiiklad bez odecitani se obejdeme,
protoZe se d4 vnimat jako zapis pro pii¢teni opa¢ného ¢isla: a — b = a + (—b). Z pohledu teorie jde o preferovany
pristup, protoze odéitani nespliiuje nékteré kli¢ové vlastnosti (napiiklad asociativitu, viz bonusova kapitola 19).

Na druhou stranu je v praxi pohodlné s od¢itanim pracovat a zastupovani pro néj funguje, takze jej také
zahrneme.

Véta 2a.7.

Necht n € N, uvazujme a,b,u,v € Z takové, ze a = u (mod n) a b = v (mod n). Pak plati
nasledujici:

(i) a+b=u+v (mod n);

(i) a —b=u—v (mod n);

(iii) ab = wv (mod n).

S Rozbor: Vétu lze interpretovat jako t¥i implikace, naptiklad tuto:
[a=u (modn) A b=v (mod n)] = a+b=u+v (mod n).

Nalevo vidime predpoklady, napravo zavér, ke kterému se musime dostat. Obvykle se doporucuje pfejit k jedno-
dussim pojmtim, v tomto piipadé mizeme zkusit definici a dostavame nasledujici situaci:
e Méme: ndéli a —u e Chceme: n déli (a+0b) — (u+v).

ndélib—wv

Je potfeba najit mistek vedouci od poznatki nalevo k tomu napravo. Nékomu muze pfijit jednodussi pracovat

s rovnostmi nez s pojmem délitelnosti. Pomoci véty 2a.1 lze nasi situaci prepsat takto:

e Mame: a=1u+k-n pro néjaké k € Z e Chceme: a+b=u+v+®-n
b=v+1-n pronéjaké !l € Z pro néjaké ® € 7Z

Pri pokusu o pfimé odvozeni zavéru bychom si ted polozili otdzku, jak z rovnosti nalevo dostat rovnost typu
napravo. Pfi typu dikazu ,zavér jako cesta“ (pozndmka la.18) bychom si polozili otdzku, co na zédkladé toho vlevo
dokéazeme Fict o ¢isle a + b, pficemz bychom nakonec radi napravo vytvorili u + v a k tomu pfi¢tené n nasobené
néjakym cislem.

Podobnou analyzu je mozné provést pro dalsi dvé tvrzeni. Jeden dikaz ukazeme a ostatni dva (snazsi) pfepustime
¢tenafi.

Dukaz (pou¢ny): Dany n € N, a,b, u,v € Z. Pfedpoklad: a = u (mod n) a b= v (mod n). Podle véty 2a.1 pak

plati a = u + kn a b = v + In pro néjaka k,l € Z.

(iii): Pomoci rovnosti spo¢itdme ab = (u + kn)(v + In) = wv + uln + vkn + kin? = wv + (ul + vk + kin)n, kde
(ul + vk + kin) € Z. Proto podle véty 2a.1 mame ab = uv (mod n).
Dikazy (i) a (ii) jsou obdobné, viz cviceni 2a.9.
O
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vvvvvv

vyrazu by se nahrazovani muselo délat krok za krokem shlukovanim pomoci zavorek, coz je zdlouhavé. Proto si
toto tvrzeni zobecnime na komplikovanéjsi vyrazy, pak budeme moci nahrazovat hromadné.
Zobecnovani pravidel ze dvou na vice objektt se standardné déld matematickou indukei. Zatim jsme ji oficidlné

.....

zpusobem, takze by to nemélo vadit.

Dusledek 2a.8.
Necht n € Z.
(i) Uvazujme ay, uq, ... ,Qm, Uy € Z takové, ze a; = u; (mod n) pro vechnai=1,... m.
m m m m
Pak > a; = > u; (modn)a [[ a; =[] ui (mod n).
i=1 i=1 i=1 i=1
(ii) Uvazujme a1, by, u1,v1, ... G, by U, Uy € Z takové, ze a; = u; (mod n)
m m
a b; =v; (mod n) pro véechna i =1,... ,m. Pak > a;b; = u;v; (mod n).
i=1 i=1

Dukaz (rutinni): (i): Dokazeme to indukci na m pro s¢itani, ndsobeni nechdme jako cviceni 2a.11.
(0) m = 1: Pfedpoklad a; = b1 (mod n) je zaroven zavérem, tedy implikace plati.

(1) Pfedpokladejme, Ze scitaci vzorec plati pro néjaké m € N a vSechna a; = uy,... G = Uy,. M&me disla
A1, ULy - 5 At 1, Umt1 SPIUjici a; = w; (mod n) pro vSechna i. Podle indukéniho predpokladu pak méme
m m m m

Y>> a; = Y u; (mod n), proto podle véty 2a.7 (i) také (Z ai> + amt1 = (E ul> + U1 (mod n) neboli
~ ~ ~ ~

mil ompl ' '

> a; = >, u; (mod n), dikaz je hotov.

i=1 i=1

(ii): Podle véty 2a.7 (iii) plati a;b; = u;v; (mod n) pro vSechna i, na tato ¢isla pak aplikujeme ¢ast (i) a se¢teme
je.
U

Lze dokézat i komplikovanéjsi véty, v praxi lze cisla nahrazovat kongruentnimi zastupci v prakticky kazdém
vyrazu poskladaném z nasobeni, s¢itani a od¢itani a zavorek.

Piiklad 2a.e: Uvazujme vyraz 195302 - 16293 + 32532675 ve svété modulu 100. Cisla mfizeme nahradit jejich
jinymi zastupci modulo 100, t¥eba zbytky po déleni, viz fakt 2a.2, a pocitat

195302 - 16293 + 32532675 =2-93 4+ 75 = 186 + 75 = 261 = 61 (mod 100).

Vysledek 261 jsme mohli nechat, jako bonus jsme pfechodem k idealnimu zéstupci diky faktu 2a.2 (ii) zjistili, ze
(195302 - 16293 + 32532675) mod 100 = 61. Mohli jsme ovSem také jako vysledek dat libovolného jiného zastupce,
tfeba 1361.
Pocitaci je to jedno, ale pfi ruénim vypoctu je dobré mit na paméti také moznost zapornych zbytki.
195302 - 16293 + 32532675 =2 - (—=7) + 75 =75 —14 =61 (mod 100).

Ve vypoctech opét znacime odlisné prechod kongruenci a piechod algebrou. V praxi lidé casto piSou vSude rovnitka,
ale v ucebnici bychom to flikat neméli.
Zajimava finta je psat vSude kongruence, je to totiz formalné spravné, viz fakt 2a.6.

A

Ctvrtou algebraickou operaci je déleni. To v oboru celych ¢isel miizeme pouzivat jen ob¢as, napiiklad 6 +2 = 3,
zatimco 6 - 5 se nepovede, s tim jsme smifeni. Bohuzel si jej nemtzeme pfimo vypuj¢it do svéta modulo jako
ostatni operace.

Priklad 2a.f: Potfebujeme vydélit 20 = 5 ve svété modulo n = 10. Navstéva ve svété redlnych cisel naznaci,
ze 4 by mohl byt rozumny vysledek. Ted zkusime ztcéasténd ¢isla nahradit kongruentnimi zastupci. Kdyz ovSem
posuneme dvacitku jednou o deset, dostaneme 30 -~ 5 = 6, a kdyz ted zkusime posunout pétku, dostaneme pro
zménu 30 + 15 = 2. Protoze ve svété modulo n = 10 nejsou vysledky 4, 6,2 shodné (nejsou to ¢isla kongruentni
mod 10), vidime, ze takovéto naivni déleni nedéld to, co od néj potfebujeme. Nemluvé o problému, Ze jina volba
zastupct promeéni tlohu 20 + 5 v dlohu 20 + 15, se kterou si v celjch ¢islech neporadime.

Mimochodem, ve svété modulo n = 10 jsou ¢isla 20 a 30 vlastné nuly, takze by vysledkem déleni méla byt nula.

A
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Budeme tedy muset déleni realizovat jinak. Nechame se inspirovat algebrou, protoze ta se obejde i bez déleni
podobné, jako se obejde bez od¢itani. Ve skutec¢nosti je zapis a + d mozno chapat jako pohodlnou zkratku pro
vypocet a - é = a-d~!. Napiiklad ve svété realnych ¢isel mdme 6 ~3 = 6 - 37! = 2. Pokud tedy potiebujeme
né&jakou kvantitu a vydélit éislem d, tak misto toho najdeme d—!, tedy inverzni ¢islo k d, a tim vynasobime.

My to ted napodobime ve svété modulo. Nejprve se musime zamyslet, co tim vlastné myslime, kdyz ve svété
redlnych (nebo tieba racionalnich) ¢isel napiseme d—1. Je to jakési ¢islo, kvantita x, ktera m4 vlastnost, ze d-z = 1.
To je néco, co se da prenést také do svéta modulo. Vyzkousime to.

Priklad 2a.g: Uvazujme piiklad 62 ve svété modulo n = 7, myslime si, Ze 3 by byla vhodné odpovéd. Najdeme
magické ¢&islo x, které zastupuje inverzni ¢islo 27! neboli zlomek %, tedy splnuje 2x = 1 ve svété modulo 7. Pfesné
feceno, pozadujeme 2z =1 (mod 7).

Toto ¢islo najdeme zkusmo. Staci otestovat naptiklad ¢isla 0 az 6, protoze ostatni jsou s nimi kongruentni a proto
podle véty 2a.7 daji ve vyrazu 2z shodné vysledky. Zjistime, ze 2-4 =1 (mod 7). To znamena, Ze ¢islo = 4 ma
ve svété modulo 7 stejnou funkci jako zlomek % neboli 27! v R. Ovéiime:

6+-2=6-4=24=3 (mod 7).
To dava smysl. Stejny vysledek bychom dostali, pokud bychom misto = 4 pouzili jiné s nim kongruentni ¢islo,
tfeba z = —3:
6+-2=6-(—3)=-18=3 (mod 7).
Nas ale hlavné zajimé, zda s timto pfistupem k déleni funguje zaménitelnost pfimo ve vstupnich datech. Zkusime
namisto 6 -+ 2 spocitat 13 = 9.

Na to potiebujeme y nahrazujici ¢islo 97! ve svété modulo 7, tedy hleddme y splitujici 9y = 1 (mod 7). OvSem
podle nahrazovaci véty je 9y totéz co 2y a my uz vime, Ze 2 -4 = 1 (mod 7), takze ¢tytka bude fungovat i pro
devitku. Vidime, Ze jednou nalezené specialni ¢islo poslouzi i pro kongruentniho blizence. Proto pocitame

13+-9=13-4=52=3 (mod7),
tedy dostali jsme spravny vysledek. Vidime, ze pokud definujeme déleni pies nasobeni, tak pro néj plati nahradi-
telnost (tedy, zatim to fungovalo jednou, obecné to jesté musime ukazat).

Kongruence ¢isel plati ¢i neplati v zavislosti na zvoleném modulu a plati to i pro to specialni ¢islo x. Zjistili
jsme, Ze pro d = 2 mame ve svété modulo 7 ¢islo x = 4. Snadno ovSem ovérime, ze ve svété modulo n = 5 uz
¢tyika nefunguje, protoze 2-4 =3 # 1 (mod 5). Zkusmo zjistime, Ze tam funguje = = 3.

Ve svété modulo n = 6 pak budeme feSeni tlohy 2z = 1 (mod 6) hledat marné. Muselo by totiz platit 2z = 1+6k
pro néjaké x, k € Z, coz lze prepsat na 2(x — 3k) = 1. Protoze je vlevo ¢islo sudé a vpravo ¢islo liché, toto se nikdy

nepovede. To znamena, zZe ve svété modulo 6 prosté délit dvojkou nejde. I to se stava.
A

Nyni tento napad zavedeme oficialné.

! Definice.

Uvazujme n € N.
Necht d € Z. Rekneme, 7e x € Z je inverzni ¢&islo (inverse number) k d modulo n,
jestlize d -z =1 (mod n).

7 naseho experimentu uz vime, Ze 4 i —3 jsou inverzni ¢isla k dvojce modulo 7, vlastné je jich nekone¢né mnoho.
V definici jsme pro inverzni ¢islo nezavedli znaceni. Neni to zvykem; jednim divodem mtize byt praveé to, ze toto
¢islo neni jediné, coz by komplikovalo pouzivani takového znaceni ve vypoctech. Kdyz totiz napiSeme tfeba znacku
7 nebo /9, tak o¢ekavame, Ze to bude jedna hodnota, ne Ze budeme mit na vybér z vice moznosti.

N4&s specialni pristup k déleni je rozumny, protoze dava ocekavany vysledek v pripadech, kdy lze v ramci celych
Cisel pouzit bézné déleni.

Fakt 2a.9.
Necht n € N, a,d € Z, d # 0. Pfedpokladejme, Ze d|a a tedy ma smysl pocitat § v oboru celych
¢isel. Nechf x je inverzni ¢islo k d modulo n. Pak § = ax (mod n).

S Rozbor: Rozmyslime si situaci.
e Mame: d|a, dz =1 (mod n) e Chceme:  § =ax (mod n)

Informace prepiseme do jazyka rovnosti:
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e Mame: a=dk,ke€Z e Chceme:  § =ax + ®n
de=1+In,1€Z pro néjaké ® € Z

Co Ize na zakladé rovnosti vlevo fict o §? Mame § = k. Abychom mohli pouzit druhou rovnost, zlomek rozsiiime,
tim zaroven v citateli vznikne spravny vyraz:

a ax ax

d ~ dx ~ 14in-’
Bohuzel, toto nelze algebraicky prevést na tvar ax + Pn, takze je to slepa ulicka. Tento dikaz neni rutinni
a vyzaduje inspiraci. Napfiklad nés napadne, Ze byvé uziteéné zbavit se zlomkid ve vyrazech, coz pro tu rovnost
napravo (,chceme*) znamend a = daz + d®n. Kdyz druhou rovnost nalevo vynasobime &ckem, dva ¢leny se budou
shodovat, to vypada nadéjné.

Dukaz: Déno n € N, a,d,z € Z, d # 0. Predpoklddame, 7ze d|a a dx = 1 (mod n). Pak existuji k,l € Z
takové, ze a = dk a dx = 1+ In. Z druhé rovnosti vynasobenim ¢islem a vznikne a = adx — aln. Do ¢lenu
napravo dosadime a = dk a dostavame

a = adr — dkln — 4 — az 4 (—kl)n.

d
Protoze —kl € 7Z, plati § = ax (mod n).
U

Pristup pres nasobeni inverznim ¢islem nam dokonce umoziiuje délit v pripadé, ze to ve svété celych cisel udélat
nelze. Napiiklad ve svété modulo 7 mizeme poéitat 5 +2 = 5-4 = 20 = 6 (mod 7). Jaky ma smysl tvrdit, ze
5+ 2 =67 Vysledkem déleni § je podil ¢, ktery ma vlastnost, Ze qd = a. Nas podivny vysledek déleni 5 =+ 2 toto
spliiuje: 6-2 =12 =5 (mod 7). Plati to také obecné.

Fakt 2a.10.
Necht n € N, a,d € Z, d # 0. Necht x je inverzni ¢islo k d modulo n, oznaéme ¢ = az. Pak
dq = a (mod n).

S Rozbor: Piejdeme-li od danych pojmt k rovnostem, je nase situace takovato:
e Mame: dr=14+kn, keZ e Chceme: dg=a+ Pn
q=azx pro néjaké ® € Z

Pokud si v tomto pripadé odpovime na otazku, co ndm vstupni data fikaji o vyrazu dq, tak se jiz dostaneme
bez néjakych trikd k zddanému tvaru. Tento dilkaz je tedy primocary, ale pfece jen je tfeba se trochu zamyslet
nad spravnym dosazenim.

Dukaz: Dénon € N, a,d,x € Z, d # 0. Pfedpokladame, Ze dr = 1 (mod n). Pak existuje k € Z takové, ze
dx =1+ kn. Oznacme g = ax. Pak
dq = dazx = a(dz) = a(1 + kn) = a + (ak)n.
Protoze ak € Z, plati dg = a (mod n).
O

N4&s specialni pristup k déleni tedy dava rozumné vysledky. Jesté ovéiime, ze umoziiuje pro a = d zastupitelnost
¢isel. Protoze se pouziva nasobeni a - x, podle véty 2a.7 lze nahradit ¢islo a. Zbyva potvrdit totéz o d.

Fakt 2a.11.
Necht n € N, d € Z. Predpokladejme, ze x € Z je néjaké inverzni ¢islo k d modulo n. Jestlize
u € Z spliiuje d = u (mod n), pak je z také inverzni éislo k w modulo n.

Dukaz je snadny a nechame jej jako cviceni 2a.12.

Vidime tedy, ze vSechna cisla ze zbytkové tiidy dané ¢islem d sdili sva inverzni ¢isla, pokud tedy néjaké existuji.

Asi necekame, Ze by byla inverzni éisla k nule. V pfipadé n = 1 tedy ano, 0-0 = 1 (mod 1), ale to je exot, v praxi
se pouziva n > 2. Pak nelze rovnici 0x = 1 (mod n) neboli 0 = 1+ kn, k € Z splnit a tedy nelze délit nulou.
Nelze pak délit ani dalsimi ¢isly s nulou kongruentnimi, coz jsou nasobky n. Ovsem jak jsme vidéli, inverzni ¢islo
nemusi existovat ani pro ¢isla, ktera s nulou kongruentni nejsou, jmenovité jsme vyloucili existenci inverzniho ¢isla
k d = 2 modulo n = 6. Radi bychom védéli, pro ktera ¢isla jejich inverze existuji a pro kterd ne. Ukaze se, ze je
na to jednoduché kritérium.
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Véta 2a.12.
Necht n € N.
Pro d € Z existuje inverzni ¢islo modulo n préavé tehdy, kdyz ged(d,n) = 1.

S Rozbor: Opét mame ekvivalenci a dokazujeme dvé implikace. Smér zleva doprava pouzije oblibeny postup, ktery
jsme jiz vidéli v kapitole 1b a ani jej nevidime naposledy.
Opacény smér je typickou ukazkou existen¢niho dikazu. Hledané x opravdu najdeme, a to pomoci informace
o ged(d, n). Takovou informaci ¢asto zpracovavame ve formé Bezoutovy identity a i zde tento p¥istup zabere.

Dukaz (pou¢ny): Dany n € N, d € Z.

1) =: Pfedpokladejme, Ze existuje x € Z takové, 7e dr = 1 (mod n). Pak také existuje k € Z takové, ze
dx =1+ kn neboli 1 = dx — kn. Protoze gcd(d, n) déli ¢isla d a n, musi podle disledku 1a.20 také délit linearni
kombinaci téchto ¢isel napravo v rovnosti a tedy také délit ¢éislo 1. Podle véty 1a.23 proto ged(a,b) < 1. Protoze
n # 0, plati také ged(d,n) > 1 a tedy ged(d,n) = 1.

2) <=: Pfedpokladejme, ze gcd(d,n) = 1. Pak podle Bezoutovy identity 1b.15 existuji éisla A, B € Z takova,
ze Ad+ Bn =1 neboli Ad =1+ (—B)n, kde —B € Z, tedy Ad =1 (mod n). Zvolime x = A a dikaz je hotov.

O

Ditikaz je dtlezity, protoze zaroven dava navod, jak existujici inverzni ¢isla najit.

Priklad 2a.h: RA&di bychom spocitali 10+ 5 ve svété modulo n = 12. ProtozZe je pétka nesoudélna s dvanactkou,
ma inverzni ¢islo modulo 12.

Podle dikazu véty hledame Bezoutovo vyjadfeni 1 = 54+ 12B. Lze pouzit Euklidav algoritmus, nebo uhodneme
1=5-(=7)+ 12 - 3. PfepiSeme to jako 5 (—7) = 1+ (—3) - 12, s pozndmkou —3 € Z nas to opraviiuje napsat
5-(=7) =1 (mod 12). Mame inverzni ¢islo z = —7 k pétce modulo 12, tedy jakoby é nebo 571, ale oficidlné jsme
to nezavedli. MlizZeme pocitat

10+-5=10-(-7)=—-70=2 (mod 12).
Vysledek nas nepiekvapil.

Mozné by se nékomu vice libilo inverzni &islo # = —7 4 12 = 5. Cislo 5 je tedy ve svété modulo 12 samo sobé

inverzi, coz vypada zvlastné, ale neni to vyjimecéné, viz 1= = 1. Pro jistotu ovéifme: 5-5 = 25 =1 (mod 12).

A

Poznamka: Zatim jsme od rovnosti a = b+kn, k € Z ptechazeli ke kongruenci a = b (mod n) pomoci véty 2a.1.
Diky poznatkim to ted dokdZeme i jinak. Za¢neme tim, Ze podle faktu 2a.6 lze rovnost napsat jako kongruenci:

a=b+kn (modn).
Ve vypoctu napravo nahradime n jeho zastupcem nulou. Dostavame
a=b+k-0 (modn) = a=0b (modn).
Tento pristup je uziteény pti praktickém pocitani. Napiiklad v ptikladu vyse se na obdrzenou Bezoutovu identitu
1=5-(=7)+ 12 3 podivame o¢ima kongruence modulo 12 a rovnou vidime 1 =5 (—7) + 0, tedy —7 je hledané
¢islo. Nemusime identitu pfepisovat do zadaného tvaru.

A

S Algoritmus 2a.13.
pro nalezeni inverzniho ¢isla k d modulo n.
0. Jestlize snadno vidime, ze ged(a,n) > 1, tak inverzni prvek k d modulo n neexistuje.
Jinak napfiklad pomoci rozsiteného Euklidova algoritmu najdeme ged(a,n) = Aa + Bn.
1. Jestlize ged(d, n) > 1, pak inverzni ¢islo k d modulo n neexistuje.
2. Jestlize ged(d,n) = 1, pak A je inverzni ¢islo k d modulo n.
A

Mimochodem, nékdy se d4 snadno vSimnout, Ze ¢isla d,n maji néjakého spoleéného délitele vétsiho nez 1. Pak
nic nemusime pocitat a rovnou vime, Ze inverzni ¢islo k d modulo n neexistuje. To je tfeba pripad, kdy jsoun i d
suda cisla.

Pokud inverzni ¢islo  k danému d existuje, pak diky pravidlu o nahrazovani budou inverznimi ¢isly i jeho
konguentni zéstupci ziskani posuny. Nabizi se otazka, jestli d nemé jesté jind inverzni cisla, kterd by nevznikla
posunem z. Ukaze se, Ze ne.
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Véta 2a.14.
Necht n € N. Predpokladejme, Ze d,x € Z a x je inverzni ¢islo k d modulo n. Pak y € Z je
inverzni ¢islo k d modulo n pravé tehdy, kdyz y = x (mod n).

Dukaz (pou¢ny): Dany n € N, d, z,y € Z.
1) <=: Nejprve predpokladejme, ze y = = (mod n). Pak podle véty 2a.7 mame dy = de = 1 (mod n), tedy y
je inverzni ¢islo k d modulo n.
2) =>: Necht jsou z,y € Z oba inverzni ¢isla k d modulo n. Pak existuji k,l € Z takové, ze dv = 1 + kn
a dy = 1+In. Odeétenim ziskdme dx — dy = kn —In, tedy d(x —y) = (k—1)n, tedy n déli d(x —y). Protoze d ma
inverzni ¢islo modulo n, musi byt podle véty 2a.12 tato ¢isla nesoudélnéa, tudiz podle Euklidova lemmatu 1b.23
musi n délit x — y, tedy z =y (mod n).

O

Situace je tedy jasna. Inverzni ¢islo k danému d bud neni Zadné, nebo je jich nekoneéné mnoho a je to presné
jedna zbytkové tiida dana néjakym inverznim éislem z. Podivame se ted na reprezentativngjsi piiklad.

! Priklad 2a.i: Najdeme inverzni ¢islo k 23 modulo 169.

Pomoci Euklidova algoritmu najdeme Bezoutovu identitu pro éisla n = 169 a d = 23. a,b | (169) | (23)
Protoze vyslo ged(169,23) = 1, inverzni ¢islo k 23 modulo 169 existuje. U takto péknych | 169 1 0
¢isel jsme si toho ostatné mohli vSimnout rovnou. 23 0 1

Bezoutova identita je 1 = 3-169 — 22 -23. Muzeme ji formalné prepsat jako 23-(—22) = 8 1 -7
14 (—3) - 169, nebo se v souladu s poznadmkou vySe na tuto rovnost podivdme oc¢ima 7 —2 15
kongruence a diky 169 = 0 (mod 169) hned dostavame 1 = 23 - (—22) (mod 169). Nalezli 1 3 | —22
jsme inverzni ¢islo z = —22. 0

Nékomu se moznd bude vice libit zastupce —22 + 169 = 147. MuzZete si ovéfit (ja jsem to udélal), ze také
23-147 =1 (mod 169).

Jako tiplnou odpovéd milZeme uzivateli nabidnout informaci, Ze mnozina vSech inverznich ¢isel modulo 169 k ¢islu
23 je {147 + 169k; k € Z}.

Z praktického pohledu je uzitecné si vS§imnout, ze pokud v Euklidovské tabulce najdeme jednic¢ku coby ged(d, n),
tak v doty¢ném radku rovnou najdeme inverzni ¢islo k d v pomocném sloupci pfislusném tomuto vstupu. Mtzeme
si také vS§imnout, Ze pomocny sloupec pro n = 169 vlastné viibec nepotiebujeme. Hledani inverzniho ¢isla se tedy
d4a oproti tomuto prikladu jesté zestrucnit.

A

Nékteré postupy funguji tak, ze kdyz uspéji, tak daji hledany objekt, ale v pfipadé netaspéchu jesté nevime, zda
dany objekt opravdu neexistuje, nebo existuje, ale dany postup jej neumél najit. To je v praxi neprijemné. Hledani
inverzniho éisla nastésti tuto komplikaci nemé. Pokud v Euklidovské tabulce vyjde jako ged(a,b) jednicka, tak si
inverzni ¢islo pfimo precteme, v opacném pfipadé mame jistotu, ze hledané inverzni ¢islo neexistuje.

S Algoritmus 2a.15.
pro nalezeni inverzniho ¢isla k d modulo n Euklidovym algoritmem.
0. Jestlize snadno vidime, ze gcd(a,n) > 1, tak inverzni prvek k d modulo n neexistuje.
Jinak sestavime tabulku se dvéma sloupci: Do levého sloupce dame ¢isla n a d, do pomocného sloupce dame ¢isla
0 a 1. Aplikujeme Euklidav algoritmus.
1. Jestlize ged(d,n) > 1, pak inverzni ¢islo k d modulo n neexistuje.
2. Jestlize ged(d,n) = 1, inverzni ¢islo « k d modulo n je v pomocném sloupci v fadku s jednickou nalevo.
Mnozina vSech inverznich ¢isel k d modulo n je

{r+kn; keZ}.
JAN

S Poznamka: Algoritmy, zejména ty zefektivnéné, maji jednu nevyhodu: Pokud se je nauc¢ime ¢isté jako postup,
tak je snadné (zejména pokud je nepouzivame ¢asto) zapomenout ¢i v paméti zkreslit néjaky klicovy detail. Proto
je dobré védét, na ¢em jsou zaloZeny, protoze souvislosti se v paméti udrzi 1épe nez mechanické postupy. My
bychom v piikladé vyse mohli prosté mechanicky nasadit algoritmus s jednim pomocnym sloupcem a z tabulky
vycist odpovéd.

Meli bychom ale také védét, ze vlastné hledame ¢islo = splnujici 23z = 1 (mod 169) neboli 23z + 169k = 1.
To by v nasi paméti mélo vyvolat souvislost s Bezoutovou identitou a Euklidovym algoritmem. Znalost pozadi je
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ez

ma ale blize k souvislostem.
Samoziejmé nejlepsi je znat efektivni algoritmus a k tomu rozumét souvislostem.
A

Inverzni ¢isla modulo splnuji bézné vlastnosti, viz cviceni 2a.14.

Podminka pro existenci inverznich ¢isel nas privadi k zajimavému pripadu: Pokud by modul byl néjaké prvocislo
p, tak jediné ¢isla, kterad s p nejsou nesoudélnd, jsou jeho nasobky, viz fakt 1b.20. Tato ¢isla jsou ovsem kongruentni
s nulou modulo p. To znamena, Ze ve svété modulo prvocislo najdeme inverzni ¢isla ke vSem ¢isliim, ktera nejsou
ztotoznénd s nulou, coz je tplny luxus, vlastné v takovém svété mizeme délit v§im kromé nuly. K tomuto pozorovani
se dostaneme jesté jednou, v trochu jiném ptevleku (sekce 2b a 2c), a je to jeden z divodi, pro¢ lidé pracujici
ve svété modulo preferuji mit jako modul prvocislo.

2a.16 Poznamka: KdyZz mame v néjakém (matematickém) svété pojem rovnosti, tak mizeme sestavovat a Fesit
rovnice.

Predstavme si, Ze na hodinach hodinova rucicka ukazuje na jednicku a nas zajimé, zda existuje néjaky casovy
interval (v celych hodinach), ktery kdyz nechame probéhnout pétkrat, tak bude rucicka ukazovat na ¢tyfku.
Zapsano pomoci kongruence, chceme vyftesit rovnici

1+5x=4 (mod 12).

Kdyby to byla normalni rovnice, tak bychom neprve odecetli od obou stran jednicku a pak vydélili péti a dostali
x = (4—1)=+5. Zkusime to ve svété kongruence. Tam se déleni nahrazuje ndsobenim, nastésti jsme jiz v pikladé 2a.h
pro svét modulo n = 12 nasli inverzni ¢islo x = —7 k ¢islu d = 5. Mizeme tedy napodobit postup feseni:
r=(4-1)+5=3-(-7)=3 (mod 12).
Je opravdu x = 3 feSenim nasi rovnice? Udélame zkousku:
1+5:-3=16=4 (mod 12).
Vidime, Ze nasSe specialni déleni také funguje pro feseni linearnich rovnic.

Vlastné jsme jiz rovnice ve svété modulo neoficidlné fesili, protoze inverzni ¢islo k d ziskdme jako feSeni rovnice
dr =1 (mod n).

Je mozné Tesit rovnice ve svété kongruence béznymi tpravami? Podivejme se na tvrzeni véty 2a.7 a pfedstavme
si, ze zapisy a = v a b = v jsou vlastné rovnosti ¢i rovnice. Véta nam iika, ze dvé rovnice ve svété modulo je
mozné séitat, odecitat a nasobit presné tak, jak jsme zvykli ze svéta realnych cisel.

Piepisme prvni kongruenci jako z = y a druhou pro specialni piipad ¢ = ¢ (coz plati vzdy podle véty 2a.5). Pak
nam véta 2a.7 fika nasledujici:

e Jestlize ve svété modulo n mame platnou rovnici x = y, pak plati i rovnice x c=y +ca cx = cy.

Maéme tedy také pro svét modulo potvrzena pravidla o rozsifovani rovnic, na které bézné spoléhame. P1i bliz§im
pohledu se ovSem ukéze, Ze tento pristup pomoci Gprav rovnice méa ve svété modulo urcitd zasadni omezeni,
napiiklad pokud potiebujeme délit a dotycné Cislo nemé k sobé ¢islo inverzni. Proto v kapitole 3 vyvineme jiny
postup feseni rovnic.

Pro zajemce o klasicky postup nabizime cviceni 2a.15, kde pfimo potvrdime znadma pravidla pro rozsifovani
rovnic a podivame se i na oblibena pravidla pro kraceni.

A

Ted ukazeme jednu zajimavou aplikaci.

Priklad 2a.j: Uzky vztah mezi kryptografii a poéitanim modulo jde zpét minimalné ke starym Rimantim.
Takzvanou Césarovu Sifru nejlépe predstavime takto: Mame dva soustfedné kruhy, jeden mensi nez druhy, a po
obvodu napiseme na oba pismena, vzdy stejné proti sobé. Pak jeden kruh oto¢ime o t¥i pozice a vznika tim Sifra,
kdy namisto A piSeme D, namisto B piSeme E a tak déle, tfeba Y prejde na B.

Vytvorime matematicky model. Nahradime pismena ¢isly 0, ... , 25. Protoze jsou na kruhu, vniméme je cyklicky,
tedy pracujeme s ¢isly modulo 26. Ptvodni Sifrovani se zméni v pfitazovani ¢isel, tedy mame 0 — 3, 1 — 4, a t¥eba
24 — 27 = 1. Tim vlastné vznika funkce, kterou lze vyjadfit vzorcem T'(m) = (m + 3) mod 26, tedy vysledek
pri¢teni nahradime zbytkem po déleni (proménnou zde tradi¢né znacime m jako message).

Obecné lze posouvat také o jiné ¢islo nez o tu Césarovu trojku. Zvolime si néjaké e (tradi¢ni znaceni z anglického
encode) mezi 1 a 25 a dostavame ,Sifrovani posunem“: T'(m) = (m + e) mod 26.

Desifrovani probiha opa¢nym pfifazenim, ¢emuz v matematice odpovida pojem inverzni funkce. Jestlize Sifrovaci
funkce T sifruje T'(m) = ¢ (c jako code), pak inverzni funkce 7! degifruje T1(c) = m, tedy u Césarovy sifry
ocekavame T~1(3) =0, T71(4) = 1 atd.
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Pro sifrovani mame vzorec ¢ = (m + 3) mod 26, takze snadno usoudime, ze desifrovani probihd pomoci inverzni
funkce m = (¢ — 3) mod 26. Obecné pro $ifrovani s posunem e mame 7T~ 1(c) = (c — €) mod 26.

Je oviem uzite¢néjsi pouzivat vzorec stejného typu, tedy prepiseme to jako T1(c) = (m + (—e)) mod 26. Zde je
—e opacné ¢islo k e, které si oznac¢ime tradiénim nédzvem d (jako decoding) a ziskame jej napfiklad jako d = —e+26.

Méme tedy praktickou situaci, kdy k Sifrovani i desifrovani pouzivame stejny vzorec (pfistroj), jen ménime
nastaveni: mame Sifrovaci konstantu e (vzorec (a+e) (mod 26)) a desifrovaci konstantu d (vzorec (a+d) (mod 26)).
Zajimava volba je e = 13, pak také d = 13 a T—! = T, tedy vysilani i piijem se dé&ji stejnym zptisobem.

Jak vime, ze desifrovani opravdu probiha spravné? Musime ukéazat, ze kdyz na ¢islo m aplikujeme Sifrovani
a desifrovani, tak se zase vratime k m. Matematicky: T—1(T(m)) = m. Chceme tedy ukézat, Ze

m = (T(m) + (—e)) mod 26 = ((m + e) mod 26 + (—e)) mod 26.
Nejradéji bychom zkratili e a —e, ale v cesté stoji operace zbytku. Obvykly postup je, ze se vyuzije fakt 2a.2,
podle jeho ¢asti (ii) staci ukazat, ze
m = (m+ e) mod 26 + (—e) (mod 26).
Pri pocitani ve svété modulo lze ¢isla nahrazovat, obvykle se od daného cisla prechazi ke zbytku, zde to udélame
naopak a misto (m + e) mod 26 pouzijeme zastupce m + e. Dostavame pak
(m+e)mod 26+ (—e)=(m+e)+(—e)=m+e—e=m (mod 26).
Tim je spravnost desifrovaci funkce potvrzena.

Tato Sifra neni prilis bezpecna. Protoze se dané pismeno vzdy Sifruje stejné, je vysoce nachylna na frekvencni
analyzu, kdy si prosté spocitame, ktery znak se v zaSifrované zpravé vyskytuje nejéastéji, a je vysoce pravdépo-
dobné, Ze odpovida nejcastéjSimu pismenu daného jazyka. Velice pékné toto popsal E.A. Poe v povidce Zlaty
skarabeus.

Podobné zranitelny je ndpad nahradit posun nasobenim. Uvazujme cislo e, které je nesoudélné s n = 26, a uva-
zujme Sifrovani T'(m) = (em) mod 26. Da se ukéazat, ze diky nesoudélnosti je zarueno, Ze se riizna pismena
zobrazi zase na riznd pismena, viz dikaz véty 2a.21. Zejména ale vime, ze e ma inverzni ¢islo modulo n, ozna¢me
jej d, které prakrticky realizuje déleni ¢islem e. D& se tedy ocekéavat, ze desfrovani probéhne pomoci funkce
T~Y(c) = (dc) mod 26. Abychom to potvrdili, opét se zbavime zbytkii ve vzorci

T7YT(m)) = (d[(em) mod 26]) mod 26 = d(em) = (edym =1-m =m (mod 26)
a tedy podle faktu 2a.2 plati T-1(T(m)) = m.

Vyzkousime to. Zvolme tfeba e = 7. Pak potfebujeme vyfesit rovnici 7z = 1 (mod 26), bud Euklidovym algo-
ritmem nebo to zkusime uhddnout. Vyjde napiiklad x = —11. Tradi¢né se bere kladny zastupce, zvolime tedy
d=15.

Ted zasifrujeme pismeno C odpovidajici hodnoté m = 2, takze vysleme zpravu T'(2) = (7-2) mod 26 = 14 neboli
pismeno O. Piijemce na zpravu aplikuje 7~ !:

T-1(14) = (15 - 14) mod 26 = 210 mod 26 = 2.
Dostéava C.
V tomto prikladé jsme se podivali na zakladni principy, které po doplnéni néstroju rozvineme v poradné Sifrovani.

A

Pravidla svéta modulo nam umoznuji nahrazovat ¢isla mensimi zastupci. Slovo ,,mensi“ je ovSem velmi relativni.
Jak brzy uvidime, existuji aplikace, kde se bézné pracuje s moduly n, které jsou tfeba dvéstémistné, ale i vyznamné
vétsi. Podotknéme, Ze dvéstémistny modul mé Fadové velikost 102°°, zatimco standardni védecks kalkulacka je
omezena na ¢isla nejvyse fadu 10°° a neni mi zndmo, ze by to nékdy inzenyrém pfislo malo. Jinak feceno, vypoéty
ve svét€é modulo mohou byt monstrézni.

Nastésti existuji postupy, jak si pomoci v pfipadé, kdy je modul soucinem faktori, které jsou nesoudélné. Pro
zacatek ukazeme, Ze se pak da kongruence testovat ,,po ¢astech®.

Lemma 2a.17.
Necht p, ¢ € N jsou nesoudélnd, ozna¢me n = pq. Pak pro ¢isla a,b € Z plati, ze a = b (mod n)
pravé tehdy, kdyz a = b (mod p) a a = b (mod q).

S Rozbor: Jde o ekvivalenci, tedy potfebujeme dokazat dva sméry. Jeden je velmi snadny, po pfechodu od kongru-
enci k rovnostem mame nasledujici:

o Méame: a=>b+ kpq pro jisté k € Z e Chceme: a = b+ Pp pro néjaké & € Z.
ged(p,q) =1 a = b+ Eq pro néjaké = € Z.
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Ctenai by mél vidét, jak z rovnosti nalevo vyrobit rovnosti napravo, dokonce k tomu ani nepotiebuje predpoklad
o nesoudélnosti. Nechame obecnéjsi formulaci jako cviceni 2a.16.

Opacny smér je narocnéjsi. Ze znalosti kongruence vuci p a ¢ potfebujeme ziskat informaci o kongruenci vzhledem
k pq. Jak to udélame?

Pro kongruenci méme t¥i ekvivalentni vyjadieni, obvykle nam dobie poslouzi vyjadieni pomoci rovnic:

e Mame: a=0b+ kp pro jisté k € Z e Chceme: a = b+ Ppqg pro néjakéé ® € Z.
a=0b+lq projisté l € Z
ged(p,q) =1

Zde neni zcela zjevné, jak sloucit ta dvé zndmé vyjadfeni do tvaru, ktery potfebujeme. Podivejme se tedy
na situaci pomoci definice kongruence:

e Mame: pdélia—b e Chceme:  pq déli a — b.
qdélia—>b
ged(p,q) = 1

Pfesné tuto situaci jsme jiz (ispé$né) zkoumali v kapitole 1.

Dukaz (pou¢ny): Necht p, g € N spliuji ged(p, g) = 1. Déany a,b € Z.
1) =: Z predpokladu a = b (mod n) méme a = b+ kpq, k € Z. Pak a = b + (kq)p, kde kq € Z, proto a = b
(mod p). Dtikaz druhé kongruence je obdobny.
2) <=: Predpoklady a = b (mod p) a a = b (mod q) davaji p|(a — b) a q|(a — b). Protoze ged(p, q) = 1, podle
lemma 1b.24 mame (pq) | (a — b) neboli a = b (mod n).

U

V cviceni 2a.17 se podivame na ptipad, kdy m,n nejsou nesoudélna.
Lemma 2a.17 se d4 snadno zobecnit také na vyssi pocet ¢initeld modulu.

Lemma 2a.18.
Necht n1,n9, ... ,n, € N jsou po dvou nesoudélnd. Oznacme n = nq - Ng -+ - Ny,
Cislaa,b € Zsplituji a = b (mod n) pravé tehdy, kdyz a = b (mod n;) pro viechnai =1,... ,m.

Dukaz (pou¢ny): 1) =: Diikaz je stejny jako dfive, vyuzije faktu, ze n;|n.
2) = Predpoklad tika, ze n;|(a — b) pro vSechna i. Protoze jsou n; navzajem nesoudélnd, podle lemma 1b.26
¢islo n = nyng - -nyy, déli a — b, tedy a = b (mod n).

g

Jako cviceni 7a.17 nabizime alternativni dikaz indukci, ktery muze ¢tenafi pfijit stravitelnéjsi (nebo také ne).

Priklad 2a.k: Dokazeme, ze 337 - 675 = 105 (mod 165).

Je mozné spocitat to piimo, ale to d4 hodné prace. Misto toho si vS§imneme, ze 165 = 3 -5 - 11, a potvrdime
kongruenci viiéi navzajem nesoudélnym slozkam 3,5, 11:

ny =3:337-675=1-0=0= 105 (mod 3);

ng =5:337-675=2-0=0=105 (mod 5);

ng =11: 337-675=7-4 =28 = 105 (mod 5).

Vysledek je potvrzen.

Zvidavého ¢tenére ted mozna napadlo, Ze je sice pékné umét ovérit platnost vysledku, ale kde jsme ten vysledek
105 vlastné vzali, kdyz se ndm nechtélo pocitat 337-675 a pak hledat zbytek? To je pro nékteré aplikace naprosto

zésadni otazka a dostaneme se k ni, az si vyrobime pokrocilejsi nastroje, jmenovité v kapitole 3e.
A

Prace s velkymi moduly je komplikovana jesté jednim faktorem. Bézné vypocty v pocitaci a kalkulacce jsou
cileny na védu a techniku. Proto se pfi nich ¢isla zaokrouhluji, coz je v poradku, protoze cifry nizsich radd nejsou
pro tyto obory podstatné. Napiiklad moje kalkulacka si z kazdého ¢isla pamatuje prvnich 13 cifer.

Pocitani modulo to ma jinak. Vyznam cisla je dan jeho celym zapisem, prvni i posledni cifra jsou stejné dilezité,
dan cisté poslednimi dvéma ciframi, ty ostatni nejsou dutlezité. To znamend, Ze pro vypocty v celych ¢islech je
tfeba pouzivat specidlni procedury, které si pamatuji vSechny cifry. Pokud bych napftiklad chtél zjistit, kolik je
1113 modulo 37, tak bych nemohl nejprve celou mocninu jednoduse spocitat na kalkuladce, protoze vysledek m4,
14 mist, ale moje kalkulacka si pamatuje jen 13 a nejnizsi cifru zahodi. To se da vyfesit tak, ze bychom postupné
nasobili jedenéctky a velké mezivysledky nahrazovali mensimi kongruentnimi zastupci, ale to je pro velké mocniny
prilis pracné. Budeme tedy potfebovat vyvinout sofistikovanéjsi postupy pro praci s mocninami ve svété modulo.
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2a.19 Mocniny a kongruence

ProtoZe je mocnina a* jen zkratkou pro opakované nasobeni a - a---a, davd nam disledek 2a.8 pravidlo pro
nahrazovani v zékladu.

Fakt 2a.20.
Necht n € N, uvazujme a,u € Z takové, ze a = u (mod n).
Pak pro vSechna k € N plati a* = v* (mod n).

S Rozbor: Toto se casto dokazuje indukci, viz cvi¢eni 7a.16. Zde ukaZeme zajimavy alternativni dikaz. Jsme

v situaci, kdy z predpokladu mame informaci ¢ — u = nl pro néjaké [ € Z. Potfebujeme se pomoci tohoto
faktu dozvédét néco o ¢isle a¥ — b*. Zde by se étenafi mohl vybavit vzorec a? — u? = (a — u)(a + u) ¢ dokonce
a® —u? = (a—u)(a® + au+ u?), ktery ptivadi do hry pravé vyraz a — u. Obdobné vzorce plati i pro vys$i mocniny,

¢imz je plan dikazu hotov.

Dukaz (pou¢ny): Necht n € N, dany a,u € Z. Predpoklad: a« = u (mod n). Pak existuje | € Z takové, ze
a—u=nl.
Pokud k£ = 1, tak mame dokazat, ze n déli a — u, coz je vlastné totéz co predpoklad, tedy dikaz je hotov.
Pokud k > 2, miizeme pocitat takto:

k—1
a* —uk = (0 —w) (@t 2u 4t au? bl = n{lzak—l—iui]’
i=0

pfi¢emz ¢islo v hranaté zavorce je zjevné celé. Proto n|(a* — u*) a zavér nasleduje.

0

P¥iklad 2a.l: Vypocitame, jaky je zbytek vyrazu (80-70 — 7)% - (14 + 69) po déleni Sesti. Podle faktu 2a.2 staci
tento vyraz vypocitat modulo 6 a najit vhodného zastupce. Vypocet ndm usnadni to, ze diky vétam lze prakticky
vSechna ¢isla (kromé exponentu 8, pro ten jsme zatim pravidlo neméli) nahradit ¢isly pfijemnéjsimi, takze snadno
pocitame:

(80-70 —7)%- (14 +69) = (2- (—2) —1)®- (2 +3)

=(-5)8%.5=1%.(-1)=-1=5 (mod 6).

Zjistili jsme, ze dané cislo je modulo 6 kongruentni s cislem 5, které spliiuje 0 < 5 < 6 a proto je to zbytek
po déleni, tedy [(80-70 — 7)% - (14 + 69)] mod 6 = 5.
A

V prikladu jsme poznamenali, ze ndm zatim chybi pravidlo nahrazovani v exponentu. Libilo by se nam, kdyby
platilo néco takového: Kdyz k =1 (mod n), tak a* = a' (mod n). Mame ale smiilu, neni to pravda. Pro protipiiklad
si zajdeme do svéta modulo n = 3, kde mame 2* = 16 = 1 (mod 3). Kdyz se ale pokusime nahradit v exponentu,
dostavame 2 = 2, coZ neni kongruentni jedni¢ce modulo 3.

Je to dano tim, ze mocnéni ve skutecnosti neni algebraicka operace, ve které je k jednim ze vstupt, ale specidlni
zapis (zkratka) pro opakované nasobeni, pii¢emz ¢isla a mohou byt z riznych svéti (Cisla realna, celd, celd modulo
n). Dokonce to ani nemuseji byt ¢isla, opakované nasobit (a tedy mocnit) umime tfeba i matice ¢i funkce. Exponent
mocniny je ale vidy ze svéta N a neni diivod, pro¢ by pro néj méla platit pravidla ze svéta, odkud bereme a,
exponenty maji sva vlastni pravidla. Blize se o tom doc¢teme v bonusové kapitole 19.

My se ale mocniny s velkymi exponenty potfebujeme naucit efektivné pocitat. Najit a™ postupnym nasobenim
¢islem a vyzaduje n—1 operaci, coz je pro velké exponenty nepraktické. Existuje standardni postup, ktery vyzaduje
typicky vyrazné méné nasobeni; je zaloZzen na postupném redukovani exponentu pomoci dvou pravidel podle jeho
parity:

o a2k = (a?)*,

k+1 k

® =a-a’.

spocitat, a pfi kazdém kroku mame prileztost zmensit ziucastnéna ¢isla volbou lepsiho zastupce.

Priklad 2a.m: Spocitame 136182 modulo 13. Nejprve nahradime v zékladu: 136'%? = 62 (mod 13). Vic ndm
zatim znama pravidla neumoznuji, zacneme tedy s redukci mocniny. Nejprve budeme postupovat krok za krokem,
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aby byla vidét aplikace pravidel, pozdéji budeme kroky slucovat kvtli urychleni.
6182 — 62~91 — (62)91 — 3691 = (_3)91 — (_3) . (_3)90 =_3. ((_3)2)45 =_3. 945
=-3.(-4)¥=-3-(-4) - (-H)* =12 ((-49H*? = (1) - 16** = 3%
=3 =9l =_(—4). (—4)1°=4-((—4?>°=4-16°=4-3-3*
=12-(3)2=(-1)-92 = —(—4)? = —16 = —3 (mod 13).
Pro pocitac je efektivni pracovat se dvéma pravidly, pfi ruénim vypoctu bychom si ob¢as mohli troufnout i na vyssi
mocninu, coz by postup urychlilo, napriklad
6'%2=...= 3. (-4 =-3-(—4)>*P = 3. ((-4)>P®=-3.-(-64)"=-3-1""=-3.1=-3=10 (mod 13).
Af uz volime cestu automatickou ¢i chytrou, uréité jsme ani jednou nemuseli provést 181 nasobeni, takze jsme
vyrazné usetfili.
A
Méame tedy postup na pocitani vysokych mocnin, ktery funguje obecné a snadno se algoritmizuje. Pro pocitac je
navic snazsi diky tomu, Ze se nemusi zdrzovat hledanim pohodlnéjsich zastupci, protoze méa prosté zadratovano,
ze ve svété modulo 13 je 92 = 3.
Tento postup je skoro nejefektivnéjsi, ale porad jesté plytva, protoze nékteré mocniny jsme pocitali vicekrat,
tfeba zrovna 92. Existuje postup, jak mocnéni reorganizovat tak, abychom se opakovani vyhnuli. Je zaloZen na po-

zorovani, 7e nejsnize se poéitaji mocniny s exponentem typu 2, protoze pak se nemusime zdrzovat snizovinim
lichého exponentu o jednicku.

Priklad 2a.n: Jesté jednou 6'%2 (mod 13). Nejprve si exponent vyjaddiime pomoci mocnin dvojky, tedy vlastné
jde o prevod do binarniho tvaru, na ktery mame algoritmus v pfikladé 15.d. Vyjde 182 = 128 + 32 + 16 + 4 + 2,
proto 6182 = 128+32+16+4+2 _ 128 432 . 616.64.62 Jednotlivé mocniny lze spocitat odebirdnim dvojky jako vyse,
a pomoci nich se propracovat k vyssim. Napiiklad zname-li a*, tak umocnénim tohoto znamého ¢isla na druhou
ziskdme a*? = a®, pak umocnénim tohoto ¢isla na druhou ziskdme a'6 a tak déle. Potfebné mocniny si pfipravime
ve sloupci nalevo, poc¢itdme modulo 13:

62 =36=-3 To bylo snadné, zejména zacykleni usetfilo praci, to byl takovy bonus. Pak uz to jen
6* = (6%)2=(-3)2=9  dame dohromady:

68_(64)2592:8153 6182:6128‘632‘616’64‘6253'3‘9'9‘(_3)

616 = (68)2=32=9 _ _

604 = (632)2=32 =9 Tento postup vychazi v priméru jako jeden z nejefektivnéjsich a je Siroce pouzivan
6128 = (6542 =92 =3 pocitaci pro pocitani mocniny ve svété celych cisel ¢i celych ¢isel modulo n. Vratime

se k nému ve cviceni 10c.4. Vyzaduje ale pfipravné vypocty, pro bézné rucni pocitani
byva redukce mocniny z predchoziho prikladu ¢asto pohodlnéjsi.
Vypocet se da jesté mirné urychlit tim, Ze se spoji umocnovani s rozkladem exponentu do jednoho kroku, zajemci

si mohou najit algoritmus zvany ,square and multiply“.
A

Nyni pokro¢ime od metody univerzalni k metodé specialni, kterd v pfiznivé situace dokéze proces mocnéni
vyznamnym zpusobem zkratit. Je zalozena na nasledujicim tvrzeni.

! Véta 2a.21. (mala Fermatova véta)

Necht n € N je prvodislo.
(i) Je-li @ € Z nesoudélné s n, pak plati a1 =1 (mod n).
(ii) Pro kazdé a € Z plati a = a (mod n).

S Rozbor: Diikaz vyuziva zajimavé pozorovani z obecné algebry. Ukazeme jej na piikladeé.

Uvazujme modul n = 7. Pak existuje v podstaté jen Sest nenulovych ¢isel (kongruentnich skupin) zastupovanych
¢isly z mnoziny M = {1,2,3,4,5,6}. Co se stane, kdyz vSechny ¢leny této mnoziny vynasobime nenulovym ¢islem,
feknéme a = 37 Protoze jsme ve svété modulo 7, mame

{1-3,2-3,3-3,4-3,5-3,6-3} ={3,6,9,12,15,18} = {3,6,2,5,1,4} = M.
Dostali jsme zase ptivodni mnozinu, jen s jinym pofadim, coz ale u mnozin nehraje roli. Ctenaf si miize vyzkouset,
ze to dopadne obdobné s libovolnym jinym nenulovym ¢islem a. V diikazu tento jev potvrdime pro vSechna n,a
splnujici predpoklady véty. Z toho pak odvodime zadany vzorec. Dikaz tedy rozhodné neni rutinni.
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Poznamenejme, ze podminka ged(a,n) = 1 je pro toto chovani klicova. Napiiklad pro n = 6 méame mnozinu
{1,2,3,4,5}. Kdyz ji vynasobime pétkou nesoudélnou s n = 6, dostaneme {5,4,3,2, 1}, tedy pferovnani puvodni
mnoziny, ale nasobeni ¢tytkou da {4,2,0,4,2}.

Dukaz (dobry, pouény): Necht n € N je prvoéislo, a € Z.
(i): Pfedpokladejme, ze gcd(a, n) = 1. Nejprve ukdZzeme, Ze ¢isla a, 2a, . .. , (n—1)a nejsou navzajem kongruentni
modulo n. KdyZ totiz ia = ja (mod n), pak n déli a(i — j), ale n je nesoudélné s a, proto (lemma 1b.23) n déli
i — j. Nicméné |i — j| < n, proto i — j =0, tedy i = j.

Z4dné z téchto ¢isel také neni kongruentni s nulou. Protoze n je prvoéislo a &isla i € {1,... ,n — 1} spliuji
1 <@ < n, museji byt podle faktu 1b.20 nesoudélna s n. Také ged(a,n) = 1, proto podle lemma 1b.25 také
gcd(ia,n) =1 a tedy n nedéli ia.

Kdyz tedy vezmeme d¢isla a,2a,...,(n — 1)a a pfejdeme ke zbytkiim modulo n, dostaneme n — 1 riznych
nenulovych zbytki, tedy vSechna ¢isla 1,2,... ,n — 1 (nejspiSe v jiném poradi).
Uvazujme souéin
n—1
[] Ga) = (1a) - 2a) -+ ((n — 1)a).
i=1

Podle diisledku 2a.8 mizeme kazdy z ¢initelt nahradit zbytkem modulo n a podle naseho pozorovani dostaneme
souéin ¢isel 1 az n — 1 neboli ¢islo (n — 1)!. Mame

(la) - (2a)---((n—1)a) = (n—1)! (mod n).
My ovSem muzeme v soucinu nalevo pfesunout nasobky 1,2, ..., dopfedu, dostavame pak

1-2---(n—1)a"t'=(n-1)! (mod n),

tedy (n — 1)!la”" ! = (n — 1)! (mod n). To znamen4, ze n déli ¢islo

(n—Da" = (n—1)'=(n-Da"""-1].
Protoze je n vétsi nez ¢isla 1,2, ... ,n— 1, nemize je délit, tudiz je s nimi coby prvoéislo nesoudélné (fakt 1b.20).
Podle lemma 1b.27 tedy plati gcd((n — 1)!,n) = 1 a proto podle lemma 1b.23 n déli a”~! — 1 neboli a" ! =1
(mod n).
(ii): Necht a € Z. P¥ipad gcd(a,n) = 1: Pak lze aplikovat (i) a dostaneme a" ! = 1 (mod n), takze podle
véty 2a.7 (iii) jea” =a-a" ' =a-1=a (mod n).

Piipad ged(a,n) > 1: Pak coby prvodislo (viz fakt 1b.20) n déli a. Proto a = 0 (mod n), tedy podle faktu 2a.20
a”=0"=0=a (mod n).
O

Alternativni diikaz se najde jako Poznamka 18a.21xxx.
Ctenafe mozna napadne, pro¢ jsme vlastné uvadéli (i), kdyz je verze (ii) obecnéjsi a mozn4 i elegantngjsi. Divod

N 4

jednicku, zatimco verze (ii) nechava a. Proto vsichni za ,malou Fermatovu vétu* povazuji tvrzeni (i), budeme to
tak délat i my.

Piiklad 2a.0: Spoditame zase 682 modulo 13. ProtoZe je 13 prvocislo nesoudélné s Sestkou, mizeme pouzit
malého Fermata. K tomu musime vyraz upravit, aby se v ném objevilo ¢islo 637! = 612, coz se dé&l4 trikem:
na exponent aplikujeme déleni ¢islem dvanact se zbytkem a poté standardni identitu pro mocninu:

6182 = 6121542 — (§12)15 . 62,

Podle malé Fermatovy véty pak mame 6'2 =1 (mod 13), proto
13682 = 6182 = (612)15 .62 = 1'°.36 =36 = 10 (mod 13).

Je to jisté snazsi nez nas predchozi pokus pomoci redukce exponentu.
Vsimnéte si, ze pokud bychom chtéli pouzit tvrzeni (ii) vyse, dostali bychom

6182 — 613~l4 — (613)14 = 614 (mod 13)

a Cekala by nas dalsi prace.
A

Ve vypoctu jsme pouzili postup, ktery lze vyjadfit obecné a je uzitecny pii praci s velkymi ¢isly.

Fakt 2a.22.
Necht n € N je prvodislo a a € Z neni délitelné n.
Pak pro kazdé k € N plati a* = a*™°d(»=1) (mod n).
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Pro obecnéjsi pohled viz cviceni 2a.18.

Mala Fermatova véta se tedy dokaze postarat o velké exponenty. Jeji nevyhodou je, Ze plati jen pro prvociselné
moduly. Podminka ged(a, n) ve skuteénosti neni omezujici. Jak jsme jiz rozebrali vyse, pro prvocislo n a ¢islo a jsou
jen dvé moznosti. Bud ged(a,n) = 1 a mald Fermatova véta se da aplikovat, nebo n déli a, ale pak a* = 0% = 0.

Hlavni omezeni malé Fermatovy véty je, ze po rozkladu exponentu typicky ziistava zbytkova mocnina, ktera
neptekroc¢i n — 1, ale i to mtze byt dosti velké ¢islo. Pak nezbyva nez pouzit univerzalni postup pomoci redukce
exponentu, napiiklad ve formé rychlého mocnéni z prikladu 2a.n. Tato véta pro nas tedy problém mocnéni zcela
neresi, ale dokaze jej vyznamné redukovat a méa také vyznamnd pouziti v teorii.

Pfirozend otazka je, zda néco jako mald Fermatova véta existuje i pro n, kterd nejsou prvocisla. Odpovéd je
kladné, ale d& to vic préace.

Definice.
Pro n € N je Eulerova funkce (Euler function or totient) ¢(n) definovana jako pocet
prirozenych cisel, ktera jsou mensi nez n a nesoudélna s n.

Kolik je tfeba ¢(6)? Snadno nahlédneme, ze z mnoziny {1,2,3,4,5} jsou jen ¢isla 1,5 nesoudélné s Sestkou,
proto ¢(6) = 2. S devitkou jsou v mnoziné {1,2,3,4,5,6, 7,8} nesoudélna ¢isla 1,2,4,5,7,8, proto ¢(9) = 6. Tato
funkce je zndma v teorii ¢isel a da se pouzit k redukci mocniny.

Véta 2a.23. (Eulerova véta)
Necht n € N. JestliZe je a € Z nesoudélné s n, pak a®(™ =1 (mod n).

Snadno si rozmyslime, Ze pro prvocislo n je p(n) = n — 1, protoZze nesoudélna s prvoéislem n jsou vSechna ¢isla
1,2,...,n — 1. Pak Eulerova véta fikd " ! = 1 (mod n). Je to tedy zobecnéni malé Fermatovy véty, ¢i jinak
nahlizeno, mala Fermatova véta je jen specidlni pfipad Eulerovy véty.

Dukaz (pou¢ny): Necht n € N, ddno a € Z nesoudélné s n. Ozna¢me

M={be{1,2,... ,n—1}; ged(b,n) =1}.
Pak M ma N = ¢(n) prvka, lze ji tedy napsat jako
M ={ay,...,an}.
Podobné jako v diikazu malé Fermatovy véty dokdzeme, Ze pro a; # a; jsou ¢isla a,a, a;ja nekongruentni modulo

n. Totéz proto plati i pro ¢isla a;a mod n a zase jde o ¢isla nesoudélna s n a z mnoziny {1,... ,n — 1}. Méme
tedy

{aiamod n,... ,ayamod n} ={as,... ,an} = M.
Musi se tedy (v kongruenci modulo n) shodovat i soufiny prvkd mnoziny vlevo a mnoziny vpravo, tedy
(a1a) - (aza)---(aya) =ay-as---ay.

Stejné jako v ditkazu malé Fermatovy véty pak dovodime, ze a’¥ =1 (mod n).

Tato véta se aplikuje stejné jako mald Fermatova véta a obdobné také dostavame nasledujici fakt:

Dusledek 2a.24.
Necht n € N, uvazujme a € Z nesoudélné s n.
Pak pro viechna k € N plati a* = a*™°4¢(™) (mod n).

Pro obecnéjsi pohled viz cviceni 2a.19.

Nabizi se otazka, pro¢ jsme se zdrzovali malou Fermatovou vétou a nesli rovnou k Eulerové vété. Jsou dva hlavni
dtavody. Prvni je, ze Eulerova véta je sice aplikovatelna na neprvociselné moduly n, ale v takovém pripadé se stava
nespolehlivou, protoze mezi ¢isly 1 az n — 1 mize byt velké mnozstvi ¢isel a soudélnych s n, se kterymi ndm vzorec
nepomuze. Ten druhy pfedpoklad ged(a,n) = 1, ktery ndm v pfipadé malé Fermatovy véty nevadil, se zde tedy
stava znacné omezujici.

Druhym divodem je, Ze nalezeni hodnoty funkce ¢(n) pro velké ¢isla n neni snadné. V praxi se preferuje prace
s prvociselnymi moduly a malou Fermatovou vétou.

Jako ukézku pouziti malé Fermatovy véty se vratime k Sifrovani.
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Piiklad 2a.p (pokracovani 2a.j): Puvodni nésobici Sifru vylep$ime dvéma zpusoby. Za prvé, nebudeme Sifrovat
jednotliva pismena, ale budeme je spojovat do blok urcité délky, naptiklad tak, ze kazdé pismeno ze zpravy
nahradime dvoucislim od 00 do 25 a dame je za sebe. Kazdy blok pak zaSifrujeme. Chceme tedy vytvorit metodu,
ktera umi Sifrovat cela cisla.

Druhé modifikace spociva v nahrazeni nasobeni mocnénim. Nejprve odvodime fungovani pro celd ¢isla. Zvolime
e € N. Zpravu m € N zasifrujeme jako T'(m) = m®. Jak se dostaneme k puvodnimu textu? Inverznim zobrazenim
T Ye) = §/c = ct/¢. Vzorec naznacuje, 7e bychom ve svété celych ¢isel mohli zkusit dekédovat pomoci vzorce
¢, kde d je inverzni &slo k e modulo n, ale to nefunguje, protoze jak jsme jiz vidéli, na exponenty se nevztahuji
pravidla pro kongruenci. Je tedy potfeba tuto zakladni myslenku upravit.

Zvolime néjaké hodné velké prvocislo n. Budeme pak posilat zpravy mensi nez n, ¢imz zajistime jejich nesoudél-
nost s ¢islem n a tedy aplikovatelnost malé Fermatovy véty (delsi zpravy rozdélime na vhodné malé tseky).

Zvolme libovolné ¢islo e € N nesoudélné s n — 1, pak podle véty 2a.12 k nému existuje inverzni ¢islo d € N, tedy
plati ed = 1 (mod n — 1) neboli ed = 1 + k(n — 1) pro néjaké k € Z. Mame pak k dispozici nasledujici zptsob
Sifrovani.

Predpokladejme, ze m je zpréava spliiujici m < n. Zasifrujeme ji zobrazenim 7'(m) = m® mod n. Tvrdime, Ze desif-
rovani dél4 zobrazeni T-1(c) = ¢ mod n. Podobné jako v ptikladé 2a.j staéi k potvrzeni rovnosti T~1(T(m)) = m
ukazat, ze T~1(T(m)) = m, kdy ve vypoctu vynechame piechody ke zbytkiim. Protoze je n prvocislo a m je s nim
nesoudélné, bude mozné aplikovat malou Fermatovu vétu:

T~HT(m)) = [((m®) mod n)¥ mod n = (m°)% = m® = m**0=D — . (M HEk = m . 1¥ = m.

N

Obecnym problémem vsech Sifer je bezpecné doruceni klice druhému tcastnikovi, protoze dokud jej nedorucime,
tak nemtzeme komunikovat. Pfedstavme si pfipad, kdy chceme, aby ndm nékdo poslal soukromou informaci,
napiiklad heslo k platebni karté (jsme banka). Kdyz zakaznikovi sdélime tidaje pro zasifrovani, tedy n a e, a nékdo
je zachyti, tak si snadno rozsifenym Euklidem dopocita inverzni ¢islo d a zdkaznikovo heslo rozlusti.

Zlatym hieben nasi prochézky Sifrovanim je tedy tprava mocnici Sifry tak, abychom mohli informace z zasifrovani
(n,e) vefejné sdilet, ale dokud si hliddme tajemstvi ¢isla d, tak je takto zasifrovana zprava bezpecna.

A

Piiklad 2a.q (pokracovani 2a.p): Jednim z nejrozsifenéjsich vefejnych Sifrovacich schémat na Internetu je v sou-
Casnosti takzvané RSA Sifrovani (nazvané podle autorii jménem Rivest, Shamir a Adleman, napad publikovali
v roce 1978, i kdyz v tajnych sluzbéch byl zndm diive, ale patrné nebyl pouzit). Na zac¢étku zvolime dvé prvodéisla
p,q (typicky o 200 a vice cifrach). Necht n = pq. Zvolime e € N tak, aby bylo nesoudélné s (p — 1)(¢ — 1), pak
najdeme (rozsifenym Euklidovym algoritmem) d € N tak, aby de =1 (mod (p —1)(q¢ — 1)), tj. d je inverzni prvek
k e vzhledem k nésobeni modulo (p —1)(¢ — 1). Dvojici (n, e) sdélime tomu, kdo ndm ma zpravy posilat, je to tzv.
yvefejny kli¢“. Sami si schovame ,soukromy kli¢* (n,d).

Zprava m € N spliujici m < min(p, q) se zaSifruje pomoci zobrazeni T'(m) = m® mod n. Tvrdime, Ze ji lze
desifrovat pomoci zobrazeni T~!(c) = ¢? mod n.

Opravdu? Protoze je p prvocislo a diky m < p je s nim m nesoudélné, podle malé Fermatovy véty plati

T=HT(m)) = (m€)4 = m =01 — . (P11 =y . 1R — . (mod p).
Cislo ¢ mé ovsem stejné vlastnosti, proto stejné ukdzeme (m¢)? = m (mod ¢). ProtoZe jsou p,q coby rtzna
prvoéisla nesoudélna, pouzijeme lemma 2a.17 a dostavame (m€)? = m (mod n) neboli T-1(T(m)) = m.

Jak bezpeénd je tato metoda? Aby zpravu nékdo rozsifroval, musel by najit d, k tomu ale potfebuje znéat
(p — 1)(q¢ — 1). Takze sifra RSA je tak bezpecnd, jako je ¢islo (p — 1)(¢ — 1). To se da z vefejného klice (n,e)
ziskat jediné nalezenim prislusné faktorizace m na p - g, coz je pro velka ¢isla velmi obtizna uloha. Naroc¢nost
faktoriza¢nich algoritmu roste exponencialné s délkou kédu, priblizné fe¢eno pokud prvocisla p, ¢ udélame o jeden
bit delsi, tak se délka faktorizace zdvojnésobi. To je pro praktické pocitani smrtici (viz kapitola 8d). Odhaduje se, ze
nejvykonnéjsi desifrovaci centra svétovych tajnych sluzeb dokédzou dnes pozivané RSA metody zlomit po nékolika
desetiletich prace, coz se povazuje za akceptovatelné. V okamziku, kdy se diky pokroku ve vypocetni technice tato
doba nebezpecné zkrati, staci diky prudkému ristu narocnosti zvolit o néco vétsi p, q, coz uz se nékolikrat stalo.
Mimochodem, ocekava se, ze kvantové pocitace by si s tlohou faktorizace poradily efektivnéji, ¢tenaf si miize
tipnout, kdo sponzoruje jejich vyvoj.

Poznamenejme, ze existuji efektivni metody pro urcité kombinace, naptiklad kdyz jsou p,q dosti blizké nebo
kdyz je d relativné malé cislo. Je tedy potieba p,q dobie vybrat.

Mimochodem, pokud bychom prozradili zaroven n a m = (p — 1)(¢ — 1), tak uz nejen muze kdokoliv zjistit d
feSenim ed = 1 (mod m), ale dokonce snadno zjisti nasi faktorizaci: Mdme m = pg—p—q+1=n—p—q+1,
¢isla p, g tedy Tesi rovnice pg =n, p+ ¢ =n —m+ 1, coz je snadnd algebraické tuloha.

2a.24, 2a.q 72 2a.24, 2a.q



Diskrétni matematika 2a. Kongruence, poc¢itani modulo pHabala 2026

Mame tedy kvalitni Sifrovani, ale také novy problém: Kde vezmeme prvocisla o 200 cifrach? To je hodné dobra
otazka, na kterou urcité nezapomeneme v kapitole o prvocislech, viz pozndmka 13.9.

A

2a.25 Poznamka (kritéria délitelnosti): V kapitole 1 jsme se zminili o existenci kritérii délitelnosti, ale
poradné se na né podivame az zde, protoze pocitani modulo nabidne pohodlny zapis. Méjme tedy ¢islo d a chceme
najit néjaky pohodlny zptsob, jak rozpoznat ¢isla délitelna timto d. Lidé obvykle znaji kritéria pro nékolik mensich
¢isel, relativné popularni byvaji testy pro délitelnost ¢isly 2, 3, 4, 5, 6 (pouziji se testy pro 2 a 3), 8, 9, 10 a 11.
Dosti napadné v tomto seznamu chybi sedmicka.

Znama kritéria se daji rozdélit do skupin podle toho, z jaké myslenky vychazeji. Ukazeme nékolik popularnich
napadil, nejprve na kritériich, kterd zndme, a pak se podivame, jestli bychom dostali néco rozumného pro sedmicku.
V uvahach vyuzijeme to, Ze d déli a pravé tehdy, pokud a = 0 (mod d), poptipadé to, Ze kdyz jsou dvé ¢isla
kongruentni modulo d, tak davaji na otézku délitelnosti ¢islem d stejnou odpovéd.

1. Jedna skupina kritérii vychazi z oddéleni koncové cifry (¢i vice cifer). Matematicky oddélime posledni cifru tak,

ze dané ¢islo a napiseme jako a = 10A + r, kde r = a mod 10. Pfi pohledu vzhledem k pocitani modulo d ob¢as
objevime zajimavé véci. Jako ukazku dokézeme kritérium délitelnosti dvojkou. Modulo 2 totiz méame

a=10A+r=0A+r=r (mod2).
Vidime, Zze a = 0 (mod 2) praveé tehdy, kdyz r = 0 (mod 2), jinak feceno, délitelnost ¢isla dvojkou se pozné podle
posledni ¢islice, coz samoziejmé zname. Je také vidét, ze tento vypocet bude fungovat pro libovolné d, které déli

desitku, ¢imz dostaneme kritéria pro délitelnost péti a deseti.
Oddéleni posledni dvojice ¢islic je dano vzorcem a = 1004 + r, kde r = a mod 100. Pak mame ttreba

a=100A+r=0A+r=r (mod4)

a vidime, ze posledni dvojcisli rozhoduje o délitelnosti ¢isla ¢tyrkou, viz také cviceni 1a.13. Podobné se dokazuje
kritérium pro d = 25. Muzete zkusit oddélit posledni trojéisli a zamyslet se, jakymi zajimavymi ¢isly je délitelné
¢islo 1000, viz cviceni 2a.20.

Co dostaneme, kdyz poéitame modulo 7?7 Nevypada to moc dobfe, protoze zadné z ¢isel typu 10* neni délitelné
sedmi. Napiiklad oddéleni posledni cifry dava a = 10A+7r = 3A+7r (mod 7). Cislo a je tedy délitelné sedmi prave
tehdy, je-li sedmi délitelné ¢islo, které vznikne pri¢tenim posledni cifry k trojnasobku toho, co zbylo po odrfiznuti
posledni cislice.

Priklad: Otestujeme délitelnost ¢isla a = 87654. Predchozi odstavec nabizi testovat misto toho ¢islo 3 - 8765 + 4,
to se mi ani nechce pocitat.

Trochu lépe vypadé oddéleni trojéisli, protoze 1000A+r = —A+r (mod 7). Protoze délitelnost nezalezi na zna-
ménku, lze testovat A — r, coZ se trochu lépe pamatuje. Mame tedy nésledujici test:

e Oddél od disla posledni trojcisli a odecti jej od toho, co po odriznuti zbylo. Toto nové ¢islo je délitelné sedmi
pravé tehdy, kdyz je délitelné pivodni ¢islo.

Zpét k prikladu: Misto a = 87654 otestujeme 87 — 654 = —567. Zkusime vydélit, jde to. Cislo 87654 je délitelné
sedmi.

Pokud by po odfiznuti a odecteni zbylo velké ¢islo, je mozné pouzit tento test opakované, dokud nezbyde triciferné
¢islo. Neni to uplné marna metoda.

2. Dalsi popularni rodinka kritérii vychazi z dekadického rozvoje ¢isla. Jako inspiraci ukadzeme, pro¢ funguje
kritérium délitelnosti trojkou. Kdyz se na dané ¢islo v dekadickém tvaru a = ), a;;10* podivame modulo 3,
mizeme podle véty o kongruenci a operacich nahrazovat jednotlivé ¢asti.

a:Zakmk EZak-(IO mod 3)* :Zak-lk :Zak (mod 3).
k k k k

Vidime, Ze ¢islo a je délitelné tfemi pravé tehdy, pokud je délitelny jeho ciferny soucet. Podobny dikaz ukaze
také znama kritéria pro délitelnost deviti a jedenécti, viz cviceni 2a.20. Dokonce bychom mohli aplikovat modulo
i na cifry samotné, tedy a = >, (ar mod 3). Je tedy mozné rovnou sc¢itat namisto cifer jejich zbytky po déleni
tremi.

Pomohlo by to se sedmic¢kou? Modulo 7 dostévame a = Y, ax-(10 mod 7)* = >, ay-3*. Namisto ¢isla a = 87654
bychom mohli testovat ¢islo 8 -3* +7-3%24+6-3%2 +5-3' + 4, ani to se mi nechce pocitat. Pfesto to neni zcela
slepé ulicka. Pokud se podivame, jaké jsou zbytky ¢&isel 10% po déleni sedmi, dostavame cyklickou posloupnost
1,3,2,6,4,5,1,3,2... Mizeme tedy sc¢itat cifry daného a (brano zprava) ndsobené témito vahami. TakZe namisto
a = 87654 lze testovat ¢islo4-1+5-3+6-2+7-6+8-4 = 105. To délitelné sedmi je, coz ndm potvrzuje, ze
opravdu 7|87654. Toto kritérium je asi méné piijemné nez predchozi algoritmus, ale také se pouziva.

Velice rozumné kritérium dostaneme, pokud se na tu sumu podividme podobnym zpisobem, jako se pocita
Hornerovo schéma. Mame-li ¢islo zapsané ¢islicemi (a,a,—1 - - a1a9)10, pak bychom kvili délitelnosti sedmi méli
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testovat ¢islo

> 3fap =3"an +3" lan_1 4 +3'artag=3-(3-3-(3- (3 an +an_1) + an_2) + - +a1) +ao.
k=0
Toto se da vyjadrit rozumné slovy.
e Vezmi levou cifru, vynasob tfemi a pri¢ti druhou cifru zleva. Vysledné ¢islo vynasob tfemi a pricti treti cifru
zleva, to vynasob tfemi a pri¢ti ¢tvrtou cifru zleva atd., dokud se nedojde k posledni (pravé) ciffe. Vysledné ¢islo
je délitelné sedmi ptesné tehdy, kdyz to ptvodni. Vzdy po ukonceni kroku (pfi¢teni, pfed ndsobenim tfemi) je
mozné prejit ke zbytku modulo 7.
Ukézeme pro a = 87654. Nejprve 3 -8 + 7 = 31, zbytek je 3. Pak 3-3 + 6 = 15, zbytek je 1. Pak 3-1+5 = 8§,
pak 3-8+ 4 = 28. Toto je vysledné ¢islo. Je délitelné sedmi, proto je i a = 87654 délitelné sedmi.
3. Cisla je mozné rozdélovat na skupiny ¢&islic, tedy zapsat je jako a = Y, Ax100% pro 0 < Ay < 100 (dvojice),
a =", Ar1000* pro 0 < Aj < 1000 (troj¢isli) atd. Pro rozumné kritérium délitelnosti ¢islem d potiebujeme, aby
100 mod d, 1000 mod d atd. bylo pfijemné ¢islo.
Napiiklad 100 mod 33 = 1, proto Y, A,100* = 3", Ay (mod 33) a o délitelnosti daného ¢&isla ¢islem 33 rozhoduje
soucet jeho dvojéisli (brano zprava).
Lze takto dostat néco rozumného pro sedmicku? Ta stovka moc nadéjné nevypada, ale 1000 mod 7 = —1. Mame
pak

a= Z(Ak mod 7) - (=1)* (mod 7).

Dostavame tak dalsi mozné kritérium.
e Dané ¢islo rozdél zprava na trojéisli a ta postupné séitej a odcitej, ptfi tomto procesu je mozné cisla kdykoliv
nahrazovat zbytky po déleni sedmi. Vysledné ¢islo je délitelné sedmi pravé tehdy, kdyz je délitelné puvodni ¢islo.

Opét zpét k prikladu: Misto a = 87654 otestujeme 87 — 654 = —567. To uz tu bylo, toto nové kritérium vlastné
vznikne opakovanim onoho prvniho kritéria.

Neodpustim si pozndmku, ze také 1000 mod 13 = —1, takze mame obdobné kritérium pro t¥indctku.

4. Velice zajimava rodinka kritérii funguje jesté jinak. Zajima nas délitelnost ¢islem d. Za¢neme tim, Ze najdeme
¢islo ¢ tak, aby bylo nesoudélné s d, ale aby d délilo 10c + 1.

Uvazujme ted ¢islo a = 10A + r. Protoze jsou d, ¢ nesoudélnd, tak plati d|a pravé tehdy, kdyz d| (ca). Pak si

sikovné napiseme

ca =10Ac+cr = (10c+1)A — (A —cr).
Vyraz nalevo je nasobkem d pravé tehdy, pokud je jim vyraz napravo. ProtoZe ale podle predpokladu d déli
(10c + 1) A, tak o vSem rozhodne vyraz A — cr.

Jako ukézku se opét podivame na pfipad d = 7. Hledame c tak, aby nebylo délitelné sedmi, ale 7| (10c + 1).
Zkusmo najdeme c = 2. Cislo a je tedy délitelné sedmi pravé tehdy, je-li délitelné ¢islo A — 2r. Tento test lze znovu
opakovat na Cislo A — 2r, takze dostavame mensi a mensi ¢isla, dokud nejsme spokojeni.

e Odfizni pravou cifru, vynasob dvéma a odecti od toho, co zbylo. Opakuj, kolikrat chces. Vysledné ¢islo je délitelné
sedmi pravé tehdy, kdyz je délitelné ptivodni ¢islo.

Vyhodou oproti prvnimu pfistupu je, Ze zde nendsobime A, ale r, coZ je jednociferné ¢islo.

Obvykla ukazka: Chceme znat délitelnost ¢isla a = 87654, misto toho koukneme na 8765 — 2 - 4 = 8757, pak
na 875 — 2 -7 = 861, pak na 86 — 2 -1 = 84 a zde jiz vidime, Ze jde o ¢islo délitelné sedmickou.

Podobné lze vytvorit kritéria pro délitelnost trinacti, sedmnécti a dalsi zajimava cisla.

A

Cviceni
Cviceni 2a.1 (rutinni): Spocitejte nasledujici vyrazy (zbytky po déleni), tedy idedlni zastupce v kongruenci
modulo dané ¢islo:

a) 81 mod 11; ¢) 3mod 11; e) 48 mod 8; g) —8 mod 4;
b) —1 mod 7; d) —14 mod 13; f) —37 mod 5; h) —15 mod 6.

Cviceni 2a.2 (rutinni): Rozhodnéte, které dvojice ¢isel z nasledujiciho seznamu jsou kongruentni modulo 7:
—13,—4,0,1,3,7,9,17,28.

Cviceni 2a.3 (rutinni): Pro dané n spocitejte dané vyrazy modulo n tak, aby vysledkem bylo ¢islo z rozmezi
0,1,...,n—1:

a)n==6,(3-13+11)*. (37 +14-5);

b) n =5, (13 —39)-37- (—14)%;

c)n=28,(24-135+9)7-15-18.
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CviCeni 2a.4 (rutinni): Pouzijte malou Fermatovu vétu k vypoétu néasledujicich vyrazti modulo zadané n.
Ocekavaji se vysledky z {0,1,... ,n — 1}.
a) 333 modulo n = 11; b) 44 modulo n = 13; ¢) 5°° modulo n = 23.

Cviceni 2a.5 (rutinni):
Necht n € N, a € Z. Dokazte, Ze jestlize r € Z spliiuje a = r (mod n) a 0 < r < n, pak r = a mod n.

Cvi€eni 2a.6 (rutinni): Necht n € N. Dokazte, ze pro kazdé a € Z plati: « = 0 (mod n) pravé tehdy, kdyz n|a.

Cviceni 2a.7 (rutinni): Necht n € N, a,b, ¢ € Z. Pomoci vSech tfi charakterizaci kongruence (délitelnost, rovnost,
zbytky) dokazte, ze plati:

a) a = a (mod n).

b) Jestlize a = b (mod n), pak b = a (mod n).

c) Jestlize a =b (mod n) a b = ¢ (mod n), pak a = ¢ (mod n).

Viz véta 2a.5.

Cviceni 2a.8 (rutinni, pouéné): Necht n € N, x,y € Z. Dokazte, ze jestlize z = y, pak z =y (mod n).

Cviceni 2a.9 (rutinni, pou¢né): Necht n € N, uvazujme a, b, u,v € Z takové, ze a = u (mod n) a b =v (mod n).
Dokazte, ze pak a+b=u+v (mod n) aa—b=wu—v (mod n) (viz véta 2a.7).

Cviéeni 2a.10 (rutinni): Dokazte, Ze jestlize je n € N liché, pak n? =1 (mod 4).
Dokonce plati n2 =1 (mod 8), ale to uz chce napad.

Cviceni 2a.11 (pouc¢né): Necht n € Z, uvazujme ai,uy,... ,Gm, Uy, € Z takové, ze a; = u; (mod n) pro vsSechna
m m

i=1,...,m. Dokazte, Ze pak [] a; = [] u; (mod n), viz dusledek 2a.8.
i=1 i=1

Diikaz pouziva indukci. Pokud si s ni ¢tenar jesté nerozumi, miize se k tomuto cviceni vratit po kapitole 7.

Cviceni 2a.12 (pou¢né): Necht n € N. Dokazte, ze pro kazdé a,u,x € Z plati: Jestlize je x inverzni ¢islo k a
modulo n a @ = u (mod n), pak je x inverzni ¢islo k v modulo n.

Cviceni 2a.13 (rutinni): Necht n € N, a,b € Z. Dokazte, Ze b je inverzni ¢islo k @ modulo n pravé tehdy, kdyz
a je inverzni ¢islo k b modulo n.

Cviceni 2a.14 (rutinni, pou¢né): Necht n € N, a,b € Z. Uvazujme Z modulo n. Dokazte nasledujici:

a) Jestlize je a invertibilni a z je inverzni ¢islo k a modulo n, tak je také x invertibilni a a je inverzni ¢islo k .
Poznamka: Jde o obdobu vzorce (a71!)™! = a.

b) Jestlize jsou ¢isla a a b invertibilni a jejich inverzni éisla modulo n jsou z a y, pak je také ab invertibilni a yx
je inverzni ¢islo k ab modulo n.

Pozndmka: Jde o obdobu vzorce (ab) ™! = b~1a1.

c) Jestlize a je invertibilni a x je jeho inverzni ¢islo modulo n, tak je také —a invertibilni a —x je jeho inverzni
¢islo modulo n.

Pozndmka: Jde o obdobu vzorce (—a)™! = —a~ 1.

Napovéda: Ovérte, ze kandidati délaji, co maji.

Cviceni 2a.15 (poucné, dobré): V tomto cviceni budeme povaZzovat kongruenci za zapis rovnice a ovétime, které
s obvyklych postupt feSeni jsou pouzitelné.

Necht n € N, z,y, ¢ € Z. Ukazte nasledujici:

a) Jestlize z =y (mod n), pak x +c=y+c¢ (modn) az —c =y — ¢ (mod n).

(pficteni k rovnici, odecteni)

b) Jestlize © + ¢ = y + ¢ (mod n), pak z =y (mod n).

(kréceni v rovnici)

c) Jestlize x = y (mod n), pak cx = cy (mod n).

(vynasobeni rovnice)

d) Jestlize cx = cy (mod n) a ged(e,n) =1, pak 2 =y (mod n).

(kraceni v rovnici podruhé, s vyhradou)

Vlastné tady dokazujeme, ze ve svété modulo lze v rovnicich kratit, ale jen invertibilnimi ¢isly. To odpovida
zkuSenostem s rovnicemi v redlném svété, kde také lze kratit jen invertibilnimi (tedy nenulovymi) ¢isly.
Napovéda: Kongruenci prepiste pomoci délitelnosti a pak pouzijte Euklidovo lemma 1b.23. Nebo vyuzjte pravé
dokazané (iii) a vétu 2a.12.

e) Jestlize ged(c,n) > 1, pak existuji z,y € Z takové, ze cx = cy (mod n), ale neplati z =y (mod n).

Néapovéda: Jako y 1ze zvolit cokoliv, docela Sikovna je volba y = 0. Vyuzijte pfistup z bodu (iv).
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Mize pomoci, kdyz nejdfive vymyslite konkrétni protipfiklad, zkuste napfiklad najit « takové, aby 4z = 0 (mod 6),
ale neplatilo x = 0 (mod 6).

Cviceni 2a.16 (poucné): Necht m,n € N a a,b € Z. Dokazte, zZe jestlize a = b (mod n) a m déli n, pak a = b
(mod m).
Viz lemma 2a.17.

Cviceni 2a.17 (poucné): Necht m,n € N. Dokazte, ze pro kazdé a,b € Z plati: Jestlize a = b (mod m) aa = b
(mod n), pak a = b (mod lem(m,n)).
Viz lemma 2a.17.

Cviceni 2a.18 (rutinni, pouc¢né): Dokazte: Necht n € N je prvoéislo a a € Z nesoudélné s n. Pro vSechna k,l € N
pak plati: Jestlize k =/ (mod n — 1), pak a* = a' (mod n).
Viz véta 2a.21.

Cviceni 2a.19 (rutinni, pou¢né): Dokazte: Necht n € N je prvocislo a a € Z nesoudélné s n. Pro vSechna k,l € N
pak plati: Jestlize k = (mod ¢(n)), pak a* = a' (mod n).
Viz véta 2a.23.

m
Cvigeni 2a.20 (rutinni, pouéné): Necht a = >~ a;10°. Dokazte nésledujici:
i=0
a) a je délitelné osmi pravé tehdy, kdyz je délitelné osmi posledni trojéisli.
b) a je délitelné tiemi pravé tehdy, kdyz je ciferny soucet a (dany »_ a;) délitelny tfemi.
c) a je délitelné deviti pravé tehdy, kdyz je ciferny soucet a délitelny deviti.
d) a je délitelné jedenacti pravé tehdy, kdyz je jedendcti délitelné éislo, které ziskdme sectenim sudych cifer a
a odectenim lichych cifer a.
Néapovéda: Viz poznamka 2a.25.

Reseni:

Pripominame, ze zde v fesenich symbol — znamenad, Ze z toho nalevo vyplyva to napravo.
2a.1:2)4=81—-7-11.b) 6 =—-1+4+7=—-1—(-1)-7.¢)3.d) 12=-14+ 13413 = —14 — (—2) - 13. e) 0 nebot
8|48.f) 3= -37+8-5=—-37—(—8)-5.g) 0 nebot 4/(—8). h)3=—-154+6+6+6=—15—(—3) - 6.

2a.2: 0=7=28 (mod 7), -4 =3 =17 (mod 7), —13 =1 (mod 7), ¢islo 9 neni kongruentni s nikym v seznamu.
Mimochodem, pravé jsme vidéli rozklad dané mnoziny na zbytkové tridy.

2a.3:2) (3-13+11)*- 37+14-5)=B- 1+ (—-1)* - (1+2-(-1))=2%.(-1) = =16 = 2 (mod 6).

b) (13—-39)-37-(-14)2=(3-4)-2-12=(-1)-2=-2=3 (mod 5).

) (24-135+9)7-15-18 = (0-135+1)7 - (—=1)-2=17-(=2) = -2 =6 (mod 8).

Mimochodem, kdyby v tom prvnim sou¢inu nevysla nula, museli bychom nahradit i 135. Standardné bychom
pocitali ¢ = | 132 | = [16.87...] =16, 135 —16-8 = 135 — 128 = 7. Proto 135 = 7 (mod 8). Nebo bychom odebrali
desetkrat osm a dostali 55, od toho odebereme 7 -8 a mame —1.

2a.4: a) = 331043 = (310)3.33 = 13.3% = 27 = 5 (mod 11). Vypocet je platny, protoze 11 je prvocislo
a ged(3,11) = 1.

b) = 431248 = (412)3 .48 = 13 . (42)* = 16* = 3* = 81 = 3 (mod 13). Vypodet je platny, protoze 13 je prvoéislo
a ged(4,13) = 1.

c) = 5%22+1l — (522)2 . 511 =12.5.(52)° =5.25°=5.2°=5.32=5-9 = 45 = 22 (mod 23). Vypodet je platny,
protoze 23 je prvocislo a ged(5,23) = 1.

2a.5: Pfedp..a=r+knprok €Z,0<r <n.Paka=kn+r a0 <r <n,tedy r spliiuje pozadavky na zbytek
po déleni.

2a.6: a =0 (mod n) <= n|(a—0) < njla.

2a.7: Délitelnost: a) a —a = 0, proto n|(a —a) — a = a (mod n). b) a =b (mod n) — n|(b—a) — n|
—(b—a) — n|(a—b) — b=a (mod n). c) viz dukaz véty 2a.5.

Rovnost: a) a=a+0=a+0-n a0 € Z, proto a = a (mod n). b) viz dikaz véty 2a.5. ¢) Predp. daji a = b+ kn
ab=c+in, kle€Z Paka=(c+in)+kn=c+(l+knak+Il€Z, tedy a=c (mod n).

Zbytky: a) viz dikaz véty 2a.5. b) Pfedp. d4 a mod n = b mod n. V rovnost dvou ¢isel na poradi nezédlezi, proto
bmod n = amodn — b = a (mod n). c) Podle pfedp. se rovnaji ¢isla a mod n,b mod n a také se rovnaji ¢isla
b mod n, c mod n. Takze jsou tato tii ¢isla stejnd, tudiz @ mod n = ¢ mod n — a = ¢ (mod n).
2a.8:2=y—zx=y+0-n,0€Z — x =y (mod n).

2a.9: u=a+kn,v=b+inpakut+v=(a+b)+(k+l)nav—v=(a—b)+(k—In,kde k+1,k—1 € Z.
22.10: n=2k+1—n?=4k> +4k+1=1+k(k+1)-4ak(k+1) € Z.
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Ovsem jedno z ¢isel k, k + 1 musi byt sudé, takze se dé ze ¢lenu 4k(k + 1) dokonce vytknout osmicka.
2a.11: Indukci. (0) m =1 déava a; = u; (mod n), coz plati dle pFedpokladu.

(1) Necht m € N. Indukéni predpoklad je [] a; = [] w; (mod n) pro vSechna a; = u;.
i=1 i=1

s

m
Méjme ay,... ,Gmi1 @ UL, ... , Upt1 PO dvou kongruentni. Predpoklad dava [] a; = u; (mod n), také a1 =

i=1 i=1

Um+1 (mod m), proto dle véty 2a.7 (iii) plati (ﬁ ai) Syl = (ﬁ uz> “Um+1 (mod n) neboli mﬁl a; = mﬁl U;
(mod n). = = = '
2a.12: z je inverzni ¢islo k @ modulo n, tedy ax =1 (mod n), podle a = u (mod n) a véty 2a.7 pak také ux =1
(mod n) a z je inverzni ¢islo k v modulo n.

2a.13: b inv. ¢. kamod n — ab=1 (mod n) — ba =1 (mod n) — a inv. ¢. k b mod n.

2a.14: a) x-a=a-x =1 (mod n) tedy a splituje podminku na inverzi k z.

b) (ab) - (yx) =(a-z)-(b-y)=1-1=1 (mod n) tedy yx splituje podminku na inverzi k ab.

c) (—a) - (—x)=a-z=1 (mod n).

2a.15: a) Piedp. z =y (modn) — x=y+kn, k€ Z. Paka+tc=(ytc)+kn, k€ Z,tedyzxtc=y+tc
(mod n).

b) Predp. z+c=y+c (modn) —x+c=y+c+kn, k€Z. Pakx =y+kn, k € Z, tedy x =y (mod n).

c¢) Pfedp. z =y (mod n) — = =y + kn, k € Z. Pak cx = cy + (ck)n, ck € Z, tedy cx = cy (mod n).

d) Pfedp. cx = cy (mod n) — n|(cx — cy) neboli n|c(x — y). Protoze ged(c,n) = 1, podle 1b.23 musi n|(z — y)
neboli x =y (mod n).

Nebo: Méme cx = cy, podle (iii) to vyndsobime d, coz je inverzni ¢islo k ¢ (existuje diky nesoudélnosti ¢, n),
dostaneme dcx = dey a (de) = 1, takZze nahradime: 1z = 1y.

Nebo: z = 1z = (dc)x = d(cz) = d(cy) = (de)y = ly =y (mod n).

e) Priklad: 4-3=4-0 (mod 6), ale neplati 3 =0 (mod 6).

Jestlize ged(e,n) > 1, pak existuje celé d > 1 takové, ze ¢ = dk a n = dl pro né&jaké k,l € Z, pficemz 1 < | < n.
Zvolme x =1, y = 0. Pak ¢(z — y) = dl, tedy n déli ¢(xz — y) = cx — cy. Proto cx = cy (mod n).

Ale x —y =1 < n, proto n nedéli z — y a tedy neplati x =y (mod n).

2a.16: Piedpoklad m |n davad n = km pro néjaké k € Z. Predpoklad a = b (mod n) dava b = a + In pro né&jaké
leZ.Pakb=a+ (kl)m a kl € Z.

2a.17: Piedpoklad dava m|(z —y) a n|(x —y), takze ¢islo x — y je spoleény nasobek m,n, tudiz podle faktu 1b.11
také lem(m,n)|(z — y).
2a.18: Piedpoklad davd k = [ + (n — 1)m pro m € Z. Pak podle malé Fermatovy véty a® = glt(n=1m —
al(a"Hm =al-1m = dl.
2a.19: Piedpoklad déva k = | + ¢(n)m pro m € Z. Pak podle Eulerovy véty af = alte¢(m = gl(q#("))m =
l 1m o= al.
2a.20: a) a = 1000A +7r — a — r = 1000A a 8]1000, proto 8|(a —r) — a =r (mod 8).
b) 10 =1 (mod 3), proto a = > ap10* = > as - 1¥ = 3 ax (mod 3).
c) 10 =1 (mod 9), proto a = >_ ap10* =3 a; - 1¥ = Y ax (mod 9).

d) 10 = (=1) (mod 11), proto a = > ax10¥ = > ap - (=1)* =Y ag; — > agir1 (mod 11).

2b. Prostor Zn

Pri praci ve svété celych ¢isel modulo n miizeme c¢isla nahrazovat kongruentnimi zastupci. Pokud se domluvime,
7e kazdé cislo okamzité nahradime jeho zbytkem, tak bychom v zasadé ani nepotiebovali jina ¢isla nez 0, 1 az
n — 1. My jsme tedy ve vypoctech pracovali také s ¢isly jinymi, ale to je do znacné miry dano nasi pohodlnosti.
Napriklad ve svété modulo n = 5 jsme odvodili 3 -4 = 2 pomoci 3-4 = 12 = 2. To jsme ale délali jen proto, Ze
jsme chtéli vyuzit nasi znalosti malé nasobilky, misto abychom se naucili novou malou nasobilku pro svét modulo
5, kde je prosté 3 -4 = 2.

Ovsem pro po¢ita¢ neni problém se takové malé nasobilky (a sé¢itaci tabulky) nauéit, ¢imz vzniknou nové operace
s Cisly, které zde budeme znacit @ a . Pak si pocita¢ opravdu vystaci s omezenou mnozinou cisel, coz je pro
néj vyhodné, protoze stejné nedokaze obsahnout vsech nekonecné mnoho celjch cisel. Z pohledu teoretického tak
vznikne novy a zajimavy matematicky sveét.
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Definice.
Necht n € N. Symbolem Z,, zna¢ime mnozinu {0, 1,2, ... ,n—1} spolu s nasledujicimi operacemi:
Pro vsechna a,b € Z,, definujeme

a® b= (a+b) modn,

a®b= (a-b)modn.

Pro usnadnéni zapisu i zde prifadime nasobeni vyssi prioritu nez s¢itani, coz umozni vynechat nékteré zavorky.
Mnozinu éisel jsme naznagdili vyétem, coz je zde pro pohodli ¢tenare lepsi, ale korektni verze zni {a € Z; 0 < a < n}.
Pak je jasné, ze Z; = {0}, coz se mimochodem v praxi nepouzivé, protoze to neni uzitecné, spis je to takova
kuriozita. Naopak velmi uziteény pro pocitac¢ové védy je prostor Zs = {0, 1}.

Piiklad 2b.a: Necht n = 5. Pak Z5 = {0,1,2,3,4} a uz jsme vidéli, Zze v tomto svété plati 3 © 4 = 2. Méme
tam tfeba 1 @ 3 = 4 (coz nepfekvapuje), ale také 23 =0a3®4 = 2.

Vsimnéte si, ze piSeme rovnitka. Pfechody ke zbytkim pomoci kongruence jsou skryty ve znaceni pro operace,
takZe mame skute¢nou rovnost cisel v Z,,.

Chovéani operaci u koneénych mnozin se da dobfe zachytit tzv. ,Cay- @ |0|1(2(3|4 ®olol1]/2(3]4
leyho tabulkou“. Vpravo vidime tabulky pro operace ® a ® v Zs. olol1121314 olololololO
Ovérte si, ze se v tabulkdch vyznate, takze naptiklad umite v levé 1 ]1(2(3[4]|0 1]10]1)2|3]4
najit, ze 144 =0, a v pravé 2© 4 = 3. 212[3[4]0]1 210]2]4]1]3
Pokud bychom si tyto tabulky zapamatovali, tak uz pfi vypoétech 3 13[4|0]|1]2 310[3[1[4]|2
ve svété Zs opravdu nepotiebujeme Zadné jina &isla, zejména kdyz 4 |4[0]1]2]3 410]4]3|2]1

za chvili vyfesime otézku od¢itani, tieba 2 — 4.

Kdyz mame néasobeni, tak mame i mocninu. ProtozZe je znadeni a* univerzalni, neupozorni nas, jaké mocnina to

vlastné je. Proto je nutno si hlidat, v jakém svété zrovna umochujeme. Pro prostor Zs nemame 42 = 16 (coz by
ostatné ani neslo), ale 42 =4©®4 =1. Obdobné 2> = (202)©2=402= 3.
A

Operace v prostoru Z, jsou nové definovany, takze potfebujeme védét, jak funguji. V idedlnim pripadé by pro
né platila stejna pravidla jako pro bézné sc¢itani a nasobeni, takze bychom pfi pocitani v Z,, nemuseli piemyslet
jinak. Pokud se napfiklad podivame na s¢itaci a nasobici tabulku v prikladé 2b.a, tak si hned v§imneme, Ze jsou
symetrické, coz ukazuje na komutativitu. Také si vSimneme, Ze nula a jednicka funguji obvyklym zpisobem. Neni
to nahoda, ukdzeme, Ze operace v prostorech 7Z, spliiuji to, co zname u standardniho s¢itani a nasobeni.

Véta 2b.1.

Necht n € N. Pro vSechna a, b, ¢ € Z,, plati nasledujici:
(i)adb=bda (komutativita);
(i)ad(bdc)=(adb)dc (asociativita);

(ili) a®0=0®a=a (nulovy/neutrdlni prvek);

(iv) a©@b=b®a (komutativita);

(V) a®(boc)=(a®b) ®c (asociativita);
(vi)1®a=a®1l=a (jednotkovy prvek);

(Vi) 0©a=a®0=0;

(vili) a® (b®¢c) = (a®b)® (a®c) (distributivni zakon).

V dikazech se odvolame na definice operaci, coz nas zavede k pristupim znamym z dikazt o kongruenci.

Dukaz: (i): ProtoZe a+ b = b+ a, museji se rovnat i jejich zbytky, tedy a + b mod n = b+ a mod n, coz podle
definice znamend a ® b = b P a.

Obdobné se dokazuje ¢ast (iv).

(ii): Za¢neme nalevo. Vysledkem operace b @ c je éislo r € Z,, takové, Ze b+ ¢ = r + kn pro k € Z. Leva strana
dokazované rovnosti je nalezena jako zbytek ¢isla a +r=a+ (b+c—kn) =a+ b+ c — kn, coz je diky k € Z
podle véty 2a.1 totéz jako zbytek s nim kongruentniho ¢isla a + b + c.

Napravo: Vysledkem operace a @ b je Cislo s € Z,, takové, ze a + b = s + In pro | € Z. Prava strana je pak
nalezena jako zbytek ¢isla s + ¢ = (a+b—1In)+c=a+ b+ c—In, coz je ale totéz jako zbytek ¢isla a + b+ ¢
a tedy totéz jako leva strana.

Obdobné se dokazuje ¢ast (v).
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(iii): 0®a = (0 + a) mod n = a mod n = a, protoze a jakozto ¢islo z {0,1,... ,n — 1} je samo sobé zbytkem
modulo n. Vzorec pro a @ 0 se dokdze obdobné, popfipadé se pouzije (i).

Obdobné se dokazou ¢asti (vi) a (vii).
(viii): Nalevo: Vysledkem operace b @ c je ¢islo r € Z,, takové, ze b+ ¢ = r + kn pro k € Z. Leva strana je tedy
zbytek ¢isla ar = a(b+ ¢ — kn) = ab+ ac — akn, coz je diky ak € 7Z totéz jako zbytek s nim kongruentniho ¢isla
ab + ac.

Na pravé strané nejprve spocitdme a ©b =1 a a®c = s, kde ab =r + kn a ac = s+ In. Celkovy vysledek pak
najdeme jako zbytek ¢isla

r—+s=(ab—kn)+ (ac —In) = ab+ ac — (k+ )n,
coz je diky k + [ € Z stejné jako zbytek ¢isla ab + ac, tedy vyjde to stejné jako nalevo.
O
Zaveér je, ze pti upravach vyrazu v Z, postupujeme stejné jako u béznych operaci.

Protoze jsou prechody ke zbytktim a kongruence skryty v definicich operaci, v fadé situaci nabizi Z,, efektivnéjsi
zapis a diky pravé dokdzanym vlastnostem také pohodlnéjsi praci, viz tieba piiklad 2b.e. OvSsem v okamziku, kdy
néco dokazujeme (¢ pocitdme rukou), tak ndm naopak nucené prechody ke zbytktiim komplikuji situaci. Napfiklad
v Casti (viii) potfebujeme podle definice operaci dokazat

[a - ([b+ ¢] mod n)] mod n = [(ab) mod n + (ac) mod n] mod n.
V dtikazu vyse jsme se s tim vyporadali mimo jiné odkazem na fakt, Ze kongruentni ¢isla a vyrazy maji stejny
zbytek po déleni n. Souvislost mezi pocitanim v Z,, a kongruenci se vyplati prozkoumat.

Protoze prvky x,y € Z, jsou bézna c¢isla a porovnavaji se standardni rovnosti, plati pro né fakt 2a.6. Také ale
spliuji | — y| < n a tudiz je mozné aplikovat fakt 2a.4. Dostavame tak nasledujici tvrzeni.

Fakt 2b.2.
Necht n € N. Cisla z,y € Z, spliuji z = y pravé tehdy kdyz z = y (mod n).

Obdobné tvrzeni plati také v pripadé, kdy x,y jsou algebraické vyrazy, ale tam je to ponékud komplikovanéjsi.
Vyrazy z prostoru Z, pouzivaji vlastni operace, napiiklad x = 2® 3@ 1, takZe na né nelze nahlizet jako na vyrazy
z prostoru Z a aplikovat kongruenci, jak to délame v tvrzeni. Mizeme se ale dohodnout, Ze p#i prechodu od Z,
do Z budeme operace nahrazovat podle definice pfislusnymi operacemi, které uz davaji smysl v celych ¢islech (a
poskytuji stejnou hodnotu), v nasem ptikladé by to bylo x = ((2-3) mod n+ 1) mod n. V této interpretaci uz ma
fakt 2b.2 smysl a plati.

Je ale mozné zajit jesté dale. Vyraz, ktery vznikne pfepisem specialnich operaci, zahrnuje pfechody ke zbytktm
a je tedy prirozené jej vnimat jako vyraz ze svéta modulo n, kde je pfechod k zastupclim povolen. Je tam
také povoleno prejit k jinym zastupcim s tim, Ze hodnota vyrazu se sice zméni, ale zistane s puvodni hodnotou
kongruentni. Klicovym napadem je, ze jednou z povolenych moznosti je nepiechézet viibec, tedy ignorovat vsechny
pfrechody ke zbytkim v pivodnim vyrazu. Dostaneme tak vyraz v = 2 -3 + 1, ktery vznikl prostym nahrazenim
specidlnich operaci témi standardnimi a s puvodnim vyrazem souvisi kongruenci, tedy x = v (mod n). Tento
napad nabizi moznost provadét efektivné ruéni vypocty.

Ptiklad 2b.b: Hleddme vysledek vyrazu (9 ® 5 @ 21)? v prostoru Zos.
Nejprve predvedeme oficialni viypocet v Zogs.
9e5®21)? =(223021)? =20 =20020=9.
Coby pocita¢ bychom si jednotlivé vysledky operaci pamatovali, jako lidé bychom museli nejprve pocitat béznou
algebrou a vysledky hned nahrazovat zbytky.

Nyni se podivdme na alternativu: Namisto vyrazu (9 ® 5@ 21)? budeme pocitat vyraz (9-5+ 21)2. Vyhodnotime
jej a vime uz, Ze vysledna hodnota bude s tou ptivodni kongruentni. Protoze jsme od rovnosti presli ke kongruenci,
miizeme ji rovnou vyuzit také k usnadnéni vypoctu.

9e5®21)2=(9-5+21)2=45+21)2 = ((-1) + (-2))2 = (-3)2 =9 (mod 23).
Zjistili jsme, ze (9 © 5 @ 21)? = 9. Protoze jsou obé &isla ze Zos, podle faktu 2b.2 musi platit (9 © 5@ 21)2 = 9.

Poznamenejme, zZe abychom mohli tento posledni krok udélat, musime pfi kongruentnim vypoctu na zavér najit

vysledek z mnoziny {0,... ,n — 1}, coz ale neni problém.
A

Toto pfeneseni prace do svéta modulo lze realizovat také ve vyrazech s proménnymi, protoze vSechny argumenty
aplikované vyse jsou platné i pro né. Protoze jde o dillezité pozorovani, udélame na to poznamku.
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1 2b.3 Poznamka o vyrazech v Z, a kongruenci: Odvodili jsme nésledujici postup.
e Méjme vyraz x z prostoru Z,. Kdyz vSechny operace @, ® nahradime s¢itanim a nasobenim, dostaneme vjraz
v, ktery splituje z = v (mod n). Pokud jeho vypoctem ve svété modulo ziskdme hodnotu y, tedy v =y (mod n),
aplati 0 <y <n, pak x = y.

Souvislost ale funguje i naopak, protoze pravidla pro pocitani ve svété kongruence umoznuji prechody ke zbytktm
pridat vSude, kde jsou potfeba pro vznik specialnich operaci.
e Méjme alebraicky vyraz v, ktery je sestaven pomoci operaci s¢itani a nasobeni a ve kterém se vyskytuji pouze
¢isla z mnoziny {0,... ,n — 1} ¢ proménné s hodnotami tamtéz. Pokud séitani a nasobeni nahradime operacemi
@ a @, tak vznikne vyraz = z prostoru Z,, a plati z = v (mod n).

Spojenim téchto myslenek ziskdme pozorovani, které je velmi uzitecné v dikazech.
e Uvazujme vyrazy x,y v prostoru Z,, a algebraické vyrazy v, w, pfiCemz x a v se lisi pouze zdménou operaci &, ®
a +, -, stejné tak vyrazy y, w. Pak plati, ze x = y pravé tehdy, kdyz v = w (mod n).
Ukazme si, pro¢ tomu tak je. O vyrazech vime, ze diky sparovani spliiuji z = v (mod n) a y = w (mod n).
Pokud by platilo x = y, tak také x =y (mod n) a dostévame Fetizek
v=rx=y=w (modn).
Naopak pokud by platilo v = w, tak dostavame Fetizek
r=v=w=y (modn).
K rovnosti se pak dostaneme diky faktu 2b.2, protoze vyrazy x,y reprezentuji néjaké hodnoty ze Z,,.
Ukazme si, jak se to d& aplikovat na dikaz distributivniho zédkona (viii). Namisto rovnosti

a®bdc)=(ao0b)d(a®c)

staél dokazat a(b+ ¢) = ab+ ac (mod n), coz je pravda, protoze pro celd ¢isla mame dokonce pfimo rovnost.

JAN

Nyni se podivame na od¢itani. Z pohledu praktického by bylo uziteéné formélné zavést a © b = (a — b) mod
n a vytvofit tabulku pro od¢itani, coz je pro pocitac¢ legitimni volba, ale v teorii se preferuje pracovat pouze
s operacemi séitani a nasobeni. Ostatné véta 2b.1 ukazuje, pro¢ je mame radi, pfi pokusu o obdobnou vétu pro
odcitani a déleni by v ni to podstatné chybélo.

Jak jsme jiz zminili v sekci 2a, od¢itani se bere jako prijemnd zkratka pro pric¢itani opac¢ného prvku. Napiiklad
2 — 4 je symbol pro 2 + (—4), kde —4 je ¢islo opac¢né ke ¢tyfce. P¥i pokusu pfenést tuto myslenku do svéta Z,
ovSem naradzime na drobny problém, ze tam zapornd cisla neméame.

Abychom jej vyftesili, zamyslime se, co je to vlastné opacny prvek. Co maji spolecna ¢isla 4 a —47 To, Ze se
navzajem vynuluji, tedy 4 + (—4) = 0. Hledame tedy FeSeni rovnice 4 @ z = 0, jinak fe¢eno hleddme nulu v fadku
¢tytky ve scitaci tabulce pro Zs vyse. Nasli jsme x = 1.

Rovnou si vSimneme, Ze nulu najdeme v kazdém radku, tedy opac¢né cislo lze najit ke vSem prvktim Zs, coz je

Nez se ddme do forméalnich definic, poznamenejme, Ze modul je zde stale zdsadni. Pokud bychom chtéli pocitat
2 —4 v Zg, tak musime pouzit opaény prvek k 4 vzhledem k modulu 9, coz je evidentné jiné ¢islo nez ta 1 ze svéta
modulo 5.

Definice.

Necht n € N, necht a € Z,,. Rekneme, e b € Z, je opaéné é&islo ¢i opaény prvek k a v Z,,
jestlize a ®b=0v Z,.

Pak znacime b = (—a).

Protoze je @ komutativni, opa¢né ¢islo automaticky spliiuje nejen a @ (—a) = 0, ale také (—a) & a = 0.

Kdyz se na pozadavek a @ x = 0 podivame o¢ima modulo, viz poznamka 2b.3, tak dostaneme rovnici a +x = 0,
kterou splnime trividlné volbou x = —a. Aby ale byla platnd pro prostor Z,, musime namisto —a vzit zbytek
po déleni neboli najit vhodného kongruentniho zastupce. Vyzkousime to.

Priklad 2b.c: Radi bychom v prostoru Zs odecetli étyfku od dvojky, tedy spocitali 2 @ (—4). Oznac¢me jako x
opacné ¢islo k ¢islu 4 v Zs, je to feseni rovnice 4 @ x = 0. Z tabulky jsme nasli, ze x = 1 vyhovuje.

Podivejme se na alternativni piistup pfes kongruenci naznaceny pred piikladem. Evidentné 4 + (—4) = 0,
prechodem k lepsimu zastupci —4 +5 = 1 dostdvame 4+ 1 =0 a tedy « = 1 je kandidat na opacné cislo k ¢islu 4
v Zs. Souhlasi to.
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Odecteme: 2@ (—4) = 2@ 1 = 3. Dava to smysl? Vysledek rozdilu 2 —4 = r by mél spliiovat r +4 = 2. Kontrola:
3@ 4 =2, to souhlasi.
A

Vime tedy, ze opac¢né ¢islo k ¢islu a € Z,, hledame nalezenim lepsiho zastupce ¢isla —a. Vypada to, ze jej ziskame
pri¢tenim n, ale je tu jedna vyjimka.

!| Fakt 2b.4.

Necht n € N.

(i) (~0) = 0.

(ii) Jestlize a € Z,, a a # 0, pak (—a) = —a + n.

Dikaz je snadny, nechame jej jako cviceni 2b.3. Tento fakt mimo jiné potvrzuje, ze kazdé a € Z, ma k sobé
opacné ¢islo. Mohlo by jich byt vic?

! vata 2b.5.

Necht n € N. Pak mé kazdé a € Z,, pravé jeden opacny prvek.

S Rozbor: Jednoznac¢nost se standardné ukazuje nésledovné: Predpokladdme, ze mame dva kandidaty na dotycny
objekt, a ukazeme, ze je vlastné jeden.

Dukaz (poucny): Dény n € N, a € Z,. Pfedpokladejme, Ze by,bs jsou opacné prvky k a, tedy mimo jiné
a®b; =0 aby®a=0. Pomoci pravidel z véty 2b.1 proto
by =by®0=0by D (a® b)) = (b Da)®by =0Db; = b.
Plati tedy b1 = bs.
a

Zajimavé je, ze jsme v dikazu nikde nepracovali s tim, jak se vlastné v Z,, s¢ita, stacily odvolavky na pravidla.
To ukazuje, Ze opacny prvek bude jednoznacny u kazdé operace, kterd splinuje dotyéna pravidla. Takto obecné se
operace studuji v oboru zvaném algebra, viz kapitola 19.

Pojem opac¢ného prvku spliuje pravidla, na kterd jsme zvykli.

Fakt 2b.6.

Necht n € N, a,b € Z,,. Plati:
(i) —(—a) = a.

(i) —(a ®b) = (—a) & (D).

S Rozbor: Ukazeme, Ze navrzena ¢isla splnuji pozadavky. V téchto vzorcich se nejedné o néjaké roznasobeni minus
jednickou, protoze ta v Z,, neexistuje. Musime pti diikazu pracovat s pojmem opac¢ného prvku.
Dukaz (pou¢ny): Necht n € N, a,b € Z,,.
(i): Opacné ¢islo (—a) k a € Z,, spliuje a @ (—a) = 0. Diky (i) z véty 2b.1 také (—a) @ a = 0, tedy a spliuje
pozadavky na opac¢né ¢islo k (—a).
(ii): Uvazujme vyraz (a & b) & ((—a) & (—b)). Opakovanou aplikaci asociativniho a komutativniho zékona,
predpokladu a dalsich pravidel odvodime nésledujici:
(@®b)® ((—a) @ (=) = (0B a) & ((—a) & (=) =b® (@& ((—a) & (D)) =b& ((a ® (—a)) & (-D))
=bd (0 (=b)=0bd(-b) =0.
Takze (—a) @ (—b) spliiuje pozadavky na opacné ¢islo k a @ b.

Rovnéz déleni budeme realizovat pomoci nasobeni inverznim ¢islem, ostatné jsme to jiz udélali v sekci 2a.

! | Definice.

Necht n € N, uvazujme a € Z,.

Rekneme, Ze b € Z,, je inverzni é&islo ¢ inverzni prvek k a v Z,, jestlize a © b =1 v Z,,.
Pokud takovyto prvek b existuje, pak jej zna¢ime b = a~! a fekneme, Ze a je invertibilni
(invertible) v Z,.
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Pohledem do tabulky nasobeni v piikladé 2b.a odhalime, Ze v tomto prostoru je 27! = 3 a 37! = 2. Také

471 = 4. My jsme zvykli, ze 171 =1 a (—1)~! = —1, ale tady mame dalsi &islo, které je inverzni samo sobé. Neni
to zase tak prekvapivé, protoze ve svété modulo je 4 = —1 (mod 5). Obecnéji viz cviceni 2b.6. OvSem stéva se

to i pro ¢isla, kterd nejsou zastupci éisel 1 nebo —1, naptiklad 5~! = 5 v Z15. Poznamenejme, Ze to sice vypada
zajimavé, ale néjaké vyznamné dopady na chovani téchto ¢isel to nema.

Diky poznamce 2b.3 mame spojeni mezi rovnostmi v Z,, a kongruenci modulo n. To ndm umozni pfenést poznatky
o inverznim ¢islu modulo do nového jazyka.

!| vita 2b.7.
Necht n € N, a € Z,. Inverzni prvek a~=! v Z, existuje pravé tehdy, kdyz ged(a,n) = 1.
Pokud existuje, tak je tento prvek jediny.

Dtikaz: 1) =: Pokud b = a~! existuje, tak splituje a ©b = 1 a tedy také ab =1 (mod n). Proto je b inverzni
¢islo modulo n k a a jeho existence podle véty 2a.12 implikuje ged(a,n) = 1.
2) <=: Necht gcd(a,n) = 1. Pak podle véty 2a.12 existuje = € Z spliiujici az = 1 (mod n). Zvolme b = x mod n.
Pak také b splituje a - b =1 (mod n) a diky a,b,1 € Z, platiia ©b=1v Z,, tedy b = a L.
3) Jednoznac¢nost: Necht z,y € Z, spliuji z = a=! a y = a~!. Pak jsou to inverzni ¢isla k @ modulo n, tudiz
podle véty 2a.14 plati z = y (mod n) a proto podle faktu 2b.2 plati x = y.

O

V kapitole uvidime, Ze jednozna¢nost inverzniho prvku ve skutecnosti plyne z obecnéjsich zékonitosti (viz
fakt 19b.2). Pokrocilejsi matematické knihy jsou psany tak, Ze se nejprve udéla co nejobecnéjsi teorie, pak se
prechazi na specialnéjsi oblasti a spousta tvrzeni se rovnou zdédi z obecné platnych principd. V takto napsané
knize o diskrétni matematice by pfisla kapitola 19 diive nez tato, takze bychom si mohli ¢ast prace usettit. My

vvvvvv

Urcité to neni na skodu.

Dikaz také ukézal, jak se inverzni ¢isla v Z,, hledaji.

S Algoritmus 2b.8.

pro nalezeni inverzniho prvku k a v Z,.

0. Jestlize snadno vidime, ze ged(a,n) > 1, tak inverzni prvek k a v Z, neexistuje.
Jinak naptiklad pomoci rozsifeného Euklidova algoritmu najdeme ged(a,n) = Aa + Bn.
1. Jestlize ged(a,n) > 1, pak inverzni prvek k a v Z,, neexistuje.

2. Jestlize ged(a,n) = 1, pak v Z,, madme a~! = A mod n.

JAN

Piiklad 2b.d: Najdeme opacny prvek a inverzni prvek k a = 36 v Z175.

Opacny prvek: (—36) v Zy75 je —36 + 175 = 139.

Inverzni prvek: Hledame x spliujici 362 = 1 v Zq75 neboli 362 = 1 (mod 175) neboli = takové, aby pro néjaké
m € Z bylo 36x 4+ 175m = 1. To nés inspiruje k nalezeni Bezoutovy identity.

175 1 0 Dostavame gecd(175,36) = 1 = 7 - 175 + (—34) - 36. KdyZ se na obé strany Bezoutovy
36 0 1 | rovnosti podivime modulo 175, dostavame 36 - (—=34) + 0 -7 = 1, tedy 36 - (=34) = 1
31 1 —4 (mod 175). Cislo —36 je proto inverznim é&islem k 36 modulo 175. Piechodem k zastupci

51 —1 5 | ze Zirs ziskdme odpovéd.
le| T7e| —34e|  Zavér: 36 je v Zi7s invertibilni a 3671 = —36 + 175 = 141.
0 Zkouska: 36 - 141 = 5076 = 1 (mod 175), nebot 5076 = 29 - 175 + 1.

Nalezeni inverzniho ¢isla lze zefektivnit tim, Ze bychom v tabulce méli jen druhy pomocny sloupec a pamatovali
si, ze vysledek ziskdme nalezenim vhodného zastupce k ¢islu —34 v ,,jednickovém® fadku. Opét je na Ctenarfi, jestli
si chce pamatovat myslenku nebo mechanicky postup (nejlépe oboji).

A

S Algoritmus 2b.9.

pro nalezeni inverzniho prvku k a v Z,, Euklidovym algoritmem.

0. Jestlize snadno vidime, ze gcd(a,n) > 1, tak inverzni prvek k a v Z,, neexistuje.

Jinak sestavime tabulku se dvéma sloupci: Do levého sloupce dame ¢isla n a a, do pomocného sloupce dame cisla
0 a 1. Aplikujeme Euklidiv algoritmus.

1. Jestlize ged(a,n) > 1, pak inverzni ¢islo k a v Z,, neexistuje.
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2. Jestlize ged(a,n) = 1, najdeme ¢islo v pomocném sloupci v fddku s jednickou nalevo. Pak a=! = x mod n.
JAN
Inverzni cisla ve svété Z, maji obvyklé vlastnosti.
Fakt 2b.10.
Necht n € N, a,b € Z,. Plati:
(i) Jestlize je a invertibilni, tak je také a~! invertibilni a plati (a=!)~! = a.
(i) Jestlize jsou a,b invertibilni, tak je také a ® b invertibiln{ a plati (a ®b)™1 =b"1 ©a™?!
(iii) Jestlize je a invertibilni, tak je také (—a) invertibilni a plati (—a)~! = (—a™1).
Dtikazy jsou podobné jako u obdobného tvrzeni pro opacna ¢isla a nechavame je jako cviceni 2b.5.
I v prostoru Z,, je potfeba umét pocitat efektivné mocniny neboli opakované nasobeni jako a® = (a ® a) ® a

Véta 2b.11.

(mald Fermatova véta)

Necht n € N je prvocislo a a € Z,, je nesoudélné s n.

(i) Plati a"~1 = 1.

(ii) Jestlize k,l € N spliuji k = (mod n — 1), pak a* = a'.

Platnost vyplyvéa z klasické malé Fermatovy véty a cviceni 2a.18 pfenosem konguence na rovnost v Z, podle
poznamky 2b.3.

Jsou situace, kde je prostfedi prostoru Z,, prirozené.

Priklad 2b.e: Vratime se k prikladu 2a.j. K Sifrovani a deSifrovani jsme tam pouzivali zobrazeni, jejichz vzorce

zahrnovaly predchod ke zbytkim. Je tedy pfirozené fesit toto v prostoru Zsg, kde se zbytky schovaji ve znaceni.
K sifrovani posunem pouzijeme zobrazeni T'(m) = m @ e pro zvolenou Sifrovaci konstantu e € Z,,. Tvrdime, ze

desifrovani provede zobrazeni T~ !(c) = ¢ @ d, kde d = (—e). Diikaz provedeme pomoci pravidel z véty 2b.1.

T HT(m)=(moe)dd=md(edd) =m&0=m
Postupné jsme aplikovali asociativni zakon (pFemisténi zavorky), existenci opa¢ného prvku a pravidlo o nule.

K sifrovani nasobenim pouzijeme zobrazeni T'(m) = e ® m, tentokrate potfebujeme, aby gcd(e, n) = 1. Tvrdime,

7e degifrovani provede zobrazeni T~ !(c) = d ® ¢, kde d = e~ 1. Diikaz:

T HT(m))=do(e@m)=(doe)Om=10m=m.
Dukazy spravnosti byly vyrazné snazsi, nez kdyz jsme toto FeSili v jazyce kongruenci. VSechnu praci jsme totiz
odvedli v dikazu véty o vlastnostech operaci.

Jednoduchd mocninové Sifra se definuje pro prvocislo n a je dédna zobrazenim T'(m) = m¢. Tentokrate uz
nevyzadujeme e € Z,, ale chceme, aby e € N bylo nesoudé€lné s n — 1. Pak existuje d € N plnuJ1c1 ed =1
(mod n — 1). Diky (ii) véty 2b.11 dokazeme, Ze zobrazeni T~!(c) = c? desfruje:

T (T(m)) = ol — !

I zde byly zapis a vypocty znatelné elegantnéjsi nez pii praci s kongruenci. Bohuzel pro RSA uz dtkaz spravnosti
desifrovaci funkce tak jednoduse nepiijde, protoze jsme nevybudovali potfebné nastroje spojujici Z, a Z,.

A

Pravidla z véty 2b.1 pouzivame v bézné matematické praci bézné a Casto si to ani neuvédomujeme. Zviditelnime
to pii pokusu o feseni jednoduché rovnice.

(m9)4 =m =m.

Priklad 2b.f: UvaZujme rovnici 50z @1 = 4 v Zg. Napodobime postup, kterym bychom fesili rovnici 5z+1 =4
v oboru realnych d¢isel.

Nejprve bychom od obou stran odecetli jednic¢ku, coz zde nahradime p¥i¢tenim (zprava) Gozal)®T= 7
opacného ¢isla (—1) = 7. P¥i bézné préci bychom na levé strané prosté napsali 5x+1+7 Goz)®(le )
¢i rovnou 5 + 8, ale ve skutecnosti je potieba nejprve presunout zavorku asociativnim 5oz)e0=23
pravidlem a pak vyuzit vlastnosti opa¢ného prvku a nuly. 50z =23

8 Ted bychom radi rovnici délili pétkou, coz napodobime tak, ze rovnici vy- 5« boz)=503
5 nasobime (zleva) ¢islem 5. Pomoci Euklidova algoritmu zjistime, ze —3 = 5 o5 Oz="T

3 | —1 | jeinverzni éslo k 5 modulo 8, tedy v Zg je 5! = 5. Rovnici timto &islem vy- 10z="7

2 nasobime zleva, opét musime byt opatrni a dojde na asociativitu, tentokrate , _ 7

le| —3e| ndsobeni.

0 Nasli jsme feSeni, udélejte si zkousku (ja jsem si ji udélal).
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Tento postup bohuzel neni univerzalni. Uvazujme rovnici 6x + 1 = 3 v Zg. Tato rovnice mé feseni, dokonce dvé
(x =3 ax =17), ale timto postupem je nenajdeme, protoze gcd(6,8) = 2 > 1 a tedy neexistuje 6~1. Standardni
postup feseni takovychto rovnic je tedy odlisny, viz kapitola 3.

Kdyz uz nékdy chceme takto s rovnicemi pracovat, tak bychom ocenili pravidla pro rozsirovani a kraceni, ktera
by nam usetfila ty technické komplikace. Nechdme je jako cviceni 2b.8. U pravidel pro kraceni existuje zajimavé
odvozeni, kterd vyuziva dokazand pravidla pro operace. Jako napovédu ukazeme dtikaz toho, ze kdyz cOx =cOy
v Zn a ged(e,n) = 1, pak x = y.

r=10z=(c'0c0r=cto(coO)
=clo(coy =(cloroy=10y=y.
A

Tento priklad pfipomnél, jak uzite¢né je mit co nejvice invertibilnich ¢isel. To nés znovu privadi k prvociselnym
modultim.

! | Fakt 2b.12.
Je-li p prvoéislo, pak jsou vSechna a € Z, \ {0} invertibilni.

Duikaz (poucny): Necht p je prvocislo, a € Z,,, a # 0. Podle faktu 1b.20 jsou dvé moznosti: Bud p déli a nebo
ged(a,p) = 1.
OvSem a # 0 znamena, ze by p|a davalo (véta 1a.23) p < a, coz pro a € Z, neni mozné. Musi tedy nastat
ged(a, p) =1 a proto je a invertibilni v Z,.
O

Pro prvocislo p se tedy prostor Z, chova jako realna cisla, kde mizeme délit vSemi ¢isly kromé nuly. Mtzeme si
v prikladu 2b.a vSimnout, Ze v tabulce pro nasobeni je v kazdém radku jednicka a tudiz pro dané ¢islo existuje
¢islo inverzni.
— Z abstraktniho pohledu (viz kapitola 19) ted muzeme fict, ze (Z,,®,0) je komutativni grupa a (Z,,®, 1) je
+komutativni monoid, (Z,,®,®) je pak komutativni okruh. Pokud je n prvoéislo, pak (Z,,®,®) je téleso.

Pokud modul n neni prvocislo, tak nékteré prvky Z,, nejsou invertibilni. To komplikuje déleni, ale ve skutec¢nosti
to mé fadu dalsich dopadii na to, co se v takovém prostoru déje. Podivame se na priklad.

Piiklad 2b.g: Podivame se na nasobeni v Zy4.

©l0(11213(4|5|6|7]8|9(10|11|12|13 Vidime, Ze mame invertibilni prvky 1, kde 17! = 1,
ololololololololololololololo dale 371 =5 (kontrola: 3 -5 = 15, modulo 14 to dava
1lol1l2131a2a(51617/81910/11]12[13] opravdul5—14 =1),dale5 ! = 3,9~ = 11 (kontrola:
olol21 41618 l10/12/01 21268 10[12] 9-11=99, modulo 14 to dava opravdu 99—7-14 = 1),
3lol3l 61912/ 1]47/10/13] 2158 [11| dale 117! = 9 a nakonec 137! = 13.

410l 48 [12] 2 w0lolals 12216 10 V tabulce vidime jednu zvlastnost. V prvnim fadku
510/ 5 10116 1112171121 31811314 9| @ sloupci samoziejmé nuly ocekdvame, ale my je vi-
6106122110l 2181016 1212110/ 218 dime i jinde. Napfiklad 4 ® 7 = 0. Nejsme zvykli, aby
“lol7lol 7ol 7lol7lol 710l 7 07| se nenulova ¢isla nasobila na nulu. Takovymto ¢islim
slolsTali0l a2l 6lolgs 2 10412161 SV algebfe (tedy teorii zabyvajici se operacemi) ¥ika
oloT9o 211383 12l7 211116 111005 ,délitelé nuly“, coz neni zrovna $tastny ndzev vzhledem
oo 622 s 200 612 12 84 k tomu, ze nulu d€li kazdé celé cislo, ale je to tradice.
a0l s (52 131017 21 12/ 963 Mizete si v tabulce vSimnout, Ze nenulové cislo je
Llolliol s e a2 o2l 0Ts 6412 VZfivy b/ud’ invertibilni nebo délitel nuly. Udélame z toho
13[013[12[10[10/ 98 (7|6 |5 a3 2 1| Ve

Ptitomnost délitelti nuly mé zasadni dopady na to, jak funguji viypocty. V bézném matematickém pocitani mame
velmi radi rovnice, kdy je na jedné strané nula a na druhé soucin. Napiiklad z rovnice 0 = (z — 1)(x + 2) rovnou

vidime Teseni, z = 1 nebo z = —2. OvSem pokud by to byla rovnice v Z14, tak se také nabizi fada dal$ich moZnosti,
tteba x —1 =4, x + 2 = 7 neboli z = 5. To je velmi nepfijemné.
A
Cviceni

Cviéeni 2b.1 (rutinni): Pro dani n a a najdéte opaény prvek (—a) a inverzni prvek a~! v prostoru Z,.
a) n =35, a=12; c) n =42, a = 25;
b) n = 36, a = 15; d) n =146, a = 75.
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Cviceni 2b.2 (rutinni): Spocitejte nasledujici vyrazy v daném Z,,. Nejprve prevedte od¢itani na séitdni s opac-
nymi prvky.

a) (7T+8)16 -1, n=13; c) (31-4—1)192 n = 20;

b) (11-27 — 14)16 n = 23; d) (30 +31)'08 — 2, n = 53.

Pokud ¢tenar neni pocitac, tak by mohl preferovat alternativni postup z prikladu 2b.b.

Cviceni 2b.3 (rutinni): Necht n € N. Dokazte, Ze pro a € Z,, a # 0 plati (—a) =n — a.
(Viz fakt 2b.4.)

Cvi€eni 2b.4 (pou¢né): Necht n € N. Dokazte, ze pro a,b € Z, plati nasledujici: (—a©b) = a® (=b) = (—a) ®b.
Napovéda: Oznacdime-li z = (—a ® b), tak ma tento prvek néco spliovat. Sta¢i ovéfit, ze to dalsi dva kandidati
délaji.

Cviceni 2b.5 (rutinni, pouc¢né): Necht n € N, a,b € Z. Dokazte nasledujici:

a) Jestlize je a invertibilni, tak je také a~! invertibilni a plati (a=!)~! = a.

b) Jestlize jsou a, b invertibilni, tak je také a ® b invertibilni a plati (a © b))~ =b"t ©a™ L.

c) Jestlize je a invertibilni, tak je také (—a) invertibilni a plati (—a)~! = —a~!.

Napovéda: Oveérte, ze kandidati délaji, co maji, viz cviceni 2b.4.

Cviceni 2b.6: Dokaite, %e pro kazdé n € N, n > 1 plati (n — 1)~ = (n — 1) v Z,.

Cviceni 2b.7 (pou¢né): Necht n € N. Dokazte, ze pro kazdé a € Z, \ {0} plati, ze bud je a invertibilni, nebo je
to délitel nuly, tedy existuje b € Z,, \ {0} takové, ze a © b = 0.

Cviceni 2b.8 (poucné): Necht n € N, z,y, ¢ € Z,,. Dokazte nasledujici pravidla pro praci s rovnicemi.
a) Jestlize x =y, pak c@c=yPcacOr=cOy.

b) Jestlize x @ c =y @ ¢, pak x = y.

c) Jestlize cOx = cO®y a ged(e,n) =1, pak . = y.

Reseni:
2b.1:
a) (—a) = —12 4 35 = 23, b) (—a) = —15+ 36 = 21,
35 1 0 | nebo | 35 0 36 1 0
12 0 1 12 1 15 0 1
11 1] -2 —-11 -3 6 1] -2
le| —1le e le 3e 3e| —2e He
0 0 0
1271 =3 v Z35. ged(15,36) > 1 tedy 1571 v Zsg neex.
c) (—a) = —25+42 =17, d) (—a) = =75+ 146 = 71,
42 1 0 | nebo | 42 0 146 1 0 | nebo | 146 0
25 0 1 25 1 75 0 1 75 1
17 1] -1 -8 | -2 71 1 —1 —4 —2
8 | —1 2 le| —5e 4 —1 2 -1 ] =37
le 3e| —bHe 0 3 18 | —35 le 37e
0 le| —19e 37e 0
2571 = —5mod 42 = 37 v Zus. 0
75_1 =37v Z146-
2b.2:

a) (TB8) 6@ (—1) = (7+8)146 112 = 15146 112 = 2146 1 19 = 91212+2 19 — (212)12.92 1 19 BE 1124119 — 16 = 3

(mod 13). Vypocet je platny, protoze 13 je prvocislo a ged(2,13) = 1.

Pii vipoctu v Zy3 bychom psali (768)M6 g (—1) = 2146 12 = 212124212 = (212)12022 612 25 112046512 =
4312 =3.

b) (11 04 (_14))116 = (11 4+ 9)116 — 53116 = 7116 — 722~5+6 — (722)5 . 76 mEF 15 . 76 — 76 — (72)3 — 493 =
3% =27 =4 (mod 23).

Vypocet je platny, protoze 23 je prvoéislo a ged(7,23) = 1.

c) (3104 (—1)12 = (31-4+19)192 = (11 -4 + 19)19% = (44 + 19)192 = (4 + 19)19%2 = 23192 = 3192 (mod 20).
Nelze pouzit malého fermata (20 neni prvoéiso). TFi moznosti.

Redukce mocniny: 3192 = 3364 = (33)64 = 2764 = 764 — (72)32 = 932 = (92)16 = 116 = 1 (mod 20).

Chytré mocnéni: 32 =9,3* =92 =81=1,32=12=1atd., 3192 =328 .34 =1.1 =1 (mod 20).
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Euler: ¢(20) = (22 -5) =20(1 — §)(1 — &) = 8, dale ged(3,20) = 1, proto
3192 38 24 __ (38)24 124 =1 (mod 20)

d) (30 @ 31)198 @ (—-2) = (30 + 31)198 + 51 = 616 4 51 = 8108 4 51 = 2522+4 1 51 = (852)2.8* 4 51
12 (8%)2 +51 =642 + 51 = 112 4+ 51 = 121 + 51 = 13 (mod 53).
Vypocet je platny, protoze 53 je prvocislo a ged(8,53) = 1.
2b.3:0<n—-a<n-—1,proton—a€Z,. Platia® (n —a) = (a+ (n —a)) mod n = n mod n = 0.
2b.4: z = (—a®b) musi splilovat (a®b) ®x = 0. Otestujeme z = (—a) ©b: (a®b)® ((—a) ©b) = (a®(—a))Ob=
0®b=0. Otestujeme z =a ® (—b): (a®Ob) B (a® (-b)=a® (bd (-b) =a®0=0.
2b.5:a)atGa=a0a =1 — (a_l)_1 =a.
b) (aob)obtoa)=(eca)o®obH=101 — (aob)t=b1toat

c) Zde je tfeba nejprve piejit k vypoctu modulo. (—a) - ( ) =a-a ! =1 (mod n), také a,a™! € Z,, proto
dle faktu 2b.2 (—a) ® (—a~ ') =1l atedy (—a) ' =(—a ') vZ
2b.6: (n—1)2=n?-2n+1=1+n(n—2)an—2¢€Z, tedy (n—l) =1 (mod n).
2b.7: Pokud je a invertibilni, méme hotovo. Jinak ged(a,n) = d > 1, tedy a = dk pro néjaké k € N an = db
pro b € N. Tvrdime, Ze b funguje. Z rovnosti n = db a d > 1 mame b < n, také b # 0, tedy b € Z,. Dale
ab = dkb = k(db) = kn a k € Z, proto ab=0 (mod n), tedy a ® b = 0.
2b.8: a) x = y znamenad, ze dana Cisla ¢i hodnoty dané vyrazy z,y jsou totozné, takze v algebraickych vyrazech
1ze jedno nahradit druhym. To mimo jiné plati i pro vyrazy x @ ca c® z.
b) Pfedp. x@c=y®c. Pakx =280 =2®(cd(—¢)) = (zBc)B(—c) = (y®c)®(—c) = yB(c®(—¢) =yd0 =1y.
c¢) Viz poznamka v piikladé 2b.f.

mF

2c. Prostor zbytkovych trid Zp

Prostor Z,, jsme zavedli zpusobem, ktery je intuitivni, ale matematici ¢asto preferuji abstraktnéjsi pristup. Ten
je zalozen na zbytkovych t¥idach, proto je uvedeme oficialné.

! Definice.

Necht n € N. Pro a € Z definujeme zbytkovou t¥idu ¢isla a (modulo n) jako
[al, ={b; a=b (modn)}={a+kn; k€Z}.

Dokazeme klicovou vlastnost zbytkovych tiid.

Fakt 2c.1.
Necht n € N. Pro a,b € Z plati: [a],, = [b],, pravé tehdy, kdyz a = b (mod n),

Dukaz: pouény 1) =>: Predpoklad: [a],, = [b],,. Protoze b = b (mod n) (véta 2a.5), je b € [b],, = [a],. Podle

definice [a],, tedy a = b (mod n).

2) <=: Pfedpoklad a = b (mod n) Uvazujme néjaké ¢ € [a},,. Pak a = ¢ (mod n). Podle predpokladu a véty 2a.5

pak b = a (mod n). Mame tedy b = a = ¢ a tatdz véta davad b = ¢ (mod n) a tedy ¢ € [b],,. Proto [a],, C [b],.
Obdobné ukazeme, ze [b],, C [a],, a mame rovnost mnozin.

O

Dalsi vlastnosti jsme vidéli v poznamce 2a.3. Obecnéjsi pohled na vznik zbytkovych t¥id prijde v kapitole 5.

Nyni se vratime k tomu, jak jsme pocitali v sekci 2a, a podivame se na to novym pohledem. Napiiklad nasobeni
spojuje urcitym zpusobem ¢isla a vytvori nové, tieba 3 -4 = 12. OvSem ve svété modulo n je mozné ¢isla 3 a 4
a také vysledek 12 nahradit kongruentnimi zastupci dle libosti. Vlastné jsme tak nespojovali konkrétni ¢isla, ale
jejich kongruentni skupiny neboli zbytkové tiidy. Da se fict, ze jsme vytvorili operaci nasobeni pro ttidy, ktera
dala (3], - [4], = [12],.

P1i tomto novém pohledu tak s¢itdme a nasobime nikoliv ¢isla, ale mnoziny, pracujeme tedy s nimi jako celky
namisto s jednotlivymi ¢isly. Vznika tak nova matematicka struktura.

! | Definice.
Necht n € N. Symbolem Z,, zna¢ime mnozinu {[a],; a € Z} spolu s nasledujicimi operacemi:

Pro vSechna [a],, [b],, € Z,, definujeme
[a]ln @ [b]n = [a + B]n,
[a]n © [bln = [a - D],
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Tato definice potfebuje vyjasnit. Za prvé, do Z,, vkladame nekone¢né mnoho zbytkovych t¥id. Ve skutecnosti ale
vétsina z nich souhlasi, coz znamena, Ze se tam objevi jen jako jeden prvek mnoziny. Vime uz, ze ve skutecnosti
existuje jen n rtznych zbytkovych t¥id, takze jsme mohli napsat napfiklad toto:

Zn = {[Un, 2, -, [nln}-

Protoze n = 0 (mod n), mohli jsme namisto [n],, napsat [0],,. To je jedna z vyhod tohoto pfistupu, mame svobodu
vybirat zastupce.

Ovsem tim hlavnim problémem je definice operaci. Kdyz jsme tam napsali [a],, ®[b],, tak jsme definovali vysledek
s¢itani pro dvé konkrétni t¥idy [a], a [b], se zéstupci a,b. My ovSem vime, Ze stejné t¥idy lze ziskat pomoci jinych
zastupc, tieba [u], a [v],. V definici se ale pro tyto dvé t¥idy definuje s¢itani znovu, protoze jde formalné o jiné
tfidy (jini zastupci). Napiiklad pro n = 2 se soucet zbytkovych t¥id {2k; k € Z} a {1 + 2k; k € Z} definuje
v podobé [0]2 @ [1]2, ale také tieba [—6]y @ [13]2. Dostavame vysledky [1]2 a [7]2, coz je ale zase redlné totéz.
Nicméné to byl jen jeden priklad, jak je to obecné?

Bylo by velmi nemilé, kdyby se stalo, ze by pro realné stejné ale formalné rtizné situace definice nabidla rozdilné
vysledky, to by pak byla takzvané nekonzistentni a slo by o logickou chybu, kterou neni mozné pfipustit. Je tedy
potieba se ujistit, ze k tomu nedochézi a operace jsou definovany korektné.

Véta 2c.2.
Necht n € N. Uvazujme a, b, u,v € Z takové, ze [a],, = [u], a [b], = [v],. Pak [a+b], = [u+v],
ala-bl, =[u-v,.

Dukaz (rutinni): Podle faktu 2c.1 [a],, = [u],, znamend a = u (mod n), podobné pro b a v, pak ndm Véta 2a.7
dévd a +b=wu+v (mod n) neboli [a + b, = [u + v],.
Dikaz pro soucin je obdobny.

Takze uz vime, ze definice je korektni, a mizeme bez obav pocitat.

! Piiklad 2c.a: Napiiklad v Zs mame [3]5 © [4]5 = [3 - 4]5 = [12]5. Komu se nelibi tento zastupce, mize udélat
tieba [3]5 © [4]5 = [12]5 = [2]5 = [-3]5 = [127]5 =

Nebo tieba v Zi3 je [8]13 @ [5]13 = [13]13 = [0]13, tohle mimochodem ukazuje, ze (—[8]13) = [5]13-

A

Pro pokrodilejsi pocitani se hodi védeét, Ze tyto nové operace splituji obvykla pravidla. Obdobné jako v predchozi
sekci je to pravda.

Véta 2c.3.
Necht n € N. Pak v8echna [a],,, [b], [c]n € Z,, plati nasledujici:
(i) [a]n D [b]n = [b]n S5 [a]n§

(i) [aln @ ([b]n @ [c]n) = ([aln @ [b]5) @ [c]n;

(ii) [a]n @ [0]n = [0], @ [a]n = [a]n;

(iv) laln © [0 = [b]n © [a]n;

(v) laln © ([b]n © [c]n) = ([a]n © [b]n) © [c]n;

(vi) [1]n @ la]n = [a]n © [1]5 = [a]n;

(vii) [0], © [a]n = [a]n © [0]n = [0]4;

(viii) [aln © ([0]n @ [c]n) = ([aln © [b]5) @ ([a]n © [c]n).

Dukaz (pouény): VSechny vlastnosti plati pro operace na Z a diky chytré definice operaci pro t¥idy se pfenesou
na operace @ a ©. Ukdzeme to pro komutativitu neboli (i): [a], & [b], = [a + b], = [b+ al, = [b]», & [a],. Jen

ez

mirné komplikovanéjsi je tfeba (viii):

[a]n © ([b]n & [c]n) = laln © [0+ c|n = [a(b+ )] = lab + ac]yn = [ab] @ [ac]n = ([a]n © [b]n) & ([a]n © [c]n)-
Dalsi dukazy viz cviceni 2c.1.
Dalsi dvé operace fesime stejnym pristupem jako v sekci 2b.
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Definice.

Necht n € N, nechf [a],, € Z,,.

Rekneme, Ze [b],, € Z,, je opaény prvek k [a],,, znaceno [b],, = (—[al,), jestlize [a], B [b],, = [0],..
Rekneme, 7e [b],, € Z, je inverzni prvek k [a],,, znaceno [b], = [a], ", jestlize [a], OB = [1]n.

Podle definice sé¢itani je podminka [a],, & [b], = [0],, totéz co [a + b],, = [0],, coz diky faktu 2c.1 je totéz jako
a+b=0 (mod n). Neboli [b],, je opacné ¢islo k [a],, pfesné tehdy, kdyz b je opa¢né ¢islo k a modulo n. Obdobné
[b], je inverzni ¢islo k [a],, presné tedy, kdyz b je inverzni ¢islo k a modulo n.

Poznatky o opacnych a inverznich c¢islech vcéetné postupu jejich ziskdni se tedy piimo pfevezmou z vypocti
modulo.

Jak si ¢tendr jisté vSiml, prostor Z,, je ted zaveden dvakrat, jednou jako oby¢ejna mnozina ¢isel {0,1,... ,n—1}
se specidlnimi operacemi a podruhé jako mnozina zbytkovych tiid se specialnimi operacemi. Mozna také ¢tenate
napadlo, Ze operace v zasadé funguji stejné, naptiklad v pfedchozi sekci jsme pro Zs vidéli priklad 3 @ 4 = 2,
zatimco ted méame

3]s @ [4]s = [8]5 = [2]5.

Ve skutecnosti jsou tyto dvé verze Z, stejné, lisi se jen znacenim. Kdybychom chtéli zjednodusit znaceni pro
zbytkové tfidy, tak bychom si pro kazdou mohli zvolit néjaky symbol. Nabizi se zvolit symbol ,,0“ pro [0],, ,1¢
pro [1], az po ,n — 1 pro [n — 1],. MnoZina Z,, se pak pomoci téchto zkratek da napsat jako {0,1,... ,n — 1},
pricemz ted to nejsou ¢isla, ale zkratky pro zbytkové t¥idy. Nicméné to vypadd stejné jako Z,, podle prvni definice.

Da se ukazat, ze kdyz v kterémkoliv vypoctu se zbytkovymi tfidami vzhledem k jistému n € N nahradime
symboly t¥id témito novymi zkratkami, tak to bude vypadat jako platny vypocet ze Z, podle prvni definice.
Naopak, také se da ukazat, ze kdyz v jakémkoliv vypoctu ve svété Z, podle prvni definice, napiiklad 3 -4 = 2
v Zs, piikouzlime kolem kazdého ¢isla hranaté zavorky a spravné indexy s, tedy v nasem piikladé [3]5 - [4]5 = [2]s,
tak dostaneme platny vypocet pro svét zbytkovych tid.

Ukazme to pro s¢itdni. Vezméme a,b € Z,, (dle staré definice) a uvazujme [al,, [b], jako prvky z nového Z,.
Ve starém i novém Z,, provedeme operace s¢itani a ukazeme, ze to v obou svétech dopadne stejné.

Podle prvni definice dostavame a ® b = (a + b) mod n, ozna¢me tento zbytek jako r, tedy v pivodnim Z,, mame
a ®b = r. To ale znamend, 7e a + b = r (mod n). Proto také [a + b,],, = [r]., coz podle definice operaci pro
zbytkové tiidy znamena [a], @ [b],, = [r],. Vychézi to stejné.

Uvazujme naopak [a],, [b], € Z. Diky svobodé volby zastupcti mizeme predpokladat, ze 0 <a <na 0 <b<mn,
takze jsme pro tyto dvé zbytkové t¥idy vytvorili zkratky ,a“ a ,b“. Podle definice [a], & [b], = [a + b],. Tato
vyslednd tf¥ida ma oficialné zavedenou zkratku ,,r“, coz je vhodny zastupce, tedy a+b = r (mod b) a r je z rozmezi
0,...,n—1. To ale znamen4, %e r = (a+b) mod n, tedy v ptvodnim Z,, plati a &b = r, coz je totéz jako vypocet
ve svéte tiid zapsany zkratkami.

Shrnuto, da se dokazat, ze jde v podstaté o zcela stejny prostor, se stejnymi pravidly a fungovanim, lisi se jen
znackami pro jednotlivé prvky mnoziny Z, a mechanismem, pole kterého poéitame (oba ale funguji stejné).

Existuje matematicky jazyk, ktery umi zachytit a rozpoznat, Ze dva na pohled rozdilné svéty jsou ve skutec¢nosti
stejny svét, jen jinak pojmenovany. Zajemci se mohou podivat do bonusové kapitoly 20.

Nabizi se otazka, proc¢ je svét Z, vytvoren dvakrat.

Prvni definice ma puvab jednoduchosti pfi vytvareni i zapisu vypocta. Z, je prosté jen konend mnozina vy-
branych celych ¢isel, se kterymi pocitame operacemi, které jsou zalozeny na jednoduchém mechanismu pfechodu
ke zbytku. Je to tedy konceptudlné jednodussi pohled.

Nevyhodou je, Ze dokazovani pravidel v tomto svété je ponékud naro¢néjsi a jsme nuceni stale vybirat vhodné
zastupce, coz napiiklad komplikuje pravidlo pro opac¢né cislo.

s mnozinami. Odpovida tomu i ponékud otravnéjsi znaceni.

Vyhodou je, Ze ze znacCeni prvka rovnou vidime pouzity modul n, takze to nemusime porad nékde poznamenavat.
Dalsi vyhodou je, Ze mnohé diikazy jsou snadné, protoze operace de facto dédime z celych ¢isel, viz diikazy vét 2b.1
a 2c.3. Pii praci s tfidami také nejsme omezovani na specificky rozsah ¢isel, coz neni zajimavé pro pocitace, ty
oceni omezenost svéta Z,, podle ptivodni definice, ale zjednodusuje to obcas teoretické véci. Mame naptiklad toto:

Fakt 2c.4.
Necht n € N. Pro kazdé [a],, € Z,, existuje opaény prvek —|al], = [n — al,.
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Viz cviceni 2c.2. Nemuseli jsme fesit zvlast piipad a = 0, protoze [n], = [0],.

Vsechny vypoc¢ty modulo z pfedchozich ptikladi o Z,, by se proto daly prepsat jako vysledky o tridach, tfeba
v prikladé 2b.d jsme nalezli inverzni prvek k a = 36 v Zi7s, 36°! = 141. V novém znéni mizeme Fict, ze
[36];715 = [141]175. Opl"anll, [36]175 . [141]175 = [36 . 141]175 = [5076]175 = [1]175, protoie 5076 = 1 (mod 175)
Krasné to souhlasi.

Poznamka: Aby tato kapitola nebyla tak kratka, zamyslime se nad pfirozenou otézkou. Inverzni ¢isla v Z,
hleddme pomoci Euklidova algoritmu. Nedavalo by smysl, aby se i tento algoritmus provadél pomoci operaci
z prostoru Z,?

Bohuzel to nepitjde, protoze v prostorech Z, neplati nékteré zakladni poznatky, na které jsme zvykli z oboru
celych ¢isel a které jsou pro fungovani Euklidova algoritmu klicové.

Zacneme uz tim, Ze pfi hledani inverzniho ¢isla k a v Z,, Euklidiv algoritmus zac¢ina s ¢isly n a a, ale v prostoru
Z,, Cislo n neexistuje. Je tam ovSem reprezentované ¢islem (. Pokud bychom zkusili zac¢it Euklidiv algoritmus
s ¢isly 0, d, tak okamzité skondi a jako vysledek da d bez ohledu na to, jaké je. TakZe se neumime dostat k jednicce
a d~! nenajdeme.

To souvisi s tim, ze v prostoru Z, nefunguje rozumné pojem délitelnosti. Pokud jej zavedeme stejnou definici,
tedy podminkou a = b-k pro k € Z,, pak nastanou necekané jevy. Pokud je b invertibilni, tak déli vSechna a € Z,,.
To znamend, Ze pro prvociselné n se vSechna nenulové ¢isla déli navzajem. To je nezvyklé, nicméné smifit bychom
se s tim asi uméli. Ale také to znamend, Ze délitelnost nesouvisi s velikosti ¢isel, napiiklad v Zs déli 4 trojku
(3 =4-2), ackoliv je vétsi. To uz je podstatny problém.

Jednim z dtsledkt je, ze pokud je n prvocislo, tak pro libovolné a,b € Z,, je vzdy ¢islo n — 1 jejich spole¢nym
délitelem, tedy v piipadé pouziti stejné definice jako u celych ¢isel bychom dostali ged(a,b) = n — 1. To ale
znamend, ze nam ged(a, b) dé vzdy stejny vysledek pro vSechna a,b a tak ndm o nich nic nevypovida.

Jak vidime, i kdybychom pojmy z kapitoly 1 zavedli v Z,,, tak by nam to mnoho nepomohlo, proto se to nedéla.

Tedy k ptvodni otazce: I kdyz hledame inverzni ¢islo v Z,,, tak vypocty v Euklidové algoritmu délame béznymi
operacemi v celych ¢islech.

A

Cviceni

Cviceni 2c.1: .
Necht n € N, [a], [b]n, [c]n € Zy,. Dokazte nasledujici:

a) [aln @ ([b]n & [c]n) = ([a]n & [b]n) © [c]n;

b) [ ] [O]n = [a]m

C) [a]n © [b]n = [b]n © [a]n;

d) [a]n © ([b]n © [c]n) = ([a]n © [b]n) © [c]n;

e) [1]» © [aln = [a]n;

£) [0]» ® [a]ln = [0]n.

Viz véta 2c.3.

Cvi€eni 2c.2: . Necht n € N, a € Z. Dokazte, ze —[a], = [n — al,.
Reseni:

2c.1: a) [a], @ (D] @ [dn) = [aln] @ b+ = [a+ D+ 0)]n = [(a+b) +c|n = [a+b], @ [c]n = ([aln @ [D]) © [
b) [a]n & [0],, = [a + O], = [a]n. ¢) [a]n © [b]n = [ab]n = [baln = [b]n © [a]n.
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