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3. Rovnice a cela ¢isla

Jednim z castych tkold matematiky je TeSeni rovnic a jejich soustav. To obvykle délame ve svété redlnych ¢isel,
poptipadé komplexnich, a s urc¢itymi typy rovnic si umime docela dobfe poradit. Nékdy néas ale aplikace donuti
pracovat v nékterém ze svétli pochéazejicich z celych ¢isel (mame ted také celd ¢isla s kongruenci a prostory Z,,).
V takovém pripadé je tfeba se pripravit na to, Ze véci funguji jinak, mimo jiné za¢nou selhavat obvyklé metody.

Staci se podivat na nejjednodussi rovnici ze vSech, tedy linedrni rovnici jedné proménné. Napriklad rovnici 6x = 3
ve svéteé redlnych ¢isel hravé vyresime a najdeme x = % Ve svéteé celych cisel uz ale feseni neexistuje, ani ve svété
Zg. Naopak v Zgy feSeni mame, jmenovité z = 5 (udélejte zkousku dosazenim). Aby to bylo zajimavéjsi, mame

tam i feSeni x = 14. Je jesté néjaké jiné? Dokazeme feseni najit jinak nez metodou pokus-omyl?

3a. Diofantické rovnice

Rovnice, ve kterych se vyskytuji pouze celé Cisla a také ocekdvame celociselné FeSeni, se nazyvaji diofantické
rovnice (Diophantine equations). Diofanus z Alexandrie je zkoumal ve 3. stoleti, ale najdeme je také tfeba ve sta-
rych textech indickych (uz od 800 pi.n.l s diilezitymi aplikacemi v astronomii). Ctenaf se nejspise s diofantickymi
rovnicemi setkal, konkrétné v geometrii, kdyz se dozvédél Pythagorovu vétu z2 +y? = 22 a ocenil priklady, ve kte-
rych mély pravouhlé trojihelniky celociselné délky stran, tfeba 3, 4 a 5. Zrovna timto problémem se zabyvali jiz
anti¢ti Rekové, ale jesté se tomu nefikalo diofantické rovnice. Zajimavy§ch rovnic feSenych v oboru celych ¢isel bylo
vice (viz ukézky aplikaci v piikladech nize a pfiklad 3a.i), ale nebyly vnimany jako jeden okruh problémd, Fesily
se individualné a pokrok byl pomaly, protoze jsou tézké.

Teprve ve 20. stoleti se lidé podivali na celou problematiku souhrnné a mimo jiné se nakonec ukézalo, ze néjaky
univerzalni pristup neexistuje. Diofantické rovnice tedy fesime podle typu a je to obtiZzny obor. Proto se zde
zameéfime na nejjednodussi pripad, coz jsou linearni rovnice.

! Definice.

Pojmem linearni diofanticka rovnice o dvou nezndmych oznacujeme libovolnou rovnici typu
ax + by = ¢ s neznamymi z,y, kde a, b, c € Z a vyzadujeme také feseni xg,yg € Z.

By a linear diophantine equation of two variables we mean any equation of the form ax + by = ¢ with
unknowns x,y, where a, b, c € Z and only integer solutions are allowed.

Diofantickym rovnicim s a = b = 0 budeme fikat ,trividlni“ a v praxi je nepotkavame. Jsou jednoduché, pro
¢ # 0 Feseni nemaji, naopak pro ¢ = 0 jsou FeSenim vSechny z,y € Z. Tim vybocuji ze standardnich postupt
a proto se obvykle budeme zabyvat jen rovnicemi netrivialnimi.

Priklad 3a.a: Vime, Ze netrividlni rovnice ax + by = ¢ (tak, jak ji tradiéné chapeme) popisuje pfimku v roviné.
Pfesnéji fe¢eno, pokud budeme jeji feSeni z,y interpretovat jako soutradnice (x,y) bodd v roviné, pak mnozina
feSeni tvori primku.

Napravo vidime mnozinu vSech FesSeni rovnice 3z + 5y = 2. Tato TeSeni se
¢asto vyjadfuji pomoci parametru, napriklad takto:

T =t,
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Pokud bychom ji povazovali za diofantickou rovnici, tak by nés zajimalo, zda
na doty¢né primce lezi néjaké body s celo¢iselnymi soufadnicemi. Lze se také
ptat, zda pro néjaké celociselné hodnoty parametru t vyjde rovnéz y celé.

Zkusmo miizeme najit tfeba feseni x = —1, y = 1 nebo z = 4, y = —2. Tento pristup ale neni prilis perspektivni,
tyto rovnice budeme fesit jinak.
A

Jednu rovnici tohoto typu jsme uz potkali a vyfTesili, jmenovité pfi hledani inverzniho ¢isla k a modulo n jsme
méli rovnici ax + kn = 1. Ukéze se, Zze metoda, kterou jsme tam pouzili, se snadno upravi také na piipad, kdy
misto 1 mame c.

] < . Cy
= | Véta 3a.1. (o existenci FeSeni)

Necht a, b, ¢ € Z. Linearni diofantické rovnice ax + by = ¢ m4 alesporti jedno FeSeni pravé tehdy,
kdyz ¢ je ndsobkem ged(a, b).
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S Rozbor: Budeme dokazovat dvé implikace. Ta zleva doprava nas stavi do nasledujici situace:

e Méame: existuji zg,yo € Z e Chceme:  ged(a,b) déli ¢
aby axg + byg = ¢
Ctenai by jiz mohl vidét cestu, argument je stejny jako v diikazu véty 2a.12.
Obdobny je také diikaz opacného sméru, ktery je hlubsi a vyuzije moznost vyjadiit ged(a, b) pomoci Bezoutovy
identity, tentokrate s jednou tipravou navic.

Dukaz (poucny): 1) =: Predpokladejme, ze existuji xg, yo € Z takové, ze axg + byy = c. Protoze ged(a,b) déli
a i b, musi podle disledku 1a.20 délit i jejich linearni kombinaci, tedy také c.
2) <=: Predpokladejme, 7e ¢ = gcd(a, b) - k pro néjaké k € Z. Podle Bezoutovy identity 1b.15 existuji A, B € Z
takové, ze Aa+ Bb = ged(a,b). Pak Aak + Bbk = ged(a, b)k neboli a(kA) + b(kB) = ¢, tedy celd ¢isla z¢g = kA,
Yo = kB Tesi ax + by = c.

O

Mimochodem, tato véta plati i pro trividlni rovnici. ged(0,0) = 0 a jedingm nésobkem nuly je ¢ = 0.

Diikaz ndm poskytl navod, jak rovnice fesit.

Priklad 3a.b: Lze vyplatit 1250 korun pomoci minci o hodnotéch 6 a 157

Ptame se, zda lze vzit x Sestikorun a y patnactikorun a poskladat 1250. Matematicky jde o rovnici 6x+15y = 1250,
pri¢emz x,y chceme celodiselné. Vime, ze ged(6,15) = 3, a ¢islo 1250 neni délitelné tfemi, proto podle véty 3a.l
vyplaceni nejde.

A

Priklad 3a.c: Lze odmérit 1251 litrti pomoci nddob s objemem 6 a 15 litri?

Doplnujici otazka: Ve kterém filmu se fesila podobné tloha?

Hledame feseni rovnice 15x 4+ 6y = 1251, dali jsme si vétsi ¢islo jako a, abychom to méli pfipraveno na rozsifeny
Eukliduv algoritmus. Hned vidime, ze ged(15,6) = 3, a protoze 1251 = 3 - 417 a 417 € Z, je tato uloha Fesitelna.
Pottebujeme koeficienty Bezoutovy identity.

(15) | (6) Méme 3 = 1-15+ (—2) - 6 neboli 15-1+ 6 - (—2) = 3. Témi koeficienty 15 a 6 se to

15 1 0 | velmi podoba rovnici, kterou feSime, ale neshoduje se prava strana. To snadno napravime
6 0 1 nasobenim, jmenovité rovnici pronasobime cislem 417. Na levé strané si musime dat pozor,
3e le| —2e| kam toto ¢islo pfindsobime, rozhodné chceme zachovat koeficienty 15 a 6. Dostavame proto
0 15-417 4 6 - (—834) = 1251. Porovnanim se zadanou rovnici vidime, ze = 417 a y = —834

je feseni.

Interpretace v jazyce zadani: Nejprve do nadrze pridame 417 krat obsah patnéactilitrové nadoby, pak odebereme
834 krat obsah Sestilitrové a zlistane ndm 1251 litrd. Z praktického pohledu asi bude lepsi nalévani a vybirani
stfidat, abychom nepotiebovali nadrz o objemu 417 - 15 = 6225.

Poznamka: Obvykle se ged(a,b) nevidi rovnou, ale také se musi spocitat, nez zjistime, zda FeSeni existuje. Ale
nedélaji se dva béhy Euklidova algoritmu, rovnou se nasadi rozsifena verze. V piipadé, Ze FeSeni neexistuje, jsme
ty pomocné sloupce pocitali zbytecné, ale u skolnich piikladd se to déje ziidka.

Neékdy rovnou vidime néjakého spole¢ného délitele cisel a, b, ¢, coz laka ke kraceni v rovnici. Naptiklad v tomto
ptikladé bychom radi danou rovnici zkratili tfemi a fesili 5z + 2y = 417. Je to mozné, kraceni rovnic funguje i
u téch diofantickych.

Dopliujici odpovéd: Die Hard 3 (with a Vengeance). Bruce Willis neznal diofantické rovnice a malem na to
doplatil.

A

7 pohledu praktického nas nalezené feseni ptilis neuspokojuje, protoze nas nuti vylévat vodu, kterou jsme pfedtim
nanosili. To nas privadi k otazce, zda neni jesté néjaké jiné feseni oné rovnice. Nadéji mame, protoze postup vychazi
z Bezoutovy identity a jiz jsme vidéli, ze Bezoutovych vyjadieni mtze byt vice.

Kdyz v matematice fesime rovnice, tak se snazime o nalezeni vSech feSeni a preferujeme néjaké praktické vyjadreni
celé mnoziny feSeni. Jakymsi gralem teorie rovnic je takzvané obecné FeSeni, coz je vzorec s jednim ¢i vice
parametry, jejichZ zménou obsdhneme celou mnozinu feSeni. Viz onen vzorec s parametrem ¢ v ivodnim prikladé.
Radi bychom néco podobného udélali pro diofantické rovnice.

Zacneme homogennimi rovnicemi, u kterych je vzdy situace vyrazné snazsi. Homogenni verzi snadno vyrobime
také z nehomogenni rovnice.
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Definice.
Je-1i dana linearni diofanticka rovnice ax+by = ¢, pak definujeme jeji pridruZzenou homogenni
rovnici jako ax + by = 0.

Priklad 3a.d: Vypustili jsme déti na kolech na okruh v parku. Jednomu trva objeti okruhu 7 minut, druhému
5 minut. Za jak dlouho se opét u nas setkaji?

Aby se u néas setkali, musi kazdé dité ujet plny pocet kol, ozna¢me jejich poéet = a y pro jednotlivé déti. Doba,
kterd do tohoto setkani uplyne, je 7x, poptripadé by, a musi byt stejnd, tedy 7x = 5y. Po pfepisu 7z — 5y = 0
dostavame homogenni linearni diofantickou rovnici.

Plvodni tvar 7z = 5y je nicméné praktictéjsi. Protoze x € Z, je na levé strané ¢islo délitelné sedmickou. Proto
musi byt délitelné sedmi i ¢islo 5y napravo, ale 5 ndm v tom nepomiize, proto musi byt y nasobek sedmi (Euklidovo
lemma 1b.23). Oznacme y = 7k, k € Z. Po dosazeni do rovnice vyjde z = 5k a mame feSeni homogenni rovnice:
xp = 5k, y, = 7k pro k € Z.

Nejmensi feseni je tedy © = 5, y = 7 a déti se u nas sejdou za 35 minut. Mozna by bylo lepsi tomu pomalejsimu
fict, at to vic flika a udéla kolo za 10 minut.

V postupu jsme vyznamné pouzili fakt, ze koeficienty rovnice jsou nesoudélné. Co kdyby nebyly? Pak staci
rovnici zkratit ¢islem ged(a, b) a problém je vyfeSen.

A

Tento postup ted udélame obecné, pfi¢emz se vyhneme trividlnimu pfipadu. Homogenni trividlni rovnice je 0 = 0
a vyrazné vybocuje, protoze ji fesi vSechna x,y € Z.

] < < VR , .
= | Véta 3a.2. (o struktufe mnoziny feSeni homogenni rovnice)

Uvazujme netriviadlni rovnici ax + by = 0 pro a,b € Z. Jeji obecné feseni je ddno vzorcem
b a

T ged(a, b) ko y = ~ ged(a, b) 5, k€ 2.

Tato véta mimo jiné ukazuje, ze homogenni linedrni diofantickd rovnice ma nekoneéné mnoho feSeni. Zaroven
pro vsechna z nich poskytuje vzorec, je to tedy obecné reseni.

S Rozbor: Potiebujeme ukézat dvé véci: Ze vzorec z véty produkuje FeSeni dané rovnice, a Ze umi poskytnout
vSechna z nich. Pouzijeme k tomu pfistup z prikladu 3a.d.

Dukaz (pou¢ny): Protoze je rovnice netrivalni, alespon jedno z ¢isel a,b je nenulové. Pak je také ged(a,b)
nenulové.

1) Necht je zg,yo € Z néjaké feseni rovnice ax + by = 0. Dosazenim tohoto feseni do rovnice ziskdme platnou

= —$yo, kde podle faktu 1b.21 jsou koeficienty

_a —
ged(a,0)"° = " ged(a, b)

, ;. N s v , a , w1 v o1 v . v
celd a navzajem nesoudélnd ¢&isla. Cislo ——~— musi délit ————~—— 1o, ovSem kvili nesoudélnosti s ¢islem

ged(a, b) ged(a, b)
b

ged(a,b) musi podle lemma 1b.23 délit —yq. Existuje tedy k € Z takové, ze yo =
b

ax = —by pak snadno dostaneme vzorec xg = mk'

Ukéazali jsme, ze kazdé feseni lze vygenerovat pomoci vzorce z véty.

rovnost axg + byg = 0. Upravime ji na tvar

. a
ged(a, b)

k. 7 rovnice

a . e .
—————Fk je opravdu TeSeni rovnice ze Z.

i Jsme, Ze. Jdh dvoiice o — b g
2) Nyni ovéfime, Ze naopak kazda dvojice zj, = gcd(a, b) ks yn = ged(a, b)

Celociselnost plyne z toho, ze jsou celd ¢isla (viz fakt 1b.21). Po dosazeni x},, yp, do rovnice

b a a
ged(a,b) — ged(a, b)

pak okamzité dostavame axp + by, = a b k—b—% k=0, takie x5, yn je FeSeni.

ged(a, b) ged(a, b)

O

Poznamka: Opatrného ¢tendfe napadne, zda nemuZe v dikazu nastat problém v pfipadé, Ze néktery z koefi-
cientt je nulovy. My ale vime, Ze alesponl jeden z nich nula neni, proto také ged(a,b) # 0 a postup v dikazu je
platny. Smysl ma i zavér. Naptiklad pokud a = 0, pak b # 0 a FeSime rovnici by = 0. Jejim TeSenim je x € Z
a y = 0, coz vyhovuje vzorci:

0 b

b
=——k=0 k =sign(b)k, k € Z.
=0 sign(b)k, k €

:7]{:—
Y T ged(0,6)" o]

A
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! Poznamka: Ctenaie mozna napadlo, Ze jsme pii pfevodu rovnice mohli dit minus na druhou stranu a dojit
ke vzorciim

b a
~ gcd(a, b) Fyy = ged(a, b)
Oboji je spravné, jsou to dva rtzné zpusoby, jak vygenerovat stejnou mnozinu feseni.

Napfiiklad v pfikladé 3a.d jsme dostali feSeni x = 5k, y = 7Tk. Rznymi volbami k dostaneme dvojice (0,0), (5,7),
(10,14), (15,21) atd. a také (—5,—7), (—10,—14) atd. Ke kazdé dvojici se dostaneme uréitou volbou hodnoty pro
parametr k, a kdyz takto projdeme vSechny hodnoty, dostaneme nekoneénou mnozinu dvojic coby koneény cil
naseho snazeni. V této mnoziné zadné k nenajdeme, je to jen technicky nastroj k jejimu ziskani a je lokalni, vné
tohoto zapisu neexistuje.

Alternativni popis x = —5k, y = —7k mé své vlastni lokalni k, které je odlisné od toho z pfedchoziho popisu.
Mozna by bylo lepsi fikat jednomu k a druhému ! a nékdy to tak budeme délat, ale mnohdy lidi preferuji jedno
jméno pro parametr, tak je dobré si na to zvyknout.

Podstatné je, ze tento jiny vzorec vygeneruje stejnou mnozinu dvojic feSicich rovnici: (0,0), (5,7), (10,14),
(=5, —7) atd. Jediny rozdil je v tom, Ze abychom dostali feknéme Feseni (20, 28), tak u prvniho popisu pouZijeme
k =4 a u druhého k = —4. Je to mozné, protoze kazdy popis feSeni mé své vlastni k.

Vidime, ze mnozina Feseni rovnice je jen jedna, ale mize byt vice vzorct, které ji generuji, tedy vice obecnych
feSeni. V pripad€ homogenni linearni rovnice jsou dvé moznosti.

k, keZ.

Bude uzite¢né se na toto podivat blize.
Uvazujme néjakou dvojici ¢isel Ay, By, € Z, ktera tesi rovnici ax + by = 0. Pak uz ji musi fest i kazda dvojice
xp, = Ak, y, = Brk pro k € Z. Dikaz:
axy + by, = aApk + bBpk = (aAh + th)k‘ =0-k=0.
Mizeme fFict, ze dvojice Ay, By, generuje feSeni. Pak ovSem TeSeni generuje i dvojice —Ap, —Bp. Je tedy na nas,
jakou variantu znamének pouzijeme.

JAN

Poznamka: Kraceni v rovnici bylo klicové. Uvazujme rovnici 2z + 6y = 0. Z tvaru 2z = —6y bychom mohli
tipnout, ze feSeni jsou dana vzorcem x, = —6k, y, = 2k, k € Z. Poptipadé by nékdo mohl preferovat moznost
xp = 6k, yp, = —2k, k € Z. Oboji vzorce opravdu generuji feseni, ale nejsou to vSechna feseni, naptiklad tak
nedostaneme feseni x = 3, y = —2.

Nam tedy nestaci, ze dvojice —6, 2, popfipadé 6, —2 generuje feseni, my potiebujeme najit (¢i rozpoznat) dvojici,
ktera generuje vSechna treSeni. Coz nas vraci k nesoudélnosti.

A
Lemma 3a.3.
Necht a,b € Z. Cisla Ay, B), € Z generuji viechna feseni netrividlni rovnice azx + by = 0 pravé
tehdy, kdyz ji samy Tesi a jsou nesoudélna.
V ditkazu budeme pracovat s Cisly a = o dzla, 5y’ b= = d(ba, B Pripomenime, ze podle véty 3a.2 dvojice 5, —a

generuje vSechna feseni rovnice ax + by = 0.

Dukaz (pouény): 1) =>: Pfedpokladejme, ze ¢isla Ay, By, generuji vSechna feseni. Pak jsou z, = Axl, yn = Bl
feSenim pro libovolné [ € Z, tedy i pro [ = 1. Dvojice Ay, By, je tedy sama feSenim.

Podle véty 3a.2 pak musi existovat ngjaké k € Z takové, ze A;, = bk a B), = —ak. Mame tedy E\Ah. Ovsem dle
predpokladu dvojice Ay, By, generuje vSechna feSeni, musi tedy generovat i (5, —a), takze Ay, | b. Podle vety la.2b
pak nutné |A,| = |b], tedy |k| = 1. MiZeme proto s pomoci véty 1b.19 poéitat

ged(Ar, By) = ged(kb, k) = |k ged(b, ~) = 1-ged (g5 gty ) = 1

viz fakt 1b.21.
2) <: Jestlize (A, By,) Fesi homogenni linearni rovnici, pak podle véty 3a.2 musi existovat néjaké k € Z takové,
7e Ay, = bk a y = —ak. Dostavame pak
ged(Ap, By) = |k| ged(b, —a).

Podle predpokladu ged(Ay, By,) = 1, takze nutné k = 1 nebo k = —1.

Pokud k = 1, dostavame A, = b, By, = —a, je to tedy primo generujici dvojice z véty 3a.2. Pokud k = —1, tak
méme A, = —b, B, = a, co je také generujici dvojice.

[
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Umime tedy zcela fesit homogenni rovnice. Jak ndm to pomize v pripadé, kdy dostaneme rovnici nehomogenni?
Odpovi klicova strukturalni véta.

Véta 3a.4. (o struktufe feSeni linedrni diofantické rovnice)

Necht a, b, ¢ € Z. Uvazujme linearni diofantickou rovnici ax + by = c. Necht z,,y, € Z je néjaké
jejl feseni.

Dvojice xg,y9 € Z je TeSeni této rovnice pravé tehdy, kdyz existuje dvojice xp,yn € Z takova,
ze To = Tp + Th, Yo = Yp + Yn a Th, Yy Tesi pfidruzenou homogenni rovnici.

! Tvrzeni ma formu ekvivalence a fikd dvé podstatné informace. Na zacatku néjakym zptisobem sezeneme jedno
feseni dané rovnice, coz uz umime pomoci Bezoutovy identity. Rik4 se mu partikularni ¥eSeni (proto index p).
Implikace zprava doleva tika, ze kdyz k tomuto jednomu partikularnimu feseni zacneme pric¢itat feSeni homogenni
pfidruzené rovnice (budeme jim zde neoficidlné fikat homogenni feSeni), tak ziskdme generator novych FeSeni
dané rovnice. Implikace zleva doprava pak fika, Ze kazdé feseni vznika timto generatorem, tedy jde o generator
dostacujici. Jinak feceno, vzorec z véty vede na obecné feseni.
Pokud vezmeme v tivahu také vétu 3a.1, dostavdme nésledujici obrazek: Linearni diofantick4 rovnice bud nemé
feSeni zadné, nebo jich ma nekone¢né mnoho.

S Rozbor: Dukaz, Ze pri¢tenim homogenniho feseni k partikuldrnimu vznikne nové feseni, je primocary. Oveérit,
ze néjaky kandidat fesi danou rovnici, se standardné déla dosazenim. Jako obvykle bude jednodussi dosadit jen
do jedné strany (levé) a postupnym vypoctem ukazat, Ze dostaneme stranu pravou.
homogenni feSeni, pomoci kterého vzniklo. Jako obvykle to provedeme tim, ze doty¢né homogenni feseni predve-
deme. Nejprve musime vymyslet kandidata. Hledané homogenni feseni musi splnit dvé podminky a ta algebraicka
dost vymluvné napovida, jakého kandidata ma smysl zkouset.

Dikaz (poucny): Méjme néjaké feSeni x,,y, € Z dané rovnice, tedy plati az, + by, = c.
1) <=: Predpokladejme, Ze dvojice xp,yn € Z Tesi pridruzenou homogenni rovnici. Vytvofime nova éisla z¢g =
Tp + Th, Yo = Yp + yn a dosadime do levé strany rovnice. Pak pouzijeme informace o dvojicich z,,y, a zn, yn.
L = axo + byo = a(xp + zn) + b(yp + yn) = (azp + byp) + (azn +byn) =c+0=c= R.
Ano, xg,yo je opravdu FeSenim dané rovnice.
2) = Predpokladejme, Ze dvojice xg,yo Fesi danou rovnici. Uvazujme Cisla x), = 29 — 2p & yn = Yo — Yp-
Potvrdime, ze spliiuji pozadavky.
a) Tp+xp = xp + (To — Tp) = To a Yp + Yn = Yp + (Yo — Yp) = Yo, spInéno.
b) Dokézeme, Ze xp,yp Tesi pfidruzenou homogenni rovnici. Dosadime do levé strany, diky pfedpokladim do-
stavame
L = axp, + by, = a(zo — zp) + b(yo — yp) = (axo + byo) — (azp +byp,) =c—c=0=R.
Ano, dvojice xp, yp Fesl pridruzenou homogenni rovnici.

O

Protoze vime, jak obecné homogenni feSeni vypada, mizeme napsat vzorec pro obecné feseni netrividlni diofan-
tické rovnice ax + by = c za predpokladu, Ze zname néjaké jeji partikuldrni feseni x, y,:
b

T =xp+ 7gcd(a,b)k’
-y, — — Q&
Y="1p gcd(a,b)k’ keZ.

Poptipadé je mozné u homogenniho feseni dat znaménka naopak.
Kombinace vét 3a.2 a 3a.4 ziskame nasledujici tvrzeni.

Dusledek 3a.5.
Uvazujme netrivialni linearni diofantickou rovnici ax+by = c¢. Pfedpokladejme, Ze ¢ je nasobkem
ged(a,b). Necht A, B € Z spliuji ged(a, b) = Aa + Bb. Pak obecné feseni dané rovnice je

_ c b
T Agcd(a, b) + kgcd
k

a,b)
c a

(
v= Bgcd(a, b) ged(a, b)

, ke Z.

3a.5, 3a.d 94 3a.5, 3a.d



Diskrétni matematika 3a. Diofantické rovnice pHabala 2026

Je mozné si tento vzorec zapamatovat, ale nebyva to zvykem, protoze je snadné si v paméti néco v ném modi-
fikovat a pak je vSechno Spatné. Jsou dva docela popularni pristupy. Jeden vychéazi ze znalosti teorie a do jisté
miry napodobuje dtikazy klicovych vét. Protoze je zalozen na principech a postupech, je relativné rezistentni vici
zapominani.

1 Priklad 3a.e (pokracovani 3a.c): Resili jsem rovnici 15z 4+ 6y = 1251. Jiz jsme nasli jedno feSeni z;, = 417,
Yp = —834.
Pfidruzend homogenni rovnice 15246y = 0 neboli (po povinném zkraceni) 5x = —2y mé obecné feseni x;, = —2k,

yn = bk pro k € Z. Pozici znaménka jsem zvolil tak, aby se ve vysledném feSeni u néjaké proménné nesesly dva
minusy, protoze mi to pfijde neestetické. Klidné si to udeélejte naopak.

Sec¢tenim partikuldrniho a homogenniho feseni dostavame obecné feseni

T = xp + xp = 417 — 2k,
Y =1Yp +yn = —834 + 5k = 5k — 834, k € Z.
Mitizeme udélat zkousku, jako obvykle dosazenim do rovnice:
L =15-(417 — 2k) + 6 - (5k — 834) = 6255 — 30k + 30k — 5004 = 1251.

Jestlize nas zajimaji feSeni z oboru Ny, tak potfebujeme, aby 5k—834 > 0 a 417—2k > 0 neboli k > % ak < %7.
Takova k existuji, jmenovité jde o vSechna k € N splnujici 167 < k < 208. Mtzeme si prosté néjaké vybrat, zvolime
tfeba k£ = 200 a vidime, ze 1251 litrt ziskdme napiiklad tak, Ze do nadrze nalejeme 17 patnactilitrovych nadob
a 166 sestilitrovych.

MiuZeme si mezi vSemi kladnymi feSenimi vybrat i néjakym kritériem (¢imz jsme se dostali k matematickému
oboru zvanému optimalizace). Pfedstavme si napiiklad, Ze pro nas neni vahovy rozdil mezi 15 a 6 litry az tak
velky, ale vadi nam béhani pro vodu. Ocenili bychom feseni, u kterého béhame nejméné, coz znamena feseni s co
nejmensim poc¢tem pouzitych nddob. Matematicky to znamend, Zze chceme minimalizovat x +y = (417 — 2k) +
(5k — 834) = 3k — 417, ale zajimaji nis jen hodnoty k mezi 167 a 208. Resenim je evidentné volba co nejmensiho

mozného k, tedy k = 167. Nejméné se nabéhame, pokud pouzijeme x = 83 patnactilitrovek a jednu Sestilitrovku.
A

Poznamka o obecném feSeni: V piikladé 3a.e jsme nasli obecné feSeni x = 417 — 2k, y = 5k —834 pro k € Z.
Jiz jsme komentovali, Ze Slo také pouzit alternativu x = 417 4 2k, y = —834 — 5k pro k € Z, kterd ma své vlastni
k. Mtze vzniknout ti¥eba tak, ze do prvni verze obecného feSeni namisto k dosadime —k.
V zavéru prikladu jsme ovSem nasli dalsi, pro nas zajimavéjsi feseni x¢g = 83, yo = 1. Je mozné jej pouzit jako
partikularni feseni a tak (se stejnym homogennim) vygenerovat nové obecné reseni
x = 83 — 2k,
y =1+ 5k, ke Z.

Opét mé své vlastni k. Toto feSeni vypada na prvni pohled tplné jinak nez prvni verze, ale je stejné legitimni,
protoze definuje stejnou mnozinu vSech feseni. Naptiklad feSeni z = 13,y = 176 lze z prvni verze vygenerovat
volbou k = 202, zatimco z této posledni jej dostaneme volbou k = 35. Ctenaf se mtize piesvédéit, ze kdyz do prvni
verze obecného feSeni dosadi namisto k vyraz k + 167, dostane po tpravé tieti verzi obecného feseni.

Toto chovani neni vyjimecné. Vime uz, ze kdyz méa rovnice naseho typu feseni, tak jich mé nekonecné mnoho.
Kazdé z nich lze pouzit jako partikularni feSeni ve strukturalni vété, tedy nabizi se nekoneéné mnoho forem
obecného Teseni. Vsechny jsou mezi sebou prevoditelné substituci za parametr.

Grafické symbolické znazornéni: Reseni jsou dvojice ¢isel, které coby body v R? lezi na piimce,

v nasem ptipadé 15x+6y = 1251. Dvojici 417, —834 symbolizuje bod, ktery jsme zacernili. Od néj se

u prvni verze obecného feSeni pohybujeme pomoci kladnych k doprava a zapornych k doleva k dalsim (7_2
Fesenim, velikost kroku je urcena homogennim fesenim. V druhé verzi vychazime ze stejného mista,

ale kladné k posunuje doleva, zadporné doprava. Je zjevné, ze nakonec obé€ verze vytvori stejné body

neboli stejnou mnozinu feseni. TTeti verze pak vychazi z jiného mista, jako piiklad jsme jeden bod

zdvojili, ale odtud se skace pomoci stejného homogenniho feSeni a tudiz se opét vytvori stejna

mnozina FeSeni.

VAN

Postup predvedeny v prikladech 3a.c a 3a.e se da shrnout do ,,premyslivého“ algoritmu zalozeného na teoretickych
znalostech chovani linearnich diofantickych rovnic.

S Algoritmus 3a.6.
pro nalezeni vSech celociselnych feseni netrividlni rovnice ax + by = c.
0. Jestlize na prvni pohled vidime d > 1, které déli a i b, ale nedéli ¢, tak rovnice nemé fesSeni.
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Jinak naptiklad pomoci rozsifeného Euklidova algoritmu najdeme ged(a,b) = Aa + Bb.
1. Jestlize ¢ neni nasobkem gcd(a,b), pak feSeni rovnice neexistuje.
Jestlize ¢ je ndsobkem ged(a, b), tak:

a) Ziskanou rovnost aA + bB = gcd(a,b) vynasobime éislem ¢ = £

ged(a, b)

a, b, a dostaneme a(A¢) + b(B¢) = c. To ukazuje partikularni feseni z, = A¢, y, = Bé.

€ Z tak, aby se zachovaly koeficienty

b) Pfidruzenou homogenni rovnici ax + by = 0 zkratime ¢islem ged(a, b) na tvar ax + by = 0 neboli az = —by, coz
dava feseni xj;, = Bk, yn = —ak, popripadé x; = —Bk, yn = ak pro k € Z.

c) Sectenim partikularniho a obecného homogenniho feSeni ziskame obecné feseni x = x, + bk, y = yp—ak, k € Z,
popiipadé verzi s minusem u xy.

A

Druhy populéarni pfistup vyuzivd moznost vyiesit celou rovnici pfimo v ramci Euklidova algoritmu.

1 Priklad 3a.f (pokracovani 3a.c): Resili jsem rovnici 15z + 6y = 1251. Intuitivné, potfebujeme ziskat 1251 jako
kombinaci vstupnich dat.

FEuklidiv algoritmus ndm dal zajimavy fadek s ¢isly |3 11| — 2|. Ukazuje, jak dostat (x) (v)
¢islo 3 coby linearni kombinaci vstupnich dat 15 a 6. Nas ale nezajima ¢islo 3, nybrz 1251. 15 1 0
Jiz jsme zminili, ze fadky v Euklidovské tabulce je také mozno nasobit. Kdyz klicovy 6 0 1
fadek vynasobime ¢islem 417, dostaneme fadek novy, ktery nam fika, jak ze vstupnich 3e le —2e
dat ziskat ¢islo 1251. 0] —2 5

Ziskali jsme tak rovnost 1251 = 15-417+6-(—824), coz ukazuje, ze z, = 417, y, = —834 1251 | 417 | —834

je fesenim rovnice.
Pouceni je, Ze lze zaridit, abychom partikuldrni feseni x,,,y, vidéli pfimo v prislusném radku tabulky!
Neméné zajimavy je fadek zac¢inajici nulou, ktery jsme tentokrate dopodcitali. Ten k4, ze 0 = 15 (—2) + 6 - 5.

To znamena, Ze Cisla A, = —2 a Bj, = 5 TesSi homogenni verzi dané rovnice. Jsou to také ¢isla nesoudélnd, proto
podle lemma 3a.3 generuji vSechna homogenni feseni, tedy x, = —2k, y = 5k.
Spojenim homogenniho a partikuldrniho feSeni dostavame obecné feSeni x = 417 — 2k, y = —834 + 5k, k € Z,

presné jako v ptivodnim piikladé. Tentokrate jej ale mizeme vykoukat piimo z tabulky.

Aby se nam to lépe vykoukalo, dali jsme si do zahlavi znacky, které proménné odpovida ktery pomocny sloupec.
Levy pomocny sloupec m4 inicia¢ni jedni¢ku v prvnim fadku zacinajicim koeficientem 15, dava tedy informace
relevantni pro . Pravy pomocny sloupec ma inicia¢ni jednicku v ,Sestkovém* rfadku a vypovida tedy o y.

A

Tento postup je vysoce efektivni, ale jeho homogenni krok jsme zatim dostatecné nepodporili. Potfebujeme
védeét, ze ¢isla v ,,nulovém“ fadku vyjdou nesoudélna. Zatim tomu tak bylo ve vSech bézich rozsireného Euklidova
algoritmu, coz naznacuje, Ze to asi bude fungovat. V kapitole 14 dokazeme indukci, Ze to plati pro ¢isla v pomocném
sloupci dokonce ve vSech krocich algoritmu. Existuje zajimavy alternativni dikaz, ktery souvisi s trochu jinym
pohledem na Euklidtv algoritmus, viz bonusové kapitola 18. V ni také ¢tenaf uvidi, jak se nas postup da upravit
na rovnice o vice neznamych a dokonce na soustavy linearnich diofantickych rovnic.

S Algoritmus 3a.7.
pro nalezeni vSech celo¢iselnych fesSeni netrividlni rovnice ax + by = ¢ Euklidovym algoritmem.
0. Jestlize na prvni pohled vidime d > 1, které déli a i b, ale nedéli ¢, tak rovnice nem4d reseni.
Jinak sestavime tabulku pro rozsifeny Euklidav algoritmus se vstupnimi daty a,b (dosazenymi v pofadi vétsi-
mensi). V pomocnych sloupcich vlozime ¢éisla 1 a 0 v jednom, 0 a 1 v druhém. V fadku, ktery zac¢iné koeficientem
a, najdeme v nékterém z pomocnych sloupci jednicku a napiSseme do jeho zéhlavi x. Obdobné nadepiseme jako y
pomocny sloupec s jednickou v fadku koeficientu b.
1. Aplikujeme Eukliduv rozsifeny algoritmus.
2. Jestlize fadek ukazujici ged(a,b) nelze vynasobit celym ¢islem tak, aby se misto ged(a, b) objevilo ¢, tak dana
rovnice nemé feseni.
V opac¢ném ptipadé:
a) Do tabulky pfipiseme takto vyndsobeny fddek. Cisla v pomocnych sloupcich davaji partikularni feseni z,, y,
dle nadepsani sloupce.
b) V fadku zacinajicim nulou piipiSeme k ¢islim v pomocnych soupcich parametr k a ziskdme tak homogenni
feSeni xp, Y.
c) Obecné feseni ziskdme jako v =z, + zp, Yy = yp + yn, k € Z.
JAN
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Priklad 3a.g: Vyfesime rovnici 208z + 351y = 143.

Aplikujeme Euklidiv aloritmus na ¢isla 351 a 208 (zacali jsme vétsim, abychom usetfili (v) (x)
jeden krok). Proménnd = méa koeficient 208, v jeho fadku je jednicka v pravém pomocném 351 1 0
sloupci, nadepsali jsem jej tedy x. Obdobné jsme dosli k tomu, Ze levy nam da y. 208 0 1

Dostavame ged(351,208) = 13, coz déli pravou stranu rovnice, tato rovnice je tedy Fesi- 143 1 -1
telna. Tento fadek pak vynéasobime ¢islem 11, abychom namisto tfinactky dostali pravou 65 -1 2
stranu rovnice 143. Dostavame x,, = —55, y, = 33. 13e 3e| —bHe

Rédek za¢inajici nulou nam dava x, = 27k, y, = —16k, k € Z. 0] —16 27

Zavér: Dand rovnice méa obecné feSeni x = —55 + 27k, y = 33 — 16k, k € Z. 143 33 | =55

Zkouska: Dosadime do dané rovnice: 208 - (27k — 55) + 351 - (33 — 16k) = 5616k — 11440 4 11583 — 5616k = 143.

Pro srovnani pfistup inspirovany teorii: Z tabulky mame Bezoutovu identitu 208-(—5)+351-3 = 13. Vynasobime
ji ¢islem 11 na tvar 208 - (—55) + 351 - 33 = 143. Porovnanim s danou rovnici vidime feseni z,, = —55, y, = 33.

Homogenni feseni: Rovnici 208z + 351y = 0 vykratime ¢islem 13 a prepiSeme na 16z = —27y. Odtud zp = —27k,
yp = 16k pro k € Z.

Sec¢tenim partikularniho a obecného homogenniho feseni dostavame obecné feseni dané rovnice © = —55 — 27k,
y =33+ 16k, k € Z.

Bonus: Pokud bychom chtéli feseni, kde =,y € Ny, tak médme smilu, zddna nejsou. Vede to totiz na podminky

kAg —%, k> —%, které se v oboru celych ¢isel navzajem vylucuji.

Tento postup je zajimavy v tom, ze pokud jej uzivatel neaplikuje mechanicky, ale se znalosti toho, pro¢ a jak
funguje, tak se pfi ruénim vypoctu obcas nabizeji zajimavé zkratky. Ostatné i pocita¢ oceni moznost pouzit
zaporné zbytky k potencidlnimu urychleni vypocti.

Priklad 3a.h: Vyfesime rovnici 119z — 273y = —70.
Zahrajeme si na pocitac a koeficienty dame do tabulky v poradi, v jakém prisly, a vCetné znamének, takze
v pomocnych sloupcich najdeme feseni ve spravném potadi z,y.

V prvnim kroku pocitame zbytek po déleni mensiho c¢isla vétsim, coz je to mensi ¢islo. (z) | (v)
Jinak feceno, druhy fadek odeéteme od prvniho nulakrat, praktickym disledkem je zména 119 1 0
poradi cisel. —273 0 1

7Z tabulky dostavame obecné Teseni x = 160 + 39k, y = 70 + 17k, k € Z. 119 1 0

Z pohledu pocitace je hotovo. Lidsky uzivatel by mozna preferoval piijemnéjsi parti- —35 2 1
kularni slozku. Mazeme k tomu vyuZit obecné feseni a ziskat jedno takové dosazenim 14 7 3
k = —4. Dostaneme z, = 4, y, = 2 a novou verzi obecného FeSeni. Tentokrate zkusime —T7e| 16e| Te
jiny parametr, takze mame x =4+ 391, y =2+ 17l pro [ € Z. 0 39 | 17

—70 | 160 | 70

Pomoci substituce | = k + 4 snadno ukazeme, Ze tato nova verze generuje stejnou mnozinu feseni jako ptivodni:
x=4+4+39=4+39(k+4) =4+ 156 + 39k = 160 + 39k,
y=2+171=2+17(k+4) =2+ 68+ 17k =70 + 17k.

Je zajimavé, Ze toto prijemnéjsi partikularni feSeni lze ziskat pfimo v prubéhu Euklidova algoritmu. My samo-
zfejmé potiebujeme dojet az do ged(a,b) a nuly, ale pak je nasim cilem ziskat ¢islo —70 a vlastné néas nic nenuti
puzivat zrovna to ged(a,b) = —7. O nékolik Fadka vyse si vSimneme fadku zacinajiciho éislem —35. Kdyz jej
vynasobime dvéma, dostaneme alternativni fadek | =701412|a z néj z, =4, y, = 2.

V zéasadé ¢im ,,vyssi“ fadek pouzijeme, tim mensi ¢isla dostavame pro partikularni feseni. Lze také radky skladat,
napiiklad pokud by prava strana byla 21, tak to lze ziskat odectenim Fadku s ged(a, b) od predchoziho.

Bonus: Pokud bychom pro néjakou aplikaci potfebovali ¢isté feSeni z N, tak ze vzorecku vidime, Ze jich je
nekone¢né mnoho.

JAN

Poznamka o linearité: Véty o struktufe mnoziny feSeni se mohly ¢tenafi zdat povédomé. V linearni algebre
se studuji soustavy linearnich algebraickych rovnic a dojde se ke dvéma klicovym poznatktm.

Tim prvnim je, Zze mnozina vSech FeSeni homogenni linedrni soustavy je vektorovy prostor (¢i také linedrni
prostor). Typicky si pfedstavujeme pfimku ¢ rovinu v 3D prostoru, kterd prochézi poc¢atkem. Obecny piistup
je, ze se identifikuje vektorovy prostor V objektl, se kterymi uvazovany typ rovnice pracuje, a v ném se uvazuje
mnozina M vSech TeSeni homogenni rovnice. Pak se dokaze se, ze M je podprostor V. Z praktického pohledu je
dtlezité, ze takovyto podprostor lze generovat pomoci baze, coz umozni snadné nalezeni obecného feseni.

Kdyz pracujeme s netrividlni diofantickou rovnici ax + by = ¢, je mozné ji interpretovat jako rovnici testujici
vektory (z,y) € Z2. Hned narazime na problém, protoze Z? neni vektorovy prostor. To bychom totiz museli
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dovolit nasobeni vektort (z,y) € Z? realnymi skalary «, zatimco zde jsme omezeni na « € Z. Proto zde nebudeme
oficialné pouzivat pojmy z linearni teorie, nicméné nachazime zajimavé paralely.

Zjistili jsme, ze pro homogenni rovnice lze feseni zapsat jako z) = bk, yn = —ak pro k € Z. Ve vektorovém
pohledu to znamena

($h7yh) = (bkv _&k) = (ba _d)ka ke Z.
Je to, jako by vektor (b, —a) byl bazi jednorozmérného prostoru feseni. Odpovida to i graficky, vzorec pro (z,yn)
vybira celo¢iselné body z primky neboli vektorového prostoru reseni algebraické rovnice ax + by = 0.

V linearni algebie se to, ze M je podprostor, dokazuje pres jeho uzavienost na vektorové operace. Jmenovité se
ukaze, ze kdyz si vezmeme dva vektory @, € M, pak také @+ ¥ € M a ati € M pro vSechny skalary.

Pro mnozinu feSeni vSech feSeni homogenni linearni diofantické rovnice to plati také, je uzaviena na operace
s¢itani a nasobeni ¢islem a € Z, viz cviceni 3a.7. Stoji za poznamku, Ze optiméalni dikkaz nepouziva znalost vzorce
pro xzp, yn a vystaci si jen s tim, Ze ¢isla fesi homogenni rovnici, je tedy konceptuélné identicky obdobnému dikazu
z linearni algebry.

Druhy klicovy poznatek linearni algebry je, Ze mnozinu vSech feseni nehomogenni sou-
stavy ziskdme nasledovné: Najdeme podprostor M vsSech feseni pfidruzené homogenni
rovnice a pak jej posuneme pri¢tenim jednoho partikularniho feseni. Na obrazku vidime

mnozinu v8ech feSeni rovnice 3x + by = 0 jako pfimku prochézejici pocatkem. Kdyz ji T
posuneme o vektor (—1, 1.4) fesici rovnici 3x+5y = 4, tak ziskdme mnozinu vSech feSeni S
této rovnice. T~

Matematicky se to vyjadii jako vzorec %o = ¥ + Uh-

Pfesné totéz ale rika véta 3a.4. Pokud budeme nase feseni zapisovat jako vektory, tak se mnozina vSech Teseni
rovnice da zapsat jako

{@p,yp) + (@h,yn); (@n,yn) € Z* A azp +byp =0} = (zp,yp) + {(zn,yn) € Z%; axp, + by, = 0}.
Vratime-li se k vizualni predstaveé, tak mnozina feSeni pfidruzené homogenni diofantické rovnice ax + by = 0
jsou koralky pravidelné rozmisténé na piimce prochézejici poc¢atkem. Kdyz tuto siiiiru koralkdl posuneme o néjaké
partikularni feseni, ziskame dalsi snirku koralkd predstavujici mnozinu vSech feSeni dané nehomogenni rovnice
ax + by = c.

Ackoliv nam tedy svét celych ¢isel nedovoluje pracovat pfimo s pojmy linedrni algebry, coz by ndm umoznilo
fadu poznatk® o mnozinach feSeni prosté zdédit, tak se podstatné chovani zachovava. Podobnost jde dokonce jesté
dal: Dikaz véty o struktufe feseni v linearni algebfe je veden stejné jako diikaz nas, lisi se jen zapis rovnice.

MiZe za to slovo ,linedrni“. Jakmile si néjaka rovnice ¢i soustava rovnic libovolného druhu (algebraicka) zaslouzi
oznaceni linearni, tak mizeme cekat stejné strukturalni véty se stejnymi diikazy. Ostatné to ¢tenar uvidi i v této
knize, kde jesté potkame dalsi typy linedrnich rovnic.

Poznamenejme, ze ackoliv nemtizeme pouzivat vektorové pojmy, tak vektorovy zapis nabizi pohodlnéjsi zapis
nékterych vzorci, protoze umoznuje zahrnout paralelni praci s x a y pomoci jedné vektorové operace, viz naptiklad
zapis mnoziny vsech feseni. Proto jej néktefi autofi preferuji.

A

K diofantickym rovnicim je jesté vratime v bonusovych kapitolach. Pro zajemce zde pfidame néco z historie.

Priklad 3a.i (slavné diofantické rovnice): Asi nejzndméjsi diofantickd rovnice druhého fadu je jiz zminény
Pythagorejsky vztah x2 + 32 = 22. Jiz staii Rekové si kladli otazku, jak to vypadd s celo¢iselnymi (a kladnymi)
FeSenimi této rovnice, fikd se jim ,pythagorejské trojice* (ackoliv je jiz dfive, skoro 2000 let pf.n.l., zkoumali
Babylonané). Jisté znate trojici ¢isel 3,4, 5, kterd tvori pythagorejskou trojici a jsou to shodou okolnosti nejmensi
mozné takova prirozend ¢isla. Jak je to s dalsimi?

Stati Rekové védéli, ze pokud néjakou takovou trojici (z, y, ) mame, tak pro libovolné k € N je rovnéz (kx, ky, kz)
pythagorejskou trojici. Tedy jakmile mame jednu, je jich nekone¢né mnoho.

Vsimli si také, ze pokud jsou ¢isla z,y soudélnd, pak lze celou rovnost vykratit ¢islem ged(x,y) a dostaneme
dalsi pythagorejskou trojici, kterd uz mé x,y nesoudélné. Takovym trojicim se fika ,primitivni“ a jsou jakymisi
seminky vSech pythagorejskych trojic.

Jednim z cilti teorie rovnic je schopnost generovat vSechna feseni, podobné jako jsme se to ucili u linearnich
rovnic. Anti¢ti Rekové to zvladli, vymysleli tohle: Pro libovolné w,v € N tvofi ¢isla x = u? — v?, y = 2uw,
2z = u? + v? pythagorejské trojice. To se snadno ovéii, naroénéjsi je ukézat, e pokud se omezime na mnozinu
takovych dvojic (u, v), které jsou nesoudélné a opacné parity, tak jiz dostdvame pfesné mnozinu vSech primitivnich
pythagorejskych trojic.

Rovnici 22 + 3?2 = 22 tedy rozumime docela dobfe. Naskyta se otazka, jak to dopadne pro vy$si mocninu.
V poloviné 17. stoleti si zndmy matematik Fermat c¢etl o pythagorejskych trojicich v knize Arithmetica napsané
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pravé Diofantem. Povedlo se mu dokazat, Ze rovnice 2* + y* = 2% nemd celo¢iseln4 feseni. Na okraj knihy
pak poznamenal, Ze objevil izasny dtkaz, ze pro vSechny vysSsi mocniny nez 2 uZz rovnice z" + y" = 2" nema
celo¢iselné feseni, ale na okraj se mu nevleze, tak ho tam nenapise. Tato hypotéza (zvana ,Velkd Fermatova
véta“ ¢ ,Fermatova posledni véta“) byla velkou vyzvou. Na konci 18. stoleti dokdzal Euler spravnost tvrzeni pro
n = 3, na pocatku 19. stoleti dokéazali Legendre a Dirichlet (nezavisle) piipad n = 5, v pololeti onoho stoleti padla
sedmicka diky Lamému (viz véta 14a.3). Cisel pomalu pfibyvalo, ale obecny ditkaz nikde. Protoze jde o snadno
pochopitelny problém, pustili se do néj i laici a blouznivci.

Kdyz jsem v 80. letech 20. stoleti studoval na katedfe matematiky Karlovy univerzity, objevil se tam kazdych
par let ¢lovék s hromadou papirt a tvrdil, Zze dokazal Velkou Fermatovu vétu. Profesofi samoziejmé vzdy nasli
chybu, ale obvykle to nebylo lehké, protoze v typickém ptipadé slo o naprostého laika, ktery p#ilis neovladal ani
jednodussi matematiku, tudiz se na téch strankach odehravaly dosti divné véci a vyznat se v nich byval orisek.
Jesté tézsi pak bylo takovému laikovi vysvétlit, pro¢ je jeho chyba chybou.

Ale i mezi véhlasnymi védci se ¢as od ¢asu objevil nékdo, kdo doufal, Ze néco dokazal, ale vét§inou se na to
po néjaké dobé s odstupem podival, placl se do ¢ela a sdm to stahl. Nakonec to udolal az Andrew Wiles s pomocniky
v roce 1995 a jeho dikaz byl tak komplikovany, ze trvalo nékolik let, nez jej matematici dokazali cely poradné
projit a ovérit. Dnes prevazuje nazor, ze Fermat korektni diitkaz nemél.

Dalsi velice populdrni rovnice je ,Pellova rovnice® z? — ny? = 1. Specidlni verzi 22 — 2y? = 1 studovali jiz

stafi Indové, naptiklad slavny Brahmagupta (7. stoleti). Inspiraci byla snaha najit racionalni aproximaci ¢isla
V2, protoze feseni rovnice 22 — 2y? = 1 dava jako zlomek % pfibliznou hodnotu v/2. Obecné nam Feseni rovnice
2?2 —n?=14da % ~ y/n, chyba této aproximace neni vétsi nez ﬁ, coz je slusné. Ptes tisic let byli matematici
radi, kdyz dokézali nalézt feseni pro specialni hodnoty n, naptiklad pravé Fermat se marné snazil vytesit specialni
ptipad 22 — 61y? = 1, uspél az Euler. Teprve na konci 18. stoleti se objevil obecny postup na feseni téchto rovnic.

S Eulerovym jménem je svazana ,FEulerova cihla“. Je to hranol, ktery ma vSechny strany celociselné a také
vSechny jeho stény maji celoc¢iselné diagonaly. Otazka jejich existence byla jednim z populérnich témat matematiky
18. stoleti a bylo nalezeno nékolik zpiisobti, jak takové cihly generovat, ale nenasel se generator vSech Eulerovych
cihel.

Perfektni Eulerova cihla je takovd, kterd ma i hlavni diagonélu (vedouci napii¢ hranolem) celo¢iselnou. Dodnes
neni znamo, zda takova cihla existuje. Jinak feceno, hleda se sedm celych ¢isel spliiujicich rovnice

A+ =d d+P=e P+ =1 P+ b+ =g
Mizete si hrat.

Jako posledni zajimavost pfedstavime problém délovych kouli (cannonball problem). Na lodich se koule skladaly
do pyramid se zakladnou ¢tvercovou ¢i tvaru rovnostranného trojihelnika. Na konci 16. stoleti se zndmy vyzkumnik
Raleigh zeptal, zda lze snadno zjistit pocet kouli, kdyz vime, kolik jich je ve spodnim patie na jedné strané.
Matematici mu radi odpovédéli, pro ¢tvercovou pyramidu to je

k
1
> it = SRk +1)(2k+1).
=1

Pak nékoho napadlo se zeptat: Existuje takova pyramida, Ze 1ze z doty¢énych kouli sestavit plny ¢tverec? Dostavame
diofantickou rovnici k(k + 1)(2k + 1) = 6n2. ReSeni k = n = 1 je zjevné, nasli také feseni k = 24, n = 70 (celkem
4900 kouli). Pak se ale na dlouho pokrok zastavil, az v roce 1918 ptisel diikaz, ze dalsi moznosti uz nejsou.

A
Cviceni
Cviceni 3a.1 (rutinni, zkouskové): Najdéte vSechna feSeni x,y € Z a z,y € Ny pro nasledujici diofantické rovnice:

a) 91z + 65y = 39; c) 105z — 63y = 126; e) 315z + 819y = 126;
b) 15z — 65y = 131, d) 105z — 75y = 0; f) 65z + 273y = 157.

Cviceni 3a.2: Dostali jste stokorunu s tim, Ze za ni méate nakoupit lizatka a bonbdny na détsky den. Lizatko
stoji pét korun a bonbén tii koruny. Jaké se nabizeji moznosti, jestlize si nechcete nechat nic od cesty ani nadkup
dotovat ze svého?

Cviceni 3a.3: Podle vahy byste za balik méli platit 74 korun. Na posté zbyly jenom znamky v hodnotéch 4 a 10.
Budou vam schopni vyznacit cenu?

Poznamka: V davnych dobéach se baliky platily prostfednictvim lepenych znamek, podobné jako dopisy, a byly
na to specialni zndmky s vyssi cenou. Kdyz jsem si na jare 1995 posilal tricetikilovy balik knih domt z Kanady,
potfebovali se zbavit dopisnich zndmek s Vanocnim obrazkem a pokryli s nimi celé dvé stény baliku.
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Cviceni 3a.4: Mate k dispozici klasické vahy s dvéma miskami a libovolny pocet zavazi o vaze 15 nebo 55 gramii.
Jakou nejmensi hmotnost jste schopni odvazit?

Cviceni 3a.5: Mate dvé tyce, jedna mé délku 60 dm a druhd ma délku 25 dm. Jaka je nejmensi délka latky,
kterou pomoci nich dokézete odmérit, pokud odmérujete podél okraje a délate carky?

Cviceni 3a.6 (dobré, prvni tii zkouskové): Pro kazdou diofantickou rovnici rozhodnéte, pro které hodnoty
parametru ¢ € Z je Tesitelna.

a) 8r + 12y = Tt; c) 4tz + bty = 6;

b) 12z + 30y = 18 — 4t; d) 12z + ty = 13.

Cviceni 3a.7: Uvazujte diofantickou rovnici ax + by = 0. Ukazte nésledujici:
a) Jestlize jsou (x1,¥1), (z2,y2) FeSeni této rovnice, tak ji fesi i jejich soucet (z1,y1) + (z2,y2) = (1 + 22, Y2 + y2).
b) Jestlize je (¢, yo) Teseni této rovnice a o € Z, tak ji fesi i a(xo,yo) = (axo, ayp).

Reseni:
3a.l:
a) () | (v) ged(91,65) =13 =91-(—2) +65-3
91 1 0 —39=91-(—6)+65-9 — x,=-6,y,=9
65 0 1 9124+ 65y =0 — Tz +5y=0— 7= -0y
26 1] -1 —  xp =5k, y, = —Tk
13e| —2e| 3e Odtudz=—-6+5bk,y=9—-Tk, k€ Z
0 5 | =7 Nebo to vykoukame z tabulky.
39 | —6 9 x,y € Ny nelze.
b) () | (z)
—65 1 0
15 0 1
-9 1 4 ged(15, —65) = 5 nedéli 131. Nemé feSeni.
He| —le| —4e
0
c) () | (v) ged(105,—63) =21 =105-2—-63 -3
105 1 0 — 126 =105-12-63-18 — 1z, =12,y, =18
—63 0 1 1052 — 63y =0 — OS5xr—3y=0— 5x =3y
42 1 1 — Tp = 3k,yh = bk
2le| 2e| 3e Odtud x =12+ 3k, y =18+ 5k, k € Z
0] -3] -5 Nebo to vykoukame z tabulky.
126 12 18 x,y € Ng pro k > —3.
d) ged(105,75) = 15, 7z — 5y = 0 homogenni rovnice. Reseni # = 5k, y = 7k pro k € Z. Reseni v Ny pro k > 0.
e) (y) | (x) ged(315,819) = 63 = 315 - (—5) + 819 - 2
819 | 1 0 — 126 =315-(—10) +819-4 — =z, =—10,y,=4
315 0 1 3150 +819y =0 — 5x+13y=0— bz = —13y
—126 1 -3 — Thp = 13k,yh = —bk
63e| 2e| —be Odtud x = =10+ 13k, y =4 -5k, k€ Z
0 5 | —13 Nebo to vykoukame z tabulky.
126 4] —-10 x,y € N nelze.

f) gcd(65,273) = 13 nedéli 157. Nema FesSeni.

3a.2: Rovnice 5/ 4 3b = 100. ged(5,3) =1=5-(—1)+3-2 tedy 5- (—100) + 3 - 200 = 100, [, = —100, b, = 200.
50 4+ 3b =0 da I, = 3k, b, = —5k, obecné feSeni [ = 3k — 100, b = 200 — 5k pro k € Z. Chceme [,b > 0, k < 40
a k > 34, celkem 7 moznosti (2,30), (5,25), (8,20), (11,15), (14,10), (17,5), (20,0), (0, 50).

3a.3: Rovnice 10z + 4y = 74. gcd(10,4) =2=10-1+4-(—2) tedy 10-37+4 - (—74) =74, z, = 37, y, = —74.
10z + 4y = 0 neboli 5z + 2y = 0 d& xp, = —2k, y, = bk, obecné feseni x = 37 — 2k, y = 5k — 74 pro k € Z. Chceme
x,y > 0, tfeba k = 15 d4 = = 7 desetikorunovych a y = 1 ¢tyfkorunovou zndmku jako fesSeni.

3a.4: Vahu ¢ odméiime, pokud lze napsat ¢ = 15z + 55y, kde x,y € Z a zaporné hodnoty znamenayji, ze takovato
zévazi ddvame na stejnou misku jako dotyény pfedmét. Rovnice ma feSeni, pokud ged(15,55) déli ¢, tedy nejmensi
vaha je 5 gramil.

3a.5: Délku c odmétime, pokud lze napsat ¢ = 60x + 25y, kde =,y € Z a zadporné hodnoty znamenaji, Ze nanisime
na opacnou stranu. Rovnice méa feseni, pokud ged(60,25) déli ¢, tedy nejmensi délka je 5 dm.
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Cvi€eni 3a.6 (dobré, zkouskové): a) Resitelna pokud ged(8,12) déli ¢ neboli pokud 4 déli 7t neboli (diky
ged(4,7) = 1) pokud 4|t. Zavér: Resitelna pro t = 4k, k € Z.

b) Resitelnd pokud ged(12,30) déli 18 — 4¢ neboli pokud 6 déli 18 — 4¢ neboli (diky 6|18) pokud 6|4t neboli pokud
3|t. Zavér: Resitelna pro t = 3k, k € Z.

c) Resitelnd pokud ged(4t,5t) déli 6 neboli pokud tged(4,5) déli 6 neboli pokud ¢ | 6. Zavér: Resitelna pro
t=1,2,3,6.

d) Resitelna pokud ged(12,t) déli 13 neboli pokud ged(4-3,¢) déli 13 neboli pokud ged(4-3,t) = 1. Zavér: Resitelna
pokud ged(12,¢) = 1. (Slo by také chtit ged(6,¢) = 1, pak totiz ged(12,t) = 1).

3a.7: a) Dosadime x = z1 + 22,y = y2 +y2 do rovnice: L = a(z1 +22) +b(y1 +y2) = (ax1 +by1) + (axa +by+2) =
04+0=0.

b) Dosadime = = axg,y = ayp do rovnice: L = a(axg) + b(ayo) = a(aze + byo) = a -0 =0.

3b. Linearni kongruence

Nyni se pfeneseme do svéta celych ¢isel modulo n. I tam nékdy potifebujeme fesit rovnice, pficemz rovnost se
bere jako rovnost modulo neboli kongruence. Opét se omezime na nejjednodussi linearni rovnice.

! Definice.

Terminem linearni kongruence oznac¢ujeme rovnice typu axz = b (mod n), kden € N, a,b € Z
a hledame celociselné feSeni xg.

Tyto ,rovnice* uz vlastné umime fesit. Kongruenci ax = b (mod n) umime pfepisat jako ax = b+ kn, k € Z,

coz je povédomy tvar. Pro Euklidiv algoritmus bude vyhodnéjsi aprava ax — kn = b neboli ax + n(—k) = b.

! | Fakt 3b.1.
Necht n € N. Uvazujme a,b € Z. Cislo xy € Z tesi linearni kongruenci ax = b (mod n) pravé
tehdy, kdyz pro néjaké yo € Z dvojice xq, yo Tesi diofantickou rovnici ax + ny = b.

Dukaz: Pokud je z( FeSeni kongruence azg = b (mod n), tak podle véty 2a.1 axzg = b+ kn pro néjaké k € Z.
Oznacme yo = —k. Pak axg +nyo = b a xg,yo € Z, tedy xg,yo Tesi rovnici ax + ny = b.
Pokud dvojice xg,yo € Z Tesi rovnici ax + ny = b, tak plati rovnost azg + nyy = b. Podle faktu 2a.6 a diky
n =0 (mod n) pak plati axg +0=0b (mod n) a proto ¢ ¥esi ax = b (mod n).
O

Dtikaz je zaroven navodem. Staci najit vSechna feseni rovnice ax + ny = b, nacez ignorujeme slozku y a ta z ndm
daji hledana feseni linedrni kongruence. Tvar ax +nk = b znamenad, ze pokud pro a vhodné zvolime zastupce, tak
mame na vstupu Euklidova algoritmu nezaporna ¢isla, coz je prijemné.

Diky n € N je vysledna rovnice ax + ny = b vzdy netrividlni, tedy se na ni vztahuji vSechna tvrzeni z pfedchozi
sekce. Vysledky 3a.1, 3a.4 a 3a.2 lze také prenést do svéta kogruenci a zkombinovat v nasledujici tvrzeni.

!l vita 3b.2.

Necht n € N, uvazujme a,b € Z.

(i) Jestlize b neni nasobkem gcd(a,n), tak feSeni kongruence ax = b (mod n) neexistuje.
(ii) Jestlize ged(a,n) déli b, tak kongruence az = b (mod n) ma néjaké feseni z, € Z.
Oznacme 7 = -5 Pak obecné feSeni linedrni kongruence ax = b (mod n) je

r=ux,+kn, kel

Piiklad 3b.a: Vyfesime kongruenci 452z =9 (mod 231).

Kongruenci pfevedeme na diofantickou rovnici 45z + 231y = 9. Tu vyfesime pomoci (v) (x)
algoritmu 3a.7. Protoze nas y nezajima, nemusime odpovidajici hodnoty pocitat. Vlastné 231 1 0
bychom ani nemuseli ten sloupec uvadeét, chtéli jsme jen ¢tenari ukazat, jaka je spojitost 45 0 1
s algoritmem z minulé ¢asti. Zde je tfeba byt trochu opatrny, af neignorujeme zrovna ten 6 -5
sloupec, ktery potiebujeme, radéji si je nadepiseme jmény proménnych. 3 36

Reseni existuje, dostali jsme obecné feseni x = 108 — 77k pro k € Z. 0 =77

Poznamenejme, Ze to odpovida vzorci z véty, opravdu 77 = ——231 9 108

ged(45,231)
Zkouska:

45 - (108 — 77k) = 4860 — 3465k = (231-21+9) +15-231k =9+ 0k =9 (mod 231).
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Ve svété modulo bychom mohli posouvat z, = 108 o 231, coZz moc nepomiize. Ve vzorci pro obecné feseni ale
vidime, Ze nova feseni dostaneme i pii posunu o 77, takze bychom mohli nabidnout také obecné feSeni © = 31 —77k,
k € Z. Protoze u homogenniho feSeni z;, = —77k je mozné znaménko zménit (formalné naptiklad substituci
k = —I1), je také mozné pouzit vzorec x = 31 + 77k, k € Z. Jako obvykle, kazdy z téchto vzorci mé své vlastni k.

Mimochodem, ptijemné&jsi partikularni feSeni x = 31 lze ziskat rovnou pomoci tabulky. Jak vime, cilem je ziskat
v poslednim radku vlevo ¢islo 9. To lze ziskat nejen jako trojnasobek fadku ,trojkového“, ale také sectenim Fadku
Ltrojkového* a ,Sestkového®.

A

Priklad 3b.b: Uvazujme modifikovany ptiklad 452 = 8 (mod 231).

Kongruenci prevedeme na diofantickou rovnici 45z 4+ 231y = 8. Protoze ma stejnou levou stranu (x)
jako priklad 3b.a, dostaneme stejny béh Euklidova algoritmu. Rozdil je v tom, ze ted v levém 231 0
sloupci neumime ziskat pravou stranu 8. To ukazuje, ze 3 = ged(45,231) nedéli pravou stranu, a 45 1
proto podle véty 3b.2 feSeni ulohy neexistuje. 6 -5

Opravdu? Kdyz trojkovy fadek vynasobime ¢islem %, dostaneme fadek | 8 | 96 |, coz ukazuje 3 36
na z, = 96. Kde je problém? 0| =77

V tom, zZe sloupec pro y sice nepotfebujeme pro feSeni kongruence, ale je nezbytny pro prechod ?
mezi kongruenci a diofantickou rovnici dle faktu. Cely fadek je | 3| — 7| 36 |, po vyndsobeni
| 8] — 32|96 | a hned vidime problém.

A

S Algoritmus 3b.3.

pro nalezeni vSech feSeni kongruence axz = b (mod n) Euklidovym algoritmem.
0. Pokud je to tfeba, nahradime a zastupcem a mod n.

Sestavime tabulku pro rozsiteny Euklidiv algoritmus se vstupnimi daty n,a a pomocnym sloupcem s inicia¢nimi
hodnotami 0, 1.

1. Aplikujeme Euklidiv rozsifeny algoritmus.

2. Jestlize fadek ukazujici ged(a, n) nelze vynésobit celym ¢islem tak, aby se misto ged(a,n) objevilo b, tak dand
kongruence nemé feseni.

V opacném pripadé:

a) Do tabulky piipiSeme takto vynisobeny fadek. Cislo v pomocném sloupci dava Tp-

b) V fadku zac¢inajicim nulou pfipiSeme k ¢islu v pomocném sloupci parametr k a ziskdme tak homogenni FeSeni
Th-

c) Obecné feseni ziskdme jako z =z, + zp, k € Z.

JAN

Poznamka: Podivejme se blize na feSeni, ktera jsme ziskali v prikladé 3b.a. Nasli jsme partikularni fesSeni
xp, = 108 a poté obecné feSeni 108 + 771, které generuje mnozinu feseni

...,—123,-46, 31,108, 185, 262, 339, 416, . ..
Ovsem ve svété modula povazujeme urcita ¢isla za stejnd. Kolik mame skuteéné ruznych reseni?

Nase partikularni feseni spliiuje rovnost 45z =9 (mod 231), ovSem podle véty 2a.7 ji bude spliiovat také kazdy
jeho kongruentni zastupce. Cisla 108 + 231k, k € Z neboli

..., —123,108,339, ...

tedy budou vsSechna fesenim dané kongruence, a skutecné je najdeme v tom seznamu vyse. Musi to tak byt a je
to zalozeno na faktu, ze 77 déli 231. V mnoziné vSech feseni se od 108 pohybujeme kroky velikosti 77 a kazdé tii
takové kroky nés posunou o 231, tedy dostaneme se k dalsimu ¢lenu zbytkové t¥idy [108]231. Mnozina vSech FeSeni
proto obsahuje tuto tfidu.

Kdy7 se posuneme o 77 jednou, dostaneme se k ¢islu 185, které do [108]231 nepatii, jde tedy o jiné Feseni (z pohledu
kongruence). Stejny argument jako vySe ukazuje, Ze jeho tfida kongruence [185]23; bude soucasti feseni. Kdyz se
posuneme z 108 o 77 dvakrat, dostaneme se k ¢islu 185 + 77 = 262, coz je dalsi nova hodnota mezi feSenimi, jde
o tfidu [262]231 = [31]231. Ale tfi posuny o 77 od ¢isla 108 nas zavedou zpét do tfidy [108]231, takze nic dalsiho
nedostaneme.

Vidime, 7e se mnozina vSech feseni sklddad ze tfi rtiznych proplétajicich se t¥id, napiiklad [31]231, [108]231
a [185]231. Z pohledu kongruence ma tedy rovnice tfi rizna feSeni.
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n

Toto chovani je univerzalni. Jestlize je z, néjaké Teseni, tak je obecné feSeni zapsatelné jako x, + nk, kde

n = m. Pak n = n - ged(a,n), kde ged(a,n) € Z, tedy n je ndsobkem 7 a proto budou feSeni vytvorend

vzorcem x = x, + nl neboli tfida [z,], vidy sou¢asti mnoziny dané vzorcem z, + nk. Vidime také, Ze je potieba
udélat ged(a,n) kroka velikosti 7, nez z toho bude jeden krok velikosti n, coz uréuje pocéet riznych zbytkovych
tfid v nasem Feseni. Potvrdime to oficidlné.

A

Véta 3b.4.

Necht n € N, uvazujme kongruenci ax = b (mod n) pro né&jaka a,b € Z. Nechf x, je néjaké jeji
partikularni feSeni.

Definujme ¢isla z; = , + gcd(a )
kongruence je sjednocenim zbytkovych tfid [$z]n proi=0,1,...,gcd(a,b) — 1, tyto tfidy jsou
navzajem disjunktni.

iproi=0,1,...,gcd(a,b) — 1. Mnozina vSech feSeni dané

Dukaz: Uvazujme partikularni feseni x, a ¢isla x; dle tvrzeni. VSimneme si, ze ¢ = .
Zvolme libovolné i,j € {0,1,... ,gcd(a,n) — 1}. Pak |i — j| < ged(a,n), a proto
no nooNL_on
pt gcd(a,n)Z a <xp + ged(a, n)j>’ ~ ged(a,n) i=il<n.
Pokud by platilo z; = x; (mod n), pak by podle faktu 2a.4 muselo platit i ; = z; a tedy ¢ = j. To znamen4,
ze pro i # j nejsou x;,x; kongruentni a proto jsou t¥idy [x;],, [x;], disjunktni.
Oznacme jako M = {xp + I; 1 e Z} mnozinu vSech feseni dané kongruence.

|2 —x5] = |2

gcdgz,n)
Uvazujme x € [x;],,. Pak pro néjaké k € Z mame

o R
ged(a, n) ged(a,n) o ged(a, n)
kde i + kged(a,n) € Z. Proto je dle véty 3b.2 = feSenim dané kongruence. Ukazali jsme, zZe U[xz]n C M.

r=x; +kn=u1x,+ i+ kged(a,n) (i + kged(a,n)),

Necht je naopak = néjaké feseni dané kongruence. Pak pro néjaké | € Z mame x = z, + gcd( - n)l Necht
i =1 mod ged(a,n), tedy | = gged(a,n) + i pro q € Z. Pak
n . n .
e * ng(a7 n) (q ng(C% n) - Z) — * ng(a, n)Z " o = an,
tedy = € [x;], ai € {0,1,...,gcd(a,n) — 1}. Dokazali jsme, ze M C |J[z;]n.
ged(a,n)—1
Proto M = U [zi]n-
i=0
O

Pfi ru¢nim pocitani nemusime jako zaklad brat piimo to x,, které vyslo z algoritmu, ale miZeme jej nejprve
vhodné posunout o 7. Je tedy mozné mit reprezentanty feseni z mnoziny {0,1,... ,n — 1}. Dosdhneme toho tak,
vétu 3b.4 aplikujeme s vychozi hodnotou z, mod 7, v pfikladé 3b.a by to bylo 31.

Nemusime nutné brat jednotlivé zastupce podle véty neboli tak, jak jdou za sebou. Mizeme je vybirat z réiznych
period, tfeba 108, 262 a 878. Je to ale nepraktické a pro uzivatele matouci.

Vlastné jsme ukazali rozklad mnoziny feSeni, viz poznamka 1b.2 a kapitola 5.

Priklad 3b.c: Vyfesime kongruenci 30x = 0 (mod 33).

Maéame homogenni kongruenci, ktera by méla byt jednodussi, proto to zkusime jinak. Podle cviceni 1la.11 jex € Z
fesSenim pravé tehdy, kdyz 33 | (30z). Protoze ged(30,33) = 3, tak délitelnost plati pravé tehdy, kdyz 11| (10x)
(viz cviceni 1a.7). Protoze gcd(10,11) = 1, diky lemma 1b.23 dostavame ekvivalentni podminku 11 |z. Mame tedy
obecné feSeni v = 11k, k € Z.

Mimochodem, protoze ged(30,33) = 3, tak toto FeSeni sestava ze tii ruznych zbytkovych t¥id zastoupenych
napiiklad ¢isly 0,11, 22.

Co se stane, kdyz na tuto kongruenci aplikujeme standardni postup?
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Vidime fadek se spravnym generdtorem homogenniho feseni, my bychom ovSem méli jesté vy- (x)
generovat partikularni feSeni. Jako pocita¢ bychom dostali instrukei, Zze mame predposledni fadek 33 0
vynasobit ¢islem W(;n), ¢imz dostaneme potiebné informace. V tomto pripadé nasobime nulou 30 1

)
a dole v tabulce pfibude fadek | 0]0]. g _11

Dostavame pak obecné feseni x = 0 + 11k, k € Z, tedy algoritmus opravdu dospél ke spravnému
feSeni, i kdyz ponékud srandovnim zpiisobem.

A

P1i ru¢nim poditani jsme radi, kdyz si mtizeme vypocty zjednodusit, pti feseni rovnic naptiklad s oblibou kratime
(pokud je to mozné). Bude to také mozné délat s kongruencemi?

Priklad 3b.d: V prikladé 3b.a jsme fesili kongruenci 45z = 9 (mod 231). Protoze jsou 45 i 9 délitelné deviti,
nabizi se kraceni.

Kongruenci 5 = 1 (mod 231) hravé vyfesime, diky kraceni byl algoritmus kratsi. Dostali jsme ()
obecné feseni x = —46 + 231k, k € Z a mame problém, protoze krok je n = 231, feSenim je tedy 231 0
jedna zbytkova tfida [—46]231 = [185]231. My ale vime, Zze maji byt tfi, takze jsme pfisli o dvé 5 1
tfetiny reSeni. 1| —46

Vidime, ze kraceni v kongruenci neni mozné. 0] 231

JAN

Abychom lépe vidéli, co se déje, pfepiseme kongruenci ax = b (mod n) na algebraickou rovnost ax + ny = b.
Vidime, Ze jsem pri nasem pokusu vlastné kratili jen dva koeficienty ze t¥i, takze neni divu, Ze to nedopadlo dobfe.
Zaroven to napovida, co by fungovat mohlo.

Lemma 3b.5.
Necht n € N, uvazujme a, b € Z. Predpokladejme, ze d € N déli éisla a, b, n.
Pak ¢islo z¢ € Z fesi kongruenci az = b (mod n) pravé tehdy,

b

kdyz Tesi kongruenci %:v = (mod %)

Dukaz: axg = b (mod n) pravé tehdy, kdyZ existuje néjaké yo € Z, aby axg = b+ yon, coz je pravé tehdy,
kdyz existuje néjaké yo € Z, aby Gz = g + Y04, coz je pravé tehdy, kdyz Gzo = g (mod %).
(|

N

délat az po prevodu na diofantickou rovnici.

Protoze se kongruence ax = b (mod n) nazyva linearni, da se ¢ekat, Ze pro jeji FeSeni budeme mit pfislusné
strukturalni chovani. Je tomu tak.

Homogenni kongruence ma obecné feseni z; = k, mnozina vsSech feseni je tedy generovana cislem n =

—_n
ged(a,n)

aed(an) d?a ay @ opét si ji muZeme predstavit jako jednorozmeérnou. Ve cviceni 3b.4 si dokdzete, Ze mnozina feSeni
b
homogenni linarni kongruence je uzaviena na operace, opét staci vyjit z vlastnosti, nikoliv z presného popisu.

Mnozinu feseni pro nehomogenni verzi pak ziskdme posunem této mnoziny.

!| vita 3b.6.
Necht n € N. Uvazujme kongruenci ax = b (mod n) pro néjaka a,b € Z, necht x, je néjaké jeji
feSeni.

Cislo ¢ € Z je fesenim kongruence ax = b (mod n) pravé tehdy, kdyz existuje z;, € 7Z, které
splituje z¢ = x, + xj, a je FeSenim pfidruzené homogenni kongruence ax =0 (mod n).

Dtikaz je natolik podobny dikazu véty 3a.4, Ze jej s klidnym svédomim nechame jako cviceni 3b.3. Je dokonce
jesté snadnéjsi, protoze se pracuje jen s jednou proménnou, daji se také pouzit véty z kapitoly 2 o aritmetice
ve svété modula. A stejné jako v predchozi sekci, i ted lze vétu shrnout prohldSenim, Ze mnoZzina vSech Feseni dané
kongruence je

{zp +zpn; xp € ZTesi ax =0 (mod n)}.
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Cviceni
Cviceni 3b.1 (rutinni, zkouskové): Vyfeste nasledujici kongruence:

a) 84x = —56 (mod 308); c) 12z =0 (mod 20); e) 40z = 16 (mod 132);
b) 34x =5 (mod 79); d) 33z =17 (mod 99); f) 112 = 0 (mod 40).

Cviceni 3b.2 (dobré, zkouskové): Pro kazdou z néasledujicich kongruenci rozhodnéte, pro které hodnoty para-
metru ¢ € Z bude fesitelna.
a) 4r = 2t (mod 6), b) 30z = 20 — 8t (mod 40).

Cvi€eni 3b.3 (rutinni, pou¢né): Necht n € N, necht a,b € Z. Uvazujme néjaké feseni x, kongruence ax = b.

a) Dokazte, ze kdyz je 1 ¢ € Z TeSenim této kongruence, tak ¢islo z;, = z¢ — x,, Fesi kongruenci ax =0 (mod n).
b) Dokazte, ze kdyz z;, € Z je feSenim kongruence ax = 0 (mod n), tak z¢ = z, + =, Fesi kongruenci az = b
(mod n).

Cviceni 3b.4 (rutinni, pouc¢né): Necht n € N, necht a € Z.

a) Dokazte, Ze jestlize x1,xo Tesi kongruenci ax = 0, tak také z1 + zo ji Tesi.

b) Dokazte, ze jestlize z( Fesi kongruenci ax = 0, tak také auxg ji fesi pro libovolné a € Z.

Reseni:
3b.1: a)| 308 0 Rovnice 84z + 308y = —56
84 1 gcd(84,308) =28 =84 -4+ 308 - (—1)
—28 —4 — —56=84-(-8)+308-2 — x,=-8
28e 4e 84r +308y =0 — 3z+1ly=0 — Toz=-1ly — x5=11k
0 | —11 Odtud = —8 + 11k nebo z = 3+ 11k, k € Z
—56 —8 Nebo to vykoukame z tabulky.
b)| 79 0 Rovnice 34z 4+ 79y =5
34 1 ged(34,79) =1=34-7+79-(-3)
11 -2 —5=234-354+79-(-15) — 2,=35
le e 3Br+T79y =0 — 3dx=-79y — x5, ="79%
0] =79 Odtud z = 35+ 79k, k € Z
5 35 Nebo to vykoukame z tabulky.

c) 12z + 20y = 0, je uz homogenni. Evidentné gcd(12,20) = 4, zkratime, 3z + 5y =0 — 3z = —5y. x = bk,
keZ.

d) protoze gcd(33,99) = 33 a 17 neni nasobkem 33, kongruence neméd feseni.

e)| 132 0 Rovnice 40z + 132y = 16
40 1 ged(40,132) =4 =40-10+ 132 - (—3)
12 -3 — 16 =40-40+132-(-12) — 1z, =40
4de| 10e 40+ 132y=0 — 102+33y=0 — 10x=-33y — xp =33k
0| =33 Odtud x =40 + 33k nebo x =7+ 33k, k € Z
16 40 Nebo to vykoukame z tabulky.

f) Protoze gcd(11,40) = 1, je mnozina feSeni x = 40k, k € Z.

3b.2: a) Reseni existuje, pokud ged (4, 6) déli 2¢ neboli pokud 2 déli 2¢, coz je pro viechna t € Z. b) Reseni existuje,
pokud ged(30,40) déli 20 — 8¢ neboli pokud 10 déli 20 — 8t neboli (diky 10|20) pokud 10 déli 8¢ neboli pokud 5
déli t. Zavér: Kongruence je festelnd pro t = bk, k € Z.

3b.3: a) a(rg — zp) = axg —ary =b—b=0 (mod n).

b) je podobné.

3b.4:a) a(r+1+z2) =ar; +ares =0+0=0.D) a(lazg) =a- (axg) =a-0=0 (mod n).

3c. Rovnice v prostorech Zp

V prostorech Z, mame ¢isla a standardni rovnost, muZzeme tedy formovat rovnice. Opét se zamérime na tu
nejjednodussi, nicméné velmi uzite¢nou: linedrni rovnici a ©® * = b. A opét konstatujeme, Ze jsme jiz Fesili jeji
specialni pripad a © z = 1 pfi hledani inverzniho ¢isla. Obecnéjsi piipad se fesi obdobné a je zaloZen na nasledujici
vete.

Véta 3c.1.
Necht n € Z, a,b € Z,. Cislo zo € Z fe&i rovnici a ® = b v Z,, pravé tehdy, kdyz zo € Z,
a arg =b (mod n).
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Platnost vyplyva z poznamky 2b.3, coz ovSem neni ditkaz, tak ho udélame.

Dukaz (pou¢ny, rutinni): Dany n € N, a,b € Z,.

1) =: Pokud xq tesi a ® xg = b v Z,,, tak samoziejmé xy € Z,, a také azg mod n = b. Protoze b € Z,, plati
b = b mod n. Mame tedy axo mod n = b mod n, proto podle véty 2a.1 plati axg = b (mod n).

2) <: Predpoklady: x¢ € Z,, a axrg = b (mod n). Podle véty 2a.1 pak azg mod n = b mod n = b diky b € Z,,.
Mame tedy axg mod n = b. Protoze a,zg € Z,, vyraz nalevo lze intepretovat jako a ® xg. Proto a ® xg = b a xg
je feSeni dané rovnice.

g

7 praktického pohledu to znamena nasledujici:
e Mnozinu vsech FeSeni rovnice a ® x = b v Z,, ziskdme tak, Ze z feSeni kongruence ax = b (mod n) vybereme ta,
ktera jsou ze Z,.

Pri praci s rovnicemi v Z,, byva zvykem ignorovat specidlni znaceni pro operace a pouzivat bézné znacky pro
nasobeni a sc¢itani. Budeme to zde dé€lat také, jen v diikazech budeme rozlisSovat.

Piiklad 3c.a: VyfeSime rovnici 42x = 18 v Zjgg.

Prepiseme ji jakovkongruenci 42x = 18 (mod 180), ze které pak prechazime k diofantické rovnici (x)
42x 4 180y = 18. Resime ji tradi¢né Euklidovym aloritmem, v tabulce nas zajima jen pomocny 180 0
sloupec pro . 42 1

Dostavame z, = 39, x5, = —30k, tedy kongruence 42z = 18 (mod 180) m& obecné FeSeni 12 —4
x=39— 30k, k € Z. 6 13

Nez za¢neme dalsi postup, najdeme si lepsiho zastupce. Nejmensi nezdporné ¢islo ziskatelné ze 0] =30
vzorce je 9, také zménime znaménko u k. Budeme tedy pracovat s obecnym fesenim x = 9 + 30k, 18 39
keZ.

Nyni potiebujeme najit vSechna z téchto cisel, ktera lezi v rozmezi 0 az 179. Jednoduchym pficitdnim zjistime,
ze jde o ¢isla 9,39, 69, 99,129, 159.

Zavér: ReSenim rovnice 42z = 18 v Zjgg jsou = = 9,39,69,99,129,159. Pfiznivci mnozin mohou napsat, ze
fesenim jsou x € {9, 39, 69,99, 129,159}.

Poznamenejme, Ze toto FeSeni Slo také napsat jako x = 9 + 30k, k € {0,1,...,5}, popfipadé jako x = 9 + 30k,
k=0,1,...,5, popfipadé jako {9 + 30k; 0 < k < 5}. Tento zépis je vyhodny pro ptipad, Ze je téch feSeni hodné.

Pokud by chtél nékdo pouzit ptivodni vzorec, musel by trochu premyslet a dospél by k zavéru, ze feSenim dané
rovnice jsou x = 39 — 30k, k € {—4,-3,... ,1}.

A

Poznamka: Vratme se znovu k obecnému feSeni z = 39 + 30k pro kongruenci 42z = 18 (mod 180). Podle
véty 3b.4 se tato mnozina FeSeni sklada z ged(42,18) = 6 ruznych zbytkovych tiid modulo 180. Kazda zbytkova
tfida obsahuje jen jedno ¢islo z mnozZiny Zis9 = {0,1,...,179}, takze bude jen 6 feSeni ptuvodni rovnice v Zigp.
To souhlasi.

Véta nam také rika, ze se k zastupcum zbytkovych tfid dostaneme tak, Ze se od jednoho vybraného budeme
posunovat o 30. Dostavame tak {9+ 180k; k € Z}, {39 + 180k; k € Z}, {69 + 180k; k € Z}, {99 + 180k; k € Z},
{129 + 180k; k € Z} a {159 + 180k; k € Z}. Mimochodem, také vidime, ze dalsi posun by nés dostal k ¢islu 189,
které uz patii do prvni zbytkové tridy.

AN

Véta 3c.1 ndm nejen dala navod na praktické pocitani, ale také umozni pfevést teoretické poznatky, pomoci
kterych potvrdime pozorovani z prikladu.

Véta 3c.2.

Necht n € N, uvazujme rovnici a ® x = b v Z,, pro ndjaka a,b € Z,.

(1) Jestlize ged(a, n) nedéli b, pak FeSeni rovnice neexistuje.

(ii) Jestlize ged(a,n) déli b, pak mé rovnice ged(a, n) feseni.

Necht z,, € Z tesi kongruenci az = (mod n), ozna¢me 7 = FICEDR

Necht zp = 2, mod 7. Pak mnozina vSech feSeni rovnice a ® x = b v Z,, je

{zog+in; i=0,1,...,gcd(a,n) — 1}.
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Dukaz (pou¢ny): (i): Pouzijeme nepiimy diikaz, tedy dokdZzeme obménu této implikace.

Pokud by rovnice a ® x = b méla feseni v Z,, tak by dle véty 3c.1 bylo i feSenim pro kongruenci ax = b
(mod n). Podle véty 3b.2 pak gecd(a,n) musi délit b.
(ii): Mame partikularni feseni z, kongruence ax = b (mod n) a xg = x, mod nn. Necht ko € Z je takové, ze
xo = xp — kont. Oznacme x; = ¢ + in.
1) Zvolme i € {0,... ,gcd(a,n) — 1}. Ukdzeme, ze z; € Z,. Zjevné x; € Z. Podle definice je o > 0, proto diky
n,i > 0 také x; > 0.

Coby zbytek z( spliuje g < 7 a i < ged(a,n) — 1, proto

xo + i < 1+ (ged(a,n) — 1)n = ged(a, b)in = n.

Takze z; € {0,... ,n — 1} = Z,.
2) Protoze z; = xo +in = x, + (1 — ko) a i — ko € Z, podle véty 3b.2 z; fesi az = b (mod n). Podle 1) je
x; € Zy, a proto podle véty 3c.1 fesi x; rovnici a ©@ x = b v Zy,.
3) Ukazeme, Ze jina FeSeni nez x; jiz neexistuji.

UvaZujme feSeni Z € Z,, rovnice a ®x = b v Z,,. Pak musi fesit kongruenci ax = b (mod n). Z véty 3b.2 plyne,
ze tedy T = x, + In pro né&jaké | € Z. Proto

T=xp,+ 10 =x0+ kot + I = xo + (I + ko)R = xo + mn,

kde m = I+ kg € Z. Cislo 7 je tedy ve spravném tvaru, zbyva dokazat, ze m lezi v rozsahu 0, 1, ... , gcd(a,n) — 1.

Jiz jsme odvodili, ze z volby xy dostavame x¢ < n. Pokud by m bylo zadporné, tak bychom méli £ < xo—n < 0,
coz je ve sporu s T € Z,. Proto m € Np.

Pokud by naopak platilo m > ged(a,n), pak bychom méli

T =x9+mn >0+ ged(a,n)in =n,

coz je ve sporu s & € Z,. Takze m < ged(a,n) — 1.

Shrnuto, feSeni  lze zapsat jako xg + mn, kde m € {0,1,...,gcd(a,n) — 1}, tedy Z je mezi ¢isly z;.

Ukéazali jsme, ze ¢isla x; davaji vSechna FeSeni dané rovnice a jde zjevné o ged(a, n) riznych éisel.

Postup opét shrneme.

S Algoritmus 3c.3.
pro nalezeni vSech feseni rovnice ax = b v Z,, Euklidovym algoritmem.
0. Sestavime tabulku pro rozsifeny Euklidtv algoritmus se vstupnimi daty n, a a pomocnym sloupcem s inicia¢nimi
hodnotami 0, 1.
1. Aplikujeme Euklidiv rozsifeny algoritmus.
2. Jestlize fadek ukazujici ged(a, n) nelze vynasobit celym ¢islem tak, aby se misto ged(a,n) objevilo b, tak dana
rovnice nemé feseni.
V opac¢ném piipadé:
a) Do tabulky pfipiSeme takto vynésobeny fadek. Cislo v pomocném sloupci dava z,.
b) V fadku zacinajicim nulou najdeme v pomocném sloupci ¢islo, které v absolutni hodnoté dava n. Oznacime
To = Tp mod 7.
c¢) ReSeni rovnice jsou x = 29 +in, i € {0,1,... ,ged(a,n) — 1}.

A

Jako obvykle neni nutné sledovat piesné algoritmus. Je mozné si nechat x, a pouzit vzorec x = x, + in, oviem
s prislusné upravenym rozsahem pro ¢. Obvykle je to pak méné prehledné, takZe se to spi$ nedéla.

Pokud nékdo potfebuje Tesit takovéto rovnice ru¢né, pak by rad védeél, zda je mozné kratit v rovnicich v Z,.
Vzhledem k souvislosti s kongruencemi je jasné, ze to nebude fungovat. Je mozné kratit, pokud si rovnici ax = b
v Z, prepiseme na diofantickou rovnici ax + ny = b, ale pak je tfeba mit na paméti, Ze ve zkracené rovnici
axr +ny = b uz ged(a, b) neda pocet feseni pro Z,. Kdo tomu rozumi, se s tim vyrovna.

Priklad 3c.b: VyfeSime rovnici 14x = 38 v Zyyp.

Prelozime ji jako 14x 4+ 40y = 38 pro x,y € Z. Pouzijeme obvykly algoritmus pro diofantické (x)
rovnice s tim, Ze ignorujeme y, a zkusime zaporné zbytky. Namisto ged(14,40) = 2 jsme dostali 40 0
fadek s ¢islem —2, coz ndm nevadi, spravnou pravou stranu 38 z néj vyrobit umime. Mame x,, = 57 14 1
a i = 20, najdeme g = 57 mod 20 = 17. —2 -3

Dané rovnice ma dvé feseni, a to 17, 37. 0] —20

38 57
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Pokud nechceme pouzit pfimo vzorce z véty ¢i algoritmu, ale spis souvislost s kongruencemi, mizeme postupovat
takto: Z tabulky najdeme feseni x = 57 — 20k. Rozmyslime si, Zze mezi témito feSenimi jsou ze Zy4o tato: 17, 37.
Diky ged(14,40) = 2 vime, Ze jich mame spravny pocet. Osobné tento pfistup preferuji.

Pokud bychom zkrétili jen v rovnici a Fesili 7x = 19 v Zy9, dostali bychom z Euklidovy tabulky ged(7,40) = 1,
xp = —323, n = 40 a 29 = 37. Méli bychom jen jedno feSeni x = 37. Nepomize ani navrat ke kongruenci 7z = 19
(mod 40), ta ma FeSeni x = —323 + 40k.

Kdyz uz chceme kratit, tak nejlépe v rovnici 14z + 20y = 38. Vznikne 7z + 10y = 19, coz vede na = = 47 + 20k,
k € Z. Vidime, Ze z této mnoziny lezi v Z4g ¢isla 17,37, najdeme tedy dvé feSeni a nenechdme se zméast tim, ze
ged(7,10) = 1.

AN

I v prostoru Z,, plati analogie s linedrnimi prostory. Urcité poiad plati, Ze vSechna feseni dané rovnice lze ziskat

N4

skalarem totiz nefunguje kvili omezeni na éisla z Z,,, takze pocitat « - a pro a € Z,, a o € Z nelze.
Cviceni

Cviceni 3c.1 (rutinni): Které z nésledujicich rovnic jsou fesitelné v Zigs?
a) 25z = 13; b) 30z =12; c) 30x = 15; d) 16z = 24.

Cviceni 3c.2 (rutinni, zkouskové): Vyfteste nésledujici rovnice v daném Z,,:

a) 95z = 50 v Zaoo; c) 10z = 0 v Zss; e) 84x = 126 v Zo1p;

b) 9r =13 v Zgo; d) 48 =10 v Zlgo; f) 8r=0v Zlg.

Cvi€eni 3c.3 (dobré): Uvazujme rovnici (6 — t)z = 24 v Zyo. Pro které hodnoty ¢ z rozmezi 0,... ,5 ma tato
rovnice

a) presné Ctyfi feSeni? b) presné t¥i feseni? c) presné pét feseni? d) zadné feseni?

Reseni:

3c.1: Podminka je ged(a,n)|b. a) ged(25,168) = 1, 1|13, ano. b) ged(30,168) = 6, 6|12, ano. c) gcd(30,168) = 6,
neplati 6|15, ne. d) ged(16,168) = 8, 8|24, ano.

3c.2: a) | 220 0 Rovnice 95z 4 220y = 50
95 1 gcd(95,220) =5=95-7+220- (—3)
30 | -2 — 50 =095-70+220-(=30) — 2, =70
e 7o 95x +220y =0 — 192 +44y=0 — 192=—44y — x5, =44k
0 | —44 Odtud = = 70 4 44k, k € Z. Nebo to vykoukdme z tabulky.
50 |70 Reseni ze Zgog: © = 26 + 44k, k =0,... ,4 neboli z = 26, 70,114, 158, 202.
b)| 80 0 Rovnice 9z 4 80y = 13
9 1 gcd(9,80) =1=9-9+80-(—1)
8| -8 —13=9-1174+80-(—-13) — x, =117
le 9e 92 +80y =0 — 9x=-80y — x5, =80k
0] —80 Odtud z = 117 + 80k, k € Z. Nebo to vykoukame z tabulky.
13 117 Reseni ze Zgg: © = 37 + 80k, k = 0 neboli z = 37.

c¢) 10z + 35y = 0, uhodneme gecd(35,10) = 5, vykratime na 2z + Ty = 0, takze feSeni z, = 7k. Je gcd(35,10) =5
feSeni v Zss, x = Tk pro k = 0,1,2,3,4 neboli z = 0,7, 14,21, 28.
d) ged(120,48) = 24, protoze 24 nedéli 10, rovnice nemé FeSeni.

e)| 210 0 Rovnice 84z + 210y = 126
84 1 gcd(84,210) =42 =84 -(—2)+210-1
42¢| —2e — 126 =84-(—6)+210-3 — x,=-6
0 ) 84x 4+ 210y =0 — 22x+5y=0 — 22x=-by — x,=0>5k
126 | —6 Odtud x = —6 + 5k, k € Z. Nebo to vykoukdme z tabulky.

Reseni ze Zo1g: t =4+ 5k, k=0,...,41 neboli x = 4,9, 14,19, ... , 204, 209.
f) 8x + 12y = 0, na 2z + 3y = 0, takze x;, = 3k. Je ged(12,8) = 4 feSeni v Zq2, x = 3k pro k = 0,1,2,3 neboli
z=0,3,6,9.
3c.3: Pocet feseni je roven ged(a,n), ale musi platit ged(a,n)|b. a) Potfebujeme ged(6 — ¢,40) = 4, splnéno 4|24
pro existenci feSeni. Potfebujeme 4|(6 — t), to plati pro ¢ = 2.
b) Potfebujeme ged(6 — t,40) = 3, to neni mozné.
c¢) Potfebujeme ged(6 — t,40) = 5, nastane pro t = 1, ale neplati 5|24, takze zadné feSeni.
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d) Zadné feseni nastane, kdy#z ged(6 — t,40) nedéli 24. Protoze 40 = 8-5 a 6 —t < 6, mozna ged jsou 2,4, 5. Z nich

jen 5 nedéli 24, u ostatnich budou feseni. Zavér: Zadné feseni nebude pro t = 1.

3d. Soustavy linearnich kongruenci

Zde budeme uvazovat nasledujici typ soustav. Jsou dany moduly nq,... ,n,, € N a pravé strany b, ...

Hledame cela cisla z takova, ze
x = by (mod ny),
x = by (mod ny),

x = by, (mod nyy,).

Zacneme linearni klasikou.

b € 7.

!| vata 3d.1.
Uvazujme moduly ni,ne,... ,n, € N a cisla b1,02,... , b, € Z.
Necht z, je néjaké FeSeni soustavy kongruenci

x =by (mod ny)

x = by (mod ns)

x = by, (mod nyy,).
a xp, je feSenim pridruzené homogenni soustavy kongruenci

=0 (mod ny)
x =0 (mod ns)

=0 (mod ny,).

Cislo xg je také feSenim této soustavy pravé tehdy, pokud existuje ¢islo xj, takové, Ze xy = Tp+Tp

Ditikaz se od dvou obdobnych vét dokdzanych diive lisi jen v detailech a nechame jej ¢tenari.

Jako obvykle tedy stac¢i umét najit jedno partikulédrni feseni a pak pofadné prozkoumat homogenni soustavy.

Témi zacneme, jsou snadné.

1 Ve cvieni 2a.6 jsme dokazali, ze a = 0 (mod n) pravé tehdy, kdyz n|a. To znamena, ze ¢islo « € 7Z Fesi homogenni

soustavu

x =0 (mod ny,).

pravé tehdy, kdyz je x délitelné vSemi moduly ni, ... ,n,,. To znamend, Ze x je jejich spoleénym nasobkem. Jak

jsme si rozmysleli v kapitole 1b (viz naptiklad véta 1b.11), tato x lze vyjadiit jako x = klem(nq,no, ...

keZ.

, My ) PrO

Ted se omezime na specialni ptipad, kdy jsou n; po dvou nesoudélné, tedy pro ¢ # j plati ged(n;,n;) = 1. Pak

lem(ny, ... ,nm) =ny - ng -+ Ny, viz cviéeni 1b.15, a pro homogenni soustavu ziskdme pékné Feseni.

! | Fakt 3d.2.

kdyz je xj nasobkem ¢isla ny - ng -+« Ny,

Uvazujme moduly ny,ng, ... ,n, € N. Pfedpokladejme, ze tato ¢isla jsou po dvou nesoudé€lna.
Pak ¢islo x;, € Z spliuje kongruence x = 0 (mod n;) pro vSechna i = 1,... ,m pravé tehdy,

Umime tedy napsat obecné feseni xp = ny---nnk, k € Z.

Zbyva vymyslet, jak najit jedno partikularni feseni, coz bude komplikovanéjsi nez v pripadé diofantickych rovnic

a linearnich kongruenci.

Za¢neme prvni kongruenci. Pokud ji x fesi, tak jisté musi mit tvar x = b; + kn,. Ted potfebujeme zafidit, aby
také spliovalo druhou kongruenci, tedy aby (b1 + kni) mod ny = by. K dosazeni tohoto cile mame k dispozici

zatim neurcené k € Z, ale je to komplikovano tim, Ze se nam do toho plete to b;.

Zajimavy napad: Nepouzijeme by, ale by - @, pficemz ® bude vypadat jako jednicka z pohledu modula nq, diky
¢emuz pordad mame x = b; (mod nq), ale zaroven chceme, aby ® byla nula z pohledu modula ng, ¢imz ten prvni

3d.2 109
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¢len pfestane zasahovat do naseho pokusu o feseni druhé kongruence. Pak ale musi byt ® = x1ns, pficemz chceme,

aby x1m2 =1 (mod ny). To je ale zndmy pozadavek na inverzni ¢islo a umime jej splnit.

Dostéavame tedy nového kandidata na feseni x = byxi1noe + kni. Z pohledu modula n; to je byzine = by -1 = by,
tedy prvni rovnice je stale splnéna. Z pohledu modula ns to je kni, coz se doufejme da doladit do hodnoty bs.
Protoze je situace symetrické, nabizi se myslenka, ze by obé komponenty = mohly mit stejny tvar, takze bychom
zkusili £ = byxz1ng + boxony. Pro splnéni tfi kongruenci by pak byly tfi komponenty a tak dale.

1 Vyvineme tedy obecnou strategii, ukdzeme ji na pfipadu tii kongruenci. Pak budeme reSeni

sestavovat ze t¥i komponent Ci,Cy, C3. Na kazdou komponentu mame tfi pozadavky, podle n;:
toho, z jakého pohledu se na ni divaime, shrnuje to tabulka vpravo. Kdyz jednotlivé komponenty nao:
secteme a podivame se na vysledny soucet o¢ima jednoho modulu, tak vzdy bude aktivni jen ns:
jeden ¢len a ostatni do toho nebudou zasahovat, coz nam vyrazné zjednodusi praci.

C1|Cy | Cy
by | 0 10
016210
01003

To nezasahovani neboli nuly v tabulce se vyrobi snadno. Aby C; dalo nulu modulo ns a ns, musi byt ve tvaru
C1 = knang, obdobné pro ostatni komponenty. Zbyva vytesit pozadavky na diagonale. Z praktického pohledu je
jednodussi nechtit rovnou b;, ale jen jednicky, protoze z nich se spravné hodnoty b; vyrobi snadno vynasobenim.

Mam tedy nasledujici pozadavky:

T1M2MNg | T2M1MN3 | T3N179
ny: 1 0 0
Nnag: 0 1 0
ng: 0 0 1

Abychom dostali jednic¢ku vlevo nahofe, musi platit z1(nons) =1 (mod ny), coz vlastné znamend, ze 1 ma byt
inverzni ¢islo k nong modulo ny. Diky vzadjemné nesoudélnosti modult existuje a umime jej najit, obdobné pro xs

a T3.

Komponenty by x1nsns, boxanind, bsxsning pak budou presné spliovat pozadavky prvni tabulky a jejich secte-
nim tak dostaneme feseni. Potvrdime to v klicové vété.

! Véta 3d.3. (Cinska véta o zbytcich)

x =by (mod ny)
x = by (mod ng)

x = by, (mod nyy,).

. .nm'

Necht nq,n9,... ,nm €N, by, bo, ..., b, € Z. Uvazujme soustavu kongruenci

Jestlize jsou vSechna ¢isla n; po dvou nesoudélnd, pak ma tato soustava reseni x,, € Z. Obecné
feSeni je v = x, + kn, k € Z, kde n = niny -

Dukaz (pouény): 1) Nejprve ukdzeme, ze FeSeni existuje. Pro ¢ = 1,... ,m definujeme N; =
soucin vsech n; s vyjimkou n;. Podle lemma 1b.27 pak ged(N;,n;) = 1. Proto existuje inverzni ¢islo z; k N;

m

vzhledem k nasobeni modulo n;. Necht z, = ) b;x; N;. Tvrdime, Ze je to feSeni dané soustavy.

2 tedy je to

i=1
Zvolme i. Pro j # i pak n; | N;, proto N; = 0 (mod n;), tedy i (b;z;N;) = 0 (mod n;). Nésledné modulo n;

dostaneme x, = b;x; N; = b; - 1 = b; (mod n;).

2) Tvar mnoziny vSech FeSeni vyplyvé z véty 3d.1 a faktu 3d.2.

O

Mnozi autofi namisto tvrzeni o mnoziné vech feseni preferuji zakonéit Cinskou vétu o zbytcich prohlagenim, Ze
FeSeni soustavy je jediné modulo n. Jak bychom to ukéazali?
Vezméme tedy jesté jiné reSeni y soustavy. Snadno nahlédneme, ze pak y — x, Tesi pfidruzenou homogenni

soustavu, proto podle faktu 3d.2 mame y — z,, = kn pro néjaké k € Z. Pak y = z,, (mod n).

Dtikaz véty dava algoritmus.

S Algoritmus 3d.4.

pro FeSeni soustavy kongruenci z = b; (mod ny),z = by (mod ns),... ,z = b, (mod n,,) pro pfipad, Ze jsou

vS8echna cisla n; po dvou nesoudélna.

N n v .
1. Oznacime n = ning - - - n,, a N; = — pro vsechna 1.
n

(3
2. Pro kazdé ¢ najdeme inverzni ¢islo x; k IV; vzhledem k nasobeni modulo n;, viz algoritmus 2a.13.

m

3. Necht z, = biz;N;. Obecné feSeni soustavy je v = x, + kn, k € Z.

i=1

A

3d.4, 3d.a
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Priklad 3d.a: Vété se iika ¢inska, protoze soustavy kongruenci jdou zpét ke starym Ciflantim nékam do 3. stoleti.
Asi nejznaméjsi je nasledujici uloha z klasické knihy Matematicky manudl mistra Sun-Tzu (to byl matematik,
neplést se stejnojmennym autorem klasické knihy o vojenské strategii znamé jako The Art of War).

Méjme urcity nezndmy pocet véci. Kdyz je usporddame po tfech, zbydou dvé. Kdyz je usporddame po péti,
zbydou tfi. Kdyz je usporadame po sedmi, zbydou dvé. Kolik je véci?

Pfelozeno do moderniho jazyka, hleddme feSeni soustavy kongruenci x = 2 (mod 3), x = 3 (mod 5) a =z = 2
(mod 7). Ukdzeme dvé podoby FeSeni.

Nejprve si zahrajeme na pocita¢ a pouzijeme mechanicky pfislusny algoritmus.

Mame n; =3, ng =5, ng =7, proton =3 -5-7 = 105. Udélame si dopliikové souciny N; = n’—Ll = ng - n3z = 35,
Ngznﬂl:nl-n3:21, NgZ%:nl'n2:15.

Ted pro kazdé i potfebujeme inverzni ¢islo k N; vzhledem k ndsobeni modulo n;, tedy hleddme x1, 2, 3 spliujici
35z1 =1 (mod 3), 21zo =1 (mod 5), 1523 =1 (mod 7).

3 0 510 710
35 1 21 | 1 15 | 1

3 0 510 710

2 1 le| 1le le| 1le

le| —1le 0 0

0

Dostavame z; = —1, 29 = 1, z3 = 1. Pak , = 2-(—1)-354+3-1-21+2-1-15 = 23. Obecné FeSeni je
x =23+ 105k, k € Z.

P1i ru¢nim vypoctu je mozné si praci ulehc¢it napiiklad tim, Ze ¢isla nahrazujeme jejich pfihodnéj$imi zastupci
modulo, zejména p¥i hledani x;. Je potfeba vést v patrnosti, které modulo se pfi kterém vypoctu pouziva. Osobné
preferuji pristup, ktery mi v tom pomaha a ktery vychézi ze znalosti hlavni myslenky, spis nez nasledovani hotového
algoritmu. Pro kazdou komponentu si vyrobim sloupec, ve kterém se pracuje v tom modulu, ktery je dotycénou
komponentou obsluhovan. Proto jsem si do zahlavi pfidal poznamku, kterou kongruenci doty¢na komponenta resi.

z =2 (mod 3) z =3 (mod 5) z=2 (mod 7)
Tp: 2-2x1-5-7 3-29-3-7 2-x3-3-5
3521 =1 (mod 3) |2lze =1 (mod 5) | 1523 =1 (mod 7)
—1-29=1 (mod 3) | lzg =1 (mod 5) | lzg =1 (mod 7) | protoze 35 = —1 (mod 3) atd.
xr1 = -1 T = 1 Tr3 = 1
Ty = 2-(-1)-5-7 +3-1-3-7 +2-1-3-5 = —70 + 63 + 30 = 23.
Dostavame feseni x = 23 4+ 105k, k € Z.
Vzhledem k tomu, Ze jde o pocty véci, bychom mohli chtit x > 0 a tedy k € Np.
A

Postup je krasné algoritmizovatelny, podprogram pro hledani inverznich ¢isel se d& dokonce volat paralelné.
Vypocetni cas pak prili§ nenartistd s mnozstvim kongruenci v soustave.
Nabizeji se i dalsi zkratky, napiiklad mtizeme nahrazovat také v kongruencich.

Piiklad 3d.b: Vyfesime soustavu z =8 (mod 5), x = —1 (mod 6) a x = 14 (mod 7).
Tento pfiklad mé pripomenout, ze se ve vété ani algoritmu nikde nepozadovalo, aby n; byla prvocisla, jen
nesoudélnost po dvojicich, a na pravé strany b; nebyly uz vibec zadné pozadavky.
Zacneme tim, Ze zjednodusime kongruence, kazdou podle prislusného modula. Budeme tedy namisto té zadané
fesit soustavu x = 3 (mod 5), z = —1 (mod 6) a z =0 (mod 7).
Ted také vidime dalsi zjednoduseni, tfeti ¢len v feSeni se nésobi nulou, tedy viibec jej nemusime vytvaret. Ale
z cviénych divodu to také udélame.
z =3 (mod 5) z=—1 (mod 6) =0 (mod 7)
Tp: 3-21-6-7 —1-29-5-7 0-23-5-6
4221 =1 (mod 5) | 3525 =1 (mod 6) | 30z3 =1 (mod 7)
2z1 =1 (mod 5) | —z2 =1 (mod 6) | 223 =1 (mod 7)
Tr1 = 3 To = —1 T3 — 4
Ty = 3-42-3 +(=1)-35-(-1) +0 =378+ 35 =413
Inverze x; jsme uhadli, to je casto mozné, v pripadé nouze si bokem udélame tabulky pro rozsiteny Euklidiv
algoritmus. Méame také n = 5-6 -7 = 210. Dostavame obecné feSeni x = 413 + 210k pro k € Z.
Neékdo by preferoval lepsiho reprezentanta 413 — 210 = 203 a dostal obecné feseni 203 + 210k, k € Z.

V postupu jsou jesté dvé mista, kde se da usetfit prace. Casto je v zasadé jedno, jestli pro x; volime kladné ¢i
zaporné cislo, napiiklad u x5 se nabizeji 4 a —3, pric¢emz mezi nadsobenim trojkou a ¢tyrkou zas neni takovy rozdil.
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Mftzeme pak ovlivnit, jestli se jednotlivé ¢leny, ze kterych sklddame x,, nascitaji do velkého ¢isla, nebo se budou
vzajemné kratit.

Dalsi prostor pro zjednoduSeni nam nabizi faze formovani ¢lentt. My jsme si do prvniho pridévali 6 - 7, abychom
zajistili vynulovani via¢i modulim 6 a 7. JenZe prava strana prvni kongruence uz dodala trojku, staci tedy dodat
jen 2 a 7, tedy pracovat pracovat se ¢lenem 3-x; -2-7. Mame pak pozadavek 14z; =1 (mod 5). Z tohoto pohledu
se miize vyplatit pfepis druhé kongruence do tvaru z =5 (mod 6), protoZe pak druhy ¢len nemusi byt 5-x9-5-7,
ale sta¢i 5- 257, kde 7Tzo = 1 (mod 6). Na druhou stranu pak mohou vyjit méné pfijemné tlohy na inverzni éisla,
takze je otazkou, zda se toto kouzleni vyplati. Pocita¢ to nemé zapotiebi.

A

Cinsk4 véta o zbytcich ma mnoho praktickych aplikaci. Mize napiiklad pomoci s urychlenim vypoéti v Z,,
kdyz je n velké a slozené, viz sekce 3e. Urcité patii do zakladniho arsenalu computer science.

Tuto sekci uzavieme zamyslenim nad obecnéj$imi podobami soustav kongruenci.

Kdyz ¢lovek slysi ,soustavy linedrnich kongruenci“, ¢ekal by spi§ rovnice typu a;x = b; (mod n;). Zavedeni
nasobki a; ovsem skokové zvysi naro¢nost. Dobra zprava je, ze porad plati obdoba hlavni strukturalni véty 3d.1,
ale u véty o homogennich fesenich se to za¢ne komplikovat. Kongruence ax = 0 (mod n) totiz nemé obecné Feseni
r = nk, ale t = —*—k. Pro homogenni soustavy s po dvou nesoudélnymi moduly n; pak dostavame obecné
’ ged(a,n)
feSeni ve tvaru

n1 %) Nm,

v ged(ar,n1)  ged(ag,n2)  ged(am, nm) k, ke L.
V pripadé obecném, tedy kdyz jsou nékterd n; soudélnd, se misto sou¢inu bere nejvétsi spoleény nasobek téchto
podila.

To byla ta lepsi ¢ast. Spatna zprava je, ze pro soustavy kongruenci a;z; = b; (mod b;) neni prakticky (pro poéitac)
zpusob, jak najit partikuldrni feSeni x,, dokonce ani neni prakticky test pro rozpoznani resitelnych soustav, a to
ani pro po dvou nesoudélné moduly n;. Nastésti se takovéto obecné soustavy v aplikacich tolik nevyskytuji.

Abychom to jen tak neodbyli, ukdZeme univerzalni metodu pozitelnou pro mensi soustavy a ruéni vypocet.

Priklad 3d.c (Eliminace pro soustavy linedrnich kongruenci):

Standardni eliminace funguje nasledovné: Z prvni rovnice vyjadiime prvni proménnou a dosadime do ostatnich
proménnych, prvni rovnici pak skrtneme ze seznamu. Pokud zbylo vice rovnic, pokracujeme dale. Néco podobného
funguje pro soustavy kongruenci s jednou neznamou.

Vratme se k piikladu 3d.a neboli soustavé z =2 (mod 3), z =3 (mod 5) a x =2 (mod 7).

Jeji feseni 2 musi spliiovat prvni kongruenci. Uloha z = 2 (mod 3) vede na obecné fefeni x = 2 + 3k, k € Z.
Dosadime do zbyvajicich dvou kongruenci:

2+ 3k =3 (mod 5) 3k =1 (mod 5)

2+ 3k =2 (mod 7) - 3k =0 (mod 7)
Dostavame soustavu, ktera uz nema u neznamé k jednicky, ale to nevadi, stejné nechceme pouzit ¢insky algoritmus.
Vyftesime prvni kongruenci obvyklym zptsobem, dostaneme k = 2 + 5] pro [ € Z. Dosadime do tfeti kongruence:

3245)=0 (mod7) < 15/=—-6 (mod7) < 1-1=1 (mod 7).
Ta posledni kongruence mé feseni [ = 1 + 7m pro m € Z. Ted provedeme zpétnou substituci:
x=2+4+3k=2+3(2+45l) =8+ 15l =8+ 15(1 4+ 7m) = 23 + 105m, m € Z.
Dospéli jsme ke stejnému vysledku.

A

Jakjmsi mezistupném jsou soustavy, ve kterych a; = 1, ale moduly nemusi byt po dvou nesoud€lné. Pro ty porad
nemame tak pfijemny postup feseni jako v piipadé nesoudélnosti, ale alespoil umime rozeznat fesitelné soustavy.

Véta 3d.5.

Necht nq,ns2,... ,nm €N, by, ba, ..., b, € Z. Soustava kongruenci
x =b; (mod ny),
x = by (mod ngy),

x = by, (mod nyy,).
mé FeSeni pravé tehdy, jestlize pro vSechna i,j € {1,... ,m}, i # j plati ze ged(n;,n;) déli
b; — b;.
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Jiz jsme si rozmysleli, Ze FeSeni takové soustavy jsou jednozna¢nd modulo lem(ng, ... ,n.,). I pro tyto soustavy
funguje univerzalni elimina¢ni metoda, ale existuje i alternativni postup, ktery opét ukazeme na prikladé.

Priklad 3d.d (Rozklad modula pro soustavy linearnich kongruenci):

Uvazujme soustavu z = 2 (mod 24), z =6 (mod 20) a z = 26 (mod 30).

Test: ged(24,20) = 4 déli 2 —6, ged(24,30) = 6 déli 2 — 26, ged(20,30) = 10 déli 6 — 26. Tato soustava ma feseni.

Krok 1: VSechny moduly rozlozime na mocniny prvocisel, pak kazdou kongruenci pfepiseme pomoci lemma 2a.18.
=2 (mod 2%)

x =2 (mod 3)
r =6 (mod 2?)
x =6 (mod 5)
x =26 (mod 2)
x =26 (mod 2-3-5) <— [m=26 (mod 3)
x =26 (mod 5)

Ptvodni soustava tii kongruenci je tedy ekvivalentni soustavé sedmi kongruenci.

Krok 2: Nyni je tfeba konsolidovat kongruence se stejnym prvocislem v zdkladu mocniny, 2 =2 (mod 2%)
postupujeme od nejvyssi mocniny. Mame tii kongruence s modulem zalozenym na dvojce. Aby . — g (mod 22)
platilo z = 2 (mod 23), musi byt © = 2+ 8k pro k € Z. Pak alex =2+4-(2k) =2+0=6 — 9% 49
(mod 22), tato x tedy spliiuji i druhou kongruenci. Podobné x = 2+ 2. (4k) = 2+ 0 = 26 =26 (mod 2)
(mod 2) a spliuji i tfeti kongruenci. Vidime, Ze prvni tii kongruence lze nahradit kongruenci < = 2 (mod 3)
r =2 (mod 23). r =26 (mod 3)

Nyni se podivame na kongruence s modulem 3. Jsou dvé, ale 26 = 2 (mod 3), ¢ili vlastné jde 2 =6 (mod 5)
o tutéz kongruenci. Vezmeme si dale jednu z nich.

Nakonec zpracujeme kongruence s pétkovym modulem. Hledand x maji spliiovat z = 6
(mod 5) a x = 26 (mod 5), coz je diky 6 = 26 (mod 5) totéz a tedy jde zase o jednu kon-
gruenci.

r=2 (mod 2°-3) < {

r=6 (mod 2?.5) «— [

r =26 (mod 5)

Zavér: Dand soustava, kterou jsme pfevedli na 7 kongruenci, se d4 rovnocenné nahradit soustavou z = 2 (mod 8),
x =2 (mod 3), z =6 (mod 5). Zde jsou jiz moduly po dvou nesoudélné, tudiz aplikujeme standardni algoritmus
a najdeme obecné feSeni x = 26 + 120k, k € Z.

Uvazujme nyni modifikaci, kdy tfeti kongruenci nahradime kongruenci x = 8 (mod 30). Pak tfeti podminka
testu existence selZe, protoze gcd(20,30) = 10 nedéli 2 — 8. Jak by se to odrazilo na postupu?

Ctenai snadno ovéii, ze konsolidace pro mocniny dvojky a trojku by po nahradé 26 — 8 probéhla stejné. Pii
pokusu o konsolidaci kongruenci s modulem 5 bychom ale méli kongruence x = 6 a x = 8, které jsou navzajem

ve sporu, protoze 6 Z 8 (mod 5). Tim bychom rozpoznali, Ze soustava nemé feSeni.
A

Poznamka: Pro uplnost: Jak by si s timto pfikladem poradila eliminace?
r=2 (mod 24) — z=2+24k
x =6 (mod 20)
x =26 (mod 30)
Z prvni rovnice nové soustavy k = 1+ 5l, [ € Z. Po dosazeni do druhé rovnice ziskame 24 + 120/ = 24 (mod 30)
neboli 120/ = 0 (mod 30). To plati pro vSechna [ € Z. Zpétnou substituci pak
r=2+24k =2+ 24(1+51) =26 + 120, [ € Z.
Nyni budeme resit soustavu s nahrazenou tfeti rovnici.
x=2 (mod 24) — z =2+ 24k
x =6 (mod 20)
x =8 (mod 30)
Z prvni rovnice nové soustavy k = 1+ 5l, [ € Z. Po dosazeni do druhé rovnice ziskdme 24 + 120/ = 14 (mod 30)
neboli 120/ = 20 (mod 30). Protoze 120 = 30, jde o rovnici 0z = 20 (mod 30), kterd nemd feSeni, protoze pro

libovolné = € Z je 0x = 0, ale neplati 0 = 20 (mod 30).
A

2+ 24k =6 (mod 20) . 24k =4 (mod 20)
2 + 24k = 26 (mod 30) 24k = 24 (mod 30)

2+ 24k =6 (mod 20) . 24k = 4 (mod 20)
2 + 24k = 8 (mod 30) 24k = 14 (mod 30)

Cviceni
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Cviceni 3d.1 (rutinni, zkouskové): Vyfeste nasledujici soustavy kongruenci:

a) x =0 (mod 3) b) x =4 (mod 2) c)z=1 (mod7) d) x =3 (mod 5)
z=1 (mod 4) r = —4 (mod 3) =0 (mod 9) =4 (mod 4)
x =2 (mod 5); r =4 (mod 5); r=—1 (mod 11); =5 (mod 3)
Reseni:

3d.1: a) n = 60, N; = 20, inverze v Z3 je x1 = —1; Ny = 15, inverze v Zy4 je xo = —1; N3 = 12, inverze v Zs je
r3=-2.2=0-20-(=1)+1-15-(=1)+2-12-(=2) = —63 = 57 (mod 60). Reseni jsou z = 60k — 63 nebo tieba
57 + 60k pro k € Z.

b) n = 30, N; = 15, inverze v Zy je 1 = 1; No = 10, inverze v Zs3 je x93 = 1; N3 = 6, inverze v Zs je x3 = 1.
r=4-15-14+(-4)-10-14+4-6-1 =44 = 14 (mod 30). Resen{ jsou x = 44 + 30k nebo tfeba 14 + 30k pro k € Z.
c) n =693, Ny =99, inverze v Z7 je 1 = 1; No = 77, inverze v Zg je x5 = 2; N3 = 63, inverze v Zq; je x3 = —4.
r=1-99-14+0-77-2+(=1)-63-(—4) = 351. Reseni jsou x = 351 + 693k pro k € Z.

d) Pfepis na x =3 (mod 5), z =0 (mod 4), z =2 (mod 3). n = 60, N; = 12, inverze v Zs je x1 = 3; N2 netfeba
fesit; N3 = 20, inverze v Zs je 23 = 2. v = 3-12-3 4+ 0+ 2-20 - 2 = 188. Reseni jsou x = 188 + 60k nebo tieba
x = 8+ 60k pro k € Z.

3e. Bonus: Vypoc¢ty modulo po ¢astech

Necht n € N je zvoleny modul, pro ktery mame rozklad n = pq na dva nesoudélné faktory. Uvazujme néjaky
algebraicky vyraz b, o kterém si myslime, ze ma modulo n hodnotu x. Mame ovéiit x = b (mod n), coz ale pro
hodné velké n muze byt problém. Nastésti ndm lemma 2a.17 umoziiuje tuto kongruenci testovat ,,po ¢astech (per
partes), tedy sta¢i ovéfit = b (mod p) axz =b (mod ¢). To jisté usetii préci, ale kde toho kandidata = vezmeme?
Mohli bychom vypocitat hodnotu b v kongruenci modulo n, ale do toho se ndm pravé nechce.

Piiklad 3e.a: Spocitame 40'4! modulo n = 91.

Protoze n = 91 neni prvocislo, mala Fermatova véta nepomtize. Pokrocili ¢tenafi si pfipomnéli obecnéjsi Eulerovu
vétu, kterd je zde aplikovatelna, protoze ged(40,91) = 1. Pracuje s funkci ¢(91) = ¢(7)p(13) = 6 - 12 = 72
a dovoluje nam redukovat

40M3 = 407219 = 40740 = 1-40% = 40%°  (mod 91).

Vic nam Eulerova véta nepomiiZe, mocninu 40%°

coz se nam taky prili§ nechce.

Vyzkousime proto pristup po ¢astech, coz je pro rozklad 91 = 7 - 13 na dva nesoudélné faktory mozné. Hledame
vysledek x spliiujici z = 404! (mod 91), coz znamend z = 40'*! (mod 7) a z = 40'*! (mod 13). Zjistime, ¢emu
se v prislusnych svétech modulo rovnaji pravé strany, diky prvociselnosti slozek mtizeme pouzit malou Fermatovu
vétu. Dostavame:

bychom museli spocitat naptiklad pomoci redukce exponentu,

p= 7 - bl — 40141 = 5141 — 523-6+3 — (56)2353 = 12353
=5.52=5-25=5-4=20= —1 (mod 7);
q=13: by =40 =1 =1 (mod 13).

Nase z tedy musi spliiovat = —1 (mod 7) a 2 =1 (mod 13). Tuto soustavu vyfesime postupem dle véty 3d.3.
z=—1 (mod 7) z =1 (mod 13)
Tp: (1) 21 -13 1-29-7

1321 =1 (mod 7) |7xz2 =1 (mod 13)
—1-2y =1 (mod 7)
1 = -1 T = 2
Tp = (=1)-(-1)-13 +1-2-7 =13+4+14 =27

Mimochodem inverzni ¢islo k 7 modulo 13 jsme nasli zkusmo. Kdyby nevysla pékné malé ¢isla, pouzili bychom
Euklidav algoritmus.

Kazdopadné jsme nasli z = 27 + 91k, k € Z. Plat{ tedy 40! = 27 (mod 91).

A

Tento postup je mozné pouzit pro libovolny vypocet a také pro rozklad n na vice faktorid. Dokéze vyznamnym

zpusobem zrychlit operace, zejména pokud dokazeme vsechny vypocty vzhledem k jednotlivim faktorim provadét
paralelné.
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S Algoritmus 3e.1.
pro vypocet modulo po ¢astech.
0. Je dan algebraicky vyraz v a modul n € N.

1. Najdeme rozklad n =ny - - - n,,, kde ny,... ,n,, jsou po dvou nesoud€lné pfirozena ¢isla.

2. Pro kazdé i spoéitame vyraz v modulo n;, tedy najdeme b; € Z takové, aby v = b; (mod n;).
3. Vyfesime soustavu kongruenci z = b; (mod ny), ... ,x = b, (mod n,,).

Reseni z € Z splituje v = 2 (mod n).

JAN

Piiklad 3e.b: Vyhodnotime 23 - 262 4 782 modulo n = 715 =511 - 13.
Protoze jsou faktory 5,11,13 po dvou nesoudélné, muzeme pocitat po ¢astech. Nejprve vyhodnotime vyraz:

ny=>5: by =23-26"%+782=3-1"2+2=5=0 (mod 5);

ng=11: by =23-262 4782 =1-41012 4 12 = 41142 1 12
=1-4*+1=16+1=17=6 (mod 11);

n3=13: by =23-262 +782=10-0"2+2 =2 (mod 13).

Nyni vyfeSime soustavy kongruenci:
z =0 (mod 5) z =6 (mod 11) z =2 (mod 13)
Tp: 0-zq-11-13 6-29-5-13 2.-2x3-5-11
143z1 =1 (mod 5) |[6522 =1 (mod 11) | 5523 =1 (mod 13)
3r1 =1 (mod 5) | —z2=1 (mod 11) | 3z3 =1 (mod 13)
r1 — 2 To = -1 T3 = 9
Ty = 0-2-11-13 +6-(—1)-5-13 +2-9.5-11 =0 -390 + 990 = 600
Dostavame 23 - 26'? + 782 = 600 (mod 715).
Dobrovolnici na potvrzeni spravnosti pfimym ruc¢nim vypoctem se stale jesté hledaji, ja jsem zbabéle pouzil
Maple a souhlasi to.
A

Aby tato kapitola nebyla tak kratka, vSimneme si zajimavé véci. V obou pfikladech jsme méli vyrazy, v nichz
vystupovala rozli¢né ¢isla. My jsme hodnoty téchto vyrazt zjistili vypocty, ve kterych se kazdé ¢islo tcastnilo
pouze svymi zastupci vuci jednotlivym faktorim modulu a tato informace jiz stacila. Tfeba v prvnim prikladu
bylo u ¢isla 40 pouzito jen 40 mod 7 =5 a 40 mod 13 = 1 a s témito Caste¢nymi informacemi jsme pak paralelné
pocitali.

Ctenaii to miize pfipomenout situaci s vektory, kdy napiiklad sily vyjadiime pomoci slozek a pak s nimi poéitame
po slozkach.

Priklad 3e.c: Uvazujme modulo n = 40 = 5 - 8. Mé&jme ¢isla a = 13 a b = 23. Vime, Ze ve svété modulo n tato
¢isla zastupuji zbytkové tiidy [13]40 a [23]40.

Pokud je nase predstava spravnd, tak by tyto dvé t¥idy mély byt jednoznac¢né urcéené pomoci ,vektort“, které

budeme znacit pomoci v:

v(a) = (a mod 5,a mod 8) = (13 mod 5,13 mod 8) = (3,5);

v(b) = (bmod 5,b mod 8) = (23 mod 5,23 mod 8) = (3,7).
Pokud vektory secteme, dostaneme v(a)+v(b) = (3+3,5+7) = (6,12). Protoze v kédujicich vektorech o¢ekavame
zbytky, pfejdeme k prislusnym zastupctim: v(a)+v(b) = (1,4). Vlastné tedy pfi praci s vektory pouzivame s¢iténi
z prostort Zs a Zg, v(a) +v(b) = (3®3,5® 7).

My ovSem vime, ze 13 + 23 = 36. Jakému vektoru to odpovida?
v(36) = (36 mod 5,36 mod 8) = (1,4).

TakZe sc¢itani skutecné a scitani ve formé vektoru vedlo na stejny vysledek.

Zkusime nasobeni. Jak ukazuji priklady vyse, pii nasobeni dvou c¢isel ndsobime v jednotlivych modulech, takze
zavedeme specialni nasobeni vektoru, které funguje podobné jako sc¢itani, tedy po slozkach. Bude to opét nasobeni
®. Vyzkousime:

v(a) ©v(b) =(3,5)©((3,7)=B303,507)=(4,3).
Spravny vysledek je 13 - 23 = 299 a je dan vektorem
v(299) = (299 mod 5,299 mod 8) = (4, 3).
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Opét to souhlasi. Ovsem finta je v tom, Ze si chceme to nasobeni usettit, takze bychom se spis chtéli od vektoru
(4,3) dostat k vysledku 299 ¢i jeho jinému zastupci modulo 40. Hleddme tedy = € Z spliujici v(z) = (4, 3). To ale
znamend =4 (mod 5) a x =4 (mod 8), tedy je to zase tiloha pro ¢inskou vétu.

A

Pozorovani z ptikladu lze potvrdit dikazy. Jmenovite:
Uvazujme modul n = ny - - - nyy,, kde n; jsou po dvou nesoudélné. Pro kazdé a € Z definujeme
v(a) = (amod ny, ... ,a mod n,,).

Pak plati nasledujici:
e Pro kazdé a € Z je v(a) € Zp, X -+ X Ly,,.

e Pro kazdy vektor ¢ € Z,,, X -+ X Z,, existuje a € Z takové, ze v(a) = U, a lze jej nalézt algoritmem podle
¢inské véty.
e Zbytkové tiidy v Z modulo n jsou jednozna¢né urceny svymi vektory, tedy [a], = [b,] pravé tehdy, kdyz

v(a) = v(b).
e S¢itani a nasobeni v Z modulo n lze ekvivalentné provadét jako séitani a nasobeni mezi vektory, které probiha
po slozkach a v kazdé slozce se pouzivaji operace z prislusného Z,,.

Tato tvrzeni dokdzeme v bonusové sekci .

To znamena, Ze timto postupem dokazeme vypocty prevést do svéta vektord s mensimi souradnicemi. Takovéto
situace jsou nejen uzitecné prakticky, ale také zajimavé teoreticky a bliZe se na né podivame pravé v bonusové
kapitole 20.
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