Diskrétni matematika 4a. Binarni relace a operace s nimi pHabala 2026

4. Binarni relace

Mnoziny ndm umoziiuji zachytit, ze mame ¢i neméme néjaké objekty, ¢i je tfidit podle vlastnosti. V této kapitole
se nauc¢ime matematicky popsat situaci, kdy mezi objekty miiZe a nemusi byt néjaky vztah.

Se vztahy pracujeme bézné, napiiklad néktera ¢isla se rovnaji a jind ne, nékdy jedno ¢islo déli jiné, nékteri lidé
se spolu znaji a jini ne, nékteré jidlo vyZzaduje jistou surovinu a jinou ne. Takové situace se ted naucime zachycovat
a zkoumat matematickym jazykem.

4a. Binarni relace a operace s nimi

Predstavme si, ze mame dva typy objektii, matematicky fe¢eno mnozinu A (tfeba studenty jisté vysoké skoly)
amnozinu B (tfeba mnozinu predméti vypisovanych dotyénou VS). Kdyz si studenti zapi$ou piedméty na aktualni
semestr, tak mezi prvky téchto dvou mnozin vznikne vztah. Pocitacovnici by jej zachytili databazi, my jej zachytime
matematicky.

Kdykoliv si student a zapise predmét b, tak vznikne dvojice student-predmét. Matematika na to ma nastroj,
uspotradanou dvojici (a,b). Kdyz vSechny takto vzniklé dvojice schovame do mnoziny, dostaneme pfesnou specifi-
kaci zapisu. Student a si pfedmét b zapsal, pokud mame v té mnoziné dvojici (a,b), jinak ne.

Usporadané dvojice v matematice vytvarime pomoci kartézského soucinu, A x B je mnozina vSech usporadanych
dvojic sestavitelnych z prvki mnozin A a B (v tomto poradi). Kdyz chceme zapsat néjaky vztah mezi prvky
mnoziny A a prvky mnoziny B, tak vybirdme dvojice z mnoziny A X B a tim vlastné vytvorime jeji podmnozinu.

Definice.

Necht A, B jsou mnoziny. Libovolnd podmnozina R kartézského soucinu A x B se nazyvé bi-
narni relace z A do B.

Jestlize (a,b) € R, pak to také znac¢ime aRb a fekneme, Ze a je v relaci s b vzhledem k R,
popiipadé Ze (a,b) je v relaci R.

Jestlize (a,b) ¢ R, pak fekneme, 7Ze a neni v relaci s b vzhledem k R.

By a relation from a set A to a set B we mean an arbitrary subset R of the Cartesian product A x B.
When (a,b) € R, we also denote it aRb for short and say that a is related to b by R.

Slovo ,binarni“ se obvykle vynechavéa, leda Ze by se zaroven mluvilo i o jinych relacich, coz ale v této kapitole
nehrozi s vyjimkou bonusové sekce 4d.3.

Oba zptusoby znaceni, (a,b) € R i aRb, jsou zcela rovnocenné a autor obvykle voli to, o kterém si mysli, ze
v daném kontextu rychleji pfeda ¢tenaii sdélovanou myslenku. Primérni je mnozinové znaceni (a,b) € R, protoze
relace jsou jako mnoziny dvojic definovany a tento jazyk je pro né pfirozeny. Uvidime, Ze existuji situace, kdy je
to jediny rozumny pristup.

Velmi cCasto je také mozné pouzit druhou moznost aRb a je to velmi popularni, protoze je to kratsi. Je ale treba
si uvédomit, ze je to jen zkratka pro logicky vyrok ,plati (a,b) € R*. To znamen4, Ze s timto znac¢enim pracujeme
pomoci logickych operaci jako s vyroky. Pokud chceme napiiklad vyjadrit, Ze a neni v relaci b vzhledem k R, tak
prvni znaceni vede na mnozinovy zapis (a,b) ¢ R, zatimco u zkratky je nutné pouzit logickou negaci —(aRb).

Priklad 4a.a: Nechf A je mnozina vSech studentti jisté vysoké Skoly a B mnozina nabizenych pfedméta v aktu-
alnim semestru. Situaci po zapisu zachytime relaci. Jsou dva hlavni zptisoby definice takové relace. Jedna moznost
je definovat mnozinu vcelku takto:
e Relace R je mnozina vSech dvojic (a,b) € A x B takovych, Ze student a si zapsal predmét b.
Druhé populédrni moznost je zdtraznit mechanismus vybéru:
e Relace R z A do B je definovéna takto: (a,b) € R pravé tehdy, kdyz si student a zapsal pfedmét b.
Zde se automaticky predpoklada, ze a € A a b € B. Relace R pak vznika jako mnozina vSech dvojic spliujicich
podminku. Tato druhd moznost umoznuje pouzit zapisovou zkratku:
e Relace R z A do B je definovana takto: aRb pravé tehdy, kdyz si student a zapsal predmét b.
Toto je velice uzitecné zejména u relaci s ¢isly vzniklych pomoci matematického testu.

V pripadé skolni relace je mnozinovy zapis pfehlednéjsi. protoze informaci HabaRDMA musime lustit, zatimco
vyznam (Haba,DMA)e R je vidét hned.

A

V aplikacich se velmi ¢asto objevuje piipad, kdy A = B. Pak A x B = A x A = A2,
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Definice.
Necht A je mnozina. Relaci z A do A fikdme relace na A.

Priklad 4a.b: Typické definice relace na mnoziné muze vypadat nasledovné:
e Relaci R na N definujeme takto: mRn pravé tehdy, kdyz m < n.

Takze napiiklad plati 3R7, coz je vlastné zkratka pro (3,7) € R. Neplati 5R5, coz se nékdy zapisuje 5R5, ale
¢tenaf hned vidi, Ze to neni vhodné, obvyklejsi zapis je (5,5) ¢ R nebo se prosté spokojime s formulaci ,neplati
5R5%, méné bézné je -(5R5).

Pokud bychom chtéli relaci R definovat podle definice, tedy jako mnozinu dvojic, pak bychom pouzili ptedpis

R = {(m,n) € N%; m < n}.

Pro tuto relaci uz vlastné znacku méame, obvyklé znaceni 3 < 7 je analogické zapisu 3R7. Naopak zéapis (3,7) €< je
sice formalné spravny, pokud < chépeme jako relaci, ale nepouziva se z divodu nepiehlednosti. Pokud potrebujeme
s relaci < manipulovat pomoci mnozinovych pojmi, pak je lepsi pro ni zavést alias R, jak jsme to udélali zde.

Pokud je zédkladem relace zndmy vztah, tak c¢asto fekneme jen néco takového:

e Necht R je relace < na N.

Toto je velice efektivni v pripadé, kdy chceme znamy vztah aplikovat jen na uréitou mnozinu. Podobné mtzeme
zavést relaci < na 7Z atd. Nékdy se tento zpiisob pouziva také u nematematickych vztaht, tfeba

e Necht R je relace dité-rodi¢ na mnoziné obyvatel Opavy.

To je ale lepsi pouzivat jen tam, kde nehrozi nedorozuméni, napriklad pokud jsme jiz diive presné specifikovali
vyznam zapisu ,dité-rodic”.

JAN

V definici relace se neklade zadné podminka na podobu doty¢né podmnoziny. Libovolnd podmnozina A x B
vytvori relaci neboli da vzniknout néjakému vztahu. Jednim extrémem je, kdyz zvolime R = A x B. Pak je kazdy
prvek a € A ve vztahu s kazdym prvkem b € B. Druhym extrémem je piipad R = (), kdy neni nikdo ve vztahu
s nikym. Obvykle se pohybujeme nékde mezi.

P1i praci s konkrétni relaci je uziteéné ji vnimat intuitivné. V tom miZe pomoci grafické znazornéni. Obvykly
zpusob je vyznacit prvky obou mnozin kolecky a pak pro kazdou dvojici (a,b), kterd je v relaci, zakreslit Sipku
z a do b.

Piiklad 4a.c: Uvazujme skolu se studenty Frodo, Merry, Pippin a Sam.
Nabizeny jsou predméty cestovani, diskrétni matika a elfstina.
Frodo si zapsal cestovani a elfStinu, Merry a Pippin si zapsali cestovani a diskrétku, Sam si nestihl nic zapsat,
protoze zrovna varlil kréalika. Zachytime to pomoci relace R. Pro zjednoduseni budeme studenty a predméty
oznacovay inicidlami.
Zavedeme si mnozinu studenti A = {F, M, P, S} a mnozinu pfedméti B = {c, d, e}. Relace popisujici zapis je
R ={(F,c),(F,e),(M,c),(M,d),(P,c),(P,d)}.

Graf znazornujici tuto relaci je

Zejména u mensich relaci se mnohdy daji pouhym pohledem zjistit uziteéné véci.
A

V pripadé relace na mnoziné A neni tfeba mnozinu kreslit dvakrat. Nakresli se jen jednou a Sipky se vpisuji
do tohoto obrazku. Vznikne tak objekt zvany orientovany graf, viz kapitola 12.

1 Priklad 4a.d: Uvazujme relaci R na mnoziné A = {1,2,3,4} definovanou nasledujici podminkou: aRb pravé
tehdy, kdyz a mod 3 < b mod 3.
Zbytky po déleni jsou 1 mod 3 =1, 2mod 3 =2, 3mod 3 =0, 4 mod 3 =1.
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Porovnanim vidime, ze 1R1, 1R2, 1R4, 2R2, 3R1, 3R2, 3R3, 3R4, 4R1, 4R2, 4R4. Formalné,
R = {(17 1)7 (17 2)7 (17 4)7 (27 2)7 (37 1)7 (37 2)7 (37 3)7 (37 4)7 (47 1)7 (47 2): (47 4)}

Vidime, ze kazdé z cisel je v relaci samo se sebou, coz se v grafu projevi jako takzvané smycky.

Vidime také, ze do ¢isla 2 vedou Sipky ze vSech ostatnich ¢isel, coz ukazuje, ze ma nejvétsi

zbytek po déleni. Cisla 1 a 4 maji stejny zbytek, coz se projevi vznikem vztahu v obou smérech.

Obrazek tak dokéze mnoho napovédét.
A

Nékdy se vyplati nakreslit si ¢astecny graf pro relace na nekonecné mnoziné. Pro ilustraci se vratime k ptikladu,
ktery jsme jiz potkali.

Priklad 4a.e: Na mnoZné N jsme uvazovali relaci <.

Zde se jiz nestava, ze by néjaké cislo bylo v relaci samo se sebou, takze
neocekavame smycky. Cisla jsme uspoiadali do rozvijejici se spiraly. Ctenar
si asi umi predstavit, jak by graf vypadal, kdybychom v ném méli vice ¢isel,
a mozn4 si dokaze vytvorit urcitou predstavu pro celou nekoneénou mnozinu.
Relaci m < n dobfe zname, takze nas graf asi ni¢im nepiekvapi.

YA

sy e

a m > n, které muzeme uvazovat na riznych mnozinach a tim vznikaji konkrétni relace.
Dalsim dilezitym matematickym vztahem je inkluze C. Aby vznikla relace, je nutno specifikovat, na jaké mnoziné
se tento vztah aplikuje, coz dé vic prace nez porovnavani cisel.

Priklad 4a.f: Kazd4 relace pracuje na néjaké mnoziné (poptipadé z mnoziny na mnozinu). My chceme porov-
navat mnoziny mezi sebou, tedy mnoziny se stavaji prvky a relace by méla byt definovana na mnoziné mnozin.
Dobra otazka je, na jaké.

Nejjednodussi moznost je dat si do A vSechny mmnoziny, které hodlame porovnavat. To je funkéni, ale nemusi
to byt praktické a hlavné o takové situaci neumime obecné moc ¥ict, protoZze nevime, jaké mnoziny si do A kdo
vybere. Proto preferujeme strukturovanéjsi pristup.

Nabizi se jednoduchd myslenka dat do A Gplné vSechny existujici mnoziny a zavést relaci inkluze na tomto A.
To ale narazi na zajimavy problém z teorie mnozZin: Pokud udéldme kolekci A vSech mnozin, tak to neni mnozina!

V praxi se proto ¢asto voli jiny pfistup. KdyZ pracujeme s mnozinami, tak obvykle vznikaji z prvka stejného
typu. Napfiklad nékdy pracujeme s mnozinami pfirozenych ¢isel, jindy s mnozinami matic, mnozinami funkci
a podobné. Zac¢neme tedy volbou takzvaného univerza U, coz je mnozina prvkid, ze kterych pak budeme vytvaret
porovnavané mnoziny. Jako A, tedy mnozZinu objekti, jejichz vztahy zachycujeme, pak vezmeme mnozinu vSech
podmnozin univerza U, kterd se zna¢i P(U).

Pokud si napfiklad vezmeme U = N, tak A bude mnozina v8ech podmnozin N neboli budou k dispozici vSechny
mnoziny vytvorené z prirozenych cisel. Ty pak mtzeme porovnéavat inkluzi a vznikne relace. Formalné bychom
napsali, Ze uvazujeme relaci R na P(N) definovanou podminkou MRN préavé tehdy, kdyz M C N. Tuto relaci
také muzeme definovat jinak,

R ={(M,N) € P(N)*;, M C N}
={(M,N); M,N CNAM CN}.
Pak naptiklad mame {13,23}R{1,3, 13,23}, poptipadé zapis ({12,23},{1,3,13,23}) € R.

Pokud nepotfebujeme specialni znacku R, pak muzeme méné formalné fict, ze uvazujeme relaci C na podmno-
zinach N.

A

Pro¢ nam na A tolik zélezi? Podle definice relace vznikne jako mnozina dvojic vybiranych z jistého soucinu
A x B a identita zdroje je stejné dulezita jako to, které dvojice vybereme. Napiiklad relace R = {(17 1)} mohla
vzniknout vybérem z A x A pro A = {1} = A, ale také pro A = {1,2} = A,. Jak uvidime v sekci 4b, neni to
jedno, R vybrana z A; x A; bude mit jiné vlastnosti nez mnozinové stejnd R vybrand z As x As! Spravné by se
tedy mély jmenovat rizné, tieba Ri a Rs.

Pouceni je, ze kdyz fekneme ,uvazujme jistou relaci na jisté mnoziné“, tak ta ¢ast o mnoziné neni jen forméalni
povinnost, ale nese uzitecnou informaci a nelze ji vynechat. To plati zejména v pripadé, kdy relaci definujeme
pomoci testu, naptiklad algebraického. Pak mame tendenci soustfedit se na tu podminku, ale dtlezita je i mnozina.
Napfiiklad vztah < uvaZovany na mnoziné A = {1} ma jiné vlastnosti, nez kdyz jej uvazujeme na A = {1,2}.
Rovnost relaci je tedy vic nez jen rovnost mnozin dvojic.
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Definice.
Necht R je relace z A do B a S je relace z C do D. Rekneme, Ze tyto relace jsou si rovny,
znaceno R = §, jestlize A = C, B =D arelace R a § jsou shodné coby mnoziny.

Tato dulezitost mnozin, na které relace ziji, ma jeden prakticky dopad. Relace jsou mnoziny (dvojic), takze je
lze porovnavat inkluzi. Casto ovsem informace, Ze pro dvé relace plati R C S, neni dostate¢na, a to pravé proto,
Ze 7 této informace nepozname, na kterych mnozinéch jsou tyto relace definovény (a uz vime, Ze tato informace je
podstatna). Klidné se muze stat, ze relace R je podmnozinou relace S a pfitom je definovana na vétsich mnozinach.

Tomuto problému se vyhneme, kdyz se rozhodneme porovnavat pomoci C pouze relace na stejnych mnozinach,
protoze pro relace R, S, oboji z A do B, uz inkluze dava zajimavou informaci. Tak se to také pouziva v aplikacich.

Inkluze R C S se pro pripad relaci prepise takto:

e Jestlize (a,b) € R, pak (a,b) € S.

Uzite¢na je nékdy obmeéna, tedy odvozena implikace se stejnou pravdivosti jako ta ptvodni (poznamka 1a.7):
o Jestlize (a,b) ¢ S, pak (a,b) ¢ R.

Obrézek napravo ilustruje situaci R C S pro relace na mnoziné A. ProtoZe obé relace funguji
slabsi jsou relace S. Ovérime, ze opravdu R C S, tedy ze plati nasledujici:
e Pro vSechna a,b € A: Jestlize aRb pak aSbh.

Tim vznika hierarchie. Vidime, Ze relace R umi vynutit splnéni S, je tedy ,,silnéjsi“. Napri-
klad pro realné ¢isla vztah x < y implikuje « < y, jinak feceno na R je relace < podmnozinou
relace <.

Priklad 4a.g: Uvazujme mnoZinu A vSech obci v jisté zemi. Definujeme relace R; a Ro na A nésledujicim
predpisem:
® aR1b, jestlize se d4 z a do b dojet autobusem;
e aRsb, jestlize se da z a do b dojet vlakem.
Inkluze R1 C Rs by znamenala, ze tam, kam lze dojet autobusem, 1ze také dojet vlakem.

A

4a.1 Operace s relacemi
Operace je akce, ktera z jednoho ¢i vice objekt vyrobi novy objekt stejného druhu, t¥eba \/x pro ¢islo nebo
A- B pro matice. Existuji také operace pro relace. Protoze jsou to formalné mnoziny, 1ze na né aplikovat mnozinové
operace. Protoze je zndme, nemusime je zavadét, jen si pfipomeneme definice a ukazeme prepis do jazyka relaci.
Uvazujme dvé relace R1,R2 z A do B. Definice dopliikku, pruniku, sjednoceni a rozdilu jsou néasledujici:

R1={(a,b) € A x B; (a,b) ¢ R1};

RiNRa = {(a,b) € Ax B; (a,b) € Ry A (a,b) € Ra};
RiURe = {(a,b) € A x B; (a,b) ERLV (a,b) S RQ};
Ri\Ry = {(a,b) € Ax B; (a,b) € Ry A (a,b) ¢ 7?,2}.

Prelozme to do alternativniho jazyka:

e aR,b pravé tehdy, kdyz neplati aR1b;

e a(R1 NR2)b pravé tehdy, kdyz aR1b a aRqb;

e a(R1 UR2)b pravé tehdy, kdyz aR1b nebo aR2b;

e a(R1\R2)b pravé tehdy, kdyz aR1b a neplati aRqb.

Tyto operace maji uzitecné interpretace v aplikacich.

a,

a,

Priklad 4a.h: V piikladé 4a.g jsme definovali relace zachycujici moZnost cestovat mezi obcemi autobusem
(relace R1) a vlakem (relace Ra).

Pak relace R, popisuje, mezi kterymi obcemi se nelze dostat autobusem.

Relace R1 URs udava, zda se da z a do b dostat autobusem ¢i vlakem; z pohledu cestujiciho je nam tedy jedno,
jak pojedeme, hlavné abychom se tam dostali.

Relace R1 MRy udava, zda se dé z a do b dostat vlakem i autobusem, tedy jde o spojeni, kde si mtizeme vybrat,
kterym prostfedkem pojedeme.

Relace R1 \ Ry udava, zda se da z a do b dostat autobusem, ale ne vlakem.

A
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Priklad 4a.i: Uvazujme relaci Ry danou jako < na 7Z a relaci Ro danou jako > na Z.

Relace R sestavéa z dvojic (a,b) € Z2, pro které neplati a < b, coz jsou presné dvojice splitujici a > b. Takze
dopliikem relace < je relace > na Z.

Relace R N Ro sestava z dvojic (a, b) € Z? spliujicich a < b a také a > b, tedy z dvojic (a,b) spliujicich a = b.
Takze R1 N R je relace rovnosti na Z.

Mimochodem, prinikem relaci < a > na Z je prazdné relace.

Relace R1 U R sestava z dvojic (a,b) € Z? splitujicich a < b nebo a > b. Toto ovsem plati pro libovolna dvé
¢isla, proto R1 URy =7Z X Z.

Mimochodem, sjednocenim relaci < a > na Z ziskdme doplnék k relaci rovnosti na Z.

Relace < na Z vznikne jako rozdil relace R1 minus relace rovnosti na Z.
A

Existuji také specidlni operace pro relace. Typicka relace vznika zachycenim vztahu, ktery je zaloZzen na uréitém
mechanismu. Nékdy je pak uziteéné zkoumat dotycény vztah také na mensi mnoziné.

! Definice.

Necht R je relace z mnoziny A do mnoziny B, necht C' C A a D C B. Definujeme restrikci
(restriction) relace R na C' x D jako relaci RN (C' x D) z C do D. Znaci se R|gyp-

Pro relaci R na mnoziné¢ A a podmnoZinu C C A definujeme restrikci R na C, znaceno R|q,
jako Rlcyc-

Jinymi slovy, z relace R prosté vyhodime vsechny dvojice, ve kterych se objevuji prvky mimo C a D.

Priklad 4a.j: V pfikladé 4a.c jsme méli relaci popisujici Skolu
R ={(F,c),(F,e),(M,c),(M,d),(P,c),(P,d)}.
Pokud se omezime na podmnoziny C = {F, M} a D = {c,d}, tak ziskdme restrikci
R|C><D = {(Fa C)a (M7 C)7 (M7 d)}
Vsimnéme si, ze i tato relace funguje podle stejného mechanismu. Rikd nadm o studentech z mnoziny C, jaké si

zapsali pfedméty z mnoziny D.
A

Z pohledu mnozin je restrikce relace vzdy podmnozinou relace pivodni, R|oyp © R. My jsme uz ale konstato-
vali, Zze takové porovnani je uzitecné pro relace na stejnych mnozinach, coz pro restrikci neplati. V definici jsme
zdtraznili, Ze restrikce nespociva jen v odebrani néjakych dvojic z ptivodni relace, ale novou relaci také povazujeme
za relaci na novych, mensich mnozinach.

Mtzeme ,mensi“ relace vytvaret pfimo tim, ze bychom z ptvodni relace prejali jen nékteré dvojice a pak také
zmensSili mnoziny, ze kterych se vybira, ale o takto nesystematicky vzniklé relaci nelze mnoho fict, zatimco relace
vznikla restrikci zachovava mechanismus relace pivodni.

Piiklad 4a.k: Uvazujme relaci R na A ={2,3,4,5,6} danou takto: aRb pravé tehdy, kdyz a déli b.
Formalni definice R coby podmnoziny A x A by byla

R = {(a,b) € A%; a|b}.
Snadno nahlédneme, ze
R=1{(2,2),(2,4),(2,6),(3,3),(3,6),(4,4),(5,5),(6,6) }.
Uvazujme C = {2, 3,4} C A. Pak
S=Rlc=1{(22),(2,4),(3,3),(4,4)}.

V grafu jsou zacernény body z C a tucné zakresleny Sipky reprezentujici dvojice z S.
Rozmyslime si, ze S je stejnd, jako kdybychom ji definovali pfimo na C' pfedpisem

aSb < alb.

Restrikce tedy zachovava mechanismus, na zakladé kterého ptivodni relace vznikla.

Je uziteCné porovnat restrikci s podmnozinou. Relace T = {(3,6)} je podmnozinou relace R, ale nevznikla
restrikci na néjakou mnozinu. Proto také nefunguje jeji intepretace coby délitelnosti. Nepomuze ani zmenseni
mnoziny A. Napiiklad nelze tvrdit, ze T je relace délitelnosti na A = {3,6}, protoZze to by 7 musela obsahovat
také dvojice (3,3) a (6,6).

A
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Véta 4a.2.

Necht A, B jsou mnoziny a V(a,b) logicky vyrok, ktery mé smysl pro a € A,b € B. Uvazujme
relaci R z A do B definovanou ptedpisem (a,b) € R pravé tehdy, kdyz plati V' (a, b).

Necht C C A, D C B. Pak R|c«p je rovno relaci S z C' do D dané predpisem aSb pravé tehdy,
kdyz plati V(a,b).

Pro rovnost relaci je tfeba porovnat mnoziny, na kterych jsou definovany, a poté jejich shodnost jako mnozin.
Tu dokazeme obvyklym postupem pres dvé inkluze, viz pozndmka 1b.3.

Dukaz (pou¢ny): Dany mnoziny C C A, D C B, relace R z A do B podminkou V' (a,b) a relace S z C do D
podminkou V'(a,b). Pak S i R|cyp jsou relace z C' do D a mé smysl je porovnavat.
1) Jestlize (a,b) € S, tak plati V(a,b) a a € C,b € D. Pak ale také a € A,b € B a plati V(a,b), proto podle
definice (a,b) € R. Diky (a,b) € C' x D pak (a,b) € RN (C x D) = R|cxp-
2) Jestlize (a,b) € R|cxp, pak (a,b) € R a (a,b) € C x D. Z prvniho mame platnost V(a,b), z druhého
a € C,be D aproto (a,b) €S.

O

Shrnuto: Pokud chceme porovnavat silu dvou riznych vztaht na stejné mnoziné, pouzijeme inkluzi (viz piiklad
s vlaky a autobusy). Pokud chceme stejny vztah aplikovat na mensi mnozinu, pouzijeme restrikei.

Priklad 4a.l: Necht A je mnozZina vsech poditaci na svété. Definujeme relaci R na A takto: aRb jestlize jsou
spolu a, b pfimo propojeny tak, aby si mohly vyménovat informace.
Pokud bychom si nakreslili graf, vidéli bychom, jak je svét zasifovany. Pomoci restrikce na rtizné podmnoziny A

bychom se mohli zaméfovat na jednotlivé podsiteé.
A

Poznamka: Opacény proces, tedy rozsifit relaci na vétsi pfi zachovani mechanismu, mnozinovymi prostiedky
nejde. Napriklad relaci
R=1{(2,2),(2,4),(2,6),(3,3),(3,6),(4,4),(5,5),(6,6) }
zachycujici délitelnost na A = {2,3,4,5,6} lze zdroven povazovat za relaci na N, ale uz by to nebyla relace
délitelnosti. Na to bychom ji museli doplnit, ale z relace R samotné nepozname, jak to udélat.
Néjaka analogie restrikce pro rozsifovani tedy neexistuje. Kdyz chceme stejny vztah na vétsi mnoziné, tak si to

musime udélat sami pfimou definici, tfeba prohlasit, Ze S je relace délitelnosti na N.
A

Racionalné vzato, relace > a > nepotfebujeme, protoze stejnou informaci dokazeme podat pomoci relaci < a <.
Presto se pouzivaji oboji, protoze je vniméme subjektivné. Totéz plati pro obecné relace.

Priklad 4a.m: V piikladu skolni relace 4a.c
R ={(F,0),(F,e),(M,c),(M,d),(P,c),(Pd)}.
z A ={F,M,P,S} (studenti) do B = {¢,d,e} (pfedméty) je pfirozené dvojice ¢ist zleva doprava. Tomu také
odpovidéa smér Sipek. Dostali jsme obréazek nize vlevo, ktery nabizi pfehled o tom, co si zapsal Frodo, co si zapsal
Merry atd.
Tento obrazek je mozné cist i zprava doleva a vycist z néj, koho ve tfidé najde vyucujici diskrétky. Je nicméné
pohodlng;jsi obrazek zrcadloveé obratit véetné otoceni sméru Sipek a tak tuto informaci vidét pri ¢teni zleva doprava.

Graf napravo ukazuje novou relaci, kterd vznikne tak, ze ve vSech dvojicich relace R zménime poradi slozek (a
pak jesté pro prehlednost sefadime dvojice podle prvni slozky, tedy podle predmétu).

S = {(c, F),(e,F),(c, M), (d, M), (e, P),(d, P)}
={(¢,F), (¢, M), (c, P),(d, M), (d, P), (e, F)}.
A

Relace s ,otocenymi Sipkami“ mé své jméno.
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Definice.
Necht R je relace z mnoziny A do mnoziny B.
Definujeme relaci inverzni k R, znac¢eno R}, jako relaci z B do A danou

R ={(b,a); (a,b) € R}.

Let R be a relation from a set A to a set B. We define its inverse relation, denoted R~!, as the relation
from B to A defined by

R~ ={(b,a); (a,b) € R}.

Pokud se na inverzni relaci podivame alternativnim jazykem, tak xR~1y pravé tehdy, kdyz yRz. Jde tedy
opravdu o obraceni §ipek v grafu, naptiklad pro relaci R s dvojicemi (dité,rodi¢) bude inverzni relace R ™! obsa-
hovat dvojice (rodié¢,dité).

Piiklad 4a.n: Uvazujme mnozinu A = C(R) vSech redlnych funkci spojitych na R. Definujme relaci R na A
podminkou fRg pravé tehdy, kdyz ma f na R derivaci a f' = g. Je to tedy relace, kterd spojuje funkce a jejich
derivace, naptiklad sin(z)R cos(z) nebo z?R2z. V mnoZinovém znadeni (sin, cos) € R a (z2,2z) € R. Jeji podstatu
bychom mohli zachytit obrazkem fRf’.

Vime, Ze ne kazdy prvek z A je v néjaké dvojici na prvnim misté, protoze jsou spojité funkce, které nelze na R
derivovat, tfeba f(z) = |z|. Muze se také stat, Ze derivovat lze, ale vysledkem neni spojita funkce, takové piipady
nase relace také nezahrnuje.

Na druhou stranu matematicka analyza ¥ika, ze kazda spojitd funkce je derivaci néjaké spojité funkce, takze
obrazné feceno do kazdé funkce v A vede n&jaka Sipka. Dokonce vime, Ze jich vede vic, naptiklad (z2,2x) € R, ale
také (22 + 13,2z) € R. Mimochodem nemfiZe se stat, Ze by jedna funkce f existovala ve vice dvojicich na prvni
pozici, protoze derivaci ma funkce nejvyse jedinou.

Maéame tedy jasno, jak se nase relace chova. Jak vypada relace inverzni? Podle definice,

Ry <<= gRf <= ¢ =f < g=F.

Inverzni relace k R tedy spojuje funkce s jejich primitivnimi funkcemi, obrazkem fR~'F.
A

Selsky rozum tika, ze kdyz dvakrat obratime smér Sipek, méli bychom dostat zpét ty ptvodni.

! | Fakt 4a.3.
Necht R je relace z mnoziny A do mnoziny B. Pak plati (R~!)~! = R.

(R71)~1 je relace z A do B, stejné jako R. Mohou se tedy rovnat, coZ zjistime jejich porovnanim jako mnozin
dvojic. V tomto piipadé to ptijde snadno pomoci ekvivalence (a,b) € (R™1)™! <= (a,b) € R, viz také
poznamka 1b.3. Diikaz nechavame jako cviceni 4a.5, pro pfipadnou inspiraci viz dtikaz véty 4a.7.

Rovnéz dalsi tvrzeni by nam intuitice méla potvrdit jako spravné.

Fakt 4a.4.
Necht R, S jsou relace z mnoziny A do mnoziny B. Jestlize R C S, pak také R~ C S~ 1.

S Rozbor: Inkluze M C N se dokazuje pomoci implikace x € M =— x € N. Kdyz takto prelozime predpoklad
a zavér tvrzeni, dostaneme nasledujici.
e Méme: (a,b) e R = (a,b) €S e Chceme: (z,y) e R = (z,y) e S !
proa € A,be B prox € Bijye A
Protoze zndme souvislost mezi relaci a inverzi, nabizi se tento diikaz: Predpoklad:
Va € AVb € B plati (a,b) € R = (a,b) € S.
Podle definice inverzni relace se d4 (a,b) € R nahradit vyrazem (b,a) € R~!, obdobné pro S. Dostaneme tak
vyrok
Ya € AVb € B plati (b,a) e R7! = (b,a) € S7 .

To ukazuje, ze R~ C S~1.

Tento diikaz je spravny, ale takto snadno, piistupem ,,zacvicim s piedpokladem a dostanu zavér®, budeme schopni

dokazat jen jednodussi tvrzeni. Navic je otazka, jak vlastné spravné odivodnime ,nahrazeni“ ve vyroku. Da se
ukézat, ze je to korektni krok, ale neni to zcela intuitivni zejména pro méné zkusené dokazovace, ktefi u relaci

ez
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M 4a.5 Poznamka: Jiz jsme se setkali se situaci, kdy pouhd manipulace s pfedpokladem dokazovaného tvrzeni
neposkytla zavér. V poznamce 1a.18 jsme ptedstavili pristup zvany ,zavér jako cesta“. Predpoklad jen vyslovime,
ale pak jej nechdme v zaloze jako néstroj, jehoz cas prijde. Hlavni béh dikazu spociva v tom, Ze Ctenare provedeme
cestou, kterou vidime coby implikaci v zavéru, viz ,,chci“ vyse. Tim vznika plan dikazu:

P.RCS
!

(z,y) ER —— - — (z,y) €S
Kam se od vychodiska (z,y) € R™! vyddme? Prioritou je dostat se ze svéta R~ do svéta R, abychom mohli
aplikovat predpoklad P, coZ ale umime podle definice inverzni relace. Tim je vlastné dikaz vymyslen, staci jej
napsat.

Tento systematicky pristup bude slavit tspéch u prakticky vSech dikazt této kapitoly.
A

Dukaz (pou¢ny): Dany relace R,S z A do B. Pfedpoklad: R C S.

Pak R~!,87! jsou relace z B do A a m4 smysl je porovnavat.

Vezméme libovolné x € B,y € A, predpokladejme déle, ze (z,y) € R~L. Pak (y,x) € R, podle hlavniho pied-
pokladu tedy (y,z) € S a proto (x,y) € S~ L.

Ukézali jsme, 7e R C S~ L.

g

S 4a.6 Poznamka: Podivejme se na strukturu tohoto ditkazu. Jeho zacatek a konec (dvojité podtrzené) davaji
hlavni vyznam, jsou to pfedpoklad a zavér implikace, kterou dokazujeme. Prostfedni odstavec predstavuje hlavni
praci, je to retéz tivah. Jak vime, smysl takového fetézce je opét dan zacatkem a koncem, coz jsou jednoduse pod-
trzena mista. Ta predstavuji implikaci, kterou v tomto odstavci dokazujeme. Nas dikaz je tedy vlastné implikace
v implikaci. Tato vnit¥ni implikace je pifesné to, co musime ovérit, abychom mohli tvrdit dvakrat podtrzeny hlavni
zaver. Kdyz u této vnitini implikace za¢iname hlavni fetézec ivah, tak vlastné méme k dispozici dva pfedpoklady:
ten hlavni, z dokazované implikace, a pomocny z vnitini implikace.

Tuto strukturu bude mit vétsina dilkazi s relacemi v této kapitole a je to jeden z velmi flexibilnich zékladnich
pristupd k dokazovani.

Pri psani hlavniho béhu dikazu tohoto typu, zejména pokud se nepise slohem, ale zkratkami, hrozi, Ze omylem
¢tenafi posleme chybny vzkaz. Uvazujme tento zépis:

TRy — yRa RES, ySr — yS e — R C S
Co je na tom $patné? Tak, jak je to napsano, vlastné tvrdime, Ze inkluze R~ C S~! vyplyva z toho, Ze (y,x) € S~1.
To ale viibec neni pravda. Ta inkluze vyplyva z celého toho béhu! Dikaz tedy musime napsat tak, aby to bylo
zjevné, coz vlastné znamend zietelné oddélit odtivodnéni vnitini implikace od navratu k vnéjsi implikaci (tedy
konstatovani jejiho zavéru).
Proto doporuc¢ujeme u tohoto typu ditkazu nejprve hlavni béh (dikaz vnofené implikace) zfetelné ukoncit a pak
pro ¢tenaie shrnout jeho vyznam, ktery mizeme podepiit zvyraznénim klicovych casti. Napiiklad takto:

TR 'y — yRa RES, ySx — yS .
Proto R~' Cc S~ L.
AN

K matematickym operacim patii pravidla. Néktera pravidla davaji operace do souvislosti s jinymi pojmy, jak
jsme praveé vidéli. Diilezita jsou také ,pocitaci“ pravidla, kterda nam umoznuji ziskat vysledek pro komplikovanéjsi
vyrazy za predpokladu, ze umime zvladnout jednodussi. Napiiklad pokud umime spocitat /z a /y, tak z téchto
vysledkii ziskdme i dalsi odmocninu /zy = /z,/y. I pro relace lze vymyslet podobna pravidla. Nejsou zase
tak dulezitd, abychom se je uéili nazpamét, ostatné pokud rozumime pojmiim, tak je snadno v pfipadé potieby
vymyslime. Je to ale vyborna pfilezitost procvicit si vnimani matematiky a tvoreni dikazu.

Véta 4a.7.

Necht R, S jsou relace z mnoziny A do mnoziny B. Pak plati:
(i) (RUS)"'=Rtus

(ii))  RNS)t=RInS

(iii) (R\S)"t =R 1\S7L
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S Rozbor: Mame dokézat tfi rovnosti mnozin. Typicky bychom dokazovali dvé inkluze, nicméné zde by vSechny
kroky byly ,,obousmérné“, takze mizeme rovnou dokazovat ekvivalence.
Pro ¢ast (iii) je dobré si pfipomenout pojem obmény. P¥i pfechodu mezi relaci a jeji inverzi pouzivame ekvivalenci
(a,b) € R™! <= (b,a) € R. Oviem ekvivalence jsou vlastné dvé implikace, u kterych miizeme ptejit k obménam
a opétovnym spojenim dostaneme ekvivalenci (b,a) ¢ R <= (a,b) ¢ R~!. Rozmyslete si, Ze to intuitivné dava
smysl.

Dtukaz (rutinni, pouény): (iii): Dany relace R,S z A do B. Pak jsou (R\S)™1 i R71\ S8~ relace z B do A.
Necht a € A, b € B.
Podle definice (a,b) € (R\S)~! pravé tehdy, kdyZ (b,a) € R\ S. Podle definice rozdilu je toto ekvivalentni
tvrzeni (b, a) € RA(b,a) ¢ S. To je zase ekvivalentni tvrzeni (a,b) € R™'A(a,b) ¢ S~! neboli (a,b) € R"1\SL.
Ukézali jsme, ze mnoziny (R\S)™! a R=1\S~! maji stejné prvky, tedy jsou si rovny.
Tvrzeni (i) a (ii) se dokazuji obdobné, proto to nechame jako cviceni 4a.6.

Neékdy jsme v situaci, kdy na sebe relace navazuji.

Piiklad 4a.o (pokracovani 4a.c): Pfipomenme, ze A = {F, M, P, S} jsou studenti, B = {c, d, e} pfedméty a
R = {(E7C)7 (Eve)v (M7C)7 (M7d)> (Pa C), (P, d)}
fiké, ktery student si zapsal jaky predmeét.
Ted pfidejme do situace ucitele Bombadila, Elronda a Gandalfa, tedy mnozinu C' = {B,£,G}. Informace o tom,
ktery pfedmét je ucen kym, zachycuje relace

S={(¢.9),(d.9), (e, )}

Relace R a S na sebe pfirozené navazuji:

Tuto komplexni informaci je mozné ukladat jako trojice, napfiklad (F, ¢, G), coz je sice relace, ale ne binérni (viz
sekce 4d.3), takze touto cestou se nevydame.

7 pohledu binarnich relaci se nabizi moznost odpovédét na otazku, ke kterym profesortim bude chodit ten ktery
student. Zjisti se to tak, ze projdeme vSechny mozné dvojkroky, které tyto navazujici relace umoznuji, a z kazdého
si vybereme jen zacatek a konec. Napftiklad z dvojkroku F Ry 5 G si mizeme vzit jen informaci ' — G,
ktera nam tikd, ze Froda bude v tomto semestru ué¢it (mimo jiné) Gandalf. Vznikne tak nova relace.

VypiSeme zkracenym zapisem vsSechny mozné dvojkroky:

FRcSG, FReSE, MRcSG, MRASG, PRcSG, PRASG.

7 nich pak dostavame nasledujici dvojice:

{(F.€),(F,6),(M.G),(P,G)}.
Tato relace popisuje pfitazeni ucitelt k jednotlivym zakdm.

A

Tento postup, kdy z navazujicich relaci vytvofime novou vypusténim ,pfestupnich mist“, lze délat obecné.

! | Definice.
Necht R je relace z mnoziny A do mnoziny B a S je relace z B do mnoziny C'. Definujeme jejich

sloZeni S o R jako relaci z A do C' definovanou
SoR ={(a,c) e AxC; b€ B: (a,b) € RA(b,c) € S}.

If R is a relation from a set A to a set B and S is a relation from B to a set C, we define the composite of
R and S, denoted S o R, as the relation consisting of ordered pairs (a,c) for which there exists b € B so that
(a,b) € R and (b,c) € S.

Alternativnim znacéenim:

a(SoR)ec <= Jbe€ B: aRb A bSc.
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Toto znaceni nabizi uziteCnou a vymluvnou zkratku pro navazujici dvoukrok: aRbSc.

Relace skladéani je velmi dtilezita a zaroven problematickd. VSimnéte si, Ze relace i dvojice jdou v poradi nejprve
R, pak S. Tomu ostatné prirozené odpovida zapis aRbSc. Ale ve znaceni je ta prvni relace R napravo: S o R.
Toto je silné matouci nejen pro zac¢atecniky. Neni to schvalné (jakysi inicia¢ni obfad pro nové zasvécence do fadu
relaci), existuje pro to racionalni divod, ktery pozndme v kapitole 8, a je to tradiéni. Nicméné tradicné to také
fadu lidi irituje.

Néktefi autofi na to reaguji tak, ze pouzivaji znaceni R o S, které je mi upfimné feceno sympatictéjsi, ale tim
do véci jen vnaseji dalsi zmatky, protoZze chudak ¢tenar pri spatfeni textu R oS musi badat, jestli jeho autor patii
k vétsiné ,opacnikt“, nebo mensiné ,prirozenct“. Lidé od computer science to Casto resi tak, ze si pro jistotu
zavedou vlastni znaceni pro skladani, velmi popularni je stfednikové R;S. Protoze ale zadné z téch znaceni neni
vnimano jako vSeobecné pfijimané, budeme se zde (s nechuti) drzet toho asi standardniho S o R. Pro jistotu
budeme spravné potfadi ¢as od c¢asu pripominat.

Priklad 4a.p: Uvazujme relaci R na Z danou podminkou aRb pravé tehdy, kdyz b = 2a, a relaci S na Z danou
vztahem <. Jak vypadd & o R?

Zacneme pozorovanim, ze sklddani ma smysl, protoze relace navazuji: Z NN/

Nejprve si rozmyslime, zda (3,13) € S o R. Podle definice by muselo existovat b € Z spliujici (3,b) € R a
(b,14) € S neboli 3RbS14 (R prvni, S druha). Chceme tedy b = 2-3 a b < 13. Snadno zjistime, Ze b = 6 vyhovuje,
tedy (3,13) lezi v So R.

Nyni obecné: Aby dvojice (a,c) patfila do S o R, musi se najit néjaké b € Z tak, aby aRbSc. To znamena, ze
b=2a ab < c Pokud tedy (a,c) € S o R, pak plati ty dvé nerovnosti neboli (jejich spojenim) 2a < c.

Abychom mohli prohlasit, ze pravé tato podminka urcuje slozenou relaci, tak jeSté musime ovérit opac¢ny smér,
tedy Ze libovolna dvé ¢isla a, ¢ spliujici 2a < ¢ tvoii dvojici (a,c) € S o R. Musime pro né najit pfestupni stanici
b podle predpisu. Nabizi se ¢islo b = 2a. Pak opravdu b € Z a plati b = 2a a b < ¢ neboli aRb a bSc.

Potvrdili jsme, Ze relace S o R je pfesné mnozina vSech dvojic (a, ¢) splitujicich 2a < c.

Relace na sebe také navazuji v poradi Z Sy 7 2 7. Jak vypadd R o 87

Pokud dvojice (a,c) patii do R o S, musi se najit néjaké b € Z tak, aby aSbRc. To znamena, ze a < b a ¢ = 2b.
Kdyz to spojime, dostavame a < %c neboli 2a < c.

Popisuje opravdu podminka 2a < ¢ sloZenou relaci? Pokud dvojice (a,c) spliiuje 2a < ¢, pak miZeme zvolit
b= %c a dostavame a < b a ¢ = 2b neboli aSb a bRec. Jenze nelze tvrdit, ze diky tomu (a,c) € R oS, protoze jsme
jeSté neoveérili, ze b € Z. A mame problém.

Naptiklad (3,13) ¢ R o S, protoze kvili lichosti nelze nikdy mit bR13 neboli 13 = 2b pro b € Z.

Tou spravnou podminkou popisujici relaci R o S je tedy 2a < ¢ a ¢ sudé.

Mimochodem, pti zkoumani relace S o R jsme napsali, ze b = 2a spliiuje b € Z, ale mozna tomu ¢tenaf nevénoval
prilis pozornosti. Jak je vidét, mize to byt rozhodujici detail.

A

U operaci ocenujeme komutativitu. OvSem pravidlo S o R = R o § nemiize platit uz z principu, protoze neni
zaruceno, ze kdyz na sebe dvé relace navazuji v jednom potadi, tak budou navazovat také v druhém. Krasnym
ptikladem jsou nase skolni relace, kdy jsme S oR sklddat mohli, ale pokus 0 R oS by néas prostfednictvim S poslal
od predméti k ucitelim a s témi R neumi pracovat.

Nékdy relace lze skladat v obou poradich, ale jak ukazuje posledni piiklad, ani pak neni zarucena moznost
prohazovat poradi, relace R oS a R o S tam nejsou stejné. Ukazme jeden extrémni priklad.

Piiklad 4a.q: Uvazujme mnozinu A = {1,3,5,7,11,13} a definujme relaci R na A pfedpisem aRb jestlize a
déli b. Mame
R ={(1,1),(1,3),(1,5),(1,7),(1,11),(1,13)}, R~ ={(1,1),(3,1),(5,1),(7,1),(11,1), (13, 1)}.
Pak jediné navazujici dvojice, které jsme schopni z R a R ! vytvofit, jsou typu 1RaR 11, proto R 1oR = {(1,1)}.
V opac¢ném pofadi je vysledna relace naopak bohatsi, protoze pro libovolnd a,b € A mame aR~'1Rb. Proto
RoR ! =AxA.
A

Coz nas pfivadi k pravidlim. Ve vété 4a.7 jsme Gspésné nasli inverzni relaci k relacim, které vznikly jako
vysledek mnozinovych operaci. Radi bychom totéz zopakovali pro skladani. Tedy: Mame relace R, S, které lze
sklddat (navazuji na sebe) a pro kazdou z nich umime snadno najit jeji inverzni relaci. Pomtze ndm to s nalezenim
relace (S oR)™!? Nejprve se zamyslime nad souvislostmi.

Uvazujme relaci R z A do B arelaci S z B do C. Pak také existuje sloZzena relace SoR z A do C.
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SoR
A R B S C

(SO0

K relacim R a S mame inverzni relace R ! a S~! a rddi bychom pomoci nich dostali relaci inverzni k S o R.

Jiz z obrazku je jasné, ze S~! o R~! neni dobry napad, protoze v tomto poradi tyto relace obecné skladat nelze.
R~ nas zavede z B do A a s tim relace S™! nemusi byt schopna pracovat.

Obrazek oviem také zaznacuje, ze ma smysl skladat v poradi R~ o S~!, protoze za¢neme s S~! vedouci z C
do B a R~! dokéZe navéazat. Ukdzeme, Ze toto je dobry napad.

! Véta 4a.8.
Necht R je relace z mnoziny A do mnoziny B a S je relace z B do mnoziny C.
Pak (SoR) 1 =R 10871

Dukaz (rutinni): Relace S o R jde z A do C, takze (SoR)™! jde z C do A. To je stejny smér, kterym jde

slozend relace R ™! o S71, vznikla totiz z fetizku C S5 B R A Relace (SoR)taR oS! jsou tedy
definovany na stejnych mnozinach.
Dokéazeme, ze mnoziny (SoR)™! a R~! o S~! obsahuji shodné prvky. Vezméme libovolné ¢ € C, a € A.
(c,a) € (S§oR)~! prave tehdy, kdyZ (a,c) € S o R, coz je pravé tehdy, kdyz 3b € B: (a,b) € R a (b,c) € S.
Podle definice inverznich relaci to je pravé tehdy, kdyz 3b € B: (b,a) € R~ a (¢,b) € S~! neboli (c,b) € S7t a
(b,a) € R™Y, coz je pravé tehdy, kdyz (c,a) € R™' o S~

g

Vsimnéte si, ze jsme ve vété v rovnosti museli zménit poradi relaci. Podobny vztah se v matematice vyskytuje
pokazdé, kdyz prechazime k inverzi, ¢tenar se s timto jevem mohl setkat u ndsobeni matic. Nicméné neni to zcela
totéz, protoze u relaci neni inverze definovana pomoci skladani, takze jsme tento vysledek nemohli jednoduse
zdédit z kapitoly 19.

Jak to dopadne, kdyZ se potka skladani a mnozinové operace? I zde se daji vymyslet pravidla, ktera se také
nestoji za to ucit. Odkazeme proto na cviceni 4a.12. Nékteré jeho ¢asti vyzaduji opatrnéjsi zamysleni, urcité si to
nenechte ujit.

S Poznamka: Co vlastné matematik déla, kdyz premysli, zda plati néjaké pravidlo? Vyzkousi to na konkrétnich
prikladech. Urcité pomtze, kdyz si ¢lovék dobfe rozumi s dotyénymi pojmy, ,citi intuitivné, jak véci funguji.
Casto se také u abstraktnich pojmt daji najit vizualni interpretace, které pomohou, u relaci byva oblibeny graf.
Je proto uzite¢né si s touto vizualizaci dobfe rozumeét a umeét si prelozit rozli¢né vlastnosti a operace do obrazkové
podoby. Obzvlasté uzitecné to je pti hledani pfikladd a protipiiklad.

Pokud by nés tieba zajimalo, zda pro vsechny relace na mnoziné plati R~! = R, tak asi brzy piejdeme do faze
hledani protipiikladu. Mtzeme vymyslet matematicky protipfiklad, tfeba relaci R danou < na Z, u které je pak
potfeba vysvétlit, proc je to vlastné protipiiklad.

Nebo prosté nakreslime jednoduchy graf a je to hned vidét. Formalné: na mnoziné A = {1, 2} uvazu- A
jeme relaci R = {(1,2)}. Pak R™! = {(2,1)} # R.

Matematika ma vyhodu, Ze experimenty byvaji obvykle velmi levné. Neni tfeba budovat miliardové urychlovace
pod kusem Evropy, sta¢i tuzka a papir. Kdyz néjaky napad preZije tuto experimentalni fazi, tak nastane cas
na poradnou matematiku—ije tfeba najit dikaz.

A

V prikladé ze skoly 4a.o jsme skladali relaci, spojujici studenty a pfedméty, s relaci spojujici pfedméty a vyucujici.
Mohli bychom na to navazat jesté treti relaci spojujici ucitele a umisténi jejich komnat. Pokud bychom spojili
zacatky a konce cest (tedy ted vynechdvame dva prestupni body), tak by vysledkem byla relace ukazujici, kam
ma ktery student chodit za svymi vyucujicimi na konzultace.

A R B S C T D
V principu neni problém navézat libovolny pocet relaci, ale nemédme na to definici. Nabizi se v zasadé dveé
moznosti. Jedna je piimo zachytit myslenku zkracovani delSich fetizkt (trojkroky, ¢tyfkroky, ... ), ale ta je

N 4
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Jeho vyhoda je v tom, Ze nepotfebujeme nic nového vymyslet. Nejprve pomoci znamého principu slozime So R,
¢imz vznikne jedna relace z A do C a tu podle jiz existujiciho principu umime sloZit s navazujici relaci 7. Vytvorili
jsme tedy relaci 7 o (SoR).

MizZe se ovSem stat, ze nékdo by v pfipadé nasi skolni relace radéji zacal od konce a skladal takto: (7 o S) o R.
Kdyby to byl profesor, tak to dokonce miize napsat do uéebnice. Nastésti zména zavorkovéani (a tedy poradi
sdruzovani do dvojic) nemé vliv na koneény vysledek.

Fakt 4a.9.
Necht R je relace z mnoziny A do mnoziny B, S je relace z B do mnoziny C a T je relace z C
do mnoziny D. Pak (T oS)oR =T o(SoR).

M Matematicky feceno tvrdime, Ze skladani jako operace je ,asociativni“.

Dukaz (rutinni): Obé relace jdou z A do C, zbyva je porovnat jako mnoziny.
1) Dokazeme, Ze (T o S)oR C T o (SoR).

Uvazujme (a,d) € (T oS) o R. Podle definice to znamend, ze 3b € B: (a,b) € R a (b,d) € T oS. Z toho
druhého pak mame, ze 3c € C: (b,c) € S a (¢,d) € T.

Z dvojice (a,b) € R a (b,c) € S vyplyva, ze (a,c) € So R, spolu s (¢,d) € T dostaneme (a,d) € T o (SoR).
2) Opacnou inkluzi dokdzeme obdobné.

O

Praktickym disledkem je, Ze mizeme psat prosté 7 o S o R a nechat na Ctenafi, jak si to uzavorkuje. Je to
podobné jako u nasobeni, tam také na pozici zdvorek nezalezi, takze piSeme tieba 3-5-13 a je ndm jedno, v jakém
poradi si to kdo vynasobi.

Opakovanym aplikovanim zjistime, Ze u skladani ¢tyf relaci také miizeme volit potadi, tfeba (U o T) o (SoR),
coz lze opét realizovat Cisté pomoci definice skladani pro dvé relace. OvSem pokud chceme skladani vice relaci
zadefinovat, tak se bude hodit spise zavorkovani U o (T o (S o R)), protoze timto postupem pak zvlddneme tfeba
sedm skladanych relaci. Protoze nevime, kolik téch relaci v riznych situaci mame, musime v definici pouzit indukci.

Definice.

Necht n > 3, uvazujme mnoziny Ag, A1,..., A,.

Proi=1,...,n necht R; je relace z A;_1 do A;.

Pak definujeme skladéni R, o R,_10---0 R0 R; predpisem R, o (R,_10---0Ra0Rq).

V této definici maji tii tecky lokalné presné dany vyznam. Napriklad pokud chceme skladat U o 7 o S o R, tak
porovnanim zapisu zjistime, ze R,,_10---0R1 odpovidd vyrazu T oSoR a tedy mame UoT oSoR =Uo (T oSoR).
Aplikaci definice na 7 o S o R pak dojdeme k vyslednému tvaru

UoT oSoR=Uo (T o(SoR)).
Dtikaz véty 4a.9 ndm ukézal zajimavou informaci: 7 o S o R se sklada z dvojic (a,d), pro které mame trojkrok

aRbOSCT d. Zejména pro intuitivni tvahy se hodi potvrdit, Ze toto je obecny jev a relace vytvorena skladanim n
relaci vznika zkracenim n-krokt.

Lemma 4a.10. (o fetizcich)

Necht n € N, n > 2, uvazujme mnoziny Ag, A1,...,A,. Proi = 1,... ,n necht R; je relace
Z Ai—l do Az

Dvojice (a, z) € Ag x A, je v relaci R, oo Ry pravé tehdy, kdyz pro i = 0,1, ... ,n existuji
b; € A; takové, ze by = a, b, = z a pro kazdé i = 1,... ,n plati (b;—1,b;) € R;.

Kdyz prvky b; spliuji (b;—1,b;) € R, tak vlastné mame n-krok bpR1b1 Rz - - - by_1Rpby,. Takovéto posloupnosti
prvka {b;; i =0,... ,n} zde budeme neformélné fikat ,fetizek délky n z by do b, “.

Dukaz: Diukaz povedeme indukci.

(0) Piipad n = 2: Dvojice (a,c) lezi v Ro o Ry podle definice pravé tehdy, pokud existuje b € A; spliujici
(a,b1) € Ry a (by,c) € Ro. Tento vyrok ovsem popisuje Fetizek délky 2 z a do c.

(1) Necht n € N, n > 2. Predpoklddejme, ze plati tvrzeni, Ze pro libovolnych n relaci je R, o--- o Ry tvofeno
pravé dvojicemi pochazejicimi z krajnich bodi fetizk® o délce n. Potfebujeme ukézat, ze obdobné tvrzeni plati
i pro libovolnych n + 1 relaci.
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Uvazujme proto néjaké mnoziny Ag, A1,...,An, Ans1 a relace Rq,... , Ry, Rnt1, pfiCemz pro kazdé i =
1,...,n+1je R; relace z A;_1 do A;. Potfebujeme ukazat, Ze prvky relace R, 11 0 Ry, 0 --- 0 R; jsou piesné
ty pochézejici z fetizkd délky n + 1.

a) Vezméme néjaké a € Aj, z € A,41 takové, ze (a,z) € Rpt1 © Ry 0 -+ 0 Ry. Podle definice skladani
(a,2) € Rpt10(Rpo---0Ry1), proto musi existovat prvek y € A,, takovy, ze (v, z) € Rp41 a (a,y) € Rpo---0R;.

Druhy fakt podle indukéniho predpokladu znamend, zZe existuje fetizek délky n z a do y, ozna¢me jej by, b1, . .. , by,.
Vime, ze by = a a b, = y. Kdyz oznacime b,, 11 = z, tak ziskdme prvky bg, b1, ... ,b,, byr1 a snadno ovérime, ze
jde o Tetizek délky n 4+ 1 z a do z. Ukazali jsme, ze kazdy prvek z R 41 0 --- 0 Ry lze ziskat pomoci néjakého
prislusného fetizku.

b) Nyni musime naopak ukézat, ze pro vSechny fetizky délky n + 1 tvoii jejich krajni body dvojice z relace
Rnt1o0Rpo0---0Ry.

Vezméme néjaky fetizek bg,b1,...,b,,bny1 délky n + 1. Snadno se ovéri, ze prvky bg, b1, ... ,b, pak nutné
tvori fetizek délky n z by do b,,. Podle indukéniho predpokladu proto musi dvojice krajnich bodu (bg, b,) lezet
Vv Rpo---0Rq. Podminka fetizku také ika, ze (b,,b,+1) € Ry,41, podle definice sklddéni dvou relaci proto
(bo,bp+1) € Rpgr10(Rpo---0Rq). To ale znamend, ze (by, bn11) € Rpt10---0Rq, presné jak jsme potiebovali.

O

Charakterizace skladani relaci pomoci fetizki se nam bude v nasledujicich ¢astech opakované hodit. Kdyz se
dohodneme, zZe vyraz R, o---oR; ma pro n = 1 hodnotu R, tak lemma plati i pro n = 1, protoze retizky délky
1 jsou préavé dvojice by, by spliiujici (b, b1) € R1.

Casto pracujeme s relaci R na mnoziné A, tedy s relaci z A do A. Tu je pak mozné libovolné napojovat za sebe:
A 4R B AR g Zapsalo by se to R o R o --- 0o R, inspirovani nadsobenim tomu fikdme mocnina.

Definice.

Necht R je relace na mnoziné A. Pak definujeme jeji mocninu rekurzivné jako
(0) R' =R;

(1) R"*! =R oR" pron € N.

Let R be a relation on some set A. We define powers of R recursively by R! = R and R"t! = R o R" for
n € N.

Protoze je to jen specialni pripad skladani vice relaci, plati i zde nase Gvahy o asociativité a lemma o fetizcich.

Priklad 4a.r: UvaZujme relaci R na Z danou predpisem aRb <= b=a+ 1.

Mocninu R? = R o R uréime pomoci dvojkrokii aRbRc. Ty museji spliiovat b = a+1ac=b+1, tedy c = a+ 2.
Naopak kazdé dvojice (a, ¢) spliiujici ¢ = a + 2 pochézi z dvojkroku aR(a + 1)Rec.

Ukézali jsme, ze R? je dana pfedpisem aR?c <= c=a + 2.

Obdobné si rozmyslime, ze R? je dana piedpisem aR3d <= d = a + 3. Indukci se pak ukaze, ze R" se sklada
z dvojic (a, z) splijicich z = a + n.

A

Priklad 4a.s: UvaZujme relaci R danou na R pfedpisem zRy < x < y.

Mocnina R? se skldd4 z dvojic (z,z) takovych, ze ¥ RyRz pro néjaké y € R. Pak plati x < z. Naopak, pokud
& < z, tak staci zvolit y = 222 (neboli bod pfesné mezi nimi) a mame z < y < z, tedy (z, z) € R?

Zjistili jsme, Ze R? je dano podminkou z < z, takze vlastné R? = R. Potom také R™ = R pro vSechna n € N.

Pokud bychom chtéli priklad relace, kterd se mocninou neméni, a nechtélo by se nam ji tvorit ze znamych
matematickych vztaht, tak by stacilo vzit A = {1} a R = {(1, 1)} Pak je pro R o R jediny navazujici Fetizek
1R1R1 a tedy R? = R.

Vsimneme si, Ze pokud bychom uvazovali < na Z, tak by tato relace (nazvéme ji S) uz nespliiovala S? = S. Sice
bychom ukézali, Ze vechny dvojice (z,z) € S? musi spliiovat < z, ale nefunguje to naopak. Pro dvojici (13,14)
budeme marné hledat b € Z spliujici 13Sb514 neboli 13 < b < 14.

Kdyz si ale uvédomime, Ze na Z lze tuto relaci popsat také podminkou z < y — 1, tak snadno odvodime, 7e S?
je dana podminkou =z < y — 2, obecné pak 8™ podminkou z < y — n.

Jesté maly navrat ke skladani. Mame relaci S danou jako < na Z. Jak vypadd S—! o S? Tentokrate hleddme
véechny dvojkroky aSbS™!c, coz znamena a < b > c. Z toho o vztahu a, ¢ nelze vyvodit nic. Tvrdime, Ze v této
slozené relaci jsou vSechny mozné dvojice, protoze pro libovolné a,c € Z staci vzit b = max(a,c) + 1 a mame
a <b>c. Takze S7! 0 S = 7Z x Z. Podobné se ukaze, Ze pro relaci R (< na R) plati R"1 o R =R x R.

JAN
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Co se od mocniny R™ da ¢ekat? V zasadé cokoliv. Napriklad neni zaruceno, ze v R o R zlstanou puvodni dvojice
z R (pfiklad 4a.r). Z prvku (a,b) € R se do R o R dostanou jen ty, u kterych lze krok a — b udélat i pfes
prostiednika aRaxRb.

Neékdy se stane, ze se vysledek s kazdou mocninou zméni (piiklad 4a.r), jindy zase po uréité mocniné jiz k ni-
¢emu novému nedojdeme a vSechny dalsi mocniny vypadaji stejné (cviceni 4a.13). Jsou dokonce relace, které se
umocnovanim vibec neméni, viz priklad 4a.s.

Klidné se mize stat, Ze zacneme s relativné bohatou relaci, ale po umocnéni uz zbyde velice mélo. Jednoduchy
extrémni priklad: Uvazujme relaci R na mnozing A = {1,2,3} danou jako R = {(1,2), (3,2)}. Pak nelze vytvoiit
z4dny navazujici fetézec aRbRc, takze R? = (). Je oviem také mozny jev piesné opacny: Za¢neme s relaci, parkrat
umocnime a dostaneme maximélni moZnou relaci A x A, kdy je kazdy s kazdym v relaci.

Velikost mocniny tedy v jistém smyslu fika, jak dobfe na sebe dvojice v R navazuji. Nékdy hodné napovi uz
prvni skladani.

Fakt 4a.11.
Necht R je relace na mnoziné A. Jestlize R? C R, pak R"™ C R pro vsechna n € N.

Dukaz (poucny): Dana relace R na A. Piedpokladejme, e plati R? C R. Dttkaz tvrzeni ,¥Vn € N: R™ C R
povedeme indukci.

(0) Pro n = 1 mame potvrdit inkluzi R C R, ta evidentné plati.

(1) Uvazujme libovolné n € N a ptedpokladejme, ze R C R. Chceme dokazat, ze R"T C R.

Necht (a,b) € R™"1. Protoze R"™! = R o R"™, musi existovat z € A takové, 7e (a,z) € R™ a (x,b) € R. Podle
indukéntho ptredpokladu oviem (a,z) € R, takze jak (a,z), tak (z,b) lezi v R. Proto (a,b) € R?, tedy podle
predpokladu pak také (a,b) € R.

Il

Priklad 4a.t: Uvazujme nésledujici relaci R na Z:

R:U{(2a,2a—|—1),(2a—|—1,2a)}— U{(-2,-1),(-1,-2)} U {(0,1),(1,0)} U {(2,3),(3,2)} U
a€Z
={...,(-2,-1),(-1,-2),(0,1),(1,0),(2,3),(3,2),... }.

o )
-4 -3 -2 -1 0 2 3 4 )
Vidime navazujici dvojkroky (2a)R(2a + 1)R(2a) a (2a + 1)R(2a)R(2a + 1). Jejich zkracenim vznikne mocnina
R2, tedy
R? = {(z,z); z € Z}.
0 0 0 0 0 9 0 QO 9 0.

o o o o
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Tato relace sestavajici ze vSech smycek ma specialni znaceni A a pozname ji v dalSich sekcich.

R3 = RoR? = RoA. Jediné navazujici dvojkroky jsou typu (2a)R(2a)R(2a + 1) a (2a + 1)R(2a + 1)R(2a),
jejichz zkracenim dostavame dvojice (2a,2a + 1) a (2a + 1,2a). Takze R3 = R.

Pak RE=RoR3=RoR=R?=A,R°=RoR*=RoA =R atd.

Zéavér: R¥ = R pro k liché a R¥ = A pro k sudé. Hodnoty mocniny pieblikavaji mezi dvéma relacemi (semafor).

A

Priklad naznacuje, Ze zajimavou roli u mocnin a sklddani obecné hraji smycky, viz cviceni 4c.1.

Priklad 4a.u: Uvazujme mnozinu lidi, t¥eba Zijicich obyvatel jistého mésta, a zavedeme na A relaci R pfedpisem,
ze aRb pravé tehdy, kdyz b je biologicky rodi¢ a. Co je R??

Aby (a,c) € R?, musi existovat ¢lovék b € A takovy, ze aRb a bRe, tedy b je rodi¢ a a c je rodi¢ b. Vidime, ze R?
je relace, kterd spojuje vinu(¢)ky a s jejich dédy a babitkami c. Obdobné si rozmyslime, ze R> spojuje pravnu(¢)ky
s prarodici atd.

A

Priklad 4a.v: UvaZujme mnozinu A vSech autobusovych zastiavek v Opavé a relace R nam tika, kam se dosta-
neme pfimym spojem. Piesné, aRb jestlize existuje linka, kterda dovoluje nastoupit v a a vystoupit v b. Pak ndm
R? tik4, kam se dostaneme s piesné jednim prestupem, R> nam iik4, kam se dostaneme s piesné dvéma prestupy,

4a.11, 4a.v 130 4a.11, da.v
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o

a tak dale. Kdyz to dame vSechno dohromady, tak vidime, ze |J R"™ je relace, ktera fikd, odkud kam se néjakym
n=1

zpusobem dostaneme autobusem.

A

Relace udavajici vSechna moznéa spojeni byva v nékterych aplikacich velmi uzite¢nd. Studenttim computer science
asi bude blizsi priklad, kdy relace R popisuje pfimé spojeni mezi pocitaci/servery/routery (drat, elmag. vlny,
optika, poStovni holub). Mocnina R™ pak popisuje propojeni poéitaci pfes n — 1 pfestupnich bodi a relace
o0

J R™ udava, které pocitace jsou spolu néjakym zptsobem propojeny. Tim je inspirovano nazvoslovi.
n=1

Definice.

o0
Necht R je relace na mnoziné A. Relace R* = |J R™ se nazyva connectivity relation relace

n=1
R.

Dobra otazka samoziejmé je, jak takovou relaci najit v praxi, kde jsou nekonec¢na trochu problém. D& se ukazat,

ze pokud méa mnozina A m prvki, pak se da libovolny fetizek (viz lemma o Fetizcich) zkratit tak, aby nebyl delsi
m

nez m. To znamena, ze dostaneme R* = J R".
n=1

Na zavér se podivame na kartézsky soucin.

Priklad 4a.w: UvaZzujme mnozinu T tlumo¢nikt a L 1ékai. Cilem je vytvofit z nich dvojice pro krizové oblasti.

Méme také mnozinu J jazyki a relace R z T do J ik4, jakymi jazyky se tlumoc¢nici domluvi. Mame také mnozinu
O lékarskych odbornosti a relace S z L do O zachycuje kvalifikaci jednotlivych 1ékari.

Mozné tymy jsou shromazdény v mnoziné 7' x L, tedy jde o dvojice (tlumocnik,lékat). Pomoci relaci R a S
se sice k informaci o kvalifikacich takové dvojice dostaneme, ale rddi bychom to méli jako jednu relaci z T' x L
do J x O.

Relace jsou mnoziny, proto je mozné z nich také délat kartézské souciny. Mnozina R x S se sklada z dvojic («, /),
kde a € R a B € S, takze v R x § by se tieba nasla dvojice

((Petr, swahili), (Petra, chirurg)).
To ale neni to, co bychom potfebovali. My chceme informaci o tymech, ¢ili potfebujeme dvojice
((Petr, Petra), (swahili, chirurg)).

Kdyz to nejde s tim, co mame, musime vymyslet néco nového.

JAN

Obecné feceno, pracujeme s vektory, pfiCemZ pro kazdou slozku mame zaveden urcity vztah. Radi bychom
na zakladé toho vytvorili vztah mezi celymi vektory. Jedna moznost se zda prirozena.

Definice.

Necht n € N, proi =1,...,n necht R; je relace z mnoziny A; do mnoziny B;. Ozna¢me
A=A XAy x---x A, aB =By X By Xx---x B,. Definujeme relaci R z A do B zvanou
soudinova relace (product relation) takto: Pro (ai,...,a,) € A, (b1,...,b,) € B plati
(a1,...,an)R(b1,...,b,) pravé tehdy, kdyz (a;,b;) € R; pro véechna i =1,... ,n.

Takze chceme-li védét, zda jsou dva vektory v relaci, tak se podivame, zda to plati pro vSechny jejich slozky.
Obvykle se pracuje se situaci, kdy A; = B;, jinymi slovy, mame relace R; na mnozinich A; a chceme porovnéavat
vektory z Ay X -+ X A,.

Piiklad 4a.x: UvaZujme kartézsky sou¢in A = R x N. Na prvni soufadnici, tedy na A; = R, méjme relaci <;
na druhé soufadnici, tedy A; = N, uvazujme relaci délitelnosti a | b neboli b je nasobek a (viz kapitola 1). Tim
vznika také soucinova relace R na vektorech z R x N.

Méme napfiklad (—1,4)R(m, 12), protoze —1 < 7 a 4 déli 12, podobné ti¥eba (2,13)R(e,26), ale uz neplati
(1,6)R(2,8), protoze 6 nedéli 8. Neplati také (2,9)R(1,18), kde selhava relace < u prvni slozky, a uz viibec ne
(13,13)R(11,23).

A

Viz také ptiklad 4b.i.
Casto na vsech slozkidch uvazujeme stejnou relaci.

4a.11, 4a.y 131 4a.11, 4da.y
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Priklad 4a.y: Uvazujme relaci = na R. Pokud zvolime Ay = Ay = --- = A, = By = --- = B, = R, pak
A=A x Ay x .-+ x A, = R® = B. Chceme tedy vytvofit relaci na klasickém prostoru redlnych vektori. Podle
definice jsou dva vektory (z1,...,%y), (Y1,... ,Yn) spolu v soucinové relaci R pravé tehdy, pokud pro vSechna i
mame x; = y;. Jinymi slovy, v tomto prikladé nam vznika bézné rovnost vektort.

A

V pripadé, kdy méame na vsSech slozkéch stejné relace, se pro sou¢inovou relaci ¢asto pouziva stejné znacka, coz
je zrovna pripad rovnosti. Podobné mizeme uvazovat realna cisla s relaci <, pro n-rozmérné vektory z R™ pak
vznikd souéinova relace, kterou mizeme zase znacit < a plati, ze (z1,... ,2,) < (y1,...,yn) pravé tehdy, pokud
pro vSechna ¢ mame x; < y;.

V této a nasledujicich kapitolach nejprve uvidime, Ze tento zpisob vytvareni relaci na vektorech je dobry napad,
a posléze Ze zase neni az tak dobry (coZ se zrovna tykéa soucinové relace <), takze pro jisté specializované pouziti
budeme potiebovat jiny napad.

Cviceni
Cviceni 4a.1 (rutinni): Uvazujme relace na mnoziné A = {0,2,4,6} definované pro a,b € A takto:
a) aRqb jestlize a < b; b) aR2b jestlize a + 10 < 3b; c) aRs3b jestlize 2a < b.

Pro kazdou z nich napiste danou relaci jako mnozinu dvojic a nakreslete jeji graf. Pak pro kazdou z nich najdéte
inverzni relaci. Na zavér najdéte Ro U R3, Ro NR3 a R1 \ Ro.

Cviceni 4a.2 (rutinni, pouéné): Uvazujme relaci R z mnoziny A = {1,7,8,10,20} do mnoziny B = {a,d, s,t}
definovanou pro a € A a b € B takto: (a,b) € R jestlize se pismeno b objevi ve slovnim vyjadfeni (¢eském) ¢isla a.
Napiste danou relaci jako mnozinu dvojic, nakreslete jeji graf a urcete jeji inverzni relaci.

Cvi€eni 4a.3 (rutinni): Uvazujme mnozinu A studenti a mnozinu B uéitelt uré¢itého tstavu (vzdélavaciho). Pro
a € A, b € B definujme relaci R piedpisem aRb jestlize a mél ucitele b na piednasku a relaci S predpisem aSb
jestlize a mél ucitele b na cviceni. Interpretujte relace RUS, RNS, R\S, RaRUS.

Cviceni 4a.4 (poucné): Uvazujme relaci R na N danou pro a,b € N pfedpisem aRb pravé tehdy, kdyz existuje
k € Ny takové, ze b = a*.

a) Najdéte vSechna a € N takova, ze aR64.

b) Najdéte vSechna b € N takova, ze 3RbD.

¢) Uvazujme relaci S na N danou pro a,b € N predpisem aSb pravé tehdy, kdyz existuji k,l € Ny takova, ze
al =b*. Plati R = S?

Cviéeni 4a.5 (poucné): Necht R je relace z mnoziny A do mnoziny B. Dokazte, ze (R™!)"! = R.

Cviceni 4a.6 (rutinni): Necht R, S jsou relace z mnoziny A do mnoziny B. Dokazte, Ze pak
a) (RUS)'=RTusS} b) (RNS)t=RInS L.
Viz véta 4a.7.

Cviceni 4a.7 (rutinni): Uvazujme dvé relace na mnoziné A = {1,2,3,4}, relaci R = {(1,1),(1,4),(2,1),(3,4)}
arelaci S = {(1,3),(1,4),(3,2),(4,3)}.
Najdéte relace SoR a Ro S.

Cvi€eni 4a.8 (rutinni):
Uvazujte relaci R danou grafem napravo. 4

o«——0
a) Zapiste ji seznamem dvojic.
b) Najdéte R2.

O e

Cviceni 4a.9 (rutinni): Necht A je mnozina lidi. Definujme relaci R na A pfedpisem aRb jestlize b je rodi¢ a
a relaci S predpisem aSb jestlize je a je sourozencem b. Co je S o R?
Poznamka: Neni zvykem povazovat sebe za svého vlastniho sourozence, tak to tady také nebudeme délat.

Cviceni 4a.10 (poucné): Uvazujme nésledujici relace na N: aRb pravé tehdy, kdyz 3a < b; a aSb pravé tehdy,
kdy% a + 1 < b.
Najdéte RoS a S oR. Jsou si tyto relace rovny?
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Cviceni 4a.11 (rutini, pouéné, *dobré): Uvazujme nésledujici relace na R: R4 je relace >, R4 je relace >, R3 je

relace =, R4 je relace #, R je relace <, Rg je relace |z| = |y|.

Urcete, cemu se rovnaji slozené relace

a) Rg OR1; d) R10R4; g)* R4OR4;
b) R1 o Ro; e) R10Rs; h)* R1 0 Re;
C) RloRg; f) R20R2; 1)* RﬁORl.

Cviceni 4a.12 (poucné, *dobré):

A) Necht R je relace z mnoziny A do mnoziny B, necht Sy, Ss jsou relace z B do mnoziny C'. Dokazte, ze pak
a) (Sl USz) oR = (81 OR) U (82 OR),

b) (81 ﬂSg) oR g (Sl OR) N (82 OR),

C)* (Sl o} R) \ (82 e} R) g (31 \82) oR.

B) Necht Rq,R2 jsou relace z mnoziny A do mnoziny B, necht S je relace z B do mnoziny C. Dokazte, ze pak
a) So(R1UR2) =(SoR1)U(SoRs);

b) So (Rl QRQ) Q (SORl) N (SORQ);

C) (SORl)\(S OR2) Q So (Rl \Rg)

Cviceni 4a.13 (pou¢né, *dobré): Pro nasledujici relace R si nejprve rozmyslete, jak vlastné funguji (najdéte
n&jaké priklady dvojic z R). Pak urcete, jak vypadaji R? a R3, piipadné R*, poté uhodnéte R™ a R*.
a) R = {(k,k) € Z*; k € Z};

b) R = {(a,b) € Z?; a < b};

c) R ={(a,b) € Z? b= a+2};

d) R = {(a,b) € Z?; a liché, b sudé};

e)* R {(a b) € Z%; |b—a| < 1};

f)Y* NeNNRon A={1,2,... , N}, R={(a,a); ac€ A} U{(a,a+1); a€ A,a <N —1};

~—

g)* Rna N, R ={(a,a); aeN}U{(a,a+1); a € N}

Cviceni 4a.14: Uvazujme relaci R na mnoziné A = {1,2,3} danou pfedpisem aRb <= b = 2a a relaci S
na mnoziné B = {a, b, c} danou predpisem aSp pravé tehdy, kdyz je o v abecedé pred f.
Necht 7 je soucinové relace na A x B. NapiSte ji jako vypis dvojic.

Reseni:

4a.1: Ry = {(0,2), (0,4), (0,6), (2,4), (2,6), (4,6)}, Ry" = {(2,0),(4,0),(6,0),(4,2),(6,2),(6,4)}

R = {(074)7 (076)7 (276)7 (47 6)7 (676)}7 2_1 = {(470)7 (670)7 (672)7 (674)7 (676)};

Rz = {(0,0), (0,2), (0,4), (0,6), (2,4), (2,6)}, R3"* = {(0,0), (2,0), (4,0),(6,0), (4,2), (6,2)}

bt @ [ T‘l

00—)02 OO 02 @ 2

Ro UR3 - (070)7 (0 )7 (074)7 (07 6)? (274) (276)7 (4’ 6)7 (6?6)}7 Ra2N RB = {(074)’ (076)? (276)}7

Ri\R2 =1{(0,2),(2,4)}

4a.2:

R ={(1,a),(1,d),(7,d),(7,s),(8,s),(10,d), (10, s), (10,t) B
20, a), (20, d), (20, )} oa

R~ ={(a,1),(a,20),(d,1),(d,7),(d, 10), (d,20), od
(s,7),(s,8),(s,10),(¢,10), (¢,20)} o s

ot

4a.3: R U S: a potkal b coby vyucujictho, R N'S: a mél b jako cviciciho i pfednésejictho, R\ S: a mél b jako
pfednasejiciho, ale ne cviciciho, R: a nemél b jako prednéasejiciho, R US: a viibec oficidlné nemél b, takze ho
nemusi zdravit.

4a.4: a) Hleddme a € N takové, Ze a* = 64 pro né&jaké k € N. Protoze 64 = 26, 64 = 43, 64 = 82 a 64 = 64!, feeni
jsoua=2,a=4,a=38aa=64.

b) Hledan4 b spliiuji b = 3* pro né&jaké k € N. Proto mnoZina vsech b je {3¥; k € N} = {3,9,27,81,...}.

c) Relace nejsou stejné. Napiiklad 43 = 82, proto 4S8, ale nelze vyjadiit 8 = 4% pro k € N, takze neplati 4R8.
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Plati nicméné inkluze R C S. Diikaz: (a,b) € R = Jk € N: b =a*. Pak a* = b', zde k € Nal =1 € N, proto
(a,b) € S.
4a.5: Necht a € A,b € B. (a,b) € (R™!)™! > (b,a) e R™! < (a,b) € R.
4a.6: a) Necht a € A,b € B. (bya) € (RUS)™ <= (a,b) e RUS < [(a,b) € RV (a,b) € S]
< [(bya) e R71V (bya) € ST = (bya) e R"TUS™!
b) Nechf a € A,b € B. (b,a) € (RNS)™! < (a,b) e RNS <= [(a,b) € RA (a,b) € §]
< [(bya) e R"1A(bya) € ST < (bya) e R"INSL
4a.7: Najdeme fetézce 1R1S53, 1R154, 1R4S53, 2R183, 2R154, 3R4S53, proto
SoR ={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4), (3,3)}; najdeme fetézce 1S3R4, 3S2R 1, 4S3R4, proto RoS = {(1,4),(3,1),(4,4)}.
4a.8: R = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,3),(3,4), (4,2)}; R* = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,4),(3,2),(4,3)}.
4a.9: (a,c) € S o R znamend aRb a bSc pro néjakého ¢lovéka b. Takze c je stryc nebo teta a.
4a.10: (a,c) € SoR <= aRbSc < [3a <bAb+1 < ¢]. To dava podminku 3a + 1 < ¢. Opaény smér: pro
3a+ 1 < ¢ stadi zvolit b = 3a a je aRbSc. Zavér: SoR = {(a,c); 3a+1 < c}.
(a,c) € RoS <= aSbRc <= [a+1 < bA3b < ¢]. To davd podminku 3(a + 1) < ¢. Opaény smér: pro
3(a+1) < ¢ stadi zvolit b =a + 1 a je aSbRc. Zavér: SoR = {(a,c); 3a+ 3 < c}.
Protoze 3a+1 < 3a+ 3, mame implikaci 3a4+3 < ¢ = 3a+1 < ¢, proto plati SoR C RoS. Rovny si nebudou,
najdeme protipfiklad: (1,5) € S o R, ale neplati (1,5) € Ro S.
4a.11: a) (z,2) € Roo Ry — Jy: Ry AyRaz — Jy: ¢ >y Ay > z — x > z. Naopak: Kdyz = > z, volime
néjaké y mezi x a z a mame = > y > z neboli xR 1yRsz, proto (z,z) € R o Ry. Zavér: Re o R1 = Ry.
b) R1 0 Ra = Ri1, dikaz obdobny. ¢) Ry o R3 = R, dikaz obdobny. d) (z,2) € R1oRy < Jy:x #yAy> z,
to lze pro libovolnou dvojici (, 2), proto Ry o Ry = R?
e) R%. f) Ry. g) R2. h) |z| = |y| d4vd y = x nebo y = —x, proto Ry o Rg = {(z,2); © > 2V —x > 2}, dokonce lze
napsat Ry o R¢ = {(x,2); |z| > z}. 1): {(z,2); 2 > 2V >—z} & {(z,2); > —|2|}.
4a.12: Nechf a € A,c € C.
A)a) 1) (S1US2) o R C(S10R)U(S20R): (a,¢) € (S§1US2)oR — Jb e B: [(a,b) € RA (b,c) € S1 US,]
— 3Jb e B: [(a,b) € RA((b,c) € S1V (b,c) € S2)]
— 3b € B: [((a,b) € RA (b,c) € S1) V ((a,b) € RA (b,c) € S2)]
— [Fb € B: ((a,b) € RA (b,c) € §1)] V [Tb € B: ((a,b) € RA(b,c) € Sz)]
— [(a,¢) € S0 RV (a,¢) € So0R] — (a,¢) € (S10oR) U (Sz0R);
2) (§510R)U(S20R) C(S1US2)0R: (a,¢) € (S10R)U(S20R) — [(a,¢) € (S10R) V (a,c) € (Sa0R)]
— [3b1 € B: ((a,b1) € RA (b1,¢) € S§1)] V [Ty € B: ((a,b2) € RA (ba,c) € Sa)]
— 3b e B: [(a,b) € RA (b,c) € S USs] — (a,¢) € (S1US3) o R.
A)b) (a,c) € (51 NS2)oR — Tb € B: [(a,b) € RA (b,c) € S1 NSy
— db e B: [( )ER/\((b,C)ESl (b,C)ESQ)]
— 3Jbe B: [((a,b) e RA (b,c) € S1) A ((a,b) € RA (b,c) € S2)] —
[3b € B: ((a,b) e RA(b,c) € S1)]A[3b e B: ((a,b) € RA(b,c) € S2)] — [(a,¢) € S1 o R A (a,¢) € S3 0 R]
— (a,¢) € (§10R)N(S20R);
Poznédmka: Rovnost nastat nemusi, tfeba pro R = {(a,b1), (a,b2)}, S1 = {(b1,0)}, S1 = {(ba,¢)}, kde by # ba,
dostavame (S NSz2) o R =0oR =0, ale (S;0R)N(S20R) = {(a,c)}.
A)e) (S10R)\(S20R) C (S1\S2)0oR: (a,¢) € (S10R)\(S20R)
s (a,¢) € (S10R) A (a,€) ¢ (S20R))
— [Elbl € B: ((CL, bl) ERA (bl,c) S 81)] A [_\Hbg € B: ((CL, bg) ERA (bQ,C) S SQ)]
— dby € B: [(CL, bl) ERA (bl,C) S Sl VAN (bl,c) gé SQ] — db, € B: [(a, bl) ERA (bl,C) S 31 \82]
— (a,c) S (31 \82) oR.
Poznamka: Rovnost nastat nemusi, tfeba pro R = {(a,b1), (a,b2)}, S1 = {(b1,¢)}, S1 = {(b2,¢)}, kde by # bo,
dostavame (S1\S2) o R = {(a,c)}, ale (S1 0o R) N (Sa0R) = {(a,c)} \{(a,c)} = 0.
B) Dukazy jsou obdobné.
4a.13: a) Jediné dvojkroky jsou kREkRE, proto R? = {(k,k)} = R. Obdobné R?® = R. Odhad: R" = R aR* = R.
b) Dvojkrok aRbRc znamena a < b < ¢ neboli a < ¢, plati i naopak, kazdé a < ¢ lze udélal jako dvojkrok
a < a<ec. Proto R? =R. Obdobné R?> = R" = R* = R.
c) Plati R = {(a,a + 2)}. Dvojkrok navazuje, tedy musi byt (a,a + 2) a (a + 2,a + 4), proto R? je mnoZina
dvojic (a,a + 4). Formalné: R? = {(a,b) € Z; b = a + 4}. Obdobné R® = {(a,b) € Z; b = a + 6}. Odhad:
R" = {(a,b) € Z*; b = a + 2n}. Pak R* = {(a,b) € Z?; In € N: b = a + 2n}. D4 se to také zapsat jako
R* = {(a,b) € Z*; b=a (mod 2) A b > a}.
d) Nelze vyrobit navazujici dvojice, proto R? = (). Zavér: R' =R, R" =) pron > 2. R* = R.
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e) Tii typy dvojic v R: (a,a), (a,a — 1), (a,a + 1). Devét moZnosti, jak navazat dvojkrok, do R? vyjdou dvojice
(a,a), (a,a+1) a (a,a+2). Proto R? = {(a,b) € Z; |b—a| <2}, obdobné R? = {(a,b) € Z; |b—a| < 3}. Odhad:
R"™ ={(a,b) € Z; |b—a|] < n}. Proto R* =Z x Z.

f) R? = R o R: Dvojkroky aRaRa, aRaRa+ 1, aRa+ 1Ra+ 1, aRa + 1Ra + 2, takze (a,a), (a,a+1), (a,a+2).
Proto R? = RU {(a,a +2); a < N — 2}. Lze napsat

R? ={(a,a+1i) € A%; i =0,1,2} = {(a,b) € A%; a < b<a+2}.

R3 = R o R?: Dvojkroky, R? se zachova, piibude (a,a +3) prol1 <aaa+3 < N.

R3 ={(a,a+1i) € A% i=0,1,2,3} = {(a,b) € A%; a < b< a+3}.

Obecné R™ = {(a,b) € A%, a <b<a+n}.

OvSem a,b < N, takze pro n > N uZ to omezeni nehraje roli, vSechny dosazitelné dvojice jsou tam. Proto
R"™ = RN~! pron >n — 1, je to relace na A dana <.

g) Podobné jako v f) odvodime R"™ = {(a,b) € N?; a < b < a+n}. TakZe v kazdé mocniné ptibudou nové dvojice,
pak R* =[JR" je relace dand < na N.

da.14: T = {((1.0), (2.0)), ((L,a), (2,0)), ((1,1), (2, )}

4b. Zakladni vlastnosti binarnich relaci

Ted se omezime pouze na relace na mnoziné A, tedy na pfipad B = A. Takové relace se pouzivaji ¢asto a podle
toho, k ¢emu je pouzivame, ocenime rtizné druhy chovani. Uziteénym vlastnostem dali lidé jména a zde probereme
Ctyti, které jsou nejpopularnéjsi.

Definice.

Necht R je relace na mnoziné A.

Rekneme, ze R je reflexivni, jestlize pro viechna a € A plati (a,a) € R.

Rekneme, Ze R je symetricka, jestlize pro viechna a,b € A plati, ze
kdyz (a,b) € R, pak také (b,a) € R.

Rekneme, 7Ze R je antisymetricka, jestlize pro vSechna a,b € A plati, ze
kdyz (a,b) € R a (b,a) € R, tak také a = b.

Rekneme, 7e R je tranzitivni, jestlize pro viechna a,b, c € A plati, Ze
kdyz (a,b) € R a (b,a) € R, tak také aRe.

Consider a relation R on a set A.

It is called reflexive if (a,a) € R for all a € A.

It is called symmetric if for all a,b € A we have (a,b) € R = (b,a) € R.

It is called antisymmetric if for all a,b € A we have [(a,b) € R A (b,a) € R]| = a=D.
It is called transitive if for all a,b,c € A we have [(a,b) € R A (b,c) € R] = (a,c) € R.

Podminky v alternativnim znaceni:

o reflexivita: Va € A: aRa.

e symetrie: Va,b € A: aRb = bRa.

e antisymetrie: Va,b € A: [aRbADRa] = a =0b.
e tranzitivita: Va,b,c € A: [aRb A bRc] = aRe.

Poznamenejme, ze néktefi esti autofi pouzivaji namisto ,antisymetrie“ terminu ,slabé antisymetrie“, pro silnou
viz Cast 4d.

Vyznamu téchto definic nejlépe porozumime, kdyz se podivame na nékolik relaci na koneénych mnozinach, které
znézornime grafy. U kazdé vlastnosti si rozmyslime, co vyzaduje a co zakazuje, coz jsou dva rizné pohledy na totéz.
U nékterych je také uziteéné si uvédomit, co nevyzaduje. Abychom uSettili psani, zavedeme pro vlastnosti znacky
(iniciély).

Piiklad 4b.a: Uvazujme nésledujici ¢étyfi relace na mnoziné A = {1,2,3,4}:
o R={(1,2),(3,2),(4,2),(4,3), (4.4) };
.8:{(1a2)7(2?1)7< 73) ( ) ( ) (2a2)7(373)7(474)}§
o 7=1{(11),(1,2),(2,1),(4,3) };
o U =1{(1,1),(2,2),(3,3)}.
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R: 40\1)3 S: @) (g)@ T: 4O/NO3 Uu: 40 g?)_)
109, G—%) A2 @G B

Reflexivita je jednoznacné:

e R vyzaduje: Kazdy prvek ze zadkladni mnoziny A musi byt v relaci sam se sebou.

e R vyzaduje: U kazdého vrcholu v grafu musi byt smycka.

e R zakazuje: Néjaky vrchol bez smycky.

Kdyz se ptame, zda je dand relace reflexivni, tak se optimisté divaji, zda spliiuje to, co reflexivita vyzaduje.
V pripadé grafického znazornéni projdou o¢ima cely graf a kontroluji pfitomnost smycek.

Pesimisté se snazi ukazat, ze se reflexivita pokazi, takze se divaji na graf jako celek, zda nékde neuvidi vrchol bez
smycky. Pokud jej najdou, maji protipiiklad na reflexivitu neboli dikaz jeji neplatnosti. Jinak usoudi, Ze relace
asi bude reflexivni, a ovéri to.

Oba pristupy maji své pro a proti a opakované je uvidime v akci. Zde je odpovéd jednoduché: relace S je reflexivni,
ostatni nejsou.

Rovnou upozornime, ze reflexivita je vlastnost celé relace. Studenti mivaji tendenci fikat o prvcich, které jsou
v relaci samy se sebou, Ze jsou reflexivni. Je samoziejmé mozné jim dat jméno, ale neni dobré pouzit slovo
reflexivni, protoze to pak mnohdy vede ke zmatkim a nedorozuménim, napiiklad k vyrokam jako ,,Relace U je
reflexivni pro a = 1,2, 3.“ CoZ neddvé smysl, reflexivita je vlastnost relace jako celku, bud pro ni plati, nebo ne.
Obdobné poznamka plati také pro dalsi t¥i vlastnosti.

Symetrie (a dalsi dvé vlastnosti) se od reflexivity podstatné lisi. Reflexivita méla pozadavek nekompromisni:
Vsude smycky. Symmetrie pozadavek mé, ale jen nékdy. Sice je v definici prokazditko, ale podminka samotna ma
podobu implikace, tudiz realné chce néco jen obcas. Prochazime vSechny mozné dvojice prvka a pokud dvojice
spolu nem4 vztah (tedy dvojice (a,b) neni v relaci), tak je diky nesplnénému piedpokladu implikace jako celek
automaticky platnd a symetrie je tedy spokojend, aniz by néco vyzadovala. Symetrie néco chce jen od takovych
dvojic, které jsou uz ve vztahu.
e S nevyzaduje: Vsude musi byt obousmérné vztahy/Sipky.
e S vyzaduje: VSechny dvojice prvki, které jsou spolu v relaci, musi byt spolu v relaci také v opacném potradi.
e S vyzaduje: Kdekoliv je v grafu Sipka, musi vést i opac¢na.
Optimisté tedy prochézeji graf a kontroluji, jak je to se Sipkami. Brzy si uvédomi, ze smycky jsou prirozené
obousmérné, protoze jakmile je dvojice (a,a) v relaci, tak je tam i dvojice (a,a), kde jsme mezi sebou ty a
prohodili. Je tedy zbytecné je kontrolovat. Dostéavame tak modifikovany prakticky pohled:
e S vyzaduje: Kdekoliv je v grafu sipka, musi vést i opa¢néa, pricemz ignorujeme smycky.
Je dilezité si uvédomit, ze symetrie diky podminecnosti nevyzaduje, aby néjaké Sipky vibec byly. Prazdna relace
je symetricka.
Pesimisté se pokouseji symetrii zkazit a selsky rozum jim napovi, ze by to méla zvladnout pfitomnost jednosmérné
Sipky, coz je ovSem opét marné hledat mezi smyckami. Ty tedy v symetrii nehraji roli.
Kromé selského rozumu je mozné pii pokusu o pokazeni symetrie také formélné negovat podminku z definice a tim
zjistit, co hleddme (viz Piehled zdklad logiky):

—[Va,b € A: (a,b) € R = (b,a) € R] <= Ja,bc A: =[(a,b) € R = (b,a) € R]

<= Ja,be A: (a,b) € RN (b,a) ¢ R.

Mame tedy nasledujici:
e S zakazuje: Jednosmérné Sipky.
Pesimistickym pohledem tedy zjistime, Ze relace R a 7 nejsou symetrické. Pro relaci R je protiptikladem naptiklad
dvojice a = 1, b = 2, ktera spliiuje predpoklad 1R 2, ale nespliiuje zavér 2R1 podminky z definice symetrie.
U relaci & a U ovéfime, ze jsou symetrické. Napriklad u S pro dvojici 1,2 a dvojici 1,4 plati ona implikace, ale
pokazdé jinym zptisobem.
Oblibenou chybou zacatecnika je zmutovat podminku symetrie do tvaru ,,aRb A bRa“. Vime, Ze je to Spatné, ale
je uzitecné si uvédomit, co se zdménou logické spojky zmeéni. Vznikne pozadavek, ktery uz neni podminény, ale
je absolutisticky podobné jako u reflexivity: VSechny prvky musi byt navzdjem propojeny v obou smeérech. To
dokaze splnit jen jedind relace, A X A odpovidajici iplnému grafu.
Antisymetrie ma také formu implikace, tedy jde o podminény pozadavek. Tentokrate jde o definici technickou;
jeji podoba byla zvolena tak, aby se s ni dobfe pracovalo v diikazech. D& ale trochu prace ji pochopit. Vyzaduje,
aby jediné obousmérné vztahy byly ty smyckové. Z toho se jiz spravny vyznam dé vidét, ale rovnou nadm jej fekne
obména podminky z definice:
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e R je antisymetrickd, pokud pro a,b € A plati: Jestlize a # b, pak nesmi nastat (a,b) € R A (b,a) € R.

Vidime dvé podstatné véci: Antisymetrie nekontroluje smycky, diva se jen na dvojice riznych prvkia a mezi nimi
vyzaduje, aby nebyl obousmérny vztah. Pouzijeme kladnou formulaci:

e A vyzaduje: Mezi libovolnymi dvéma rtznymi prvky mize byt jen vztah zadny nebo jednosmérny.

e A vyzaduje: V grafu se mohou (kromé smycek) vyskytovat jen jednosmérné sipky.

Formalni logickou negaci podminky nebo selskym rozumem také vidime toto:

e A zakazuje: Obousmérny vztah mezi dvéma riznymi prvky A neboli obousmérné Sipky mezi riznymi vrcholy.

Pesimista se diva na grafy a hledd obousmérné nesmyckové Sipky, u relaci S a T je snadno nachézi. Tim zaroven
ziskéva protiptiklady neboli dikazy neplatnosti vlastnosti. Napfiklad u relace 7 splni pfedpoklad testu dvojice
a =1, b= 2, ale zavér pro ni neplati.

Vidime, ze antisymetrické jsou relace R a U. U relace R splni predpoklady podminky z definice jen dvojice a = 4,
b = 4, pro kterou pak plati i zaveér.

I zde pridame uzite¢nou poznamku. Pokud chceme zakazat obousmérné Sipky, tak se nabizi srozumitelnd podminka
(a,b) € R = (b,a) ¢ R. Ta je ale mnohem silnéjsi, protoze navic zakazuje smycky. Je to tedy jind vlastnost,
dokonce mé své jméno (viz asymetrie v ¢asti 4d), ale v praxi se pouzivd vyrazné méné, protoze obvykle naopak
smycky preferujeme. Tento pokus ale 1ze modifikovat, aby uz vznikl alternativni popis antisymetrie.

e R je antisymetricka, pokud Va,b € A: Jestlize a # b a (a,b) € R, pak (b,a) ¢ R.

Tato podminka je asi intuitivné vymluvnéjsi nez ta z definice, ale méné prakticka pti dikazech platnosti antisy-
metrie.

Pridame jesté druhou vyznamnou poznamku. Po spocitani vétstho mnozstvi piikladd je snadné nabyt dojmu,
Ze antisymetrie a symetrie jsou opaky, které se doplnuji, typickd zkoumand relace je bud symetrickd nebo anti-
symetricka. Tento dojem je jesté posilen nazvy téchto vlastnosti, nicméné to neni pravda. Relace U je zaroven
symetricka i antisymetricka, takze se tyto vlastnosti nemuseji vyluc¢ovat. Mimochodem, soubéh symetrie a antisy-
metrie je vzacny, viz cviceni 4b.15

Relace T pak ukazuje, Ze je mozné, aby relace nebyla ani symetricka, ani antisymetricka. Tento ptipad je naopak
bézny. Intuice napovida, ze relace vytvorend ndhodnym vybérem dvojic typicky bude mit néakou jednosmérnou
Sipku a néjakou obousmérnou, ¢imz pokazi symetrii i antisymetrii.

Odkud se tedy bere ten mylny dojem, Ze se symetrie a antisymetrie vylucuji a doplnuji? Je to tim, ze relace,
se kterymi pracujeme, nejsou ndhodné, ale vzdy vychazeji z néjaké myslenky, a lidé maji tendenci premyslet
o ,spofadanych“ vécech (ostatné smyslem védy je hledat pofadek v chaosu svéta).

Abychom to uzavieli, neni mozné obecné argumentovat tieba tak, Ze relace neni antisymetrickd, protoze uz je
symetricka. Vzdy zkoumame obé vlastnosti individuélné.

Tranzitivita také znamenad, ze ovéfujeme platnost implikace, zde nas zajimaji jen situace, kdy jsou tii prvky
svazany navazujicimi vztahy aRb a bRec. Pak potfebujeme, aby existovala také zkratka aRc. Tato vlastnost je
tedy intuitivné zjevna:

e T vyzaduje: Kazdy dvojkrok musi mit v relaci zkratku.

e T zakazuje: Dvojkrok bez zkratky.

Paradoxné se ovsem tato snadnda vlastnost z grafu urcuje nejhtre, protoze neni vidét na prvni pohled; je treba
propatravat cely graf pro dvojkroky. Zacatecnici také mohou nékteré dvojkroky prehlédnout.

Jaké dvojkroky vidime v grafu relace R? Jsou tam Ctyfi. Dvojkrok 4R3R2 ma zkratku 4R2, zatim dobré. Pak

je tam dvojkrok 4R4R3 s existujici zkratkou 4R3 a obdobné 4R4R2 méa 4R2. Poslednim dvojkrokem je 4R4RA4,
ktery méa zkratku 4R4. Relace R je tedy tranzitivni.

Neni tézké dokézat, ze dvojkroky se smyckou nemohou tranzitivitu nikdy pokazit, takze je zbytecné je testovat.
Viz cviceni 4b.13.

V relaci § snadno najdeme dvojkrok 15283, ke kterému neni zkratka, protoze neplati 153. Tato relace tedy neni
tranzitivni.

V relaci 7 jsou kromé dojkrokt se smyckou, které tranzitivitu neohrozi, také dva dvojkroky, které je snadné
prehlédnout: dvojkrok 17271 méa zkratku 171, zatim dobré. Ale dvojkrok 27172 zkratku nemé (neplati 272),
takze relace T neni tranzitivni. Mimochodem, u relace S byly ¢tyfi dvojkroky typu ,,tam a zpét“ a diky smyckam
tranzitivitu neohrozily.

Relace U je tranzitivni, protoze jediné mozné dvojkroky vznikaji ze smycek a ty tranzitivitu nemohou pokazit.
A

Ted uz bychom méli intuitivné rozumét zakladnim vlastnostem relaci a (s vyjimkou tranzitivity) je vidét v grafech
na prvni pohled. Typicky ovSem méame relace na nekonecnych mnozinach, kde graf k dispozici nemame a musime
pravdivost podminek zjistovat analyticky. Coz nas ptivadi k amluveé:
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Umluva.
Je-li dana relace, tak vySetifenim jejich vlastnosti rozumime najit odpovédi na otézky, zda
je danéa relace reflexivni, symetricka, antisymetrickd, tranzitivni, a odpovédi dokazat.

Nejprve vysSetiime nejzndméjsi relace.

Priklad 4b.b: VysSetfime vlastnosti pro relaci R danou < na mnoziné R.

Formélné: R = {(a,b) € R?%; a < b}. Méné formalné:

e Uvazujme relaci R na R definovanou predpisem aRb pravé tehdy, kdyz a < b.

Budeme zde pouzivat mnozinové znaceni.

R: Otazka: Plati (a,a) € R pro vSechna a € R? Pfelozeno pro nasi relaci: Plati a < a pro vSechna a € R? Ano.
Zavér: Relace R je reflexivni.

Je tfeba to dokazat, pficemz dikaz musi vést od zndmého k tomu, co chceme. Reflexivita neni dana implikaci,
tudiz si vychodisko dikazu musime vymyslet sami. Chceme néco, co plati a pomize nam dostat se k cili.

Dk: Pro vSechna a € R plati a < a, tedy i (a,a) € R.

Poznamka: VSimneme si, Ze podtrzené ¢asti kopiruji definici reflexivity. Pro dikazy vlastnosti plati vSechna pra-
vidla, ktera jsme se naudili pro dikazy jinych tvrzeni.

S: Otazka: Plati vzdy implikace (a,b) € R = (b,a) € R? Pfelozeno pro danou R: Plati vidy a <b = b < a?
Nikoliv.

Zaveér: Relace R neni symetricka.

Dk: p-p: a = 13, b = 23 spliuje (a,b) € R ale nespliuje (b,a) € R.

Poznamka: Vyvraceni protiprikladem mohlo vypadat tfeba i takto:

p-p: Plati 13 < 23, ale neplati 23 < 13.

ZkusenéjSimu ¢tenafi by to mélo stacit. Je otazkou, jak moc vysvétlovat, jednoznaéna odpovéd neni.

A: Otéazka: Plati vzdy implikace [(a,b) € R A (b,a) € R] = a = b? Ptelozime: Plati vzdy [a < bAb < a] =
a = b? Ano, je to jedna ze zdkladnich vlastnosti nerovnosti. Mame vlastné i dikaz, jen to pékné zapiSeme.
Zavér: Relace R je antisymetricka.

Dk: Necht a,b € R jsou takové, ze (a,b) € R a (b,a) € R. Pak a <bab < a, tedy a =b.

Poznamka: Je dobré dikaz zacit a skonéit s vyrazem, ktery je v obecné definici vlastnosti (viz ono (a,b) € R,
(b,a) € R), aby si to étenaf spojil. Mohli bychom také rovnou zaéit témi nerovnostmi a bylo by to logicky spravné,
ale je to vhodné spis$ pro neforméalni piilezitosti nebo pokrocilejsi ¢tenare.

T: Otézka: Plati vzdy implikace [(a,b) € R A (b,¢c) € R] = (a,c¢) € R?

Prelozime: Plati vidy [a <bAb <] = a < ¢? Ano, je to jedna ze zakladnich vlastnosti nerovnosti.

Zavér: Relace R je tranzitivni.

Dk: Necht a, b, c € R jsou takové, ze (a,b) € R a (b,c) € R. Paka <bab<c, tedy a < c. Proto (a,c) € R.

Shrnuto: Relace < je na R reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.

Jako obvykle je mozné, zejména pii méné formalnich prilezitostech, dikazy zestrucnit, je také mozné pouzit
alterntivni znaceni. Dtikaz tranzitivity bychom mohli psat tfeba takto:

Va,b,c € A: aRbADRc — [a <bAb<c] — a <c— aRe.

Opét poukizeme na to, ze kdyz se ve vSech dikazech platnosti podivame jen na podtrzené ¢asti, dostaneme
defini¢ni podminku dokazované vlastnosti. To ukazuje, Ze diitkaz ma spravnou strukturu.

JAN

Poznamka: Je zajimavé si vSimnout, Ze pfi dikazech reflexivity, antisymetrie a tranzitivity jsme nikde nepouzili
fakt, ze Cisla vybirame zrovna z R. Stejné dikazy by platily na libovolné podmnoziné realnjch ¢isel. To ale neni
pravda o dikazu neplatnosti symetrie. Kdybychom relaci < uvazovali na mnoziné A = {13}, tak uz bude i
symetricka! Proto je dulezité vzdy predvadét konkrétni protipiiklady. Tvrzeni, Ze si nerovnosti < a > odporuji,
rozhodné nepostaci.

A

Piiklad 4b.c: Tentokrate ukazeme, jak se da s jiz zndmou relaci pracovat bez zavadéni nazvu R.
Uvazujme relaci a < b na R. VySetiime pro ni vlastnosti.

R: Otazka: Plati vidy a < a? Urcité ne, protiptiklad 1ze zvolit ndhodné.

Zavér: Relace < neni na R reflexivni.

Dk: p-p: neplati 7 < 7.

S: Otéazka: Plati pro a,b € R spliiujici a < b také b < a? Odpovéd je zjevna.

Zaver: Relace < neni na R symetricka.
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Dk: p-p: 13 < 23, ale neplati 23 < 13.

A: Otazka: Pokud a,b € R spliuji ¢ < b a b < a, plati pak a = b7 To nevypada nadéjné, algebra nam urcité
nedovoli z téch dvou nerovnosti odvodit a = b. Pesimisté za¢nou hledat protipiiklad, ale brzy narazi na problém.
Protipriklad totiz musi splnit predpoklad, ale to se nedafi. Coz mé ovSem kli¢ovy dopad na celou implikaci.
Zaveér: Relace < je na R antisymetricka.

Dk: Déany a,b € R. Predpoklad: a < bAb < a je vzdy nepravdivy, proto plati implikace [a < bAb < a] = a=0b.
T: Otézka: Plati pro a.b,c € R spliujici a < b < ¢ také a < ¢? Urcité.

Zavér: Relace < je na R tranzitivni.

Dany a, b, c € R. Pfedpoklad: a <bab<c. Paka<ec.

Shrnuto: Relace < je na R antisymetricka a tranzitivni.

A

Poznamka: Vsimnéte si, jak jsme v tvrzeni o vlastnostech vzdy napsali, na které mnoziné jsme ji vysetfovali.
Protoze jsme pro < na R nezavedli znacku R, tak ze samotného < nepozname, na které mnoziné ji uvazujeme, a
musime to psat. Jak uz jsme vidéli, to mtize ovlivnit vlastnosti relace. Napiiklad i tato relace by byla symetricka
tfeba na mnoziné A = {—w}.

Platnost implikace diky nesplnitelnému predpokladu je néco, co je tfeba vést stale v patrnosti, nejcastéji to
zauraduje zrovna u antisymetrie. Dobrou kontrolou je nas zvyk uvadét dusledné protiptiklady, a to i pro ,,jasné
neplatna® tvrzeni.

Mimo jiné z toho vyplyva, ze prazdna relace R = () bude na libovolné mnoziné symetrickd, antisymetricka a tran-
zitivni.

A

Priklad 4b.d: VySetfime vlastnosti pro relaci R na R danou predpisem aRb pravé tehdy, kdyz a = b.
Zadani naznacuje, ze mame pouzivat zapis aRb, tak to udélame.

R: Otazka: Plati a = a pro vSechna a € R?

Zaver: R je reflexivni.

Dk: Necht a € R je libovolné. Pak a = a, proto aRa.

S: Otazka: Plati pro a,b € R implikace a = b = b =a?

Zaveér: R je symetricka.

Dk: Déany a,b € R spliujici aRb neboli a = b. Pak b = a neboli bRa.

A: Otéazka: Plati vzdy implikace [a =bAb=a] = a =b?

Zavér: R je antisymetricka.

Dk: Dany a,b € R splnujici aRb a bRa. To znamend a = b a b = a, prosté a = b.

T: Otazka: Plati vzdy implikace [a =bAb=¢c] = a=c?

Zavér: R je tranzitivni.

Dk: Necht a, b, c € R spliiuji aRb a bRc neboli a = b a b = ¢. Pak a = ¢ a tedy aRec.
Shrnuto: Relace = je na R reflexivni, symetrickd, antisymetrickd a tranzitivni.

Vidime, ze rovnost splituje vSechny ¢tyfi vlastnosti. Neni divu, ze se ndm s ni dobie pracuje.

A

Dtikazy v tomto prikladé nikde nepracovaly s vlastnostmi redlnych ¢isel. Spoléhaly na to, co plati pro pojem
shody objektt, at uz jsou jakékoliv, t¥feba rovnost mnozin, rovnost lidi, rovnost algoritm, cokoliv chceme. Rovnost
objekti je univerzalni pojem a vznika tak obecné relace splnujici vSechny ¢tyti zakladni vlastnosti. Ma specialni
jméno.

Definice.
Nechf A je mnozina. Definujeme jeji diagonalni relaci (diagonal relation) jako relaci

A(A) ={(a,a) e Ax A; a € A}.

Je to tedy relace ze vSech ,smycek* a lze ji také vyjadrit predpisem (z,y) € A(A) <= x = y. Je velice specificka,
napiiklad je to v zésadé jediny typ relace, ktery je zdroven symetricky i antisymetricky, viz cviceni 4b.15, zajimavé
se také chova pii sklddéani relaci (cviceni 4b.19). Jesté ji v této kapitole nékolikrat potkame.
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Priklad 4b.e: Fakt 1a.1 a véta 1a.21 fikaji, Ze délitelnost je reflexivni a tranzitivni na Z a také na N nebo Nj.
Na téchto mnozinach zjevné neni symetricka, pro jistotu najdeme protipfiklad: 2|6 ale neplati 6]2.

Zajimavé je to s antisymetrii. Vime, Ze z pfedpokladu a|b a b|a dokdzeme odvodit |a| = |b|, takze na Z délitelnost
neni antisymetricka (protiptiklad a = 13, b = —13), ale na N ¢ Ny uz ano (véta 1a.25).

I zde je mozné symetrii splnit vhodnou volbou mnoziny A. Délitelnost je symetrickd napfiklad na mnozinach
A = {1}, A = {-1,1} nebo tfeba na mnoziné P vsech prvocisel. Ta se totiz navzijem nedéli, takze predpoklad
podminky symetrie je vzdy nepravdivy. Tyto hratky jsou dobrym tréninkem piemysleni, ale v praxi se s takovymi
exotickymi pripady spi$ nepotkame.

Véta 2a.5 ukazuje, ze kongruence modulo n € N je jako relace na Z reflexivni, symetricka a tranzitivni. Neni ale
antisymetrickd, pro n € N mame jako protiptiklad tieba 0 = n (mod n), n =0 (mod n), ale 0 # n.
A

Zbyvéa nam jesté jeden dtlezity vztah.

Priklad 4b.f: V piikladé 4a.f jsme se na vztah byti podmnoZinou podivali jako na relaci. Zékladni vlastnosti
inkluze ted lze vyjadiit novym jazykem: Je reflexivni, antisymetrické a tranzitivni, at uz ji uvazujeme na jakékoliv
mnoziné A. Forméalné feceno, jakakoliv relace definovand podminkou M C N bude mit tyto t¥i vlastnosti.

Je relace inkluze symetricka? Ptame se, zda pro vSechny porovnavané mnoziny plati

MCN = NCM.

Odpovéd se zda zjevné: Toto neni pravda. OvSem byli jsme jiz varovéani, ze musime disledné vyracet platnost
pomoci konkrétnich protipfikladi. Nabizi se tieba M = {13} a N = {13,23}. To ale vyvraci inkluzi pouze
v pripadech, kdy ji pouzivime na mnozinach zahrnujicich i tyto dvé. Jak ji vyvratime, kdyz inkluzi pouzivame
na jinych mnozinach?

Coz néas privadi k otézce, na jaké mnoziné A mnozin inkluzi uvazujeme. Za¢neme obvyklou situaci: Mame univer-
sum neboli mnozinu U objektt, ze kterych vytvafime mnoziny, a A = P(U) neboli A je mnozina vSech podmnozin
U. V této A ted hleddme protipiiklad na symetrii. Uréité tam najdeme mnozinu M = (), protoze je to jedna
z podmnozin libovolného U. K vyvraceni symetrie staci najit libovolnou neprazdnou podmnozinu U, tedy staci,
aby U obsahovalo néjaky prvek u. Pak zvolime N = {u} a méme protiptiklad na symetrii.

Zéavér: Relace C neni symetrickd na P(U) pro neprazdné U.

Vzhledem k tomu, ze U = () se nepouziva, tak se da Fici, Ze symetrie u inkluze obvykle neplati.

Zajimaveéjsi to zacne byt v situaci, kdy mnozinu A mnozin porovnavanych inkluzi tvofime jinak. Je fada moznosti,
jak zajistit, aby se tam jiz nenasel protipfiklad na symetrii. Nejjednodussi je vzit jako A jednoprvkovou mnozZinu
(mnozin), tteba A = {{{, V}}. Je uzitecné poznamenat, Ze finta neni v malé velikosti A, ale v nedostatku porov-
natelnych mnozin. Snadno vyrobime i vyrazné vétsi (tFeba nekonecéné) mnoziny A s touto vlastnosti. Napfiklad
muzeme A vytvorit z navzajem disjunktnich mnozin. Pak uz bude inkluze na takové A symetricka.

Jednoduchy piiklad: A = {{n}; n € N}. Pokud vezmeme M, N € A, pak madme M = {m} a N = {n} pro néjaké
m,n € N. Jestlize m = n, tak plati M = N a proto i inkluze v obou smérech, to symetrii nevyvrati. Jestlize
m # n, tak neplati ani M C N, ani N C M a opét jsme symetrii nevyvratili. TakZe na této mnoziné A je inkluze
symetricka.

Shrnuto: Neplati obecné, ze inkluze na libovolné mnoziné je symetricka. Nelze ani obecné fict, ze vzdy symetrickéd
neni, zalezi na volbé A. Troufnu si Fict, ze pro obvyklé (praktické) volby A inkluze symetrickd neni.

A

Tento pfiklad ndm znovu pfipomnél, Ze se symetrie a antisymetrie nemusi vylucovat, coz nas nuti vySetfovat obé.
Vede to k obecné otéazce, jestli jsou nase ¢tyfi vlastnosti nezavislé, nebo mezi nimi existuje néjaky vztah.

Pro ¢étyfi vlastnosti existuje principialné celkem 2* = 16 moZnosti, jak je splnit ¢i nesplnit. V piipadé nasich
vlastnosti jsou dvé kombinace nemozné, viz cviceni 4b.16. Ovsem jde o situace velmi specifické, viz cviceni 4b.15,
takze se nevyplaci se je ucit, aby si ¢lovek usettil praci. Obvykly postup je, ze vysetifujeme vSechny ¢tyti vlastnosti
nezéavisle.

Jako dobré cviceni na predstavivost doporucujeme cviceni 4b.17, které vyzyva k vytvoreni prikladt relaci pro
vSech 14 existujicich kombinaci vlastnosti.

Od relaci znamych prejdeme k uméle vytvorenym, na kterych budeme trénovat vysetfovani.

Piiklad 4b.g: Uvazujme mnozinu A = {1,2, 3,4} a na ni relaci
R = {(a,b) € A% a* +b* < 13}.

VysSetfime jeji vlastnosti. Protoze je relace zadana jako mnozina dvojic, budeme se tohoto zapisu drzet.
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Hravé si rozmyslime, které dvojice v této relaci jsou a které ne, zachytime to v grafu. Obrazek 4 o>
ukazuje, 7e relace neni reflexivni, protoze napiiklad chybi smycka (3,3), viz 3% + 32 > 13. Je

symetrickd a neni antisymetrické, zde je protiptikladem tfeba dvojice (1,2) a (2,1). Co se tyce

tranzitivity, je tfeba prochazet dvoukroky. Skoro vSechny maji i zkratky, takze bychom si mohli

chybné myslet, Ze relace je tranzitivni, pokud nds nenapadne dvojice (3,1) € R a (1,3) € R, @O@
ale neplati (3,3) € R. Relace R tedy neni tranzitivni.

Dokazeme k témto zavérim dojit bez grafu, jen s pomoci definice? P¥i vySetfovani budeme postupovat jako
u predchozich priklad. Obecnou podminku z definice vlastnosti si vzdy prepiseme do konkrétni podoby podle
definice relace a pak se nad ni zamyslime.

R: Plati vidy aRa neboli a® 4+ a? < 13 neboli a? < %? Toto nevypadéa jako podminka, ktera plati ,vzdy“, otazka
je, zda v nasi malé A najdeme protipfiklad. Najdeme.

Zavér: R neni reflexivni.

Dk: Protipiiklad je tieba a = 3, nebot neplati 3% + 32 < 13.

S: Plati vzdy implikace a? + b%> < 13 = b? + a? < 13? Na prvni pohled vidime, Ze tyto dvé nerovnosti jsou
vlastné stejné, protoze a? + b? = b% + a>.

Zavér: 'R je symetricka.

Dk: Vezméme libovolné a, b € A. Jestlize (a,b) € R, tak a® + b? < 13. Pak také b? + a? < 13, proto (b,a) € R.
A: Plati vzdy: Jestlize a? + b* < 13 a b + a? < 13, pak a = b?

V zasadé jde o feseni soustavy nerovnic, v tomto pripadé jde vlastné o nerovnici jedinou, jen napsanou rozdilnymi
zptisoby. ZkusSenost nadm fikd, Ze z nerovnosti a? + b?> < 13 nedokazeme algebraicky odvodit a = b, takze je ¢as
premyslet nad protiptikladem.

Zavér: ‘R neni antisymetricka.

Dk: Protiptiklad: Plati (1,2) € R a (2,1) € R, ale neplati 1 = 2.

T: Plati vzdy implikace a? + b? < 13 a b? + ¢? < 13 pak a? + ¢ < 13? Opét mame soustavu dvou nerovnic,
tentokrate je cilem odvodit z ni nerovnost jednu s eliminovanym b.

Pokusy narazi na to, Ze pro nerovnosti mame malo nastroji. Kdyby to byly rovnosti, tak se b2 snadno zbavime
jejich odectenim. To by ale u nerovnic Slo jen v pripadé, ze je jedna < a druhd >, takze méme smiilu.

Nevyjde ani klasickd eliminace. Z prvni nerovnice ziskdme odhad b? < 13 — a2, ktery bychom radi ,,dosadili“
do druhé nerovnice, ale to obecné nelze, pro nerovnosti takova uprava neplati. A stejné by pak vlevo vzniklo
c? — a?, ale my potiebujeme soucet.

Namisto algebry se tedy zamyslime. Potiebujme a? + ¢? < 13, tedy &sla by neméla byt moc velki. Podminka
a’?+b? < 13 miiZe znamenat, Ze jsou to stfedné mala ¢isla, ale také se miiZe stéat, ze jedno éislo je spis velké a druhé
malé, nemame zde zadnou kontrolu. Totéz plati o b? + ¢? < 13, coz nabizi inspiraci, jak hledat protipiiklad: co
nejvice zvétsit a a c. Ukaze se, ze to jde.

Zaveér: R neni tranzitivni.

Dk: Plati (3,1) € R a (1,3) € R, nebot 3% + 12 = 12 + 3% < 13, ale neplati 3% + 3% < 13, tedy ani (3,3) € R.

JAN

Tento priklad byl podrobnéjsi, protoze jsme chtéli ukazat, jak pfi vysetfovani vlastnosti pfemyslime. Shrneme to
do nékolika dobrych rad.

2

S Algoritmus 4b.1.
pro vysetfovani vlastnosti relaci danych podminkou.
0. Byva dobré si relaci nejprve ,,ohmatat®, zejména pokud je komplikovanéjsi. Pti jejim zkouméni pomtize, kdyz
mame intuitivni pfedstavu, jak vlastné relace funguje. Je dobré si vyjasnit, s jakymi objekty relace pracuje (tedy
co je mnozina A), pak si najit néjaké dvojice, které v relaci jsou, a naopak dvojice, které v relaci nejsou.
1. U relaci zadanych vzorcem se osvédcil nasledujici postup pro zkoumani urcité vlastnosti.
Nejprve si prepiSeme jeji obecnou definici do aktualniho znéni, tedy misto obecnych vyrazi typu aRb piSeme
konkrétni podminky z definice R. Kdyz se pak ¢lovék na takovy konkrétni pfepis podiva, vétsinou vidi, zda je
schopen dokazat jeho pravdivost. Pokud to nevypada nadéjné, je to znameni, ze je nacase hledat protipiiklad.
KdyZ platnost ¢i neplatnost nevidime rovnou, tak byva dobry napad zkusit hledanou vlastnost dokézat. Bud se to
povede, pak zname odpovéd a mame i dikaz, nebo se ditkaz z néjakého diivodu zadrhne, coz nis ¢asto nasméruje
pfimo k protiptikladu.
2. Pokud je priklad snadny, vznikne ¢asto dikaz jiz béhem premysleni. Nékdy je ale lepsi nakonec tivahy prodistit
a napsat dikaz znovu nacisto. Je tfeba zejména pohlidat, ze dikaz ma spravnou logickou strukturu a formalni
nélezitosti.
Vyvraceni vlastnosti je snadné, sta¢i ukazat protipriklad. Dikaz platnosti vlastnosti pak vychazi z jeji definice.
Na zacatku je vzdy obecny kvantifikator, proto je treba pracovat s libovolnou volbou prvku.
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U reflexivity rovnou dokazujeme aRa, takze si vychodisko dikazu vybirdme sami. Obvykle pomuze si v soukromé
poznamce stranou vyjit vstiic od konce (ono uziteéné ,chci“). Dikaz ale musi vést od zndmého k zZadanému.

U ostatnich t¥i vlastnosti dokazujeme implikaci, obvykle pifimym diikazem. Pfedpokladame tedy, ze plati urcité
véci o prvcich, a pomoci toho se snazime dostat k zavéru. U tranzitivity to vétSinou probiha tak, ze mame dvé
rovnosti ¢i nerovnosti s proménnymi a, b, c a my se snazime eliminovat b.

3. Kdyz si myslime, ze je dikaz hotov, vyplati se (alesponn v duchu) udélat nasledujici kontrolu: Pokusime se
vytvorit definici dokazované vlastnosti tim, ze podtrhneme vhodné vybrané casti pokusu o dtikaz, viz priklady.
Pokud to nejde, je dtikaz nejspise Spatné. Pokud to jde, tak je mozné chyba jesté jinde, ale alespon to mé spravnou
strukturu.

Ctenafr by mél z naSeho zapisu poznat, co jsou nase Gvahy a co je vysledny diikaz. Je dobré je vyrazné oddélit
a vS8eobecné Ctenafi pomoci v navigaci nasim textem.

A

Priklad 4b.h: Vysetfime relaci R na N danou nésledujici podminkou: (a,b) € R pravé tehdy, kdyz existuje
k € N spliwjici b = a*.

Nejprve se ujistime, Ze definici dobfe rozumime, viz cviceni 4a.4. Klicové je si uvédomit, ze to k je lokdlni pro
kazdou dvojici. Kdyz se dvé ¢isla a, b ptaji, zda jsou spolu v relaci, tak se pokusi najit vhodné k, je tedy jejich
privatni prevodni konstantou. Takze tfeba vime, ze (2,8) € R, protoze existuje k¥ = 3 € N splitujici 8 = 23. Také
(2,16) € R, to m4 zase své k = 4 € N spliiujici 16 = 2%. Naopak (2,9) ¢ R, protoze nenajdeme k € N tak, aby
platilo 9 = 2%, Mame v relaci (2,8), takze je pfirozené se zeptat, jestli je tam i (8,2). Neni, protoZe nejde najit
k € N splitujici 2 = 8" (sice najdeme k = %, ale to neni z N). To ndm napovédélo néco o jisté vlastnosti.

Kdo chee, zkusi si rozmyslet, jestli je v relaci dvojice (3,3), popfipadé se podiva t¥eba na dvojice (2,8) a (8,64).
R: Plati vzdy (pro a € N) Ze (a,a) € R neboli a = a* pro ngjaké k € N? To umime zafidit.

Zéavér: R je reflexivni, protoze pro kazdé a € N existuje k = 1 € N spliiujici a = a!, tedy (a,a) € R.

S: Plati vzdy, Ze kdyz b = a* pro néjaké k € N, tak také a = b' pro né&jaké | € N? (Vsimnéte si jiného jména
prevodni konstanty, dvojice b, a si hledd svou, nezavisle na tom k nalezeném dvojici a, b.)

Algebraicky piistup: Ve vichozi rovnici b = ¥ umime prohodit role: a = b*/*. Takze bychom museli mit [ = %,
ale pak nevypada nadéjné, ze by platilo I € N. To nés inspiruje k nalezeni protiptikladu.

Intuitivni pfistup: Ve fazi rozmysleni jsme uz protipiiklad nasli.

Zavér: R neni symetrickd, protoze dvojice a = 2, b = 8 splituje 8 = 23 neboli (2,8) € R, ale nesplituje (8,2) € R.
A: Plati vzdy, ze kdyz b = a* a a = b’ pro n&jaka k,l € N, pak nutné a = b? (Opét jsme kazdé dvojici museli dat
moznost mit vlastni pfevodni konstantu.)

Mozné to nékdo vidi. Pokud ne, poslechneme radu a rovnou za¢neme psat dikaz, tfeba to vyjde.

Vezméme libovolné a,b € N takové, ze (a,b) € R a (b,a) € R. Pak pro n&jakd k,l € N plati b = a* a a = b'.
Dosazenim prvni rovnice do druhé dostaneme a = a*!. Toto je pro a € N mozné jediné tehdy, kdyz kl = 1. Toto
je zase pro k,! € N mozné jediné tehdy, kdyz k = [ = 1. Dostavame proto b = a' = a.

Zavér: R je antisymetricka.

Poznédmka: Pokud nam dtikaz vznikne za pochodu, obvykle zahrnuje i rozlicné pomocné tvahy. Byva dobré pak
pro ¢tenare zvyraznit, ktera mista tvori dikaz samotny.

Poznamka: Sel by i jiny ditkaz. Miizeme si viimnout, Ze pro a,k € N plati a* > a. Pro dvojici (a,b) € R proto
plati b > a. Z pfedpokladu [(a,b) € R A (b,a) € R] tak dostavame [b > a A a > b], odkud hned mame a = b.

T: Plati vzdy, Ze z predpokladu b = a* a ¢ = b! pro né&jaka k,l € N vyplyva, ze ¢ = a™ pro né&jaké m € N?
Tradi¢éni pristup je eliminovat z danych rovnic b, coz se snadno povede dosazenim z prvni rovnice do druhé.
Dostavame ¢ = (a*)!, coz vypadé téméf jako to, co chceme dokézat.

Zavér: R je tranzitivni.

Dk: Vezméme libovolné a, b, c € N a predpokladejme, ze (a,b) € R a (b,c) € R. To znamen4, ze existuji k,l € N
spliiujici b = a* a ¢ = b'. Dosazenim ziskame ¢ = (a*)! = a*! a také plati kI € N, proto dle definice (a,c) € R.
A

S Poznamka: Nejcastdjsi chyby v dikazech jsou vynechany kvantifikdtor na za¢atku dikazu ¢ Spatny smér tvahy,
coZ nastava zejména u reflexivity. U pfedchoziho piikladu ¢asto potkavam takovyto ,dukaz*:
Va €N, aRa = a = a' plati.
Pomineme-li nevhodné pouziti implikace, hlavnim problémem je, Ze tento text dokazuje, ze a = a' (je to konec
fetézce tivah). To jsme ale dokazat nechtéli. Navic se k tomu pouzila informace aRa, ale my jesté nevime, zda to

plati, takZe to neobstoji ani jako diikaz toho a = a®.
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Toto vniké nesikovnym pirepisem slovni tvahy ,Plati aRa, protoze a = a'“. JenZe v této vété plyne informace
zprava doleva, od konce na za¢atek. Vystihne to zapis aRa <— a = a', ale v logice se zpétny chod nepouziva. Je
tedy potfeba si nejprve véci rozmyslet bokem a pak je napsat spravné.

A

Priklad 4b.i: Uvazujme relaci R na Z? danou piedpisem (u,v)R(z,y) pravé tehdy, kdyz u < z a v > y.
Intuice: Tato relace pracuje s vektory, takze ty a, b, ¢ z definice vlastnosti ted budou vektory. Relace spojuje vektory,
které jsou v soufadnicich velikostné ,do kiize“, v prvni zvétsujeme, v druhé zmensujeme, tfeba (3,3)R(13,1).
Nechame na ¢tenari, aby podminky z definic vlastnosti napsal v jazyce této relace, my se u kazdé rovnou pokusime
o dukaz.

R: Zde je tfeba zacatek dikazu najit. Pozndmka stranou: Chceme (u,v)R(u,v), takze chceme u < u a v > v, to
umime zafidit.

Relace R je reflexivni. Pro libovolné (u,v) € Z? totiz plati v < u a v > v, tudiz (u,v)R(u,v).

S: Méjme (u,v)R(x,y), tedy u < x a v > y. Potfebujeme se dostat k x < u, to se ur¢ité nepovede vzdy.

Relace R neni symetricka, protoze (3,3)R(13,1), ale neplati (13,1)R(3, 3).

A: Mgjme (u,v), (x,y) € Z*. Pfedpoklddejme, ze (u,v)R(z,y) a (,y)R(u,v). Pak u < x av > y a také x < u
ay > v. Sparujeme nerovnosti: Mdme v < raxz <watakév >yay >v.Protou=xav =y, tedy (u,v) = (z,9).
Relace R je antisymetricka.

Poznamka: Nemohli jsme skonéit tim v = x a v = y. Definice antisymetrie kon¢i faktem a = b, ktery musime
potvrdit pro volbu a = (u,v) a b = (z,y), tedy je tfeba v zavéru mluvit o vektorech (se kterymi relace pracuje),
nikoliv o slozkach (ty ndm pomohly udélat dikaz).

T: Mé&jme (r,s), (u,v), (z,y) € Z*. Piedpokladejme, Ze (r,s)R(u,v) a (u,v)R(z,y). Pak r < u a s > v a také
u < x awv > y. Sparujeme nerovnosti: Mame r < u a u < x ataké s > vawv >y. Protor <z as >y, tedy
(r,s)R(z,y). Relace R je tedy tranzitivni.

JAN

S Poznamka: Tato relace je vlastné prikladem soucinové relace na Z x Z, viz predchozi sekce 4a. Jsou prijemné,
protoZze pracujeme s kazdou soufadnici zvlast. Budeme ale potkavat i jiné nez soucinové relace na vektorech.
Typicky jsou dany algebraickymi podminkami, které zahrnuji vice soutfadnic.

Byva to v pripadech, kdy se definujici algebraickou podminku podaii prepsat tak, aby kazdy vektor mél svou
stranu. Pii trose stésti se pak takova podminka dé& interpretovat jako porovnéavani vektorti podle urcité intuitivné
uchopitelné vlastnosti.

Piiklad: (u,v)R(z,y) <= u—x = v —y. Pfepis: u — v = x — y. Vidime, Ze relace spojuje vektory se stejnymi
rozdily, napfiklad (5,1) s rozdilem 4 bude v relaci s vektory (8,4), (13,9), (1, —3) atd. Méla by tedy byt reflexivni,
symetrickd a tranzitivni.

Piiklad: (u,v)R(z,y) <= u? — 22 = y? —v%. Piepis: u? + v? = 22 + y2. Vidime, Ze relace spojuje vektory stejné
velikosti. Méla by tedy byt reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

Piiklad: (u,v)R(x,y) <= 2u—x =y — 2v. Pfepis: 2(u + v) = x + y. Relace bere v uvahu soucet soufadnic
a chce, aby ve dvojicich dvojnéasobil. To nevypada symetricky a zlobit bude i tranzitivita, protoze kdyz zékladni
hodnotu zdvojnasobime dvakrat, tak to nebude totéz jako jeden dvojnéasobek.

Viz cviceni 4b.7.

Pro nékoho mize byt intuitivnéjsi pracovat s vektory (ai,az), (b1,b2). Malé indexy néas nuti se vice soustfedit
na to, kterd slozka vektoru se vlastné mysli, na druhou stranu je hned vidét, na ktery vektor se odvolavame.
Napriklad u prvni relace této poznamky mame definici

(a1,a2)R(b1,b2) <= a1 — by = az — by,
podminku jsme prepsali jako a; —as = by —by. Pokud to ¢tenafi prijde prijemnéjsi, muze si takto prepsat naptiklad
cviceni 4b.7, které doporucujeme.

A

Priklad 4b.j: Necht A je néjaka mnozina vSech (zivych) lidi. Definujeme relaci aRb jestlize a a b maji stejného
(biologického) otce nebo maji stejnou (biologickou) matku.

Protoze kazdy ma stejného otce ¢i matku sam se sebou, je tato relace reflexivni. Evidentné je také symetricka,
protoze ve vyroku ,a a b maji stejnou matku/otce“ je role a a b symetricka.

Antisymetrickd v principu nebude: Jestlize maji a a b stejnou matku/otce a také b a a maji stejnou matku/otce,
pak rozhodné nemusi jit o stejnou osobu, tedy neplati a = b. Otazka ovSem je, zda se ndm podafi v mnoziné A
najit protiptiklad. Kdybychom napftiklad definovali A jako mnozinu jedinackl, pak uz by R na takovémto A byla
antisymetricka. Zavér tedy je, ze relace R antisymetrickd obecné neni, ale pro konkrétni volbu A byt muze.
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Tranzitivita: Necht aRb a bRe. Pak maji a a b stejného rodice a také b a ¢ maji stejného rodice. Znamen4 to, ze
pak i a a c¢ sdileji néjakého rodi¢e? Neznamend. Predstavme si néasledujici situaci. Pani M; mé s panem O; dité
a. Poté si pan O; udéla dité b s pani M, a stava se tak spojovacim mustkem, diky kterému aRb (maji shodného
otce O1). Pani M5y uz ma z predchoziho manzelstvi s panem O dité ¢, takze maji b a ¢ spole¢nou matku Mo
a tudiz bRc. Jenze a a ¢ nemaji ani spole¢nou matku, ani spoleéného otce a tudiz neplati aRc, tato relace tedy
neni tranzitivni. Pokud se tedy takovato konstelace v mnoziné A najde. TakZe zase nevime, dokud se nedozvime
presnou specifikaci A.

Coz jen ukazuje, ze kdyz se mezi zkoumané objekty dostanou lidé, za¢nou potize, protoze si délaji, co je napadne.
Neni divu, Ze v oborech jako psychologie, medicina ¢i ekonomika zdaleka nedosahli spolehlivosti zavéri, jaké nabizi
tfeba fyzika.

Ptvodné bylo zamérem zkoumat relaci ,,a je sourozencem b“. Zatimco symetrie byla zjevna, v debatach se studenty
jsme se zadrhli nejen na tranzitivité a antisymetrii, ale také na reflexivité. Relace v tomto ptikladé je pokus vnést
do toho alespon trochu jasno.

Pokud v definici pouZijeme namisto spojky ,,nebo* spojku ,a“, tedy pozadujeme shodu obou rodi¢i, tak dostaneme
relaci, ktera je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

A

Priklad 4b.k: Uvazujme relaci R na mnoziné F' v8ech redlnych funkci danou pfedpisem fRg pravé tehdy, kdyz
f(z) = g(x) pro néjaké x € D(f) N D(g).

Poznamka: Budeme predpokladat, Ze kazda realna funkce méa neprazdny defini¢ni obor.

Intuice: Tato relace pracuje s funkcemi, miZeme si predstavovat jejich grafy. Dvé funkce jsou v relaci, pokud se
shoduji jejich hodnoty alesponi v jednom bodé, tedy pokud se jejich grafy nékde protnou. Napiiklad f(z) = z a
g(x) =1 jsou spolu v relaci, protoze f(1) =1 = g(1). Naopak f(z) = = a h(z) = =+ 1 spolu v relaci nejsou. Také
f(z) = vz —1ag(x) = /—z spolu v relaci nejsou, protoze jejich definiéni obory nemayji spole¢ny bod.
Vsimneme si, Ze kazda dvojice funkci, které jsou v relaci, ma sviij vlastni specialni bod x. Naptiklad f(z) = = je
také v relaci s g(z) = 4 — z, tentokrate f(2) =2 = g(2).

R: Intuice: Graf kazdé funkce se protne sdm se sebou.

Relace R je reflexivni. Pro libovolné f € F existuje x € D(f) a pro néj plati f(z) = f(x), tedy fRf.

S: Intuice: Podminka f(z) = g(x) nezélezi na potradi funkci.

Relace R je symetricka.

Dk: Mé&jme f, g € F spliujici fRg. Pak existuje z € R takové, ze f(z) = g(z), tudiz také g(z) = f(z). Proto gRf.
A: Intuice: Jestlize se grafy dvou funkci nékde protinaji, musi uz byt stejné?

Relace R neni antisymetrickd. Protiptiklad: f(x) =z, g(x) = 2 — 2. Pak f(1) = g(1), tedy fRg a gRf, ale f # g.
T: Méjme f,g,h € F spliujici fRg a gRh. Pak existuje z € R takové, ze f(x) = g(z), a existuje y € R takové,
ze g(y) = h(y). Intuitivné, grafy f a g se nékde protnou a grafy g a h se nékde protnou. Umime pfinutit grafy f
a h, aby se nékde protnuly? Chvilka ¢rtani naznaci, Ze ne.

Relace R neni tranzitivni. Protipfiklad: Uvazujme f(z) = z, g(z) = 1 a h(z) = = + 1. Pak oon f
f(1) =1 =g(1), tedy fRg, a g(0) =1 = h(0), tedy gRh, ale neplati fRh, protoze rovnice f Ay
f(x) = h(z) neboli z = x + 1 nem4 FeSeni, popiipadé si vSimneme, Ze grafy jsou rovnobézné

neshodné primky. 1
A

vvvvvv

Priklad 4b.l: VySetfime vlastnosti relace R dané na Ny podminkou aRb pravé tehdy, kdyz 2a < b.

Intuice: Relace a < b spojuje mensi ¢isla s vétsimi. Nase relace pii porovnavani to a zdvojnasobi, takze spojuje
¢isla a s mnohem vétsimi Cisly b.

R: Plati 2a < a? Nékdy mozné ano, ale ne vzdy.

Relace R neni reflexivni. Protipfiklad: Pro a = 1 neplati 2-1 < 1 a tedy neplati aRa.

S: U nerovnosti symetrii ne¢ekdme, ovSem zalezi na A, zda tam najdeme protipriklad.

Relace R neni symetricka. Protiptiklad: Plati 1R3, protoze 2 < 3, ale neplati 6 < 1 a tedy ani 3R1.

A: Zde to neni Uplné jasné, proto zkusime strategii ,za¢ni s dikazem a uvidis“.

Méjme a, b € Ny spliujici aRb a bRa. Pak 2a < b a 2b < a. Spojime: 4a < 2b < a, tedy 4a < a. Pak 3a < 0 neboli
a < 0. To je pro a € Ng mozné jen pro a = 0. Pak 2b < 0 a b € Ny, tedy také b = 0 a proto a = b.

Relace R je tedy antisymetricka.

T: Nerovnosti obvykle tranzitivni jsou, uvidime, jak dopadne dtikaz.

Méjme a, b, c € Ny spliujici aRb a bRc. Pak 2a < b a 2b < c¢. Spojime: 4a < 2b < ¢, tedy 4a < c. To neni presné
to, co chceme, nastésti pro a € Ny plati 2a < 4a, tedy dostdvame 2a < 4a < c. Proto 2a < ¢ a tedy aRc.
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Relace R je tranzitivni.

Poznamka k antisymetrii: Je dtlezité si uvédomit, co se v dikazu stalo. Urcité neni pravda, ze bychom ,,dokézali
antisymetrii pro a = b = 0“. Jiz jsme pfipominali, Ze podminky u vlastnosti musi platit vSeobecné. Proto také
u této relace nemélo smysl tvrdit, ze ,reflexivita plati pro a = 0%, ackoliv 0R0. Nas dikaz antisymetrie se nijak
neomezoval a opravdu zacal libovolnymi a,b € Ny. Cilem bylo ukézat, ze z podminky [aRb A bRa| plyne a = b
a nam v prubéhu dtkazu vyslo, Zze tu podminku v nasi relaci spliiuje jen jedna dvojice ¢isel, pro kterou shodou
okolnosti a = b. Pro ostatni dvojice a,b pfedpoklad splnény neni a celd implikace (podminka antisymetrie) tedy
také plati.

Na obrazku vpravo vidime, jak relace vypadd na mnoziné A = {0,1,2,3,4,5}. Pro mala (0)

¢isla se podobé relaci a < b, ale pro vétsi uz ubyvaji sipky, naptiklad z a = 2 vede prvni Sipka 10/ i o6
dob=4,za=3azdob=06,za=4azdo b= 8 atd. Podstatné je, ze jediné obousmérné i

spojeni je smycka u nuly, coz je presné informace, kterou ndm poskytl analyticky pfistup o° O5

k antisymetrii. g oy

Pro uplnost jesté ukazeme dvé alternativy, jak si poradit s podminkou antisymetrie. Nerovnosti 2a < b a 2b < a
je mozné secist a dostat 2a + 2b < a + b, odtud a + b < 0. Protoze a > 0 a b > 0, je jedinou moznosti a = b = 0.
Je také mozné vyuzit toho, ze pro a € Ny plati a < 2a, spojenim s 2a < b dostaneme a < b. Obdobné z 2b < a
odvodime b < a. Spojenim a < b a b < a vyjde a = b. Tento dikaz nas dostal k cilové rovnosti bez informace
o tom, ze obousmérné spojeni je jen jedno.

A
Dalsi vySetfovani relaci si vyzkousejte ve cvicenich 4b.5, 4b.6, 4b 7, 4b.8, 4b 9 a 4b.10. Dobrou strategii mﬁie byt

vy

Dobrym tréninkem intuice jsou cviceni 4b.11 a 4b.12.

Nez se dostaneme k dalsi sekci, podivame se jesté na tranzitivni relace. Ty uméji zkratit dvojkroky na jednokroky.
Tuto myslenku je mozné aplikovat opakované, takze i trojkroky, ¢tyikroky a podobné lze postupné zkracovat
na jednokroky. Dostavame tak siln€jsi podminku.

Fakt 4b.2.
Necht R je relace na mnoziné A. Je tranzitivni pravé tehdy, kdyz pro libovolné n € N, n > 2
a prvky ag, ai,...,a, € A takové, ze a;_1Ra; pro vSechna ¢ = 1,2... ,n, plati také agRa,.

Vsimnéte si, ze prvky ag,ai,...,a, tvorl fetizek délky n, viz lemma o fetizcich 4a.10. Tvrzeni je ekvivalence,
takze tradicné dokédzeme dvé implikace.

Dukaz (rutinni): 1) <=: Pfedpokladdejme, ze dand podminka plati. Pak ji lze pouzit pro n = 2, coz iika, ze
kdykoliv agRai1Ras, pak agRas. To je pfesné definice tranzitivity.
2) = Predpoklddejme, ze R je tranzitivni. Platnost podminky dokézeme indukei na n.
(0) Pro n = 2 podminka plati, je to definice tranzitivity.
(1) Mé&jme n € N spliujici n > 2. Pfedpokladejme, Ze kdyz libovolné prvky ag,... ,a, € A spliuji a;—1Ra; pro
vSechna ¢ = 1,2... ,n, pak agRa,. Plati to také pro fetizky délky n + 17
Vezméme prvky ag, ... ,a0n, 0,41 € A takové Ze a;_1Ra; pro vSechna i =1,2... ,n+ 1. Pak to platii proi <n
a aplikaci indukéniho pfedpokladu na aq . . . , a, zjistime, ze agRa,. Spolu s a,Ran,y1 a tranzitivitou dostaneme
aoRan+1 a diikaz je hotov.

O

Cviceni
Pfipomenime, Ze vySetfit vlastnosti znamena zjistit, zda urcité vlastnost (reflexivita, symetrie, antisymetrie, tran-
zitivita) plati, a tuto odpovéd dokazat.

Cviceni 4b.1 (rutinni): Rozhodnéte které vlastnosti plati pro relace dané nasledujicimi grafy.

a) 4o<—o 4 3

A

Q—)o G O 1° %

Cviceni 4b.2 (rutinni): Uvazujte nasledujici relace na mnoziné A = {1,2,3,4}. Rozhodnéte, které vlastnosti pro
né plati. Pak nakreslete jejich grafy a ovérte na nich své odpovédi.

a) R ={(1,1),(1,4),(2,1),(3,4) }; b) R ={(1,4),(3,4),(4,3),(4,4)}.
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Cviceni 4b.3 (rutinni): Uvazujte relaci R danou na mnoziné A = {—1,0,1,2,4} podminkou aRb pravé tehdy,
kdyz a déli b. Napiste ji jako mnozinu dvojic, nakreslete jeji graf a pak urcete jeji vlastnosti.

Cviceni 4b.4 (rutinni): Uvazujte relaci R na mnoziné lidi A danou aRb jestlize a a b sdili kfestni jméno.
Urcete jeji vlastnosti.

Cviceni 4b.5 (rutinni, *dobré): Vysetfete vlastnosti pro nésledujici relace na Z:

a) aRb < |a| = |b]; f) aRb <= a — b= 2k pro néjaké k € Z;

b) aRb < a > b; g) aRb <= gcd(a,b) > 1,
c) aRb <= a #b; h) aRb <= a+b=13;
d) aRb <= a=0b+1; i) aRb <= a-b> 13,

e) aRb < b= 2aq; j)* aRb <= a > b* (viz nasledujici cvicent).
Cviceni 4b.6 (rutinni, *dobré): VySetiete vlastnosti pro néasledujici relace na R:
a) 2Ry <= y—x € Z; e) TRy <— zy > 1;

b) 2Ry <— =z —y € Q; f) 2Ry +—= z =19?%
c) 2Ry <= xy > 0; g) ¥Ry = |z| < |y|;
d) 2Ry <— zy > 0; h)* Ry <= z > y? (viz predchozi cvideni).

Cviéeni 4b.7 (rutinni, *dobré): Vysettete vlastnosti pro nésledujici relace definované na R?:

a) ( ) (x,y) pravé tehdy, kdyz v — xz = v — y;
2.

praveé tehdy, kdyz u <z Av < y;

JR(z,y)
u,v)R(x,y) pravé tehdy, kdyz u? —y = 22 — v;
(

g)* (u,v)R(x,y) pravé tehdy, kdyz u? — y = v? — x;

h)* (u,v)R(z,y) pravé tehdy, kdyz (u,v) — (z,y) € N, kde N = {(z,y) € R? : 2% + y? = 13} (mimochodem,
kruznice okolo poc¢atku s polomérem v/13);

i)* (u,v)R(x,y) pravé tehdy, kdyz (u,v) — (z,y) € N, kde N = {(z,y) € R? : z + y = 0} (mimochodem, vedlejsi
diagonala).

Cviceni 4b.8 (rutinni, *dobré): Vysettete vlastnosti pro nasledujici relace definované na mnoziné F' vSech funkci
R — R (tedy pro zjednoduseni bereme funkce s defini¢nim oborem celé R).
a) fRg pravé tehdy, kdyz f(1) = g(1) a f(2) = g(2);
b) fRg pravé tehdy, kdyz f(x) < g(x) pro vSechna x € R.
c) fRg pravé tehdy, kdyz f(z) < g(x) pro néjaké x € R.
d)* fRg pravé tehdy, kdyz f(0)g(0) = 2;
e)* fRg pravé tehdy, kdyz f(1) = g(2);

Cviceni 4b.9 (rutinni): Vysetfete vlastnosti pro nasledujici relace definované na mnoziné Mayo vSech 2 x 2
realnych matic:
a) ARB préavé tehdy, kdyz |A| = |B| (stejny determinant);
b) (a“ 12 )R(b“ b”) prévé tehdy, kdy? a1y = bas.
21 Q22 ba1  bao
Cviceni 4b.10 (rutinni): VySetfete vlastnosti pro nasledujici relace definované na mnoziné P[x] v8ech realnych
polynomi:
a) pRq pravé tehdy, kdyz deg(p) = deg(q) neboli kdyz maji p a g stejny stuper;
b) pRq pravé tehdy, kdyz deg(p) < deg(q).
c¢) pRq pravé tehdy, kdyz maji p a ¢ stejné redlné kofeny véetné nasobnosti;
d) pRq pravé tehdy, kdyz maji p a ¢ stejné kofeny (realné i komplexni) v€etné nasobnosti.
Poznamka: Umite najit dva polynomy p, ¢, které jsou spolu v relaci podle ¢) ale ne podle d)?

Cvi€eni 4b.11 (rutinni): VySetfete vlastnosti pro nésledujici relace definované na mnoziné A vSech pfimek
v roviné:

a) pRq pravé tehdy, kdyz p || ¢ neboli kdyz jsou p a ¢ rovnobézné;

b) pRq pravé tehdy, kdyz p L ¢ neboli kdyz jsou p a ¢ kolmé;

¢) pRq préavé tehdy, kdyz p N g # 0 neboli kdyz se p a ¢ protinaji.
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Cviceni 4b.12 (rutinni): Necht A je mnoZina neprazdnych koneénych fetézct z 26 malych pismen anglické abecedy
(slov, podrobnéji viz priklad 7c.h). Urcete vlastnosti pro nésledujici relace na A:

a) aRf pravé tehdy, kdyz fetézce o a 5 nemaji zadné spoleénd pismena;

b) aR [ pravé tehdy, kdyz fetézce a a 3 sdileji alespon jedno pismenos;

c) aRf pravé tehdy, kdyz je kazdé pismeno Fetézce o obsazeno v Fetézci [3;

d) aRj pravé tehdy, kdyz fetézce o a 3 nemaji stejnou délku;

e) aR [ pravé tehdy, kdyz je fetézec a delsi nez f.

Cviceni 4b.13 (poucné): Uvazujme relaci R na mnoziné A, kterd spliiuje podminku
eVa,byce A, a#b,b#c: [aRbADBRc] = aRe.

Dokazte, ze R je pak tranzitivni.

Cviceni 4b.14 (poucné): Dokazte, Ze pro libovolnou mnozinu A je relace A(A) reflexivni, symetrickd, antisyme-
trickd a tranzitivni.

Cviceni 4b.15 (pouc¢né): Dokazte, zZe pro libovolnou mnozinu A a relaci R na A plati, Ze jestlize je R symetricka
i antisymetricka, pak R C A(A).
Jinak feceno, relace, ktera je symetrickd a antisymetrickd zaroven, nemize mit jiné dvojice nez typu (a, a).

Cviceni 4b.16 (poucné): Dokazte, ze pro libovolnou mnozinu A a relaci R na A plati, Ze jestlize je R symetricka
i antisymetricka, pak je tranzitivni.
Miize pomoci cviceni 4b.15.

Cviceni 4b.17 (poucné, dobré): Uvazujme mnozinu A = {a,b,c}. Mame ¢tyti vlastnosti (reflexivita, symetrie,
antisymetrie, tranzitivita), kazd4d mize a nemusi byt splnéna, coz dava celkem 2* = 16 moznosti. Pro kazdou
moznost vytvorte néjaky priklad relace na A, kterd ma presné tuto kombinaci vlastnosti, ¢i odivodnéte, proc¢ to
nejde (viz cvifeni 4b.16).

Napovéda: Vytvaret relace dané né€jakym vztahem mutize byt naro¢né, jednodussi je zadat potfebnou relaci grafem
s vhodné vymyslenymi Sipkami ¢i jen seznamem dvojic.

Cviceni 4b.18 (pouc¢né, dobré): Najdéte chybu v néasledujicim ,dtikazu“, ze jestlize je néjaka relace R na mnoziné
A symetrickd a tranzitivni, pak uz musi byt i reflexivni:

Necht a € A. Vezméme b € A takové, aby aRb. Podle symetrie pak bRa, méme dvojkrok aRbRa, tedy podle
tranzitivity a'Ra.

Cviceni 4b.19 (pou¢né): Nechf R je relace z mnoziny A do mnoziny B. Dokazte, ze pak R o A(A) = R a
A(B)oR =TR.

Reseni:

4b.1: a) R: ne; chybi smycka tfeba u 2. S: ne; tfeba 1R2, ale neplati 2R1. A: ano; jediny piipad s aRb a bRa je
a = b =1 (alternativa: pro a # b nikdy nevedou $ipky obéma sméry). T: ne; je 1R3 a 3R4, ale neni 1RA4.

b) R: ano. S: ne; p-p 1R2 ale ne 2R 1. A: ano; aRb a bRa nastava jen u smycek, kdy a = b plati. T: ano; dvojkroky
bez smycek jsou jen 1R2R3 a ten ma zkratku 1R3.

c¢) R: ne; chybi smycka tfeba u 1. S: ano; pro kazdou Sipku je i zpét. A: ne; p-p 1R4, 4R1 ale 1 # 4. T: ne; p-p
1R4 a 4R1, ale neni 1R1.

4b.2: a) 'R:‘nef; c}vl/ybi tieba (2,2). S: ne; p-p (1,4). €R,ale (4,1) ¢ R. 2) 4 o3 o (B3
A: ano; jediny ptipad s (a,b) € R a (b,a) € R je a = b = 1. T: ne; ) ~_
pp (2,1) e Ra(l,4) € R, ale (2,4) ¢ R.

b) R: ne; chybi (1,1). S: ne; p-p (1,4) € R, ale (4,1) ¢ R. A: ne;

pp (3,4) € R a (4,3) € R ale 3 # 4; T: ne; naptiklad (1,4) € R @4—02 o o
a(4,3) € R,ale (1,3) ¢ R.
4b.3: R = {(—1,—1),(0,0),(1,1),(2,2),(4,4),(—1,0),(—1,1),(—1,2), fl @

(_17 4)? (17 0)7 (17 _1)7 (17 2)? (17 4)7 (27 0)7 (2a 4)7 (47 O)}
Relace je relfexivni a tranzitivni. Neni symetrickd (p-p a = 1, b = 2) a neni antisymetrickd
(ppa=-1,b=1).

4b.4: Je RS, T.
4b.5: a) R: ano; Va € Z plati |a| = |al|, proto aRa.
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S: ano; Va, b € Z spliujici aRb je |a| = [b]| — |b| = |a|] — DRa.

A: ne, z |a| = |b] a |b| = |a| nedostaneme a = b; p-p 13R(—13) a (—13)R13, ale —13 # 13.

T: ano; Va, b, ¢ € Z splijici aRb a bRec mame |a| = |b] a |b] = |¢| — |a| = |¢| — aRe.

b) R: ano; Va € A je a > a, tedy aRa. S: ne; p-p 2R1 ale neplati 1R2;

A: ano; aRbAVRa —a>bAb>a—>a=0>b. T: ano; aRbAVRc —a>bAb>c— a>c— aRe.

¢) R: ne; p-p: neplati 1 # 1 proto neplati 1R1. S: ano; aRb — a # b — b # a — bRa.

A: ne; p-p IR2A2R1, ale 1 # 2. T: ne; p-p 1R2 a 2R1, ale neplati 1R1.

d) R: ne; p-p neplati 13R13. S: ne; p-p 2R1 ale neplati 1R2. A: ano; a,b € Z, aRb A bRa — a = a + 2 nikdy
nenastane. T: ne; p-p 2R1 a 1R0, ale neplati 27R0.

e) R: ne; p-p neplati 13R13. S: ne; p-p 1R2 ale neplati 2R1. A: ano; a,b € Z, aRbADRa — b =2aNa = 2b —
b=4b— b=0pak a=0=0>. T: ne; p-p 1'R2 a 2R4, ale neplati 1R4.

f) R: ano; Va: a —a=2-0 — aRa. S: ano; aRb — a—b =2k — [b—a = 2(—k) a (—k) € Z] — bRa. A: ne;
p-p 1R3 a 3R1, ale 1 # 3.

T: ano; [aRVAWRc] — [a—b=2kANb—c=2l, k]l €Z] — [a—c=2(k+1), k+1€Z] — aRe.

g) R: ne; p-p a = 1. S: ano; a,b € Z spliuji aRb. Pak ged(a,b) > 1, proto ged(b,a) = ged(a,b) > 1 — bRa. A:
ne; p-p 2R4 a 4R2 (spoleény délitel 2), ale 2 # 4. T: ne; a,b maji spoleéného délitele > 1, b, ¢ maji spoleéného
délitele > 1, z toho nic spole¢ného pro a, c neplyne. Protipiiklad: 2R6 a 6R3, ale neplati 2R 3.

h) R: ne; p-pa=1; S: ano; a,b € Z, aRb — a+b=13 — b+a =13 — bRa. A: ne; p-pa=2,b=11. T:
ne;p-pa=13,b=0,c=13.

i) R: ne; p-p a = 1. S: ano; a,b € Z, aRb — ab > 13 — ba > 13 — bRa. A: ne; p-p a =4, b = 5. T: ne; p-p
a=2,b=8c=4

j) R: ne; p-p a = 2; S: ne; p-p 4R2; A: ano; a,b € Z, aRb A bRa — a > b*> Ab > a®. Z prvni nerovnosti a > 0,
proto se d4 umocnit, a? > b*, spolu s druhou b > b*. To plati v Z jen pro b = 0,1. V obou piipadech z nerovnic
b > a? > b* vyplyne a = b. T: ano; a,b € Z, aRb AbRc — a > b> Ab > 2. Pro b € Z plati b> > b, proto navazat
nerovnice, a > b > 2 —a > 2 — aRe.

4b.6: a) R: ano; s e R,z —x =0€Z — aRa. S: ano; 2,y ER,y—x €Z —z—y=—(y — z) € Z. A: ne;
pp1R2a2R1. T: ano; z,y,2 € R, y—x € ZAN(z2—y)€Z — (z—2)=(y—2)+ (2 —y) € Z.

b)Rianojz e Rz —2=0€Q — aRa. S:ano; 2,y e R, y—2€Q —z—y=—(y—x) € Q. A: ne; p-p 1R2
a2R1. T:ano; z,y,2 € R,y—2 € QA (z2—y) €eQ—(z—2)=(y—2)+ (2 —y) € Q.

c) Riano; x € R, zx = 22 > 0 — 2Rz. S: ano; x,y € R, 2y > 0 — yx > 0. A: ne; p-p 1R2 a 2R1; T: ne; p-p
(=1)R0O a OR1

d)R:ne;p-px =0.S:ano;z,y € R,zy >0 — yz > 0. A:ne; p-p IR2a2R1; T: ano; x,y, z € R, xy > 0Ayz > 0,
vynasobime, zzy? > 0, vydélime é&islem y? > 0, zz > 0. Nebo: zy > 0, yz > 0 proto z,y,z # 0 a x,y stejna
znaménka, y, z stejnd znaménka, skrz y pak x, z stejnd znaménka a tedy zz > 0.

e) Rine; p-px=0.S:ano; z,y € R, zy > 1 — yx > 1. A: ne; p-p 2R1 a 1R2. T: ne; p-p %R4 a 4R1.

f) R:ne; p-p x = 2; S: ne; p-p 4R2. At ano; v,y ER, x =y’ Ay =22 — 2,y >0/ Ac =2 Ay=y* — 2z =
y=1Vax=y=0.T: ne; p-p 16R4 a 4R2.

g) R: ano; |z| < |x| — zRx. S: ne; p-p 1R2. A: ne; p-p 1R(—1) a (—1)R1. T: ano; z,y,2 € R, |z| < |y| A |y| <
2| — |z| < |zl

h) R: ne; p-p # = 2. S: ne; p-p 4R2. A: ne; p-p v = 0.1, y = 0.2 nebot 0.1 > (0.2)2 a 0.2 > (0.1) ale neplati
0.1 = 0.2. T: ne; p-p (0.5)R(0.7) nebot 0.5 > (0.7)? = 0.49, (0.7)R(0.8) nebot 0.7 > 0.64, ale neni 0.5 > 0.64
neboli neplati 0.5R0.8 (tohle asi bylo drobet zdkefné).

4b.7: a) (u,v)R(z,y) <= u—v=z—y. Rranoyu—v =u—v — (u,v)R(u,v). S: ano; (u,v)R(z,y) —
u—v=x—y—zx—y=u—v— (z,9)R(u,v). A: ne; p-p (2,1)R(3,2) a (3,2)R(2,1) ale (2,1) # (3,2). T:
ano; (r,$)R(u,v) A (u,v)R(z,y) — r—s=u—v=c—y—r—s=x—y — (r,5)R(z,y).

Pokud nepfepiSeme podminku: T: (7, $)R(u, v)A(u,v)R(z,y) — r—u = s—vAu—x = v—y, selist: r—utu—z =
s—v+v—y—r—z=s—y— (r,8)R(z,y).

b) (u,v)R(z,y) <= u?+v? = 2% + 3% R: ano; u? +v? = v? +v? — (u,v)R(u,v). S: ano; (u,v)R(z,y) —
u?+v? =22 +y? — 22+ 92 = u? +0v2 — (z,y)R(u,v). A: ne; p-p (2,0)R(0,2) a (0,2)R(2, ) ale (2,0) # (0,2).
T: ano; (1, s)R(u,v) A (u,v)R(z,y) — 12+ 82 =u? + v =22+ 9> — r? + 2 =22 + 4> — (1, S)R( ,Y).

¢) R: ano; u+v = u+v — (u,v)R(u,v). S: ano; (u, v)R(z,y) — utv = x+y — z+y = u+v — (z,y)R(u,v).
A: ne; p-p (2,0)R(0,2) a (0,2)R(2,0) ale (2,0) # (0,2). T: ano; (r,s)R(u,v) A (u,v)R(x,y) —r+s=u+v =
r+y—r+s=x+y— (r,9)R(x,y).

d): (u,v)R(x,y) <= 2(u+v) = =+ y. R: ne; neplati obecné 2(u 4+ v) = u + v, p-p (1,0). S: ne; (1,0)R(2,0)
ale ne (2,0)R(1,0). A: ne; z rovnic 2(u +v) =z +y A 2(x + y) = v + v mame ziskat v = v a z = y. Redukci
4(u+v) =u+wv, tedy u+v =0, pak x +y = 0, to nestaci, p-p (1, —1)R(0,0) a (0,0)R(1, —1), ale (1,—1) # (0,0).
T: ne; (1,0)R(2,0) a (2,0)R(2,2), ale ne (1,0)R(2,2).
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e) R: ne; p-p (0,0) nespliiuje 0 < 0 proto neplati (0,0)R(0,0). S: ne; (1,1)R(2,2) ale ne (2,2)R(1,1). A:
ano; (u,v)R(z,y) A (x,y)R(u,v) — v < y Ay < v. To nikdy nenastane, proto implikace vzdy plati. T: ano;
(r,s)R(u,v) A (u, 0)R(z,y) — r <uAs<vAu<zAv<y.Protor <z As<y— (r,s)R(z,y).
) (u,v)R(x,y) <= u?>+v=2?+y. R:ano; u>+v=u?+v — (u,v)R(u,v) S: ano; (u,v)R(x,y) — v +v =
?+y — 22 +y=u+v — (,y)R(u,v). A: ne; p-p (1,4)R(2,1) a (2,1)R(1,4). T: ano; (r,s)R(u,v) A
(u, V)R(z,y) — r?*+s=uw*+v=a?+y — s> +y=a’+t — (r,5)R(x,y).
Pokud si neptepiS$eme podminku: T: (r,s)R(u,v) A (u,v)R(z,y) — 12 —v =u?> —sAuv: -y ==x
r2—v+ut—y=ul—-s+22—v-—r?—y=22-s5— (r,8)R(z,y).
g) (u,v)R(z,y) <= u?—v%2 =y — 2. R:ne; p-p (2,3), neplati 22 — 32 = 3 — 2. S: ne; p-p (2,1)R(1,4) ale
neplati (1,4)R(2,1). A: ne; p-p (1,0)R(0,1) a (0,1)R(1,0). T: ne; p-p (2,1)R(1,4) a (1,4)R(16,1) ale neplati
(2,1)R(16, 1).
h) Prepis: (u,v)R(x,y) <= (u—2)?+(v—y)? = 13. R:ne; (u—u)?+ (v—2)2 =0 # 13. S: ano; (u, v)R(x,y) —
(u—2)2+(w—9y)?2=13 — (z —u)?+ (y —v)? = 13 — (z,y)R(u,v). A: ne; p-p (4,3)R(1,1) a (1,1)R(4, 3).
T: ne; p-p (4,3)R(1,1) a (1,1)R(4,3) ale neplati (4,3)R(4,3).
i) Pfepis: (u,v)R(z,y) <= (u—2z)+ (v —y) =0 <= u+v=uz+y, viz (iii).
Samostatné: R: ano; (u—u)+(v—v) = 0. S: ano; (u,v)R(z,y) — (u—z)+(v—y) =0 — (z—u)+(y—v) = -0 =
0 — (z,y)R(u,v). A:ne; p-p (1,3)R(2,2) a (2,2)R(1,3). T: ano; (r, s)R(u, v)A(u,v)R(z,y) — (r—u)+(s—v) =
OA(u—x)+ (v—1y) =0 sedist rovnice: (r —z) + (s —y) =0 — (r,s)R(x,y).
4b.8: a) R: ano; libovolnd f € F spliuje f(1) = f(1) a f(2) = f(2). S: ano; fRg — [f(1) = g(1) A f(2) =
9(2)] — [9(1) = f(1) A g(2) = f(2)] — gRf. At ne; p-p f(z) =0, g(z) = (z—1)(z —2). T: ano; fRgAgRh —
[f(1) =g() A f(2) = 9(2) Ag(1) = h(1) Ag(2) = h(2)] — [f(1) = h(1) A f(2) = h(2)] — fRA.
b) R: ano; libovolnd f € F splije f(z) < f(z) pro x € R. S: ne; pp f(z) = z, g(z) = x + 13. A: ano; fRyg
a gRf, pro kazdé = € R pak f(z) < g(z) a g(z) < f(x), tedy f(x ) g(x) — f =g. T: ano; fRg A gRh —
Vz € R: [f(z) < g(x) A g(z) < h(x] — f(z) < h(z). Proto fRh.

¢) R: ano; libovolnd f € F splituje f(0) < f(0). S: ne; p-p f(x) =z, g(x) = x+13. A: ne; p-p f(z) =z, g(z) = —=x.
Pak f(0) < g(0) a g(0) < f(0), proto fRg a gRf, ale f # g. T: ne; p-p f(z) =z, g(z) = 1, h(z) = z — 1, pak
£(0) < g(0) tedy fRg, také g(3) < h(3), ale nikde neplati f(z) < h(x).
d) R:ne; p-p f(z) =z+1ma f(0)f(0)=1-1=1.8: ano; fRg — f(0)g(0) =2 — g(0)f(0) =2 — gRf. A:
ne; p-p f(z) =x+1, g(x) = 3z + 2, pak f(0)g(0) =1-2=2=g(0)f(0), tedy fRg a gRf, ale neni f = g. T: ne;
pp f(x) =z +1, g(x) =3z + 2, h(z) = (x + 1)?, pak fRg a gRh, ale neplati fRh, protoze f(0)h(0) = 1.
e) R: ne; p-p f(x) =z ma f(1 )—laf( ) = 2. S: ne; ppf( )=z +1ag(z) ==z, pak f(1) = 2 = g(2), proto
fRg, ale neplati g(1) = f(2). A: ne; p-p f(z) = (22 — 3) , 9(x) =1, pak f(1) =1=g(2) ag(1) =1= f(2), tedy
fRg a gRf, ale neni f = g T: ne; p-p f(z) =2 +1, g(x) =z, h(x) =z — 1, pak fRg a gRh, ale neplati fRh,
protoze f(1) =2 a h(2) =
4b.9: a) R: ano; |A| = |A[ — ARA. S: ano; ARB — |A| = |B| — |B| = |A| — BRA. A: ne; p-p matice ze
samych nul a nenulovd matice s opakujicimi se fadky maji obé nulovy determinant, ale nejsou si rovny.
T: ano; ARB A BRC — |A| = |B| A |B| = |C| — |A| = |C| — ARC.
b) R: ne; p-p A = ((1) 8) nerovnaji se levy horni a pravy dolni roh, proto neplati ARA.

S:ne, p-p A= (13 0) aB= (13 0 ), plati ARB, ale ne BRA;

2 — v sedist

0 13
A:ne;pp A= ( o 203) aB= (25’ 103) spliiuji ARB a BRA, ale nesplnuji A = B.
T: ne; p-p A= (103 g), B = (260’ 33) a(C= (8 23) spliuji ARB a BRC, ale nespliuji ARC.

4b.10: a) R: ano; deg(p) = deg(p) — pRp. S: ano; pRq — deg(p) = deg(q) — deg(q) = deg(p) — qRp. A:
ne;p-pp=vaq=2x+1. T: ano; pRgAqgRr — deg(p) = deg(q)Adeg(q) = deg(r) — deg(p) = deg(r) — pRr.
b) R: ano; deg(p) = deg(p) — deg(p) < deg(p) —> pRp. S:ne; p-pp=2,q=12> A:ne;ppp=raq=2x+1.
T: ano; pRq A qRr — deg(p) < deg(q) A deg(q) < deg(r) — deg(p) < deg(r) — pRr;

¢) R: ano; p ma stejné redlné koreny jako p. S: ano; mit stejné kofeny je symetricka vlastnost. A: ne; p-pp=az—1
a q = 2x — 2; T: ano; mit stejné kofeny je vlastnost shody, ta je tranzitivni.

d) viz c).

Bonus: p = (z — 1), ¢ = (z — 1)(2® + 1). Maji stejné redlné kotfeny ale nemaji stejné komplexni koteny.

4b.11: a) R: ano; p || p. S:ano; p || ¢ — ¢ || p. Aine;ppy=xay=x+ 1. Trano; [p|lgAq| 7] = p]|
b) R:ine. S:ano;p L g —q L p. Aine;ppp:y=xaq:y=—-x T:ne;[plghqgLlr] = plr!pp
PIY=T,q:Yy=—T,7T:Yy=1.

c)Riano; pNp=p#0. St ano; pNg#0 —qNp=pNqg#0. Aine;ppp:y=xaq:y=0.T:ne pp
p:y=z,q:y=0,r:y=x+1.

4b.12: a) R: ne; p-p cokoliv. S: ano. A: ne; p-p catRdog. T: ne; p-p joRneRjo.

b) R: ano. S: ano. A: ne; p-p comRmon. T: ne; p-p catRduckRdog.
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¢) R: ano. S: ne; p-p slimeRsublime. A: ne; p-p napt. butRbutt, bartRbrat, bareRbear, kunaRnanuk etc. T:
ano.

d) R: ne; p-p cokoliv. S: ano. A: ne; p-p longRshort. T: ne; p-p longRshortRlong.

e) R: ne; p-p cokoliv. S: p-p shortRlong. A: ano; aRf A SRa nikdy nenastane. T: ano.

4b.13: Necht a, b, c € A spliuji aRb a bRe. Piipad 1: Pokud a # b a b # ¢, pak podle predpokladu aRc. Piipad 2:
Pokud a = b, pak bRc vlastné znamené aRc. Pripad 3: Pokud b = ¢, pak aRb vlastné znamend aRc. Takze vzdy
aRe.

4b.14: R: primo z definice (a,a) € A(A). S: Jestlize (a,b) € A(A), pak b = a, proto (b,a) = (a,a) = (a,b) a tedy
(b,a) € A(A). A: pokud (a,b) € A(A) A (b,a) € A(A), uz z toho prvniho je a = b.

T: Necht (a,b) € A(A) A (b,c) € A(A), pak a = b = c a tedy (a,c) = (a,a) € A(A).

4b.15: Necht (a,b) € R. Ze symetrie také (b,a) € R, tedy z antisymetrie a = b a proto (a,b) = (a,a) € A(A).
4b.16: Pokud je relace R na A symetrickd i antisymetricka, tak podle cviceni 4b.15 plati R C A(A).
Pokud (a,b) € R a (b,c) € R, pak (a,b) € A(A), tedy a = b, a proto (a,c) = (b,c) € R.

4b.17: Nic nemé R = {(a,b), (b,a), (b,c)}: Chybi (a,a) proto neni R, k bRc chybi ¢Rb proto neni S, je tam aRb
a bRa pro a # b proto neni A, je tam aRbRc ale ne aRe proto neni T.

Déle jen zkratky, tfeba R 4 bude relace, ktera je reflexivni a antisymetrickd, ale neni nic jiného (to se také musi
zajistit a ovérit). Podle cviceni 4b.15 mame [SAA] = T, proto nelze vytvorit relaci, ktera je sym. and antisym.
ale neni trans., tedy neexistuji Rs a a Rp s 4. Ostatni lze:

Rr ={(a,a),(b,b),(c,c), (a,b),(b,a), (b,c)}, Rs = {(a,b), (b,a)}, Rr = {(a,b), (b,a), (b,¢), (a,a), (b,b), (a,c)},
Ra= {(avb)7(bvc)}a RR,S = {(aaa)a(b’b)a( Gy )7( ) ( (bv ) (va)}a RRA - {(a a) (bab) (C C),(CL, b)a(bvc)}v
RR,T = {(a’ CL), (bv b)v (C, C)’ (a’v b)’ (bv a’)v (b’ C)v (a7 C)}7 R&T {( a, ) ( a, )7 (b a) (bv b)}7 RA7T - {(av b)}7

Rp.s,r = {(a7 CL), (b7 b)v (C7 C), (a7 b), (b, CL)}, Rpar = {(CL, a’) (b b), (¢, ), (CL, b)}7 Rsar = {(a7 a)}7

RR.s,ar = {(a7 a)? (b, b)’ (Ca C)}

4b.18: Jak vime, ze k danému a existuje b, které je s nim v relaci?

I

Predneseny argument dokazuje nésledujici: Necht je R symetrickéd a tranzitivni. Pokud je a € A s nékym v relaci,
pak uz musi platit aRa.

Mimochodem, v teorii grafii se prvkam, které nejsou s nikym propojeny, fiké izolované.

4b.19: a) 1) Ro A(A) C R: (a,b) € RoA(A) = Jx € A: [(a,z) € A(A) A (z,b) € R]. Ale (a,z) € A(A)
znamena a = x, proto (a,b) € R.

2) R C RoA(A) plyne ze cviceni 4c.1.

b) Diikaz je obdobny.

4c. Vlastnosti vlastnostni relaci

Poznali jsme ¢tyfi popularni vlastnosti relaci. Protoze jsou to matematické pojmy, i tyto vlastnosti maji néjaké
vlastnosti, napiiklad mohou riizné interagovat s operacemi na relacich. Jak brzy uvidime, d& se dokazat fada
uziteénych pravidel, kterd se popravdé receno neméa smysl ucit. Z pohledu matematické teorie je samoziejmé
dulezité védét, jak véci funguji, ale pravidla, ktera nize odhalime, si v pfipadé potieby snadno vymyslime, pokud
tedy rozumime dobre relacim. To je také hlavni ucel této sekce. Premysleni nad pravidly napomuze ujasnit si
fungovani relaci a také je to dobry trénink matematické predstavivosti a vymysleni dikazu.

Zacneme otazkou, jak chovani operaci ukazuje na vlastnosti relace a naopak. Poté se zaméifime na to, zda apli-
kovéani operaci na relace zméni jejich vlastnosti (4c.4). Na zavér se podivame, jak se daji vlastnosti relaci zlepsit
(uzévér, 4c.13).

4c.1 Testovani vlastnosti

Reflexivita pracuje s dvojicemi (a,a), které jsou shromazdény v diagonalni relaci A(A). U symetrie obracime
poradi ve dvojicich, coz urcité néjak souvisi s inverzni relaci, u tranzitivity zase dvojice napojujeme, coz je hlavni
myslenka skladani relaci. Slo by pomoci téchto pojmii poznat, zda néjaka vlastnost plati?

Véta 4c.2.

Necht R je relace na mnoziné A.

(i) R je reflexivni pravé tehdy, kdyz A(A) C R.

(ii) R je symetricka pravé tehdy, kdyz R = R~L.

(iii) R je antisymetricka pravé tehdy, kdyz R NR ™ C A(A)
(iv) R je tranzitivni pravé tehdy, kdyz R? C R.
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S Rozbor: Protoze vSechna tvrzeni jsou ekvivalence, ¢ekd nas osm diikazt implikaci. Podivejme se na (iii) =.
Zakladni vychodisko:

e Méme: R antisymetricka e Chceme: RNR™ CA(A)

Abychom se dostali k zdvéru, musime ukézat, ze kazdy prvek neboli kazda dvojice (a,b) z RN R lezi v A(A),
tedy ze je typu (a,a). Mame tak nasledujici ndhradni cil:
e Mame: R antisymetricka e Chceme: RNR™LCA(A)
T

Va,b € A: (a,b) ERNR™ = a=10
Nyni se podivejme na to, co mame:
o Va,be A: [(a,b) € RA(bya) e R] = a=h.
Ovsem predpoklad si dokdzeme ekvivalentné pfepsat,
e Va,be A: [(a,b) € RA(a,b) e R7Y] = a=0b.
Coz zase ekvivalentné umime prepsat jako
e Va,be A: [(a,b) e RNR™] = a=b.
Jinymi slovy jsme praveé odhalili, jak manipulaci pfedpokladu postupné dojit k cili. Vznikne tak dikaz typu ,,pfimé
odvozeni zavéru“.
Méli jsme ovSem znac¢né S$tésti na pratelské tvrzeni. Pokud se takto pokusime dokazat t¥eba (iv), tak ztroskotame.
Jak jsme jiz konstatovali v poznamce 4a.5, tento pfimocary typ ditkazu je mélo flexibilni a zejména u relaci ¢asto
selze. Proto také v této sekci silné doporudime pfistup ,zavér jako cesta® s vlozenou implikaci.
Jak to bude vypadat v pfipadé zde rozebirané implikace? Pomoci prepisu puvodniho cile dostaneme nasledujici
strukturu dikazu:

P : R antisymetricka

abce A (a,b) eRNRF —-L5 i —a=b—> (a,b) € A(A).
Zbyvé doplnit ¢ast uprostied. Abychom mohli pouzit pfedpoklad o R, musime se k nému od R~! dostat, coz by
nemeél byt problém pomoci definice inverzni relace.
Podobné si rozmyslime dalsi vlastnosti. U reflexivity ndm pomiiZe jeji interpretace coby implikace a € A = aRa.
Protoze se v tvrzenich pracuje s inkluzi mezi relacemi, bude vhodné se na né divat jako na mnoziny dvojic
a pouzivat jazyk (a,b) € R. Pokud by chtél nékdo mermomoci pracovat se znacenim aRb, musel by si inkluze
v tvrzenich prelozit do tohoto jazyka.

Dukaz (pouc¢ny): (i): =: Pfedp: R reflexivni. Pokud z € A(A), pak dle definice této relace x = (a,a) pro
néjaké a € A a diky reflexivité z = (a,a) € R.

<=: Pfedp: A(A) C R. Déno a € A. Pak (a,a) € A(A) C R, tedy (a,a) € R. R je reflexivni.

(ii): =: Pfedp: R je symetricka. 1) Nechf (a,b) € R. Pak podle symetrie také (b,a) € R a proto dle definice
inverzni relace (a,b) € R™!. Takze R C R~

2) Naopak necht (a,b) € R™!. Pak (b,a) € R a podle symetrie (a,b) € R. Takze také R~ C R. Zdvér: R = R~ 1.
<: Piedp: R = R~!. Necht (a,b) € R, pak podle R = R~! nutné musi byt (a,b) € R~! a tedy podle definice
inverzni relace (b,a) € R. R je tedy symetricka.

(iii): =: Pfedp: R je antisymetricka. Necht a,b € A spliiuji (a,b) € RNR~L. Pak (a,b) € R a (a,b) € R71,
tedy podle definice R™1 je (b,a) € R. Protoze (a,b) i (b,a) jsou v R, podle antisymetrie nutné a = b a proto
(a,b) = (a,a) € A(A).

<=: Predp: RNR~! C A(A). Necht tedy a,b € A jsou takové, Ze (a,b) € R a (b,a) € R. Z toho druhého méme
(a,b) € R71, takze (a,b) € R N R~ Podle piedpokladu to je podmnozina A(A), takze (a,b) € A(A). To je
ovSsem mozné jen tehdy, kdyz a = b.

(iv): =: Piedp: R je tranzitivni. Vezméme libovolné (a,b) € R? = R o R. Pak podle definice skldddni musi
existovat = € A takové, Ze (a,z) € R a (z,b) € R. Podle tranzitivity potom také (a,b) € R.

<=: Pfedp: R? C R. Vezméme libovolné a,b,c € A takové, ze (a,b) € R a (b,c) € R. Pak podle definice sklé-
dani (a,c) € R o R = R2. Pfredpoklad pak d4va (a,c) € R.

g

S Poznamka: Jako obvykle si u tohoto typu dikazu vSimneme, ze kdyz v kazdé ¢asti spojime podtrzené pasaze,
tak dostaneme presné definiéni vyjadieni zavéru, ktery dokazujeme. PomuzZe nam to ovérit strukturalni spravnost
dtikazu, ale je to také napovéda, jak jej sestavit.

Spojenim (iv) a faktu 4a.11 dostaneme, Ze pro tranzitivni relace plati R™ C R. To ukazuje, Ze tranzitivni relace
se v mocniné nemohou zvétSovat. Ve cviceni 4c.1 c) naopak vidime, Ze se reflexivni relace nemohou v mocniné
zmensovat. Dostavame tak nasledujici tvrzeni.
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Dusledek 4c.3.
Necht R je relace na mnoziné A. Jestlize je R reflexivni a tranzitivni, tak R™ = R pro vSechna
n € N.

4c.4 Vlastnosti a operace

Zde prozkoumame, zda se vlastnosti zachovéavaji, kdyz vytvaiime nové relace pomoci operaci. Za¢neme inverzni
relaci. Meditace nad rozlicnymi obrazky a dopadem toho, Zze obratime sméry Sipek, by nas méla dovést k pocitu,
Ze se tak nedaji vlastnosti pokazit ani ziskat. To vede na obousmérny vztah.

Véta 4c.5.
Necht R je relace na mnoziné A. Tato relace mé nékterou ze zédkladnich ¢tyf vlastnosti préavée
tehdy, pokud ji ma R~1.

S Rozbor: Teoreticky bychom méli dokazat osm implikaci (dvé pro kazdou vlastnost). OvSem nam sta¢i polovina.
Predstavme si, ze dokaZzeme, Ze se jist4 vlastnost pfenasi z R na R ™! pro libovolnou relaci R. Pak toto musi platit
i pro R71, tedy tato vlastnost se z R ™! piendsi na (R~1)~!, oviem tato relace se rovna relaci R (fakt 4a.3) neboli
dostali jsme prenos vlastnosti z R ™! na R.

Staci tedy dokézat, Ze se vlastnosti pienaSeji z R na R~!. I zde by nékteré diikazy sly udélat piimo. Uvazujme
napiiklad definici tranzitivity pro R, kdy pro vsechna a,b,c € R plati

o [aRbADRc] = aRe.

Ovsem aRb je ekvivalentni tvrzeni bR ~'a, obdobné pro dalsi dvé. Kdyz takto nahradime v implikaci, dostdvame
e bR 1a AR = c¢Rla.

Zameénou poradi v zdvorce dostaneme

o [(R7IbAVR 'a] = cR la,

coz potvrzuje tranzitivitu pro relaci R 1.

Jako obvykle ovSem doporucime flexibilnéjsi dikaz typu zavér jako cesta.

Dukaz (rutinni, pouény): Dana relace R na mnoziné A.

1) Pfedpokladejme, ze R je reflexivni.

Pro a € A pak mame aRa a proto i aR~'a (prohodili jsme ta a). Relace R~! je tedy reflexivni.

2) Predpokladejme, ze R tranzitivni.

Vezméme a,b,c € A takové, ze aR~'b a bR~ 'c. Pak také bRa a ¢Rb neboli ¢Rb a bRa. Podle tranzitivity R
plati ¢Ra neboli aR"c. Zavér: R™! je tranzitivni.

Ditikazy dalsich dvou vlastnosti jsou snad jesté snazsi a nechdme je jako cviceni 4c.2. Jako procvicovani dopo-
rucujeme dokézat prenos vlastnosti z R~! na R elementdrnim dfikazem, nikoliv tou fintou vyse.

0

S 4c¢.6 Poznamka: Doporudeny postup vytvéareni diikazi tohoto typu:
e Stanovime predpoklad, ale dale s nim nepracujeme.
e Prepiseme zavér podle definice prislusné vlastnosti aplikované na cilovou relaci. Tim je dan zacatek a konec
hlavniho béhu dtkazu.
e Najdeme kroky vedouci od pocatku do cile cesty, pficemz hlavni motivace je dostat se do situace, kdy je mozné
pouzit hlavni predpoklad.
e Poté, co vytvorime dikaz, pro jistotu zkontrolujeme, Ze zacatek a konec hlavniho fetézce itvah opravdu dava to,
co chceme dokézat v zavéru.
Tyto kroky by mély pomoci vyhnout se chybam. Oblibenou je naptiklad zacit diikaz pfenosu tranzitivity takto:
Predpoklad: R tranzitivni.
Ya,b,c € R: aRbAbWRc — ---
Kde je problém? Hlavni béh zde zacind pomocnym piedpokladem aRb, takze at uz odvodime cokoliv, tak to bude
o relaci R, nikoliv o relaci R 1.
Dalsi oblibeny nedtikaz se tyka prenosu antisymetrie. Uvazujme nésledujici argument:
Predpoklad: ‘R antisymetricka.
(a,b) € R — (b,a) € R 2228 o =,
V tomto pokusu jsou dokonce dvé chyby. Prvni je ivahova. Autor se v druhém kroku odvolava na antisymetrii
R, ale ta k zavéru a = b potiebuje dva predpoklady, pfi¢emz ten (b,a) € R chybi. Tento krok tedy neni spravny.
Druhé chyba je strukturdlni. Podivame-li se na zacatek a konec, zjistime, Ze kdyby ty kroky byly dobfte, tak se
dokézalo (a,b) € R™! = a =, coZ ale neni antisymetrie.
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Proti témto chybdm pomtze, kdyz se drzime zdkladnich principd.
Pripomenime rovnéz pozndmku 4a.6 o spravném zapisu.

JAN

Ukéazali jsme, ze pokud je relace dana néjakym principem, pak je stejnym principem dana i jeji restrikce. Pak
bychom také ocekévali, Ze bude mit stejné vlastnosti. Je to skoro pravda, vlastnosti se nemohou restrikci ztratit.

Véta 4c.7.
Necht R je relace na mnoziné A, necht S je restrikce R na néjakou B C A. Jestlize ma R
nékterou ze zdkladnich ¢ty vlastnosti, tak ji ma S také.

S Rozbor: Zde primy dukaz pouzit nelze, napriklad u tranzitivity neni jasné, jakymi korektnimi kroky se od tran-
zitivity pro R neboli podminky
[(a,b) e RA(b,c) e R] = (a,c) €R
dostat pfimo k obdobnému tvrzeni pro S. PouZijeme tedy doporucované schéma, v tomto pripadé

e Mame: R tranzitivni e Chceme: S tranzitivni
S=R|p T
[(a,b) e SA(b,c)eS] = (a,c) €S
7 toho vyplyva struktura dikazu:

P : R tranzitivni

(a,0) € S, (b,¢) €S ——5 - — (a,¢) €.
Zbyvé doplnit ¢ast uprostfed. Abychom mohli pouzit pfedpoklad o R, musime se k nému od S dostat. Zde je
dobré si pfipomenout definici restrikce: S obsahuje presné ty dvojice z R, jejichz prvky jsou z B. Mimo jiné to
také znamena, ze S C R.
Pro ostatni vlastnosti si to rozmyslime obdobné. Také doporué¢ime mnozZinovy jazyk, protoZe restrikce pracuje
s tim, kam ktery prvek nalezi.

Diikaz (rutinni, pou¢ny): Dany relace R na A, BC Aa S = R|p.

Pfedpokladejme, ze R je tranzitivni. Ukazeme, Ze i S je tranzitivni.

Necht a, b, c € B jsou takové, ze (a,b) € S a (b,c) € S. Protoze S C R, pak (a,b) € R a (b,c) € R az tranzitivity
R plyne (a,c) € R. Protoze také a,c € B, dostavame (a,c) € RN (B x B) = R|p neboli (a,c) € S.

Tedy i S je tranzitivni.

Ostatni vlastnosti viz cviceni 4c.3.

g

Kdyz jsme tedy dokazali, ze délitelnost je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni jako relace na Ny, pak ma tyto
vlastnosti i tehdy, kdyZ ji uvazujeme na N, na {13, 14,23} nebo tfeba na mnoziné vSech prvocisel.

Vsimnéte si, ze tvrzeni o restrikci nemé tvar ekvivalence, ¢ili klidné se muze stat, ze R néjakou vlastnost nem4,
ale prechodem k restrikci ji ziskdme. Je to tim, Ze jsme zmenSenim mnoZiny A mohli pfijit o protipfiklady, jak
uz jsme ostatné nékolikrat vidéli. To se ale stava jen u exotickych mnozin, takze v typickém piipadé ma restrikce
stejné vlastnosti jako puvodni relace.

Vedle restrikce jsme také uvazovali vztah inkluze R C S mezi relacemi na stejné mnoziné A. To lze interpretovat
tak, ze jsme z relace R vytvofili novou relaci pridanim dvojic, nebo jsme z relace S vytvorili novou relaci ubranim
dvojic. Kdyz si to predstavime v grafu, kde pfiddvame ¢i ubirdme Sipky (zdiraznéme, Ze relace jsou na stejné
mnozing, tedy jednotlivé prvky A zlistavaji stejné), tak jisté zdhy zjistime, Ze takto snadno pokazime existujici
vlastnosti, tudiz nemizeme vzdy zarudit jejich zachovani. Ovsem s dvéma vyjimkami.

Véta 4c.8.

Necht R, S jsou relace na mnoziné A. Piedpokladejme, ze R C S. Pak plati:
(i) Jestlize je R reflexivni, pak je S také reflexivni.

(ii) Jestlize je S antisymetrickd, pak je R také antisymetricka.

S Rozbor: Mnozinovy pojem inkluze v tvrzeni naznacuje vhodnost mnozinového zapisu dvojic. Podivejme se na tvr-
zeni (ii), opét aplikujeme doporuc¢ovany typ cestovniho dikazu. Jak vypada zavér?

Chceme: Va,b € A: [(a,b) € RA (b,a) € R] = a=b.
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Nase cesta tedy ma jasné definovany zacatek i konec. Mezikroky nas musi ze zac¢atku (a,b) € RA(b,a) € R dostat
do situace, kdy mizeme pouzit predpoklad, ktery je o relaci S. To je jasna inspirace k tomu, co délat, zejména
kdyz si pfipomeneme, Ze predpoklady jsou vlastné dva, jesté je tam R C S.

Podobné si to rozmyslime pro tvrzeni (i).

Dukaz (pou¢ny): Dany relace R,S na A. Pfedpoklad: R C S.

(i): Predpoklad: R je reflexivni.

Necht a € A. ProtoZe je R reflexivni, plati (a,a) € R. Protoze R C S, musi také platit (a,b) € S.

S je tedy reflexivni.

(ii): Pfedpoklad: S je antisymetricka.

Necht a,b € A spliuji (a,b) € R a (b,a) € R. Diky R C S pak (a,b) € S a (b,a) € S, coz podle antisymetrie S
dava a = b. Proto je R antisymetricka.

g

Doporucujeme ¢tenéfi, aby nasel pro ostatnich Sest situaci protiptiklady, ze se vlastnosti nemuseji pfenaset. Viz
cviceni 4c.4.
Nyni se podivame na vytvareni relaci pomoci mnozinovych operaci.

Véta 4c.9.

Necht R; a Ry jsou relace na mnoziné A.

(i) Jestlize jsou Ry a R reflexivni, tak jsou také R; U Rs a Ry N R reflexivni a Ry \ Ry neni
reflexivni pro A # ().

(ii) Jestlize jsou Ry a Ro symetrické, tak jsou také R; U Ra, R1 NR2 a Ry \ Ry symetrické.
(iii) Jestlize jsou R1 a R antisymetrické, tak jsou také R1 MRy a R1 \ Ry antisymetrické.
(iv) Jestlize jsou Ry a Ro tranzitivni, tak je také Ry N Ry tranzitivni.

Vidime, Ze nejlépe se prenasi symetrie a nejhire tranzitivita.

Tuto informaci je také mozné strukturovat jinak: Prunik relaci zachovava vSechny C¢tyfi vlastnosti, sjednoceni
zachovavé reflexivitu a symetrii, rozdil zachovava symetrii a antisymetrii.

V8imnéte si jedné zvlastnosti. KdyZz v matematice uvazujeme néjakou zdkonitost, tak obvykle bud dokdzeme,
ze plati, nebo ji vyvratime pomoci protipiikladu. Pak doty¢éna zdkonitost neplati (jako obecné tvrzeni), ale to
neznamena, ze se pokazi vzdycky. Nékdy platit mize, nékdy ne. V (i) ale vidime neobvyklé tvrzeni, Ze se reflexivita
pro mnozinovy rozdil pokazi vzdycky. Tim vlastné vznika obecné tvrzeni, které je tfeba dokazat.

Poznamenejme jesté, ze ve dvou pripadech tvrzeni vyplyva z véty 4c.8, protoze R1 MR C R1 a Ry C Ri1 URs.
My zde ale udélame nezavislé dikazy.

Dtikaz nechame zéasti jako cviceni 4c.5, ukdZzeme jen par zajimavéjsich momentt. Protoze zde pouzivdme mno-
zinové operace, bude rozumnéjsi pracovat s relacemi jako s mnozinami (coz je konec koncti jejich definice). U
vSech dikazti budeme pouzivat doporuceny typ dikazu a pro tUsporu mista ukazeme jen hlavni béhy vnorenych
implikaci.

Duikaz (rutinni): (i): R1 \ Rz neni reflexivni (protipfikladem): Protoze A # 0, existuje a € A. Protoze je Ry
reflexivni, je (a,a) € R;. Podobné ale také (a,a) € R, proto (a,a) nelezi v R1 \ Ras.

(ii): R1 NRy symetricka: Necht a,b € A spliji (a,b) € R1 N Ry. To znamena, ze (a,b) € R1 a (a,b) € Ry. Obé
relace jsou symetrické, proto (b,a) € Rq a (b,a) € Ra, tedy (b,a) € R1 N Rs.

R1\ Ry symetricka: Symetrie Ry déva implikaci (a,b) € Ry = (b,a) € Ry, symetrie Ry diky obméné zase
(a,b) ¢ Ra = (b,a) ¢ Ra. Necht a,b € A spliuji (a,b) € R4\ Ry. Pak (a,b) € Ry a (a,b) ¢ Ra, proto i
(b,a) € R1 a (b,a) ¢ Re a mame (b,a) € R1\ Rs.

(iii) R1 \ R2 antisymetricka: Necht (a,b) € R1\ Rz a (b,a) € R1\Rs. Pak (a,b) € Ry a (b,a) € Ry, ta je anti-
symetrickd a proto a = b.

O
Poznamka: Zajimavé nejsou jen pozitivni vysledky z véty. Stejné uzitecné je zamyslet se nad tim, co se tam
nefika.
Pro¢ chybi v (iii) sjednoceni? Zkusime takové tvrzeni dokazat.
Nechf a,b € A jsou takové, ze (a,b) € R1 UR2 a (b,a) € R1 UR,. Plati tedy

[(a,0) € Ry V (a,b) € Ra] A(b,a) € Ry V (b,a) € Ra].

Ted bychom radi pouzili antisymetrii z pfedpokladu, jenze ta plati pro R; a pro R jako samostatné relace, ¢ili
bychom potiebovali ty dvojice donutit, aby se sesly v jedné relaci, tedy (a,b) € Ry a (b,a) € Ry, popfipadé
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totéz s Ro. To se ale nemtize povést, protoze kazda dvojice (a,b), (b,a) si svobodné vybird, skrz kterou relaci se
do sjednoceni dostane. Pokud se rozhodnou opacné, tak s tim nic neudélame.

Tato slepa ulicka ndm zaroven napovi, jak vytvorit protiptiklad, viz cviceni 4c.5 g).

Poznamenejme pro Uplnost, Ze na druhou stranu neni zaruceno, Ze se antisymetrie u sjednoceni vzdy pokazi,
protoze se muze stat, ze se ty dvé relace dobfe sejdou a sjednoceni antisymetrické bude (konec konci, staéi vzit
R1 = R2). Proto jsme také v (iii) nenapsali natvrdo, ze antisymetrie R U R2 selZe, na rozdil od (i), kde bylo
selhani reflexivity zaruceno.

Podobné si rozmyslete, kde se zarazi dikaz tranzitivity pro sjednoceni a rozdil (cviceni 4c.6), a ovéite, Ze proti-
piikladem pro rozdil jsou tieba relace Ry = {(1,2),(2,3),(1,3)} a Rz = {(1,3)}.

A

Dalsi operaci s relacemi je skladani.

Fakt 4c.10.
Necht R a S jsou relace na mnoziné A.
Jestlize jsou R a S reflexivni, pak je také S o R reflexivni.

Dukaz (rutinni): Dany: Reflexivni relace R, S na A.
Necht a € A. Protoze jsou R i S reflexivni, dostavame (a,a) € R a (a,a) € S (navazujici dvojice), takze podle
definice sklddani (a,a) € S o R.

Il

Poznamka: Urdité jste si v8imli, Ze ve faktu chybi symetrie, antisymetrie a tranzitivita. Kde je problém?
Zkusme zacit dikaz pro symetrii. Necht a,b € A spliwiji (a,b) € S o R. Pak existuje x € A takové, ze (a,x) € R
a (x,b) € S. Obé relace jsou symetrické, mame tedy (b,x) € S a (x,a) € R, tedy (b,a) € R oS. Tésné vedle,
mame opacné poradi v tom sklddani; potfebovali bychom (b,a) € S o R.

Zkusme na tomto prusvihu zalozit protipfiklad, pouzijeme A = {1,2,3,4}. Relace R = {(1,2), (2, 1)} asS =
{(2,3),(3,2)} jsou symetrické, ale SoR = {(1,3)} neni. TakZe se symetrie pii skladani opravdu obecné nezachové.
Mimochodem, vlastné jsme ukazali, ze symetrie se zachovava pri skladani relaci spliujicich So R =R o S. To je
pravda naptiklad v pfipadé S = R, viz nize.

Ted antisymetrie. Vezméme a,b € A takové, ze (a,b) € SoR a (b,a) € S o R. Z toho prvniho podle definice
sklddani dostaneme Jdx € A: aRx a xSc. Z toho druhého zase dostaneme dy € A: bRy a ySa. Mame tedy aRz
a bRy. Abychom mohli pouzit antisymetrii relace R, potfebovali bychom vynutit a = b a x = y, ale nenabizi se
k tomu nastroj, predpoklady jsme uz vycerpali.

Je to tedy podezielé a dalsi badéani ukaze, ze opravnéné. Uvazujme na A = {1,2} relace R = {(1, 2), (2, 2)} a
S = {(2, 1), (2,2)}. Tyto relace jsou antisymetrické, ale S o R = {(1, 1),(1,2),(2,1), (2, 2)} neni antisymetricka
(shodou okolnosti je ale symetricka).

Pro tranzitivitu si dikaz zkusite sami, abyste vidéli, kde se zadrhne. Tradi¢ni protipiiklad, abyste vérili, ze to
nefunguje: R = {(1,2),(3,4)} a S = {(2,3),(4,5)} jsou relace tranzitivni (Z4dné navazujici dvojice ani jedna
z nich nem4, tudiz tranzitivita plati trivialng), sloZenim ale dostaneme 7 = S o R = {(1,3),(3,5)}, kde lze
vytvorit fetizek 17375, ktery na jeden krok nezvlddneme, dvojice (1,5) v tom sloZeni neni.

Mocniné je specialni pripad skladani a da se doufat, Zze se bude i 1épe chovat.

Véta 4c.11.

Necht R je relace na mnoziné A.

(i) Jestlize je R reflexivni, pak je také R"™ reflexivni pro vSechna n € N.

(ii) Jestlize je R symetrickd, pak je také R™ symetrickd pro vSechna n € N.
(iii) Jestlize je R tranzitivni, pak je také R™ tranzitivni pro vSechna n € N.

Dukaz (drsny, pouény): (i): Typicky pfistup by byl indukeci pomoci faktu 4c.10, ale existuje zajimava alternativa,
viz cviceni 4c.7.

Zbyvajici diikazy budou silné zalozeny na lemma 4a.10 o Tetizcich.

(ii): Necht a,b € A spliuji aR"b. Pak existuje fetizek a = coRciReaR -+ Rep—1nRe, = b délky n z a
do b. Protoze je R symetrickd, lze vSechny dvojice c¢;_1Rc; obratit na ¢;Rc;—1 a dostaneme fetizek b =
cpnRen_ 1R+ ReiReg = a délky n z b do a, proto bR"a.

(iii): Necht a,b,c € A spliuji aR™b a bR™c. Pak existuje fetizek a = ¢oRER---Ré, = b délky n z a do b
a Tetizek b = ¢gR¢1R---'Ré,, = ¢ délky n z b do c. Protoze ¢, = b = ¢y, lze tyto Tetizky navézat a dostaneme
fetizek délky 2n, a = ¢oREIR -+ - Ry RE1REaR -+ - Réy, = c.
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Tento fetizek obsahuje celkem 2n relaci, proto jej 1ze rozdélit na dvojice aRé1Réa, CaRE3Rey, ... , Eh—2ReEn—_1Re.
Na kazdou z nich aplikujeme tranzitivitu a dostaneme n dvojic aRés, ¢aREéy, ... , Ch_2Re. Ty tvori fetizek z a
do ¢ délky n, proto aR"c.
Poznédmka: Doporucujeme ¢tenafi, aby si rozmyslel, jak to zkracovani probihé v misté, kde se napojuji ptivodni
dva Tetizky, je tfeba rozlisit pripady n sudé a n liché.

OJ

Antisymetrie se mocninou zachovat nemusi. Uvazujme relaci R = {(1, 2),(2,4),(4,3), (3, 1)} na A = {1,2,3,4}.
Tato relace je antisymetrickd. Snadno se ale nahlédne, ze R o R = R? = {(1,4 ,(2,3),(3,2), (4, 1)}, coZz neni
antisymetricka relace.

V prvni sekci jsme definovali sou¢inové usporadani na kartézském soucinu. Je snadné ukazat, ze pokud maji
vSechny relace R; néjakou z vysetfovanych vlastnosti, tak ji mé prislusna soucinova relace také.

véta 4c.12.
Necht n € N, pro ¢ = 1,...,n necht R; je relace na mnoziné A;. Uvazujme odpovidajici
soucéinovou relaci R na A = A; x Ay x --- x A,,. Pak plati:
(i) Jestlize jsou pro vSechna i = 1,... ,n relace R; reflexivni, pak je také R reflexivni.
(ii) Jestlize jsou pro vSechna ¢ = 1,...,n relace R; symetrické, pak je také R symetricka.
(iii) Jestlize jsou pro vSechna ¢ = 1,... ,n relace R; antisymetrické, pak je také R antisymet-
ricka.
(iv) Jestlize jsou pro vSechna i = 1,... ,n relace R; tranzitivni, pak je také R tranzitivni.
Dukaz (rutinni): R: Necht (a;) = (a1, ... ,a,) € A. Protoze jsou vSechna R; reflexivni, tak a;R;a; pro vSechna

i, tedy dle definice souc¢inové relace (a;)R(a;).
Ostatni tfi vlastnosti s divérou prenechame ¢tenafi, viz cviceni 4c.8.

4c.13 Uzavéry relace

Tato sekce je spis doplitkové, ale na druhou stranu obcéas docela zabavné. Je to také dobry trénink ¢teni matematiky,
protoze definice uzavéru obsahuje napady, které jsme tu jeSté neméli.

Zakladni situace je jednoduché. Mame relaci, kterd nespliiuje urcitou vlastnost a nas to mrzi. Mohli bychom ji
pozmeénit a tim jiz zadanou vlastnost dostat?

Protoze nechceme ztratit informaci v relaci obsazenou, nebudeme z ni chtit odebirat dvojice. V fadé aplikaci ale
nevadi, kdyz do relace néjaké dvojice pridame. Naptiklad pokud relace neni reflexivni, tak ji chybi néktera z dvojic
(a,a), coz vylozené vola po tom, abychom je doplnili.

Protoze nechceme ptivodni relaci pfilis ménit, snazime se pfidat co nejméné dvojic. Co tedy chceme? Mame-li
relaci R a vlastnost P, tak chceme najit relaci S, kterd v sobé zahrnuje R, splituje P a navic je to nejmensi relace,
ktera to umi. Jak se tento pozadavek vyjadii matematictinou? Existuje na to standardni postup.

Definice.

Uvazujme relaci R na mnoziné A. Je-li P néktera z vlastnosti relace, pak definujeme P-uzavér
relace R jako relaci S, ktera

(i) spliiuje R C S,

(ii) ma vlastnost P a

(iii) kdykoliv je T relace s vlastnosti P spliujici R C T, pak nutné S C 7.

Ne vSechny vlastnosti se daji ziskat pfes uzavér, naptiklad pro vytvoreni antisymetrické relace z néjaké R bychom
spi$ potfebovali z R prvky odebirat nez pfidavat. Antisymetricky uzavér bychom tedy sice definovat mohli, ale
pak bychom museli konstatovat, Ze obecné neexistuje. Soustfedime se tedy na uzavéry reflexivni, symetricky a
tranzitivni.

Méjme néjakou relaci R na A. Abychom zajistili reflexivitu, musime k ni pfidat vSechny mozné dvojice (a,a).
Pokud uz né&jaka v relaci je, tak tim nic nezkazime. Pfidavame sjednocenim, a vSechny mozné dvojice (a,a) pro
a € A jsme uz v minulé sekci shromazdili v diagonalni relaci A(A).

Symetrie: Pokud chceme mit jistotu, Ze pro kazdé (a,b) € R existuje v uzavéru i opacna dvojice (b, a), tak ji tam
prosté priddme. Opac¢né dvojice k tém z R uZ mame shroméazdény v inverzni relaci R ™1, takZe se pro symetricky
uzAaver nabizi kandidat R U R~!. Pak ovSem musime ovéfit symetrii pro tuto novou relaci, tedy budeme chtit
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piitomnost (b, a) nejen pro dvojice (a,b) € R, ale pro (a,b) z celé nové relace R UR L. Jak uvidime niZe, nebude
to problém.

Pii testovani tranzitivity bereme vSechny mozné dvojkroky (a,b), (b,c) € R. Potfebujeme zajistit, aby se v relaci
objevila dvojice (a,c), ale tu najdeme ve slozené relaci R o R = R?, ktera vznika pravé z takovychto dvojkrokii.
Ur¢ité tedy budeme pracovat s relaci S = R U R2. Mitize to byt hledany uzavér?

Jak testujeme tranzitivitu této relace? Vezmeme (a,b), (b,c) € S a ptame se, zda S obsahuje zkratku (a, ¢). Pokud
by (a,b) a (b, c) lezely v R, tak uréité (a,c) € S, tak jsme to zafidili. Jenze (a,b) ¢i (b, ¢) mohou byt jedny z téch
dvojic, které jsme nové doplnili z R?, a o téch potiebné véci nevime.

Napiiklad u relace R = {(1,2),(2,3),(3,4)} chybi zkratky (1,3) a (2,4), ale kdyz je doplnime, vznikne relace,
ve které lze uvazovat dvojkrok (1,3) a (3,4), jehoz zkratka (1,4) v doplnéné relaci zase chybi.

V dalsim kole bychom se tedy méli podivat na tyto nové vzniklé pary a doplnit pfislusné zkratky. Navazujici
ptvodni a novy par se najde jako prvek RoR? = R3, dva navazujici nové pary se najdou jako prvky R2oR? = R4,
takze i tyto musime pfidat. Tim ale mohly vzniknout nové pary atd. az do zblbnuti. Vysledny vzorec je nasnadé.
Pokud vam néco pfipomind, pfipomente si connectivity relation z prvni sekce.

Véta 4c.14.

Necht R je relace na mnoziné A.

(i) Jeji reflexivni uzavér (reflexive closure) je dan jako R U A(A).

(i) Jeji symetricky uzavér (symmetric closure) je dan jako R UR L.
oo

(iii) Jeji tranzitivni uzavér (transitive closure) je dan jako |J R™.
n=1

Rovnou si vS§imneme, ze ve vSech vzorcich pridavame dvojice k ptivodni relaci, takze prvni podminka z definice
uzavéru plati. Klicové tedy bude dokazat dalsi dvé podminky: Ze uvedené relace mé opravdu pozadovanou vlastnost
a ze to nejde s mensi relaci, tedy Ze jakmile mame néjakou ,nadrelaci“ dané R s vlastnosti P, tak uz je ta nase
v ni také.

Dukaz (pouc¢ny, drsny): (i): A(A) je reflexivni a A(A) C R U A(A), proto je podle véty 4c.8 reflexivni i ta
relace napravo.

Necht T je reflexivni relace spliujici R C 7. Coby reflexivni relace 7 obsahuje vSechny (a,a) pro a € A, takze
také A(A) C T a proto RUA(A) C 7. Ukazali jsme, ze R U A(A) je nejmensi reflexivni nadrelace R.

(ii): Relace R UR ! je symetricka, viz cvideni 4c.13.

Minimalita: Necht 7 je néjaka symetrickd relace, ktera obsahuje R. Obsahuje i R =17

Necht (a,b) € R™1. Pak (b,a) € R, proto i (b,a) € T. Ale T je symetrickd, proto i (a,b) € T. Ukazali jsme, ze
R~ CT,spolusRC ’Tto davi RUR L CT.

(iii): Ozna¢me R* = U R". Pak zjevné R = R' C R*.

Je R* tranzitivni? Predpokladejme ze (a,b) € R* a (b,c) € R*. Pak existuji m,n € N takové, ze (a,b) € R™

a (b,c) € R™. Podle lemma 4a.10 o fetizcich proto existuje fetizek ¢&,...,¢, délky m z a do b a existuje
fetizek ¢o,... ,Cn délky n z b do c. Protoze ¢, = b = ¢y, je mozné tyto retizky napojit. Definujeme ¢; = ¢; pro
t=0,..., mac; =¢-_mproi=m+1,... ,m+n. Je snadné ovéfit, ze pak co, ... ,Cnpyn tvoll fetizek délky
m +n z a do ¢ a proto (a,c) € R™T" C R*. R* tedy je tranzitivni.
Je R* minimélni relace s touto vlastnosti? Necht 7 je relace takova, ze R C T a T je tranzitivni. Dokézeme,
7e R* CT.
Uvazujme (a,b) € R*. Pak podle definice musi existovat n € N takové, ze (a,b) € R"™. Podle lemma 4a.10
pak musi existovat v relaci R fetizek {c;} délky n od a do n. Mame (¢;—1,¢;) € R, podle R C T tedy také
(ci—1,¢;) € T. To znamena, ze {c;} je Fetizek od a do b v T, kterd je tranzitivni, proto podle faktu 4b.2 plati
(a,b) € T.

U

Dalsi fakta o uzavérech najdete ve cvicenich, jednoduché priklady jsou ve cviceni 4c.11. Pro jeden uziteény uzavér
se muzete podivat na cviceni ba.14. Uzavér a také (pfekvapivé) antisymetrie hraji vyznamnou roli v kapitole 6,
viz 6a.7.

Cviceni
Cvi€eni 4c.1 (pou¢né): Dokazte:
a) Jestlize je R reflexivni relace na A a S relace z A do B, pak S CSoR.

b) Jestlize je R relace z A do B a S reflexivni relace na B, pak R C SoR.
c) Jestlize je R reflexivni relace na A, pak pro kazdé n € N plati R C R™.
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Cvi€eni 4c.2 (rutinni): Nechf R je relace na A. Dokazte nasledujici (viz véta 4c.5):

a) R je reflexivni pravé tehdy, kdyZ je R~! reflexivni.

b) R je symetrickd pravé tehdy, kdyz je R ™! symetricka.

c) R je antisymetrickd pravé tehdy, kdyz je R~ antisymetricka.

Pro kazdou implikaci pouzijte elementarni ptimy dikaz, doporucujeme verzi ,zavér jako cesta“.

Cviceni 4c.3 (rutinni): Nechf R je relace na mnoziné A, nechf S je restrikce R na néjakou B C A. Dokazte
nasledujici (viz véta 4c.7):

a) Jestlize je R reflexivni, pak je také S reflexivni.

b) Jestlize je R symetricka, pak je také S symetricka.

c) Jestlize je R antisymetrickd, pak je také S antisymetricka.

Cvi€eni 4c.4 (rutinni): Nechf R,S jsou relace na stejné mnoziné A, pficemz R C S. Dokazte nasledujici (viz
véta 4c.8):

a) Jestlize je R reflexivni, pak je také S reflexivni.

b) Jestlize je S antisymetrickd, pak je také R antisymetricka.

c¢) Vytvoite protipfiklady ukazujici, ze s vyjimkou (i) a (ii) se vlastnosti nemuseji pfenaset od R na S ¢ naopak.

Cviceni 4c.5 (rutinni, pouc¢né): Necht Ry, R2 jsou relace na A. Dokazte nésledujici (viz véta 4c.9):
a) Jestlize jsou Rq, Ro reflexivni, pak je také Ry N Ry reflexivni.

b) Jestlize jsou Ry, Ro reflexivni, pak je také Ry U Ro reflexivni.

c) Jestlize jsou R1, Ro symetrické, pak je také Rq N Ry symetricka.

d) Jestlize jsou R1, Ro symetrické, pak je také Rq U Ry symetricka.

e) Jestlize jsou R1, Ry antisymetrické, pak je také Ry N Ry antisymetricka.

f) Jestlize jsou R1, Ro tranzitivni, pak je také Ry N Ry tranzitivni.

g) Vytvoite protipiiklady ukazujici, Ze sjednoceni nemusi zachovavat antisymetrii a tranzitivitu. Viz nasledujici
cviceni.

Cviceni 4¢.6 (poucné): Necht R;, Ro jsou relace na A.

a) Kde se zadrhne dtikaz tvrzeni , Jestlize jsou R1, Ro tranzitivni, pak je také Ry U Ro tranzitivni“?
b) Kde se zadrhne dikaz tvrzeni ,Jestlize jsou R1, Ro tranzitivni, pak je také R \ Ry tranzitivni“?

Cviceni 4c.7 (poucné): Necht R je relace na A. Dokazte, ze jestlize je reflexivni, tak také R" je reflexivni pro
vsechna n € N.
Néapovéda: Komu se nechce do indukce, podiva se na cviceni 4c.1 a vétu 4c.8.

Cviceni 4c.8 (rutinni): Necht pro i = 1,... ,n je R; relace na mnoziné A;. Necht R je odpovidajici sou¢inova
relace na A = A; x --- x A,. Dokazte néasledujici:

a) Jestlize jsou vSechny R; symetrické, pak je také R symetricka.

b) Jestlize jsou vSechny R, antisymetrické, pak je také R antisymetricka.

c) Jestlize jsou vSechny R; tranzitivni, pak je také R tranzitivni.

Viz véta 4c.12

Cviceni 4c.9 (pouc¢né): Necht R je relace na mnoziné A.

a) Dokazte, z7e R o R a R o R~ jsou vzdy symetrické relace.

b) Dokazte, Ze jestlize pro kazdé a € A existuje n&jaké b € A takové, ze (a,b) € R, pak je R™! o R reflexivni
relace.

Najdéte piiklad, ze R o R™! nemusi byt reflexivni, i kdyz je ta podminka splnéna.

Cviceni 4c¢.10 (dobré): Necht R je relace na mnoziné A, ktera je reflexivni a tranzitivni. Definujme relaci S na A
piedpisem aSb pravé tehdy, jestlize aRb a bRa (rozmyslete si, ze S = RNR1).

Dokazte, ze pak relace S je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

Poznédmka: Timto zpiisobem lze z relace < vytvorit relaci = na ¢islech.

Cvi€eni 4c.11 (rutinni): Nésledujici relace jsou definovany na mnoziné A = {1,2,3,4}:

a) Doplite relaci Rq = {(1,1), (1,4),(2,1),(3,4)} co nejuspornéji tak, aby byla tranzitivni (jinymi slovy, ptidejte
k ni néjaké dalsi dvojice tak, aby vysledna relace byla tranzitivni, a pfitom se pridal nejmensi mozny pocet dvojic,
kterym lze tranzitivity dosdhnout, viz 4c.13 uzaveér relace).

b) Dopliite relaci R = {(1,4), (1, 3), (4,3),(2,2)} co nejuspornéji tak, aby byla symetricka a tranzitivni.

Cviceni 4c.12 (pou¢né, dobré): Necht R, S jsou relace na stejné mnoziné A. Predpokladejme Ze pro obé existuji
uzéaveéry vzhledem k jisté vlastnosti P, oznacme je R as. Dokazte, ze jestlize R C S, pak R CS.
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Cviéeni 4c.13 (poucné): Necht R je né&jaka relace na mnoziné A. Dokazte, ze R U R ™! je symetricka relace.

Cviceni 4c.14 (poucné): Nechf R je néjaka relace na mnoziné A. Dokazte nasledujici:

a) Pokud je R symetrickd, antisymetrickd ¢ tranzitivni, pak reflexivni uzavér musi mit stejnou vlastnost.

b) Pokud je R reflexivni, pak symetricky uzavér uzavér musi byt reflexivni.

Pokuste se dokazat, Ze se prendsi i tranzitivita, najdéte mozny zadrhel a na jeho zakladé vytvorte protipriklad.
c¢) Pokud je R reflexivni ¢ symetrickd, pak tranzitivni uzavér musi mit stejnou vlastnost.

Pokuste se dokazat, Ze se prenasi i antisymetrie, najdéte mozny zadrhel a na jeho zakladé vytvorte protipriklad.

Cviceni 4c.15 (pou¢né, dobré): Dokazte, Ze symetricky uzaveér reflexivniho uzavéru relace R je roven reflexivnimu
uzavéru symetrického uzavéru R.
Miize pomoci véta 4c.14.

Cviceni 4¢.16 (poucné, dobré): Dokazte, Ze tranzitivni uzavér symetrického uzavéru relace R obsahuje symetricky
uzaver tranzitivniho uzavéru R, ale nemusi se rovnat.
Mtize pomoci véta 4c.14.

Reseni:

4c.1: a) (a,b) € S. R reflex. — (a,a) € R — aRaSb, proto (a,b) € SoR.

b) (a,b) € R. S reflex. — (b,b) € S — aRbSH, proto (a,b) € SoR.

¢) MIL: (0) n = 1: Pak R? = R, proto R C R'. (1) n > 1: IP: R C R". Diky reflexivité R a b) také R C RoR" =
R+ proto R € R,

4c.2: a) Necht R reflexivni. Pro a € A pak (a,a) € R, proto po prohozeni prvki (a,a) € R™, R™1 je reflexivni.
Opaény smér: Necht R~! reflexivni. Pro a € A pak (a,a) € R™1, proto po prohozeni prvki (a,a) € R, R je
reflexivni.

b) Necht R je symetricka. Jestlize (a,b) € R™!, pak (b,a) € R, ze symetrie R pak (a,b) € R a tedy (b,a) € R™L.
R~ je symetricka.

Opaény smér: Necht R~ je symetrickd. Jestlize (a,b) € R, pak (b,a) € R™1, ze symetrie R™! pak (a,b) € R~}
a tedy (b,a) € R. R je symetricka.

c¢) Necht R je antisymetricka. Jestlize (a,b) € R™! a (b,a) € R}, pak (b,a) € R a (a,b) € R, z antisymetrie R
pak a = b. R™! je antisymetricka.

Opaény smér: Necht R™! je antisymetrickd. Jestlize (a,b) € R a (b,a) € R, pak (b,a) € R™! a (a,b) € R,
z antisymetrie R ! pak a = b. R je antisymetrick.

4c.3: a) Necht a € B. Pak a € A, proto (a,a) € R, a jelikoz také (a,a) € B x B, tak (a,a) € S.

b) Necht a,b € B jsou takové, ze (a,b) € S. Protoze S C R, pak (a,b) € R a ze symetrie R dostaneme (b,a) € R.
Ale také (b,a) € B x B, proto (b,a) € S.

c) Necht a,b € B jsou takové, ze (a,b) € S a (b,a) € S. Protoze S C R, pak (a,b) € R a (b,a) € R, z antisymetrie
‘R pak hned dostaneme a = b.

4c.4: a) a € A dle pfedp. (a,a) € R dle dalsiho (a,a) € S.

b) Necht (a,b) € R a (b,a) € R. Dle ptedp. pak (a,b) € S a (b,a) € S, dle dalsiho pfedp. a = b.

c) A={1,2,3}. R = {(1,1)} je symetricka, antisymetrickd a tranzitivni, nic z toho neplati

pro S ={(1,1),(1,2),(2,1),(1,3)} ackoliv R C S.

S = {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)} je reflexivni, symetrickd a tranzitivni, reflexivita a symetrie neplati pro
R ={(1,2)} a tranzitivita neplati pro R = {(1,2),(2,1)}, obé C S.

4c.5: a) Nechf a € A. R reflex tedy (a,a) € R1, Ro reflex tedy (a,a) € Ro, proto (a,a) € R1 N Ra.

b) Necht a € A. R reflex tedy (a,a) € R1 C R1 URs.

c) Necht (a,b) € R1 NRs. Pak (a,b) € R1 A (a,b) € Rs. Ze symetrie R1, Ro bude (b,a) € R1 a (b,a) € Ra, proto
(b,a) € Ry N Ra.

d) Necht (a,b) € R1 UR,. Pak (a,b) € Ry V (a,b) € Ra. Kdyby (a,b) € R4, pak ze symetrie Ry bude (b,a) €
R1 € R1URs. Kdyby (a,b) € R, pak ze symetrie Ry bude (b,a) € Ry € R1 UR2. Kazdopadné (b,a) € R1 URs.
e) Necht (a,b) € R1NR2 a (b,a) € R1 N'Ra. Pak (a,b) € Ry A (b,a) € R1, z antisymetrie Ry tedy a = b.
Poznamka: Dilkaz ukazuje, ze staci, aby jedna z R1, Ro byla antisymetrické, a uz je takovy i prinik.

f) Necht (a,b) € R1 NR2 a (b,c) € Ry NRa. Pak (a,b) € R1 A (b,c) € Ry, z tranzitivity R, tedy (a,c) € Ry.
Podobné (a,b) € Ra A (b,¢) € Ra, z tranzitivity Ro tedy (a,c) € Ra. Proto (a,c) € R1 N Ras.

g) R1={(1,2)}, R={(2,1)} na A ={1,2}. Obé jsou antisymetrické a tranzitivni, ale R; U R neni ani jedno.
Lze také vzit napriklad < a > na Z.
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4c.6: a) Necht a, b, c € A spliji (a,b) € RiUR2 a (b,¢) € R1UR,. Pak (a,b) € Ry nebo (a,b) € Ra, a (b,c) € Ry
nebo (b, ¢) € Ry. Abychom mohli pouzit tranzitivitu Ry ¢i Re, museli bychom néjak zajistit, aby obé dvojice byly
v R1 nebo obé v Rs. To ale nedokazeme, tim je také inspirovan protipiiklad.

b) Necht a,b,c € A spliuji (a,b) € R1\R2 a (b,c) € R1\Rs. Pak (a,b) € R1 a (b,¢c) € Rq, proto dle tranzitivity
Rii(a,c) € Ry. Jesté potiebujeme (a,c) ¢ Ra, ale to neumime zajistit. Vime jen, Ze (a,b) ¢ Ra a (b, ¢) ¢ Ra, to
ale nikterak nebrani (a,c) v tom, aby v Ro bylo. Zase je timto insprovan protipiiklad v diskusi po vété 4c.9.
4c.7: R reflexivni, proto podle cviceni 4c.1 plati R C R", proto podle véty 4c.8 je R"™ reflexivni.

Alternativa indukci: (0): n = 1: jestlize je R reflexivni, tak R! = R je reflexivni.

(1): n € N, predpoklad R"™ reflexivni. Podle véty 4c.10 je i R™ o R = R" ™! reflexivni.

4c.8: S: (a;)R(b;) — a;R;b; pro vSechna i. Protoze jsou vSechny R; symetrické, méame b;R;a; pro vSechna i,
tedy (b;)R(a;). A: (a;)R(b;) a (b;))R(a;) — Vi: a;R;b; a b;yR;a;. Protoze jsou vSechny R; antisymetrické, mame
a; = b; pro vSechna i, tedy (a;) = (b;). T: (a;)R(b;) a (b;)R(c;) — a;R;b; a b;R;c; pro vSechna i, z tranzitivit
R; tedy a;R;ic; pro vSechna i, proto (a;)R(c;).

4c.9: a) Pro R™! o R: Necht (a,b) € R™! o R. Pak 3z € A aby (a,z) € R a (z,b) € R™!. Odtud podle definice
inverzni relace (z,a) € R™1 A (b,z) € R — (b,z) € R a (z,a) € R, tedy (b,a) e R"* o R.

Diikaz pro R o R~! je obdobny.

b) Nechf a € A. Predpoklad 3b € A: (a,b) € R. Pak (b,a) € R™!, mame aRbR 'a, tedy (a,a) € R"1 o R.
Uvazujme R = {(1,2),(2,2)} na A = {1,2}. Pak R"1oR = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)} je reflexivni, ale RoR "1 =
{(2,2)} neni.

4c.10: R: Pro a € A je diky reflexivité R jak aRa, tak aRa (opa¢né pofadi), proto aSa.

S: Necht aSb. Pak podle definice aRb a aR~'b neboli bRa, proto také bRa a aRb neboli bR 'a a tedy bSa.

T: Necht aSb a bSc. Pak podle definice aRb a aR~!b neboli bRa a také bRc a bR~ c neboli ¢Ra. Jinymi slovy,
plati aRb a bRc, proto z tranzitivity R mame aRc, podobné i ¢Ra neboli aR !¢ a tedy aSc.

4c.11: a) Ry U{(2,4)}.

b) Tranzitivni uz je. Doplnime na symetrickou relaci: Ro U {(4,1),(3,1),(3,4)}. Tim se pokazila tranzitivita, tak
ji spravime: Ry U {(4,1),(3,1),(3,4),(1,1),(3,3),(4,4)}. Podle cviceni 4c.14 ¢) uz je i symetricka.

4c.12: R je nejmensi relace s vlastnosti P obsahujici R. Ale S ma také P a obsahuje R, proto z minimality R
méme R C S.

4c.13: Necht (a,b) € RUR™L. Pak (a,b) € RV (a,b) € R™!. KdyZ (a,b) € R, tak (b,a) € R~} C RUR™!. Kdyz
(a,b) € R71, tak (b,a) € R € RUR™!. Proto kazdopadné (b,a) € RUR™L.

4c.14: a) Reflexivni uzavér je S = R U A(A).

R symetricka: Necht (a,b) € S. Pokud (a,b) € A(A), pak a =ba (b,a) = (a,b) € S. Jinak (a,b) € R a ze symetrie
(b,a) e RCS.

R antisymetricka: Necht (a,b) € S a (b,a) € S. Pokud (a,b) € A(A) nebo (b,a) € A(A), pak a = b hotovo. Jinak
(a,b) € R a (b,a) € R a z antisymetrie a = b.

R trazitivni: Necht (a,b) € S a (b,c) € S. Pokud (a,b) € A(A), pak a = b a tedy (a,c) = (b,c) € S. Pokud
(b,c) € A(A), pak b = c a tedy (a,c) = (a,b) € S. Jinak (a,b) € R a (b,c) € R a z tranzitivity (a,c) € R C S.

b) Symetricky uzavér je S = RUR L.

R reflexivni: Necht a € A. Pak (a,a) € R C S.

R trazitivni: Necht (a,b) € S a (b,c) € S. Pokud (a,b) € R a (b,c) € R, pak lze pouzit tranzitivita. Pokud
(a,b) € R™1 a (b,c) € R™1, pak lze pouzit tranzitivita R ™1, kterd vyplyvd z tranzitivity R (véta 4c.5).

Ale co kdyZ (a,b) € R a (b,c) € R™! nebo naopak?

Protipifklad: A = {1,2}, R = {(1,2)}. Pak RUR ! = {(1,2),(2,1)}, k tranzitivits chybi (1,1) a (2,2).

¢) Tranzitivni uzavér je S = [JR". R reflexivni: a € A. Pak (a,a) e R=R! C S.

R symetrickéd: Podle véty 4c.11 jsou symetrické i mocniny R"™. Necht (a,b) € S. Pak 3n: (a,b) € R™, proto také
(bya) e R* C S.

R antisymetrickd: Necht (a,b) € S a (b,a) € S. Pak Im,n: (a,b) € R™ a (b,a) € R™. Odtud se neumime dostat
k (a,b) € R a (b,a) € R.

Protiptiklad: A = {1,2,3}, R = {(1,2),(2,3),(3,1)}. Pak (1,3) e R?C S, (3,1) e RC S.

4c.15: Uzavéry viz véta 4c.14: (AUR)U(AUR) ™! = AURUATTUR ™! = (AUATHU(RUR™Y) = AU(RUR™Y).
Vyuzila se véta 4a.7 a A(A)~1 = A(A).

4c.16: Je-li (a,b) v symetrickém uzavéru tranzitivniho, pak je (a,b) v tranzitivnim nebo (b, a) v tranzitivnim.
Proto existuje Tetizek néjaké délky z a do b v R, ten je pak i v symetrickém uzévéru R, nebo existuje fetizek z b
do a v R, pak otodenim fetizek z @ do b v R™!, tedy i v symetrickém uzavéru, kazdopadné existuje fetizek z a do
b v symetrickém uzévéru a proto (a,b) v tranzitivnim uzévéru symetrického.

R = {(1,2)} na A = {1,2}, tranzitivni uzavér symetrického je {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}, symetricky uzévér
tranzitivniho je {(1,2),(2,1)}.
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4d. Bonus: Dalsi vlastnosti relaci

Probrali jsme vlastnosti, které se pouzivaji nejcastéji, ale jsou i dalsi. Ukédzeme nékolik popularnéjsich.

Definice.
Necht R je relace na mnoziné A.
Rekneme, 7e R je antireflexivni ¢ ireflexivni (irreflexive), jestlize
pro vSechna a € A plati (a,a) ¢ R.
Rekneme, 7e R je asymetricka (asymetric), jestlize
pro vSechna a,b € A plati implikace (a,b) € R = (b,a) ¢ R.
Rekneme, 7e R je dichotomicka (dichotomic), jestlize
pro vSechna a,b € A plati (a,b) € RV (b,a) € R.
Rekneme, 7e R je trichotomicka (trichotomic), jestlize
pro vSechna a,b € A plati pravé jedna z moznosti (a,b) € R, (b,a) € R, a =b.
Rekneme, ze R je cirkularni (circular), jestlize
pro vSechna a, b, c € A plati implikace [(a,b) € R A (b,c) € R] = (c¢,a) € R.

Antireflexivni relace nejsou opakem reflexivnich, jsou opakem zahnanym do extrému. Na to, aby relace nebyla re-
flexivni, staci jedina chybéjici dvojice (a, a). Antireflexivita to bere od podlahy a rovnou zakéaze vSechny takovéto
dvojice. Typickym pfikladem je relace < na ¢islech. Nahodné vytvorena relace bude mit s vysokou pravdépodob-
nosti jen nékteré z dvojic (a,a), takze nebude ani reflexivni, ani antireflexivni.

Asymetrii néktefi autofi fikaji silnd antisymetrie. Protoze zakazuje obousmérné Sipky, tak jiz implikuje antisymetrii
(takze asymetrie je silnéjsi vlastnost nez antisymetrie). Déle se v§imnéte, ze pokud by existovalo (a,a) € R, tak
to uz porusi podminku asymetrie. Tato vlastnost tedy zakazuje smycky. Dostavame tak jeden smér v nasledujicim
faktu.

Fakt 4d.1.
Necht R je relace na mnoziné A. Je asymetricka pravé tehdy, pokud je antisymetrickd a antire-
flexivni.

Druhy smér vyplyne stejné snadno a zkuste si jej rozmyslet.
Mezi antisymetrii a asymetrii je zajimava souvislost, kterou vyjadiime v tvrzeni, které se nam bude hodit pozdé;ji.
Zkuste si pfi jeho ¢teni predstavovat nerovnosti < (antisymetrie) a < (asymetrie).

Fakt 4d.2.

Uvazujme relaci R na mnoziné A.

(i) Necht R je antisymetrickd. Definujme relaci S timto pfedpisem: aSb jestlize aRb ale a # b.
Pak je S asymetricka.

(ii) Nechf R je asymetrickd. Definujme relaci S timto predpisem: aSbh jestlize aRb nebo a = b.
Pak je S antisymetricka a reflexivni.

Formalné feceno, v (i) je S = R\ A(A), ve (ii) je S = R U A(A). Ditkaz nechavame jako cviceni 4d.1. Pro dalsi
detaily viz véta 6a.2.

Neékdy potfebujme relaci prinutit, aby vytvarela hodné spojeni. Konkrétni pozadavek zalezi na okolnostech, v de-
finici vidime dva mozné pristupy.

Dichotomie je vlastnost, ktera zaru¢i vzajemnou propojenost vSech prvkt mnoziny, ale neresi, jakym zpusobem,
hlavné aby tam néco bylo. Vsimnéte si, ze v podmince lze zvolit i a = b, takze dichotomie uz vynuti reflexivitu.
Dobrym prikladem je relace < na ¢islech.

I trichotomie vynucuje propojeni prvki, ale zaroven je zvédavé, jak se to déla. VSimnéte si, ze dvojice a, b spliiujici
a = b jiz spliiuje jednu z podminek, proto z té trojice nesmi platit nic dalstho neboli neplati aRa; triochoto-
mické relace jsou tedy antireflexivni. Také zakdzeme oboustranné Sipky mezi riznymi prvky, jde tedy o relaci
asymetrickou, proto i antisymetrickou. Typickym ptikladem je relace < na ¢islech.

Pro priklad relace, ktera neni dichotomicka ani trichotomické, staci vzit délitelnost na Z, pak ¢islaa=3ab=>5
nejsou spojena zadnou sipkou.

Neékteri autori maji jinou definici trichotomie, pouzivaji v definici obycejnou disjunkci, takze pfipoustéji, ze z téch
t¥1 moznosti plati i vice najednou. Je v tom trochu zmatek.

K poblematice vynucovani spojeni se vratime v kapitole 6b.
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Definice cirkularni relace vypada na prvni pohled jako tranzitivita, ale pfi blizSim pohledu vidime, Ze dvojkroky
se nemaji zkracovat, ale uzavirat do cyklid. Na ty narazime v kapitolach 5 a 6, viz naptiklad cviceni 5a.15.

Existuje samoziejmé mnohem vice roztodivnych vlastnosti, ale to uZ jsou specializované véci. Uvedme jednu
na ukazku: Relace R se nazyva hustéa, jestlize pro libovolné x, z spliujici 2Rz existuje néjaké y takové, ze s RyRz.
Treba relace < je hustd na Q ¢i R, ale na Z uz husta neni, protoze 13 < 14 a mezi nimi uz dalsi prvek neni.

4d.3 n-arni relace
Toto je jen rychly pohled, aby ¢tenadf védél, Ze neni tfeba koncéit u binarniho.

Definice.

Necht Ai,..., A, jsou mnoziny. Libovolnd podmnozina R C A; X --- X A, se nazyvi n-arni
relace na téchto mnoZinach.

Cislu n ¥ikédme stupen této relace ¢i jeji arita.

Consider sets Ay, ..., A,. By an n-ary relation on these sets we mean any subset of A; x --- X A,.
The number n is called the degree of this relation.

Takovéto relace ndm umoziiuji reprezentovat vztahy mezi vice objekty.

Piiklad 4d.a: Necht A je mnozina vSech studentt na fakulté, ddle B = {Bc,MSc,Ph.D.}, D = {1,2,3,4}. Pak
lze studentskou populaci popsat relaci R arity 3 definovanou takto: (a,b,c) € R pravé tehdy, jestize student a
studuje v programu b a je v ro¢niku c.

A

Jak ptiklad jemné naznacuje, tyto relace se pouzivaji pti praci s databidzemi. Volba vhodného modelu silné ovlivni,
jak rychle databaze reaguje na mozné pozadavky (a které je viibec schopna splnit). Jednim z pouzivanych modeli
je praveé rela¢ni model.

Toto pouziti pak inspiruje operace, které definujeme. Urcité budeme chtit operaci, kterd umozni vybirat dle
parametru, ¢imz vznikne podrelace (napiiklad z relace studenti chceme podrelaci, kterd zahrnuje jen studenty
programu BSc). Je mozno délat tzv. projekce, coz v zdsadé znamend, Ze z relace vynechdme nékterou slozku
(napriklad muzeme vytvorit relaci, kterd nezahrnuje program, jen ro¢nik), relace se daji spojovat a podobné. To
uz je ale spise téma pro kurs databézi.

Cviceni
Cviceni 4d.1: Uvazujme relaci R na mnoziné A. Dokazte nasledujici.
a) Jestlize je R antisymetrickd, tak je relace S = R\ A(A) asymetricka.

b) Jestlize je R asymetrickd, tak je relace S = R U A(A) antisymetricka.
Viz fakt 4d.2.

Cviceni 4d.2 (poucné, dobré): Necht R je relace na mnoziné A. Dokazte, ze jestlize je R antireflexivni a tranzi-
tivni, tak uz je asymetrickd (a proto i antisymetricka).
Napovéda: Dikaz sporem jde docela pékné.

Reseni:

Cviceni 4d.1: a) Uvazujme (a,b) € S. Sporem: Kdyby platilo (b,a) € S, pak diky S C R také (b,a) € R, také
(a,b) € R. Protoze A(A) NS = (), nemze byt a = b. Dvojice a, b je tedy protipiikladem na antireflexivitu R, coz
je spor s predpokladem.

b) Mé&jme a, b takové, ze (a,b) € S a (b,a) € S. Pokud (a,b) € A(A), tak a = b. Pokud (a, b) € R, pak dle asymetrie
(b,a) ¢ R, ale (b,a) € RUA(A). Proto nutné (b,a) € A(A) a tedy zase a = b. Antisymetrie S dokazana.

4d.2: Predpoklad: R je antisymetrické, tranzitivni a neni asymetrickd. Proto Ja,b € A tak, Ze aRb a bRa.
Tranzitivita pak dava aRa, coZ je ve sporu s antireflexivitou.

4e. Bonus: Reprezentace relaci maticemi
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Piiklad 4e.a (pokracovani 4a.c): Pfipomenme relaci
R ={(F.c),(F.e),(M,c),(M,d), (P,c),(P,d) }

z A={F,M,P,S} do B={c,d,e}.
Tato relace se da také zachytit tabulkou, napiiklad takto:

cestovani | diskrétka | elfStina
Frodo X X
Merry X X
Pippin X X
Sam

A

Tabulka ovSem neni matematicky objekt. Mize ndm ale jeden piipomenout: matici. Kdyz nahradime prazdné
pole nulami a kifizky jednickami a vynechame vysvétlujici fadek a sloupec, uz ji skoro mame. Abychom ovSem
informaci z takové matice uméli prevést zpét na informaci o dvojicich, musime mit pevné uréeno poradi prvku
v mnozinidch A a B.

Definice.
Necht A = {aj,as,...,a,} a B = {b1,ba,... by} jsou mnoziny. Pro relaci R z A do B
definujeme matici relace Mpr = (m”)?ﬁl predpisem
{ ]., (ai,bj) S R;
mij =
0, (ai, b]) ¢ R.

Piiklad 4e.b (pokracovani 4a.c):  Vratime se k nasi malé t¥idé. Pokud zachovame piirozené poradi studentt

1 0 1
A={F,M,P,S} apredméti B = {c,d, e}, pak se diskutovana relace zachyti matici Mg = i } 8
0 0 O

A

Je zjevné, ze kdyz mame relaci na mnoziné A (tedy z A do A), tak bude jeji matice ¢tvercova. V takovém pfipadé
je dobrym zvykem pouzivat stejné poradi prvka v A pro fadky i sloupce (ackoliv to definice nevyzaduje).
Vsimnéte si, ze hodnota prvku a;; je rovna logické hodnoté vyroku ,,(a;,b;) € R*. Je tedy vhodnéjsi nevidét tyto
matice jako ¢iselné, ale vnimat je jako logické.

Definice.
Jako Booleanovské matice budeme oznacovat matice, které maji pouze prvky 1 ¢i 0 a chapeme
je jako obvyklé logické hodnoty (true/false).

By a Boolean matrix we mean a matrix whose elements are only 1 or 0 and these are understood to represent
the usual logical values (true/false).

Neéktefi autofi takovymto maticim Fikaji ,,01-matice“ (zero-one matrix).

Matice si rozumeéji s operacemi, které jsme probrali.

Fakt 4e.1.

Necht A, B jsou koneéné mnoziny s pevné zvolenym poradim prvkia. Uvazujme relaci R z A
do B s reprezentujici matici Mz.

(i) Relace 72_1 je reprezentovana transponovanou matici Mp ™.

(i) Relace R je reprezentovand matici s prvky mg ;. =1 —mp ;.

Dukaz (rutinni): (i): Pfedpokladejme, Ze |A| = n a |B| = m, takZe Mz je matice n x m. Relace R™! jde z B
do A, proto bude mit jeji matice rozmér m X n, coz Mgz’ m4. Ted ukdZeme shodnost prvki matic.

Protoze matice Mz ! a Mgp-1 obsahuji pouze jednicky a nuly, tak staci dokdzat, ze se shoduji jednicky; nuly
pak budou automaticky také souhlasit. Takze:

mr-1,; =1 <= (bi,a;) € R™" < (a;,b;)) €ER <= mpji=1 < mp,; =1

Dukaz (ii) je snadny a nechame jej jako cvifeni 4e.2.
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Prvky matice Mz jsou vlastné logickymi negacemi prvki z matice My . Nabizi se zavést znaceni —M, coz by byla
operace, ktera zneguje vSechny prvky M. Neni to ale zvykem. Pro dalsi zakladni logické operace uz znaceni jsou.

Definice.

Necht M, N, P jsou Booleanovské matice typu n x m.

Rekneme, Ze P je join matic M a N, zna¢eno P = M V N, jestlize Dij = Myj V n;; pro vSechna
1,7.

Rekneme, Ze P je meet matic M a N, znaceno P = M A N, jestlize Dij = Myj An;; pro vSechna
i,7.

Neni tézké ukazat, ze se tyto operace jsou komutativni a asociativni a spojuje je distributivni zédkon:
e MVN=NVM, MAN=N A M,

e (MVN)VP=MV(NVP), ( MAN)AP=MA(NAP);

e MA(NVP)=(MAN)V(MAP), MV(NAP)=(MVN)AN(MVP).

Databazové systémy (tfeba SAP) mivaji tyto operace implementovany.

Fakt 4e.2.
Necht A, B jsou koneéné mnoziny. Necht R, R> jsou relace z A do B s maticemi M, M,. Pak
M; N My je matice relace R1 NRo a My V Ms je matice relace R U Ro.

Diikaz je velmi snadny. Zbyva ndm sklddani relaci, na to potfebujeme jesté jednu operaci.

Definice.

Necht M je Booleanovské matice typu m x k a N je Booleanovskd matice typu k x n. Definujeme
Booleanovsky soucin (Boolean product) téchto matic jako matici P = M ® N typu m xn
danou

Dij = (mil A nlj) V (mig A ’rlgj) V...V (mik A nkj).

Vsimnéte si, Ze je to vlastné stejny vzorec jako pro bézné maticové nasobeni, jen se misto nasobeni dala konjunkce
a misto sc¢itani disjunkce.

Véta 4e.3.
Necht A, B, C jsou koneéné mnoziny s pevné zvolenym pofadim prvki. Necht R je relace z A
do B s matici Mz a S je relace z B do C' s matici Ms. Pak Mz ® Mg je matice relace S o R.

Dukaz (z povinnosti): Predpoklddejme, ze A = {a1,...,an}, B = {b1,...,bx}, C = {c1,... ,cm}. Pak Mg
je matice n X k a Ms je matice k X m, proto mé smysl je nasobit v pofadi Mr ©® Ms. Dale médme mg ; = 1
jestlize a;Rb; a ms,; = 1 jestlize b;Sc;.
Ukéazeme, ze Msor = Mgr ® Mg. Protoze jde o Booleanovské matice, stac¢i ukazat, ze obé matice maji 1
na stejnych mistech.
Vezméme prvek m;; matice Mr © Ms. Tento prvek je 1 pravé tehdy, jestlize je

(mn,ﬂ AN msylj) vV (mRﬂQ A mS,Qj) V...V (mR,ik A m,s,k;j) =1.
Jde o logickou disjunkci mnoha ¢leni, ta je rovna jedné pravé tehdy, kdyz existuje | € {1,...,k} takové, ze
mp.i A ms,;; = 1. To je podle definice téchto matic pravé tehdy, pokud 3b; € B: (a;Rb; A b;Sc;). Toto zase

nastane pravé tehdy, pokud (a;,c;) € SoR, coz je pravé tehdy, pokud msor,i; = 1. Rovnost matic je dokazana.
d

Booleanovsky soucin je tedy ta spravna operace. Ma vSechny vlastnosti jako bézné maticové nasobeni:
e (MON)®OP=MO®o (NG P);

e MONAP)=(MON)A(MGP)aM®(NVP)=(MeN)V (Mo P);

e neni obecné komutativni.

10 0

. : : : . 0 1 0

Dokonce ma i jednotkovy prvek, jmenovité standardni jednotkovou n x n matici £, = | . . .
00 1

Plati tedy nasledujici:
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e Jestlize je M néjakd Booleanovska matice typu n x m, pak M © E,,, = E, © M = M.

Mimochodem, matice E,, je matice odpovidajici diagonélni relaci A(A) na libovolné n-prvkové mnoziné A.

D4 se také indukei zavést Booleanovskd mocnina matice predpisem MY = M a Mt = M © M pro n € N,
nacez dostaneme Mpn = Mg I,

7 pohledu matematiky tedy do sebe vSechno krasné zapadéa. Z pohledu praktického uz to tak Gzasné neni. Jeden
problém je v tom, ze zejména Booleanovsky soucin je vypocetné narocna operace, u matic n X n je potieba udélat
iadoveé n? logickych operaci.

Dalsi problém je v tom, ze takovyto zptsob ukladani relaci nemusi byt nejekonomictéjsi.

Piiklad 4e.c: Necht A je mnozina vSech soucasnjch Prazaki, Feknéme, Ze jich je 10%. Pro a,b € A definujeme
aRb jestlize je b (biologicky) rodi¢ a.
Pokud bychom chtéli tuto relaci uloZit v podobé& matice, potfebovali bychom schovat 10 x 106 = 10'2 dat. Ve
skutecnosti ale tato relace obsahuje nejvyse 2 x 10° dvojic, pravdépodobné i méné vzhledem k tomu, Ze u spousty
lidi jsou rodice mrtvi ¢i mimo Prahu.

A

Pokud m4 matice relativné malo jednicek, tak fekneme, Ze je ,fidka“. Ridké matice se objevuji v mnoha aplikacich
a obvykle pro né€ hleddme specializované néastroje, protoze ty standardni vychézeji vyrazné zbytecné pracné.
V piipadé relaci se nabizi ukladat je jinak, tfeba pomoci spojového seznamu. Tyto alternativni zptisoby zase mivaji
nevyhodu v tom, ze se u nich komplikovanéji implementuji rozlicné operace. Dalsi detaily nechdme odbornikim
na databaze.

Dalsim zajimavym napadem je rozpoznévat vlastnosti pomoci matice relace. Uz to téméf mame. Véta 4c.2 spojuje
vlastnosti relaci s mnozinovymi operacemi, ty jsou zase diky faktim 4e.1l a 4e.2 svazany s operacemi maticovymi.
Jediné, co z véty 4c.2 zatim neumime vyjadfit pomoci matic, je inkluze mezi relacemi. Zavedeme na to vhodny
pojem.

Definice.
Necht M, N jsou dvé matice n x m. Piseme M < N, jestlize m;; < n;; pro vSechna i =1,... ,n
aj=1... ,m.

Zde je tfeba upozornit, Ze jde o specidlni pojem pro matice relaci. Obecné se u matic nerovnost nezavadi, protoze
neni definice, ktera by dokézala rozumné spolupracovat s dalsimi pojmy, které se u matic pouzivaji. V nékterych
oborech si proto soukromné nerovnost udélaji tak, aby se jim hodila, jako my ted. Ukazeme, Ze jsme ji vymysleli
dobfe.

Fakt 4e.4.
Necht jsou R a R relace na stejné mnoziné A s maticemi M, a M. Pak Rq C R, pravé tehdy,
kdyi M1 S MQ.

Dtikaz nechavame jako cviceni 4e.3. Je zalozen na tom, ze kazdy prvek a né€jaké Ol-matice mé povoleny pouze
hodnoty 0 a 1, takze nerovnost 1 < a jiz nutné znamend a = 1, naopak a < 0 znamend a = 0.

Kombinaci vyse citovanych vét okamzité dostavame nasledujici:

Véta 4e.5.

Necht je R relace na né&jaké n-prvkové mnoziné A a necht je M jeji reprezentujici matice.
(i) R je reflexivni pravé tehdy, kdyz E,, < M.

(ii) R je symetrickd pravé tehdy, kdyz M je symetricka.

(iii) R je antisymetrickd pravé tehdy, kdyz M A MT < E.

(iv) R je tranzitivni pravé tehdy, kdyz M < M.

Dtikaz je opét snadny a nechame jej z vétsi ¢asti jako cvideni 4e.4, jen podotknéme jako napovédu, ze v ¢asti (i)
ta nerovnost nuti M mit na diagonale jednicky.

Prakticky vzato, reflexivitu a symetrii vidime z matice na prvni pohled. Reflexivita znamen4, ze matice musi mit 1
vSude na diagonéle, pro symetrii musi byt matice symetricka. U antisymetrie porovnavame dvojice ¢isel symetrické
podle diagonaly, nesmi byt obé zaroven 1. To jesté jde.

Tranzitivita: Jedna moznost je pouzit Booleanovsky souc¢in. Druh& moznost je vypsat si z matice vSechny nediago-
nalni jednicky jako dvojice v relaci a zkoumat tranzitivitu na nich. Ani jedno nezni pritazlivé pro rucni pocitani,
u vétsich relaci ten soucin dokaze poradné zaméstnat i pocitac.
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Cviceni
Cviceni 4e.1 (rutinni): Uvazujme relace na mnoziné A = {0,2,4,6} definované pro a,b € A takto:

a) aR4b jestlize a < b; b) aR2b jestlize a + 10 < 3b; c) aRsb jestlize a > 2b.
Kazdou z nich zapiste vypisem dvojic a najdéte pfislusnou matici.

Cviceni 4e.2 (rutinni): Uvazujme relaci R na mnoziné A s reprezentujici matici Mg . Dokazte, Ze relace R je
reprezentovand matici danou mz = 1—mp;j.
b

Cviceni 4e.3 (rutinni, poucné): Necht jsou R; a R relace na stejné mnoziné A s maticemi M; a Ms. Dokazte,
7e R1 C Ry pravé tehdy, kdyz M; < M, (viz fakt 4e.4).

Cviceni 4e.4 (rutinni, pou¢né): Necht je R relace na néjaké n-prvkové mnoziné A a necht je M jeji reprezentujici
matice. Dokazte nasledujici (viz véta 4e.5):

a) R je reflexivni pravé tehdy, kdyz F,, < M.

b) R je symetricka pravé tehdy, je-li M symetricka.

¢) R je tranzitivni pravé tehdy, kdyz M2 < M.

Reseni:

4e.1: Ra = {(07 2)7 (074)7 (076)7 (274)7 (276)7 (47 6)}7

Ry = {(0.4), (0,6), (2.6). (4,6). (6,6)},

Re = {(070)’ (270)’ (47 0)7 (47 2)7 (670)7 (672)}'
01 1 1 0 01 1 1 0 0 O
0 01 1 0 0 0 1 1 0 0 O

Mr. =19 0 o0 1)’MRb(o 00 1|'M={1 10 0]
0 0 0 O 0 0 0 1 1 1 00

de.2: mp =1 (ai,a;) € R < (a;,a;) ¢ R <= mg,; =0, obdobné mz ;=0 < mr; =1
4e.3: 1) Predpoklad R C R2. Kdyby mi1,; = 0, pak my;; < mg;;, nebot jde o 01-matice. Kdyby m; ;; = 1, pak
(ai,aj) € Ry, proto i (a;,a;) € Re a mg;; = 1, tedy kazdopadné my ;; < mag ;;.

2) Predpoklad My < Ms. Kdyz (a;,a;) € Rq, tak my;; = 1, z my;; < mo,; také mg;; = 1 (je to 0l-matice),
proto (a;,a;) € Ro. Dokdzano Ry C Ro.

4e.4: a) Pfedpoklad R je reflexivni. Pro i # j je e;; = 0, proto e;; < m;;. Pro i = j je (a;,a;) € R, proto m;; =1
a e;; < myj.

Piedpoklad E,, < M. Pro kazdé i je m;; > e;; = 1, tedy my; =1 a (a;,a;) € R.

b) Predpoklad R symetricka. Kdyz m,; = 1, pak (a;,a;) € R, proto (a;,a;) € R a m;; = 1, tedy m;; = mj;.
Kdyz m;; = 0, pak (a;,a;) ¢ R, proto (a;,a;) ¢ R a m;; =0, tedy kazdopadné m;; = m;.

Predpoklad M symetrickd. Kdyz (a;,a;) € R, tak m;; =1, pak m;; =1 a (a;,a;) € R.

c) Dle véty 4c.2 je R tranzitivni pravé tehdy, kdyz R? C R, coz je dle (i) prave tehdy, kdyz Mg2 < M, coz je dle
véty 4e.3 pravé tehdy, kdyz M2 < M.
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