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5. Specialni relace: Ekvivalence

Svét je plny informaci. Aby se s nimi nas mozek dokdzal vyrovnat, vétsinu doby ignoruje nepodstatné detaily
a vnima svét prostiednictvim kategorii. Kdyz potrebujeme zaplatit, jsou pro nas vsechny pétistovky stejné, nete-
$ime jejich individualitu. KdyZ se nékam potifebujeme dostat hromadnou, nastoupime do autobusu se spravnym
¢islem a nefeSime typ vozu ¢i dokonce poznavaci znacku. Vétsinu zvifat vnimame prostiednictvim druhu ¢i rasy
(slon, pavouk, pes vl¢ak). O tento zptisob t¥idéni do kategorii se stara specialni typ relace.

5a. Ekvivalence, rozklad mnoziny

Nemusime vymyslet novou vlastnost, vSe jej jiz pripraveno.

Definice.
Relace na mnoziné se nazyva ekvivalence, jestlize je reflexivni, symetricka a tranzitivni.

A relation on a set is called an equivalence relation if it is reflexive, symmetric and transitive.

Jestlize je relace R ekvivalence a aRb, pak fikame, Ze a a b jsou ekvivalentni, pficemz v tomto vyjadieni uz diky
symetrii na poradi onéch prvku nezalezi. Diky reflexivité vime, Ze kazdy prvek je ekvivalentni sdm sobé. Nékdy se
pro ekvivalenci dvou prvkd pouziva specialni znaceni a ~ b, ale nejde o univerzalni konvenci, tak ji tady nebudeme
pouzivat.

Vysledky z kapitoly 4 (zejména véta 4c.7, 4c.3, 4¢.9 a 4¢.12) ndm daji nasledujici:

Dusledek 5a.1.

(i) Jestlize je R relace ekvivalence na mnoziné A, pak je také jeji restrikce na libovolnou pod-
mnoZinu mnoziny A zase ekvivalence.

(i) Jestlize je R relace ekvivalence na mnoziné A, pak R~! = R a R™ = R pro libovolné n € N.
(iii) Jestlize jsou Ry, Ro relace ekvivalence na mnoziné A, pak je také Ry N Ry ekvivalence.
(iv) Necht pro ¢ = 1,...,n je R; relace ekvivalence na mnoziné A;. Pak je také piislusna
sou¢inova relace R na mnoziné A = A; x --- x A,, ekvivalence.

Bod (ii) je vlastné odpovédi na otézku, zda inverzni relace k ekvivalenci a mocnina ekvivalence jsou zase ekviva-
lence. Ano, dokonce stejna. Obecné ale neplati, Ze by slozeni dvou ekvivalenci zase dalo ekvivalenci. Jednoduchym
protipfikladem na mnoziné A = {1,2,3} jsou relace

R = {(17 1), (17 2),(2, 1)7 (27 2)7 (37 3)}7
S = {(17 1),(2,2),(2,3),(3,2), (3, 3)}
Pak (1,3) € SoR, ale (3,1) tam neni, takze S o R neni symetrickd a tedy ani ekvivalence.

Nejznaméjsi piiklad ekvivalence neboli relace s vlastnostmi RST je rovnost ¢isel, obecnéji relace A(A). Neni to
ale priklad nejlepsi, protoze jde o relaci velmi specifickou. Tou spravnou inspiraci je kapitola 2, protoze vétu 2a.5
ted lze shrnout do sdéleni, Ze kongruence je ekvivalence. Mnohé z myslenek dotycéné kapitoly zde brzy potkadme
v obecném havu.

Vysledky v sekci 4b ukazuji, ze ekvivalenci jsou napiiklad relace dand podminkou |z| = |y| na éislech, rovnosti
determinantu |A| = |B| pro matice ¢ rovnosti velikosti pro vektory. Kdyz si pfipomeneme, Ze jedno z vyjadieni
pro kongruenci je rovnost zbytkd po déleni, zac¢iname vidét spoleénou myslenku: porovnavame objekty pomoci
néjakého parametru neboli vlastnosti. Téch vlastnosti mtze byt i vic.

Priklad 5a.a: Uvazujme mnozZinu A studenti jisté univerzity. Z pohledu administrace je uZitecné znat u studenta
jeho obor (uni nabizi informaé¢ni technologie IT a elektrotechniku ET), etapu a ro¢nik. Tyto t¥i specifikace je mozné
spojit do jedné mnoziny vektoru
X = {IT,ET} x {BSc,MSc,PhD} x {1,2,3,4}.
Statut jistého studenta s = Filomatik je pak tieba (IT,BSc,1). Formalné bychom toto realizovali pomoci zobrazeni
T: A — X. Zobrazeni probereme v kapitole 8; pokud se s nimi ¢tenaf jesté nesetkal, tak at si predstavi funkci,
kterd neposila ¢isla na ¢isla, ale objekty na objekty. Popis doty¢ného studenta s bychom pak vyjadrili pfedpisem
T (Filomatik) = (IT,BSc,1).

Z pohledu administrace jsou pak studenti se stejnym 7'(s) rovnocenni a zaménitelni.
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Podobné kdyz dovezeme auto do servisu, tak pro technika neni unikdtnim strojem, ale ¢lenem skupiny sdilejici
shodnou specifikaci vyjadritelnou zobrazenim, naptiklad

T(a) = (Skoda,Fabie,Combi 75kW,2002).
A

Véta 5a.2.
Necht A, X jsou mnoziny a T: A — X zobrazeni. Definujme relaci R na A predpisem

aRb pravé tehdy, kdyz T'(a) = T'(b).

Pak R je ekvivalence.

Dtikaz je rutinni a nechame jej jako cviceni 5a.6.

Typicka ekvivalence vznika pravé takto, umoznuje nam napiiklad t¥idit knihy podle autora a podobné. Da se
dokonce ukézat, ze kazdou relaci, kterd je ekvivalence, lze vyjadiit pomoci schématu z véty 5a.2 pro vhodné
zvolené zobrazeni T' a mnozinu parametrid X, viz poznamka 5a.5. Je to tedy univerzalni schéma pro ekvivalence.
To ale neznamena, ze se do néj musime nutit, teorie to nevyzaduje a umoznuje nam pracovat i s jinymi schématy.
Uzitecné je tieba téma propojeni.

Priklad 5a.b: Necht A je mnozina aktivnich zastavek MHD v jisté zemi. Definujeme relaci R na A predpisem
aRb pravé tehdy, kdyz se d& z a do b dojet hromadnou dopravou.

Takova relace bude urcité reflexivni, protoze jsme v definici A pouzili slovo aktivni, diky ¢emuz mame na kazdé
zastavce do ¢eho nastoupit a hned zase vystoupit.

Je také tranzitivni, protoze jsme v definici nezakazali prestupy. Je tedy nase relace ekvivalence? Rozhodne to
symetrie. Jestlize umim dojet hromadnou z a do b, mlze se stat, ze bych z b do a dojet neumél? To je dobra
otézka; Clovék by to necekal, ale déji se i podivnéjsi véci. Budeme optimisticky predpokladat, ze tato relace je
ekvivalence, abychom méli pékny priklad.

JAN

Kdyz na Z zavedeme kongruenci modulo néjaké n € N, rozpadne se na skupiny. Totéz plati pro vSechny ekviva-
lence.

Definice.
Necht R je relace ekvivalence na mnoziné A. Pro a € A definujeme t¥idu ekvivalence prvku
a (equivalence class of a) vzhledem k R jako

[a]r = {b € A; aRb}.

Neéktefi autof misto [a]r pouzivaji znaceni Ra]. Pokud je relace jasné z kontextu, tak ¢asto piSeme jen [a].
Diky reflexivité vime, ze takova t¥ida neni nikdy prazdnd, protoZe a € [a]r. Zakladni vlastnosti t¥id ekvivalence
shrnuje nasledujici véta.

Véta 5a.3.

Necht R je relace ekvivalence na mnoziné A, necht a € A.

(i) Pro kazdé b, c € [a]r plati bRec.

(ii) Pro kazdé b € [a]|r a ¢ € A plati, Ze jestlize bRc, pak ¢ € [a]r.

(iii) Pro kazdé b € [a]gr: [a]r = [b]r-

(iv) Pro kazdé a,b € A plati: aRb pravé tehdy, kdyz [a]gr = [b]r.

(v) Pro vSechna a,b € A plati, ze bud [a]g = [b]r, nebo [a]g N [b]r = 0.

Pfi ¢teni (popfipadé vymysleni) dikazu se vyplati kreslit obrazky.

Dukaz (poucény): (i): Jestlize b, ¢ € [a]r, pak aRb a aRc. Podle symetrie také bRa, dvojkrok bRaRc pak podle

tranzitivity dava bRec.

(ii): Z pfedpokladu b € [a]g mame aRb, spolu s bRc a tranzitivitou dostaneme aRc, tedy ¢ € [a|r.

(iii): Piedp: b € [a]r. Vezméme libovolné ¢ € [b]r. Pak bRc a podle (ii) tedy ¢ € [a]r. Dokézali jsme [b]z C [a]r.
Necht naopak ¢ € [a]g. Také b € [a]r, podle (i) bRc a tedy ¢ € [b]r. Dokéazali jsme [a]r C [b]&.

(iv): Jestlize aRD, pak b € [a]r a proto podle (iii) mame [a]gr = [b]r. Necht naopak [a]g = [b]r. Pak b € [b]r =

[a]r, tedy b € [a]r a aRb pfimo podle definice [a]z.

5a.3, ba.b 168 5a.3, 5a.b
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(v): Vezméme néjaké a,b € A. Jestlize [a]g N [b]g = (), pak jsme hotovi. Jinak existuje ¢ € [a]g N [b]r. Podle
(iii) to pak znamena [a]g = [c|r = [b]r.
O

Tvrzeni (i) nam Fiké, Ze vSechny prvky jedné t¥idy ekvivalence jsou spolu navzdjem v relaci.

Tvrzeni (ii) ukazuje na jakousi amébovitost tiidy ekvivalence: ¢ehokoliv se dotkne, to pohlti. Kdyz jeden prvek
dotycné tiidy natdhne panozku ven a dotkne se néjakého c, tak jej vtahne dovniti tiidy; takové c uz je pak podle
(i) v relaci se vSemi ostatnimi ¢leny tfidy.

Tvrzeni (iii) ukazuje, Ze z dané t¥idy je mozné zvolit libovolného jiného zastupce, coz uz také zname od kongru-
ence. (iv) zase Fiké, ze prislusnost ke stejné t¥idé je spolehlivym indikatorem toho, kdo je s kym v relaci.

Tvrzeni (v) pak dokresluje obrazek: Mnozina A se rozpada na tfidy ekvivalence, coZ jsou navzajem oddélené
skupiny, pficemz v kazdé z nich je podle (i) kazdy s kazdym propojen.

Protoze jsou ekvivalence specifické, byva zvykem kreslit jejich grafy jinak. Cilem je zjednoduseni obrazku bez
ztraty informace. Proto se nekresli smycky, stejné vime, Ze tam jsou. Namisto obousmérnych Sipek (jiné nejsou)
pak kreslime jednoduchou spojnici. Vznika tak neorientovany graf, viz kapitola 12.

Priklad 5a.c: V teorii ¢isel se pocet riznych prvociselnych déliteld ¢isla n znaci w(n), napfiklad w(12) = 2,
protoze prvocisla 2 a 3 déli 12. Dvandactku déli i jina ¢isla, ale to nejsou prvocisla (ani 1 neni).

Uvazujme nésledujici relaci R na mnoziné A = {28,29, 30, 31, 32,33, 34, 35}: aRb jestlize a, b maji stejny pocet
riznych prvociselnych déliteld, tedy w(a) = w(b). Podle véty 5a.2 je to ekvivalence.

Nejprve pro vSechna ¢isla z A uréime hodnotu parametru w, abychom vidéli, které prvky jsou se kterymi v relaci,
pak to zakreslime do zjednoduseného grafu, jak jsme to diskutovali vyse.

w(28) =w(2?-7) =2, w(32) = w(2%) =1, 31 30 29
w(29) =1, w(33) = w(3-11) =2,
wB0)=w(2-3-5)=3, w34 =w(2 17)=2,
w(31) = 1, w(35) = w(5-7) = 2. 40 43
Tridy ekvivalence jsou [28]r = {28,33,34,35} = [33]r = [3 ] = [35]r, [29]r = {29,31,32} = [31]r = [32]r
a A[?)O]R = {30}.

Graf pékné ukazuje, jak se mnozina A rozdéli na jednotlivé t¥idy ekvivalence. Pokud bychom si nakreslili graf
pro relaci z pfikladu 5a.b, tak bychom vidéli jednotlivd mésta (¢i skupiny mést, pokud sdili MHD) coby tfidy
ekvivalence.

Rozdélovani mnozin na mensi ¢asti se nékdy hodi a je na to specidlni pojem.

! Definice.

Uvazujme mnozinu A. Jejim rozkladem rozumime libovolny soubor P neprazdnych podmnozin

mnoziny A takovy, ze A= |J M a pro vsechna M # N € P jsou M, N disjunktni.
MeP

Consider a set A. By its partition we mean an arbitrary collection P of non-empty subsets of A such that

A= |J M and M, N are disjoint for all M # N € P.
MeP

Podminka o disjunktnosti se ¢asto vyjadiuje pomoci obmény: pro vSechna M, N € P ma platit:
MNN#() = M=N.

Tato forma je Casto vyhodnéjsi pro pouziti napriklad v dikazech.
Poznamenejme, Ze na velikost P se v této definici nekladou zadné naroky, klidné mize byt nekonecna.

Piiklad 5a.d: V piikladé ba.c jsme zjistili, Ze mnozina A = {28,29,30, 31, 32,33, 34,35} ma tfidy ekvivalence
{28,33,34,35}, {29,31,32} a {30}. Tyto mnoziny jsou po dvou disjunktni a dohromady daji celou A, takze
vytvareji rozklad P = {{28, 33,34, 35}, {29, 31, 32}, {30} } mnoziny A.

Tento rozklad je mozné napsat jako P = {[a]r; a € A}. Pak se tam naptiklad mnozina {29, 31, 32} ocitne t¥ikrat,
ale disjunktnost mnozin v P vyzadovanou pro rozklad to neohrozi, protoze v mnozinich se vicenasobné vyskyty

prvku berou jako jeden prvek. V definici rozkladu to oSetfujeme tou podminkou M # N u disjunktnosti.
A

Véta ba.3 ndm vlastné tika, ze t¥idy ekvivalence vytvareji rozklad. Funguje to i naopak, kazdy rozklad mnoziny
je dan néjakou ekvivalenci.

5a.4, ba.d 169 5a.4, 5a.d
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Véta 5a.4.

Necht A je mnozina.

(i) Jestlize je R ekvivalence na A, pak {[a|r }aca je rozklad mnoziny A.

(ii) Jestlize je P rozklad mnoziny A, pak existuje relace ekvivalence R na A takova, ze P jsou
presné tfidy ekvivalence vzhledem k R.

Dukaz (z povinnosti, ale pou¢na myslenka): (i): Podle definice [a]g C A pro vSechna a a tedy i | [a]r C A.
a€A
Naopak pro kazdé a € A mame a € [a|g a proto A C |J [a]r. Takze A = | [a]r.
a€cA acA
Disjunktnost tfid viz véta 5a.3 (v).

(ii): Definujme relaci R na A takto: aRb pravé tehdy, kdyz existuje M € P takové, ze a,b € M.

Jinymi slovy, prohlasime, ze vSechny prvky z jedné mnoziny rozkladu jsou navzajem v relaci, ale zadné jiné
dvojice uz nevytvorime.
1) Nejprve ukdzeme, Ze R je ekvivalence.

R: Jestlize a € A, pak z A = |J M musi existovat M € P takové, ze a € M. Pak a € M a také a € M, tedy
MeP
aRa. Relace R je reflexivni.

S: Jestlize aRb, pak a,b € M pro néjakou mnozinu M € P. Pak ovSem také b,a € M a bRa. R je symetricka.
T: Pfedpokladejme, ze aRb a bRc. Pak podle definice R existuje mnozina M € P takova, ze a,b € M, a existuje
mnozina N € P (zatim musime pfipustit moznost, Ze jind) takova, ze b,c € N. Mame prvek b € M N N, tedy
M N N # (). Protoze je P rozklad, musi tedy platit M = N. Proto a,c € M a tedy aRec. R je tranzitivni.

2) Ted ukazeme, ze mnoziny z rozkladu odpovidaji tfiddm ekvivalence R.

Vezméme tfidu rozkladu [a|r. Pak existuje M € P takovd, ze a € M. Pro v8echny b € M pak podle definice
aRb, tedy b € [a]r. Dokazali jsme, ze M C [a]r. Naopak jestlize b € [a|r, pak aRbD, proto a,b € N pro né&jakou
mnozinu N € P. Prvek a lezi v M i v N, proto M = N, tudiz b € M. Ukazali jsme, Ze [a]g C M. Kazda ttida
ekvivalence je tedy rovna néjaké mnoziné z rozkladu. Formalné, {[a|r }aenr C P.

Naopak vezméme M € P a libovolny prvek a € M (jsou to neprazdné mnoziny dle definice rozkladu). Pak
podle predchoziho odstavce M = [a]r. Toto ukazuje, Ze P C {[a]r }acn, takZe se tyto dvé mnoziny rovnaji.

O

7 praktického pohledu tedy relace ekvivalence piedstavuje jeden z moznych pohledd na situaci, kdy mnozinu
rozparcelujeme na kousky.

Priklad 5a.e: Jak vypada situace pro ekvivalenci danou rovnosti na R? Pro libovolné x € R plati [z]g = {z},

jsou to tedy nejmensi mozné tiidy ekvivalence. Vznikd tim rozklad R = |J {z}, coZ jen potvrzuje, Ze tato
z€R
ekvivalence je nuda.

tfidy ekvivalence
[zlr ={y € R; 2Ry} = {y € R; [a] = [y[} = {=z, -2},
coz je v pfipadé = = 0 jednoprvkovd mnozina, [0]g = {0}, jinak jsou dvouprvkové.
V odpovidajicim rozkladu P = {[z|r; x € R} plytvame, protoze (s jednou vyjimkou) jsou tam vSechny mnoziny

vz

dvakrat. Efektivnéjsi je napsat rozklad napiiklad jako P = {[z]r; = € R,z > 0}, coz odpovida vyjadieni

R = U {z,—z}.

z>0
A

Poznamka: Na kazdé viceprvkové mnoziné A muze existovat vice ekvivalenci. Nejmensi z nich je diagonalni
relace A(A), ktera je ekvivalenci a diky pozadavku reflexivity je zaroven podmnozinou libovolné jiné ekvivalence
na A. Vznikne rozklad A na jednotlivé prvky coby podmnoziny A, kazdy z nich je v relaci jen se sebou a nikym
jinym.

Na opac¢ném konci $kily je uplna relace R = A x A, kdy je kazdy prvek s kazdym v relaci. I to je ekvivalence
a obsahuje v sobé kazZdou jinou ekvivalenci na A, ostatné podle definice vSechny relace na A jsou jeji podmnoZzinou.
V této ekvivalenci existuje jen jedna trida ekvivalence, jmenovité celd mnozina A.

Rozklady A = |J {a} a A = A jsou trividlni. Pokud ma A alespon t¥i prvky, pak existuji i dalsi rozklady
a€cA
této mnoziny, tedy existuji dalsi mozné ekvivalence, které jsou jakoby mezi onémi dvéma extrémy. Mizeme si
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je predstavovat tak, ze vezmeme rozklad {4;} mnoziny A a na kazdé podmnoziné A; uvazujeme tplnou relaci
A; x A;, ty pak sjednotime.
JAN

P¥iklad 5a.f: Uvazujme relaci na R? definovanou (u,v)R(z,y) pravé tehdy, kdyz u? + v? = 22 + y2. Vlastné se
porovnavé parametr vektoru 7T'(u,v) = u? + v%, takZe podle véty 5a.2 je R ekvivalence (viz cviceni 4b.7). Protoze

W =22+ = V2 +02 =22+ 2,
tak vlastné porovnavame vektory podle jejich délky ||(u,v)|| = Vu? + v2.
Pro dany vektor je tedy jeho tfida ekvivalence rovna mnoziné vsech vektort stejné délky, ty vytvarejl v roviné
kruznici:
[(u,0)]= = {(2,y) € R [[(z,9)]| = [I(u, v)]}-
Tato ekvivalence tak rozklada rovinu na soustfedné kruznice se stredem v pocatku. Tuto definici snadno zobecnime
pro R™, tfeba tfirozmérny prostor se pak rozlozi na soustfedné sféry.

A

Priklad 5a.g: Uvazujme mnozinu A vSech pfimek v roviné a definujme na nich relaci pRq pravé tehdy, kdyz
p || ¢- Snadno ovéfime, Ze jde o ekvivalenci, viz cviceni 4b.11.

Jak vypada tiida ekvivalence pro p danou rovnici y = 2z + 137 Rovnobézné piimky musi mit stejnou smérnici,
proto

ly=22x+13|g ={y=22+0b; bR}

Tato myslenka bude aplikovatelna na skoro vSechny piimky, s jednou vyjimkou, a to jsou svislé primky:
[t =13|r = {x =¢; c€ R}.
I tato relace je tedy typem porovnavéani podle parametru, v tomto pripadé sméru piimky.
Pokud bychom chtéli z kazdé tiidy vybrat presné jednoho zastupce néjak planovité, nabizi se tfeba primka

prochéazejici poc¢atkem. Mame pak efektivni rozklad mnoziny vSech pfimek

P ={[zx=0]g} U{[y = ax]|r; a € R}.
A

Priklad 5a.h: Definujme néasledujici relaci na R: xRy pravé tehdy, pokud y — x € Z.

Byva dobré si novou relaci nejprve trochu vyzkouset, mame tieba 1R4 nebot 4 — 1 € Z, 1R7, ale i TR1 ¢ TR7,
zajimavéjsi je 0.76R14.76, 396.76R0.76 ale i 0.76R(—1.24), nebot (—1.24) — 0.76 = —2 € Z.

Je to ekvivalence, viz cviceni 4b.6.

Jak vypadaji tfidy ekvivalence? Podle definice mame tieba pro m € R:

Mr ={yeR; 7Ry} ={yeR;y—neZ}={yeR;, InecZ:y—nm=n}={r+n; necZ}.
Ttida ekvivalence 7 je tedy na realné ose vidét jako nekoneény nahrdelnik tecek vzdalenych od sebe o 1, pficemz
jedna z nich je v 7. Obecné (s pomoci uziteéného znaceni)
[zl ={z+n; nel}=x+1Z,
coz je kopie mnoziny Z posunuta o = doprava. Napfiklad [13]g = Z.

V odpovidajicim rozkladu P = {[z|r; = € R} se tentokrate kazd4 tiida vyskytuje dokonce nekoneéné mnohokrat,
napiiklad [0]g = [1]g = [-1]g = -+ = Z. Je mozné vybrat z kazdé tiidy pravé jednoho zastupce tak, aby pomoci
nich vznikl rozklad bez opakovani mnozin a vysledni zastupci tvofili néco ,,pékného*“?

Nabizi se P = {[z]r; 0 <z < 1}. Je to opravdu rozklad?

Za prvé, vezmeme-li libovolné y € R, tak urcité existuje x € (0,1) a n € Z takové, ze y = n + z (toto by mélo
byt jasné, = je desetinnd ¢ast y a n = |y]). Pak y € [z]g. Toto ukazuje, ze |J [z]r =R.

0<z<1

Mohli bychom jesté néjakou mnozinu z tohoto rozkladu odebrat? Ukazeme, Ze ne, protoze pro = # y € (0,1) uz
plati [x]g # [y]r. Dokazeme to nepfimo, tedy pfes obménu (rovnosti se zpracovavaji lépe nez nerovnosti): Kdyby
[z]r = [ylr, pak xRy, coz znadi y — x € Z. JenZe zaroven z,y € (0,1), coz znamend |z — y| < 1. Situace, kdy
lx —y| <1ay—x€Z, je mozné jediné pro x = y.

Pro z,y € (0,1) jsme dokazali, Ze [z]g = [yJr = x =y, tudiz plati i obména = # y = [z]r # [y|r-

7 dtikazu je jasné, ze podobné muzeme jako mnozinu indexd vzit libovolny polouzavieny interval délky 1 a zase
dostaneme rozklad mnoziny, ktery uz nelze dale zmensit. Jsou samoziejmé i jiné moznosti, tfeba (0, 1)U (3,2) by
fungovalo, jdou vymyslet i $ilené€j$i mnoziny indext.

5a.4, ba.h 171 5a.4, ba.h
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Jedna $fourava otézka nakonec: Slo by ty zastupce vybirat tak, aby v kazdém intervalu typu (n,n + 1) pro
n € Z byl jen jeden? Takze pro jednu t¥idu bychom vybrali zastupce z (0, 1), pro dalsi zastupce z (1, 2), pro dalsi
z (—1,0), pro dalsi z (2,3) atd. Odpovéd zni, Ze to mozné neni, na odtivodnéni ale budeme potiebovat znalosti
z kapitoly . Kazda tfida [a|r je totiZz spoletnd, ale R spocetna neni, tudiz je nespocetné mnoho riznych ti¥id
ekvivalence v rozkladu. Intervald typu (n,n + 1) je ale jen spocetné mnoho, coz nesta¢i na nutné zastupce.

A

Piiklad 5a.i: Uvazujme mnoZinu A neprazdnych koneénych fetézci nad anglickou abecedou (,slova“, podrobnéji
viz ptiklad 7c.h), zvolme pevné néjaké n € N. Definujeme relaci R na A pro slova «, § predpisem aR 3 bud jestlize
jsou obé slova kratsi nez n znakd a jsou stejné, nebo jestlize maji obé slova alespon n znaki a na prvnich n znacich
se shoduji.

Jak to funguje prakticky? Zvolme napiiklad n = 3. Pak mame deRde a zadné jiné slovo uz s ,,de“ ekvivalentni
neni, protoze ,de“ je kratsi nez 3. Ale s delSim fetézcem ,pec” jsou ekvivalentni tfeba ,pec”, ,pecka“, ,pecen“,
,pecxyzabcdefghij“ a nekone¢né mnoho dalSich.

Je snadné ale pracné ovéfit, ze jde o ekvivalenci, protoze se vzdy musi rozebirat ob&é moznosti z definice. Ukazme
to nejdelsi, tranzitivivtu:

Méjme R a BR~. Pfipad 1: « je kratsi nez n. Podle definice pak aR S nuti byt 5 také kratsi nez n a platnost
a = (. Protoze je 8 kratsi nez n a SR+, tak i v musi byt kratsi nez n a 8 = . TakZe o = v jsou obé kratsi nez
n, tedy aR~vy. Pfipad 2: a méa alespon délku n, se rozebere obdobné.

Méme tedy ekvivalenci. VySe jsme si vlastné rozmysleli, ze [de]g = {de}, zatimco [pec|r jsou vSechny koneéné
fetézce, které zac¢inaji ,,pec”.

Tento ptiklad neni umeéle vymyslen, jazyk C dovoloval libovolnou délku nézvu proménnych, ale pfi rozliSovani
pouzival jen nékolik prvnich pismen. Tato ekvivalence tedy vystihuje, které proménné byly povazovany za stejné.
Mnozina tiid ekvivalence pak udava, které rtizné proménné byly k dispozici.

A

5a.5 Poznamka: VysSe jsme naznadili, Ze kazdou ekvivalenci lze interpretovat jako porovnavani prvka podle
néjakého parametru. Neni tézké to dokazat. Podle véty 5a.3 (iv) se totiz existence vztahu aRb da jednoznacéné
urcit pomoci shodnosti tiid ekvivalence, coz se da interpretovat jako parametr daného prvku.

Formalné: Uvazujme néjakou ekvivalenci R na mnoziné A. Ozna¢me X = {[a]z} a definujme T'(a) = [a]r. Pak
T je zobrazeni z A do X a plati aRb pravé tehdy, kdyz T'(a) = T'(b), coz je pFesné ono univerzalni schéma.
vytvoreny, protoze je nam to intuitivné zpristupni.

A

V sekci 4¢.13 jsme definovali uzavér relace vici zadané vlastnosti. Lze to aplikovat i na vlastnost byti ekvivalenci,
¢imz vznikne pojem ekvivalentniho uzavéru. Neni tfeba vymyslet nové vysledky, staci recyklovat znalosti prislusné
kapitoly. Na fadu véci ovSsem prijdeme intuitivné i bez nich.

Priklad 5a.j: Hledame relaci R na mnoziné A = {1,2,3,13, 14,23}, kterd by zahrnovala vztahy 1R2, 1R3,
13R23 a byla by to ekvivalence, ptficemz chceme nejmensi takovouto relaci.
Jinak Teceno, hleddme ekvivalentni uzavér relace {(1,2),(1,3),(13,23)} na A.

Ekvivalence ma byt reflexivni, proto nutné musime doplnit vSechny dvojice 3 2 3 2
7 d 7 . 7’ v v . O O O_O
typu (a,a). Ma byt také symetrickd, takze nelze nepfidat dvojice (2,1), (3,1) \\ \\
a (23,13). Tim jsme dostali prvni obrazek (jako obvykle pro zjednoduseni ne- 130\ ol 130\ ol
kreslime smycky a obousmérnou orientaci Sipek). o o Do
Ted je tfeba doplnit hrany tak, aby vznikla relace tranzitivni, tedy je tfeba 14 23 14 23

uzaviit vSechny nedokoncené trojuhelniky. Takovy je tam jen jeden. Je dobré si
rozmyslet, Zze jsme timto doplnénim neporusili symetrii.
Dostaneme tak
R ={(1,1),(2,2),(3,3),(13,13), (14, 14),(23,23),(1,2),(2,1),(1, 3),(3,1), (13, 23), (23,13), (2, 3),(3,2) }.
Tridy ekvivalence jsou [1]r = [2]r = [3]r = {1, 2,3}, [13]r = [23|r = {13,23}, [14]r = {14}.
Poznamenejme, ze kdybychom nejprve doplnovali na tranzitivitu a pak na symetrii, tak zkazime tranzitivitu

a musime se k ni vratit. Viz cviceni 4c.16 a 5a.14.
A

O ekvivalencich a rozkladech se toho samozrejmé d4 fict vice, pro par zajimavych napadi doporucujeme cvicent,
napriklad 5a.13.
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Cviceni
Cviceni 5a.1 (rutinni): Rozhodnéte, kterd z nasledujicich relaci na mnoziné A lidi je ekvivalence, odpovéd
zdivodnéte:
a) aRb znamend, ze a,b se nékdy potkali;

b) aRb znamend, Ze a,b maji spole¢ného znamého;
¢) aRb znameni, Ze a,b maji stejnou nejoblibenéjsi knihu (zde predpoklidejte, ze kazdy ma jen jednu takovou).

Cviceni 5a.2 (rutinni): Na mnoziné A = {1,2,3,4,5,6} uvazujte nasledujici relaci: aRb jestlize maji slovni
vyjadieni pro a a b stejny pocet pismen.

Vime, Ze je to ekvivalence (cvi¢eni 4b.12). Vypiste prvky této relace a nakreslete jeji zjednoduseny graf. Pro
v8echny prvky urcete jejich t¥idy ekvivalence a najdéte odpovidajici rozklad mnoziny.

Cviceni 5a.3 (rutinni, pouéné): Ve cviceni se vlastné ukazalo, ze nésledujici relace na Z jsou ekvivalence:
a) aRb jestlize |a| = |bl;

b) aRb jestlize a — b = 2k pro néjaké k € Z.

Pro kazdou z téchto relaci najdéte [13]z a poté popiste obecné, jak t¥idy ekvivalence vypadaji.

Cviceni 5a.4 (rutinni, pouc¢né): Rozhodnéte, které z nasledujicich relaci na Z x Z jsou ekvivalence. Pro ty, které
jsou, najdéte [(1,2)]r

a) (u,v)R(x,y) jestlize u+v =z + y; c) (u,v)R(z,y) jestlize u —v =y — z;

b) (u,v)R(z,y) jestlize u —v =x — y; d) (u,v)R(z,y) jestlize uy = zv.

Cviceni 5a.5 (dobré, pou¢né): Uvazujme mnozinu A vSech zobrazeni ze Z do Z. Které z nasledujicich relaci jsou
ekvivalence? Pro ty, které jsou, urcete tfidy ekvivalence.

a) {(T,S); T(1)=S(1)}; d) {(T,S5); T(n) — S(n) =1 pro vSechna n € Z};
b) {(T,S); T(0) = S(0) nebo T'(1) = S(1)}; e) {(T,S); IC € ZVn € Z: T(n) — S(n) = C}
c) {(T,5); T(0) = 5(0) a T(1) = S(1)}; B {(T,5); T(1) = 5(0) a T(0) = S(1)}.

Cviceni 5a.6 (pou¢né): Necht 7: A — X je zobrazeni. Definujme relaci na A piedpisem aRb pravé tehdy, kdyz
T(a) = T(b). Dokazte, Ze je to ekvivalence, a urcete jeji t¥idy ekvivalence.
Viz véta ba.2.

Cviceni 5a.7 (pou¢né): Ve cviceni 4b.10 se ukazalo, ze nasledujici relace R na mnoziné P[z] vSech realnych
polynomi jsou ekvivalence. Urcete, jak pro n€ vypadaji t¥idy ekvivalence.

a) pRq pravé tehdy kdyz p a ¢ maji stejny stuperi;

b) pRq pravé tehdy kdyz p a ¢ maji stejné realné kofeny véetné nasobnosti;

c) pRq pravé tehdy, kdyz maji p a ¢ stejné komplexni kofeny (coz zahrnuje i redlné) véetné nasobnosti.

Cviceni 5a.8 (rutinni): Uvazujte nasledujici relace definované na mnoziné vsech (koneénych) binarnich Fetézcti.
Pro kazdou z nich dokazte, Ze je ekvivalence, a urcete, jak vypadaji [1001]z a [0]%.

a) aRb jestlize fetézce a, b maji stejny pocet jednicek;

b) aRb jestlize Fetézce a,b maji stejnou paritu vyskytu jedni¢ek (oboji sudy pocet nebo oboji lichy pocet).

Cviceni 5a.9 (rutinni): Ktery z nasledujicich soubort podmnozin mnoziny A = {1,2,3,4,5,6,7} je jejim roz-
kladem? Nakreslete pak graf odpovidajici ekvivalence.

a) S = {{17275}7{677}7{3}}; b) S = {{1,2,5},{6, 7},{3,4}}; C) S = {{1,2,4, 5}7{677}7{374}}'

Cviceni 5a.10 (rutinni, pou¢né): Ktery z nasledujicich soubort je rozkladem mnoziny vSech koneénych bindrnich
Fetézcu?

a) Retézce zacinajici 00, fetézce zacinajici 01, fetézce zacinajici 11, fetézce zacinajici 10;

b) Retézce zaéinajici 00, fetézce zacinajici 1;

c) Retézce obsahujici 00, fetézce obsahujici 01, fetézce obsahujici 11, fetézce obsahujici 10;

d) Retézce zaéinajici 00, fetézce zacinajici 01, fetézce zacinajici 1.

Cviceni 5a.11 (rutinni, pou¢né): Ktery z nasledujicich soubori podmnozin je rozkladem mnoziny Z x Z?

a) mnozina paru (z,y) takovych, Ze x nebo y je liché; mnozina paru (x,y) takovych, ze x je sudé; mnozina part
(z,y) takovych, ze y je sudé;

b) mnozina para (z,y) takovych, Ze x nebo y je liché; mnozina para (z,y) takovych, Ze x a y jsou sudé;

¢) mnozina paru (z,y) takovych, ze zy > 0; mnozina paru (x,y) takovych, ze zy < 0.

Cvicéeni 5a.12 @ouéné): Dokazte: Jsou-li R1,Ro relace ekvivalence na téze mnoziné A, pak Ri N Ro je také
ekvivalence, ale R1 ani R \ Ry nejsou nikdy ekvivalence.
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Cviéeni 5a.13 (pouc¢né, dobré): Necht Py, Py jsou dva rozklady téze mnoziny A. Rekneme, ze P, je zjemnéni
(refinement) rozkladu Py, jestlize kazda mnozina z Ps je podmnozinou néjaké mnoziny z P;.

Intuitivné, Py vzniklo tak, ze se déle rozdélily néjaké mnoziny z P;.

Dokazte nasledujici: Necht R1,Ro jsou relace ekvivalence na mnoziné A. Pak Ro C R; pravé tehdy, kdyz je
rozklad {[a]r,} zjemnénim rozkladu {[a]r, }.

Intuitivné: Cim vic dvojic v relaci ekvivalence, tim vétsi tiidy—ano, to zni logicky.

Cviceni 5a.14 (pou¢né, dobré): Jestlize udélame tranzitivni uzavér symetrického uzavéru reflexivniho uzévéru
relace, dostaneme nutné ekvivalenci?

Cvigeni 5a.15 (pou¢né, dobré): Nechf R je relace na mnoziné A. Rekneme, 7e je cirkularni (circular), jestlize
pro kazdé a,b,c € A plati: Jestlize aRb a bRc, pak cRa.
Dokazte: Relace R je ekvivalence pravé tehdy, kdyzZ je reflexivni a cirkularni.

Reseni:

5a.1: a) Neni tranzitivni, a potkal b, b potkal ¢ nemusi znamenat a potkal c¢. b) Neni tranzitivni.
c) Je ekvivalence. Ozna¢me k(a) nejoblibenéjsi knihu a. R: k(a) = k(a) — aRa.

S: aRb — k(a) = k(b) — k(b) = k(a) — bRa.

T: aRb A ORc — k(a) = k(b) AN k(b) = k(c) — k(a) = k(c) — aRe.

5a.2: Je praktické zavést funkci p(n) znacici pocet pismen v ¢isle n.

Pak p(1) =5, p(2) =3, p( ) = 3 p( ) =5, p( ) =3, p(6 ) = 4. Odtud snadno 30—02
[1}73—[]73—{14}[} [] [5] —{235},[]73—{6}'
P = {{1,4},{2,3,5}, {6}}. e of

5a.3: a) [13|gr = {a €Z; 13Ra} ={a € Z:|13| = |a|} ={—13,13}; [n]r = {n, —n}.

b) [13]r ={a €Z; 13Ra} ={a€Z; Ik€Z:13—-b=2k} ={acZ; Ik €Z: b—13 =2k}
—{a€Z Fkelb=13+2k} = {1342k k€ Z}; [n]r = {n+2k; k € Z}.

5a.4: a) Je to ekvivalence. R: (u,v)R(u,v) <= u+ v = u+ v plati vzdy.

S: (u,v)R(z,y) —mu+v=x+y —z+y=u+v— (z,y)R(u,v).

T: (u,v)R(z,y) A (z,y)R(r,s) —u+v=z+yAc+y=r+s—ut+v=r+s— (u,v)R(r,s).
[(1,2)]r = {(, y)EZ2 (L2R(z,y)} ={(z,y) € Z* 1+ 2=z +y} = {(x,y) € 2% y=3 -z}
={(k,3—k); ke Z}.

b)

Je to ekvivalence. R: (u,v)R(u,v) <= u —v =u — v vzdy pravda.
S: (u,v)R(z,y) —mu—v=x—y—zx—y=u—v— (z,y)R(u,v).
T: (u,v)R(z,y) A (x,y)R(r,s) —mu—v=z—yAzx—y=r—s—u—v=r—3s— (u,v)R(r,s).
(12 = {(r,9) € 2% (L)R(x.y)} = {(x.y) € 2% 1 -2 =2 -y} = {(w.y) € 2% y =1 +a)

={(k,k+1); ke Z}.
c) R: (u,v)R(u,v) <= u —v = v — u neni vzdy pravda.
Protipfiklad: neplati (1,2)R(1,2), protoze neplati 1 — 2 = 2 — 1. Neni to ekvivalence.
Neplati ani T, ale S ano.
d) R: (u,v)R(u,v) <= wv = uv vidy pravda.
S: (u,v)R(x,y) — uy = 2v — zv = uy — (z,y)R(u,v), ano.
T: (u,v)R(z,y) A (z,y)R(r,s) — uy = xv Axs =ry. Z prvni y = ° do druhé
rs =72 — us =rv — (u,v)R(r, s). Ale co kdyz u = 0?7 Rozbor situace, podezfeni, neni tranzitivni!
Protipfiklad: (1,1)R(0,0), (0,0)R(2,1), ale (1,1)R(2, 1) neplati.
Neni ekvivalence.
5a.5: a) Ano. R: T(1) =T(1). S: T(1) =S(1) — S1)=T(1). T: T(1) = S(1) AS1) =U(1) — T(1) = U(1).
Déano zobrazeni T'. Pak [T|gr = {S € A; S(1) =T(1)}, jsou to vSechna zobrazeni Z +— Z, jejichz grafy se protinaji
s grafem T pro x = 1.
b) Neni T; staci zvolit T tak, aby T(0) =1 a T'(1) = 3, S tak aby S(0) =1 (pak (7,S) € R) a S(1) =2 a U tak,
aby U(0) =5a U(1) =2 (pak (S,U) € R), ale neplati (T,U) € R.
c¢) Ano, diikaz podobné jako (i). Dano zobrazeni 7. Pak
[Tlr ={S € A; S(0)=T(0)AS(1) =T(1)}, jsou to vSechna zobrazeni Z — Z, jejichz grafy se protinaji s grafem
Tprox=0ax=1.
d) Neni R ani S ani T.
e) Ano. R: Pro T' € A zvolime C' =0, pak T'(n) —T(n) =0 Vn € Z a tedy TRT.
S:TRS — T(n)—S(n)=C — S(n)—T(n)=-CVneZ — SRT.
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T: [TRSASRU| — [T(n) — S(n) =C1 AS(n) —U(n) = C3]Vn € Z.

Secteme: T'(n) =U(n) =Cy +Cy = C — TRU.

Pro dané zobrazeni T je [T|g = {S € A; S =T+ C pro jisté C € Z} neboli jde vSechna zobrazeni Z — Z, jejichz
grafy jsou celo¢iselnymi posuny grafu 7" nahoru ¢i dola.

f) Neni R ani T.

5a.6: R: T'(a) =T(a) — aRa; S: aRb — T'(a) = T(b) — T'(b) = T'(a) — bRa;

T: aROAVRc — T(a) =T(b) ANT(b) =T(c) — T(a) =T(c) — aRg;

[alJr ={b€ A; aRb} ={bc A; T(b) =T(a)} =T T(a)].

5a.7: a) [p|r jsou vSechny polynomy stejného stupné jako p, [plr = {q; deg(q) = deg(p)}.

b) [p]r jsou vSechny polynomy, které maji stejné realné koreny vcetné nasobnosti. Znamena to, Ze oba maji
v kofenovém rozkladu stejné linearni faktory, ale mohou se lisit v téch kvadratickych. D4 se Fict, Ze [p|r obsahuje
vSechny polynomy, které mohou vzniknout jako p%, kde r1,7r2 jsou nenulové polynomy bez redlnjch koiend.
Napiiklad [z — 13]z bude mimo jiné obsahovat polynomy z — 13, 2z — 26, (x — 13)(z? + 1) atd.

¢) [p(z)]r jsou vSechny polynomy, které maji stejné (realné i komplexni) kofeny véetné nasobnosti. To ale znamena,
Ze maji stejné kotenové faktory (x — A\) v rozkladu, mohou se tedy lisit jen konstantou ptfed kofenovymi faktory.
Zavér: Jde o nenulové(!) nasobky p, [plr = {a-p; a € R\{0}}.

5a.8: a) Zavedte si j(r) jako pocet jednicek v Fetézci r, pak aRb <= j(a) = j(b) a dikaz je stejny jako tfeba ve
cviceni 5a.2.

[1001]% jsou vSechny Fetézce s pfesné dvéma jedni¢kami. [0]r jsou vSechny Fetézce bez jednicek.

b) Zavedte j(a) jako pocet jednicek, pak aRb <= j(a) — j(b) = 2k pro k € Z, je to kombinace cvifeni 5a.2 a
cviéeni 5a.3 b).

[1001]% jsou vSechny Fetézce se sudym poctem jednicek, ditto [0]x.

5a.9: a) Ne, chybi 4. 3
b) Ano viz obrazek. 40//0\
y o1
c) Ne, prekryv, {1,2,4,5} N {3,4} # 0. S
5 o—°;
6

5a.10: a) Ano. b) Ne, chybi fetéce zacinajici 01. ¢) Ne, mnoziny se piekryvaji, tieba fetézec 001 je v prvnich dvou.
d) Ano.

5a.11: a) Ne, tifeba par (suda, lichd) je v prvni i druhé mnoziné. b) Ano, kazdy par nékam patfi, zddny neni
v obou. ¢) Ne, nepokryva pary, ve kterych je nula.

5a.12: Priunik: viz fakt 4c.9.

Necht a € A. Pak (a,a) € Ry, proto (a,a) ¢ R1, tedy R neni reflexivni, tudiz ani ekvivalence.

Necht a € A. Pak (a,a) € Ry a (a,a) € Rq, proto (a,a) ¢ R1\ Ra, tedy R1 \ Ro neni reflexivni, tudiz ani
ekvivalence.

5a.13: =: Necht Ry C R4. Tvrdime, ze vidy [a]r, C [a]r,: b € [a]r, — aR2b — aR1b — b € [a]R, .

<=: Nechf je {[a]r,} zjemnéni {[a]r, }. Necht aRsb. Pak b € [a|r,. Diky pfedpokladu o zjemnéni musi existovat
mnozina z {[a]r, } takovd, ze [a|r, je jeji podmnozZinou, tedy existuje ¢ € A takové, ze [a]r, C [c|r,. Pak tedy i
a,b € [c]r, a proto aRqb.

5a.14: Ano. Vznikne tak ekvivalentni uzavér. Pozor, na potradi zalezi, viz ptiklad 5a.j a cviceni 4c.16.

5a.15: Ekvivalence je reflexivni. Je cirkularni? Necht aRbRec. Z tranzitivity aRe, pak ze symetrie cRa.

Necht je R reflexivni a cirkularni. Symetrie: Necht aRb. Z reflexivity i bRb, proto cirkularita davé bRa. Tranzitivita:
Necht aRbRe. Cirkularita d& ¢Ra, symetrie pak aRec.

5b. Zajimavé ekvivalence

V kapitole 2 jsme predstavili kongruenci modulo n a nakonec jsme dospéli k prostoru Z,,, ktery jsme v sekci 2¢
interpretovali jako mnozinu zbytkovych tfid. Pomoci operaci pro cela ¢isla jsme tam zavedli operace pro zbytkové
tridy.

Tento pristup se v matematice objevuje ¢astéji a ¢tenaf uz se s nim urcité nékolikrat setkal. Proto se matematiktim
vyplaci zavést pro mnozinu zbytkovych tiid specidlni nazev.

Definice.
Necht R je relace ekvivalence na mnoziné A. Mnoziné {[a]r; a € A} fikdme faktorova mno-
zina podle ekvivalence R a zna¢ime ji A/R.

Nyni se podivame na nékolik znamych prikladi ekvivalenci.
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5b.1 Zlomky

Ctenaf dédvno zna mnozinu Q raciondlnich ¢isel a mozna mu ani neptislo zvlastni, Ze se totéz racionalni ¢islo da
zapsat mnoha rtznymi zptsoby. Je za tim ale schovano docela dost matematické prace.

Zlomek je vlastné specialni symbol pro uchovani dvou ¢isel, z nichZ druhé nesmi byt nula. Pro uchovani takové
informace béZzné pouzivame vektory, takZze neni problém provizorné vytvorit mnozinu zlomkt neboli ,fractions®

F=7x (Z\{0}) = {(p,q); p.q € ZAq#0}.
Pro prvky této mnoziny zavedeme zakladni operace:
(p:q) + (u,v) = (pv + ug, qv),
(P, q) - (u,v) = (pu, qv).
Rutinni ditkkazy potvrdi, ze tyto operace splituji vSechna pravidla, ktera ocekédvame, viz kapitola 19 a cviceni 5b.1.
Z historickych a praktickych divodi se pro vektory (p, q) pouziva strucénéjsi znacka g, ktera ted neznaci délent,

ale je to obrazek zvany zlomek zastupujici jisty vektor. Operace se pak zapiSou znamjm zptisobem
p u_ pv+tug

i _l’_ — _—
q v qu
P u _ pu
g v qu
Podobné jako v kapitole 2 pak zavedeme opacény a inverzni zlomek a snadno ovérime, ze <_§) = —7]) a pro zlomky

s p # 0 zase (Ié)_1 =4,

Tim vznikne svét zlomkt, ale nikoliv racionélni ¢isla, protoze tyto zlomky zatim nemaji pfifazenou hodnotu a
také je neumime ztotoznovat. To napravime pomoci relace.
Chceme, aby se zlomky Py % rovnaly, pokud reprezentuji stejnou kvantitu. Geometricky, % reprezentuje délku,

kterou ziskdme rozdélenim tsecky dlouhé p jednotek na ¢ dila (podle znamének pak vybereme orientaci). Délka
jednoho dilku pak je (ve svété redlnych ¢isel) podil p + ¢. Pokud ma toto byt stejné jako délka reprezentovand
zlomkem %, pak to znamena rovnost podili p+q = u-+v. My ale preferujeme nedélit, proto to pfepiseme do podoby

soudinu.

Definice.
Definujeme relaci ~ na mnoziné F predpisem P
q

% pravé tehdy, kdyz pv = ug.

Napiiklad 3 ~ 2, protoze 1-6 =2- 3.
Shodou okolnosti jsme pfesné tuto relaci vySetfovali na Z2? v piikladé 5a.4 a ukazalo se, Ze neni tranzitivni.

Ovsem protipfiklad potfeboval mit v = 0, coz pro F neni mozné. Relace ~ je tedy ekvivalence.

Ttida ekvivalence {Q} konkrétniho zlomku je pak mnozina vSech zlomk, které reprezentuji stejnou (oriento-

vanou) délku, coz jsme presné potiebovali.

Definice.
Definujeme racionalni ¢isla Q jako mnozinu vSech t¥id ekvivalence ~ na F.

p. =P, =P
—q q
zastupce % splinujiciho v > 0, coz se nékdy hodi.

Snadno ukazeme, Ze

~

~ —Lq To prakticky znamena, ze pro kazdou tfidu [g] je mozné vybrat

Ve skutecnosti tedy pfi praci s racionalnimi ¢isly nepocitame s jednotlivymi zlomky, ale se zastupci t¥id.
Podobné jako v sekci 2¢c muzeme pro racionalni ¢isla neboli ti¥idy zlomkt definovat operace:

G GI=l el

G = 5)

Stejné jako v doty¢né kapitole je pak tfeba ukézat, Ze vysledky téchto operaci nezavisi na tom, jaké zastupce trid
vybereme, viz cvic¢eni 5b.2.
Vime, Ze pfi vypoc¢tu muzeme zlomky nahrazovat volné jinymi dle uréitych pravidel (napfiklad kracenim).
Odpovida to nasi zkuSenosti z kapitoly 2, Ze si miizeme pfi praci zastupce t¥id vybirat podle libosti ¢i potieby.
Je pak také potfeba pro jednotlivé tiidy definovat absolutni hodnotu (velikost) a porovnavani <, < atd. (viz
poznamka v piikladu 6a.4), coz je spiSe dlouhé nez obtizné.
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5b.2 Primitivni funkce

Tradi¢nim tvodnim matematickym predmeétem na vysoké skole je kalkulus neboli analyza. Tam se student
seznami s pojmem primitivni funkce, ktery je vcelku jednoduchy: Je to funkce spliiujici urcity pozadavek. Napiiklad
22 + 13 je primitivni funkce k 22 na R, totéZ plati tfeba o 22 + 23. Objevuje se tam ale také pojem neuréitého
integralu, ktery je formalné méné jasny. Co minime zapisem [ 2z dx = x?+C? UkaZme jednu moZnou interpretaci.

Zvolme otevreny interval I a uvazujme mnozinu A vSech realnych funkci definovanych a diferencovatelnych na 1.
Na této mnoziné zavedeme relaci:

FRG pravé tehdy, kdyz F' = G'.
Snadno ukazeme, Ze je to ekvivalence (cviceni 5b.3).

Kdyz k néjaké funkci f najdeme jednu jeji primitivni funkci F, tak tfida ekvivalence [F]r obsahuje vSechny
primitivni funkee k f. Kdykoliv pracujeme se symbolem | f dz, tak vlastné pracujeme s touto tfidou ekvivalence.
Jsou situace (napiiklad pfi integraci per partes nebo pfi vypoc¢tu urcitého integralu), kdy potfebujeme néjakou
primitivni funkci a vybirdme si dle libosti, coz zase odpovida nasi zkuSenosti s ekvivalencemi, ze ve vhodnych
aplikacich na konkrétni volbé zastupce tfidy nezalezi.

5b.3 Geometrické vektory

V geometrii si vektor predstavujeme jako Sipky v roviné ¢i prostoru. Existuji dva thly pohledu.

Takzvané vazané vektory maji zacatek a konec. Mame-li dva body A, B, tak z A do B vede vektor 4 = 1@
Tato predstava je uzite¢na napiiklad ve fyzice, protize tieba u sil je dilezita nejen velikost a smér, ale 1 pisobisté.

Na druhou stranu jsme zvykli vektory volné posouvat (tfeba kdyz je s¢itdme) a typicky je zapisujeme dvojici ¢i
trojici soufadnic, tedy stejné jako body, nikoliv jako dvojici bodi. V tom piipadé jde o takzvané volné vektory.

Souvislost mezi nimi je jednoduchd, pokud umime relace. Prohlasime, ze dva vazené vektory jsou spolu v relaci,
pokud dokazeme ten druhy ziskat posunem prvniho (nesmime jej otacet ¢i deformovat). Lze také pouzit specifikaci,
ze dva vazané vektory jsou v relaci, pokud maji stejnou délku a smér.

Snadno se ukaze, ze tato relace je ekvivalence na mnoziné vSech vazanych vektort v prostoru, ve kterém pracujeme
(2D, 3D, ... ). Jeji tiidy ekvivalence jsou pak volné vektory. Kdyz pracujeme s konkrétnim volnym vektorem,
tedy s konkrétni tfidou ekvivalence, tak si v mnoha situacich mtzeme vybrat, ktery vazany vektor z dotycné t¥idy
pouzijeme.

Cviceni
Cviceni 5b.1: Uvazujme operace definované vzorci £ + = p”;T“q al.u="u
a) Dokazte, Ze jsou komutativni (tedy na potadi nezalezi).
b) Dokazte, ze pro obé operace existuje prvek identity, konkrétné ze § + % = % a g . % = %
oy , . v p P u U

Cviceni 5b.2: Uvazujme o v E F.

Ste. ve jestlive 2 ~ £ g ¥ ~ U pyu, P4 U P uw P U
Dokazte,zejestllzeqNQaUNv,pakq+v~Q+Vaq R R

To ukazuje, Ze definice operaci pro tfidy je korektni (vysledek nezalezi na volbé zastupce).

Cviceni 5b.3: Uvazujme mnozinu A vSech funkci definovanych a diferencovatelnych na jistém otevieném intervalu
I. Relace R na A je definovéna takto: FRG préavé tehdy, kdyz F’ = G'.
Dokazte, ze je to ekvivalence.

Cviceni 5b.4 (pou¢né): Necht R je relace na mnoziné vsech trojihelnikii v roviné definovana takto: aRb jestlize
lze trojuhelnik a ziskat z trojuhelnika b posunem, rotaci, zrcadlenim ¢i kombinaci nékolika téchto transformaci.
Dokazte, ze je to relace ekvivalence.

Poznamka: Toto ndam umozni redukovat vSechny trojuhelniky v roviné jen na informaci o jejich délkach stran
a thlech.

Cvi€eni 5b.5 (pou¢né): Uvazujme Sachovnici 2 x 2, necht A je mnozina vSech moznych obarveni poli této
Sachovnice bilou a ¢ernou (rozumi se tim, ze kazdé pole je vybarveno pravé jednou z téchto dvou barev). Definujeme
relaci R na A predpisem: aRb jestliZe lze obarveni b ziskat z obarveni a rotaci ¢i zrcadlenim Sachovnice ¢i kombinaci
nékolika téchto transformaci. (Zpfestiujici poznamka: pfipousti se jen takové rotace a zrcadleni, aby byla zase
Sachovnice jako celek v zakladni pozici, ¢ili rotace o nasobky pravého thlu a zrcadleni okolo os soumérnosti
sachovnice). Dokazte, ze jde o relaci ekvivalence, a najdéte mnozinu néjakych obarveni tak, aby byla nejmensi
mozZnou mnozinou zastupci t¥id ekvivalence.
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Reseni
. P u _ pyvtuq __ uqtpyv _ u P P, u__pu__up _u p
5b'1'a())q+f+; qu *1vq Tv—i_qq v o oqu  wg v ¢
b)B_i_l:pqlq—%g-T:q—:E
5b.2: Predpoklad dava pQQ = Pq a uV = Uw.
Vime: §+ ~ = pv;;uq g + % = PVQ+VUQ. Pomoci predpokladu (pv+uq)(QV) = pQuV +uVqQ = PquV +UvqQ =
(PV 4+ QU)qu, tedy & ; PVQ+VUQ.
Vime: g 2= Z—Z, g % . Pomoci pfedpokladu (pu)(QV) = pQuV = PqUv = (PU)(qv), tedy Z—Z ~ g—g.

5b.3: R: ano; F' € A — F’ = F — FRF. S: ano; FRG — F' = G — G' = F/ — GRF. T: ano;
[FRGANGRH| — [F'=G'NG'=H'| — F'=H — FRH.

5b.4: R: trojuhelnik ziskdme z néj samého zadnou transformaci.

S: ziskali jsme b z a pomoci transformaci, tak je udélame pozpatku a naopak a dostaneme z b to a.

T: z a ziskdme transformacemi b, z toho pak transformacemi ¢, spojime transformace v jeden retizek transformaci,
pak dostavame z a transformacemi c.

5b.5: Ekvivalence: Podobné predchozimu.

Mnozina: viz pét obarveni napravo, ostatni z nich dostaneme ale jedno z dru- |[b|b|[c|b ‘ cle ‘ clbllcle
hého ne. bbbb\bb\bccb
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