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6. Specialni relace: Usporadani

Vztahy mohou mit podobu hierarchie. Napfiklad pfedméty vyucované na univerzité mohou mit prerekvizity,
¢imz vznikaji omezeni na to, v jakém poradi je mozné je zapsat. Podobné ve vyrobé existuji omezeni na to,
v jakém poradi je mozno vykonavat jednotlivé tkony. Jinym a nazornym pfikladem hierarchie byvaji organizacni
pavouky ve firmach. Takové vztahy zachycuje specialni typ relace.

6a. Castecna usporadani

Jako velmi uziteénd se pri praci s hierarchiemi ukazala kombinace vlastnosti RAT.

! | Definice.
Necht R je relace na mnoziné A. Rekneme, ze R je asteéné uspoiadani, jestlize je reflexivni,
antisymetricka a tranzitivni.
V tom piipadé fekneme, Ze dvojice (A, R) je ¢astecné usporadana mnozina.

A relation R on a set A is called a partial ordering or a partial order if it is reflexive, antisymmetric and
transitive.
In that case we say that the pair (A, R) is a partially ordered set, often we just say poset.

Casto ifkame jen ,usporadéni“. Postupné pozname i dalsi typy usporadéani (ostré, linearni, dobré) a u téch
budeme diisledné uvadét typ, takze by nemélo dochazet k nedorozuméni. Budeme také fikat jen ,usporadand
mnozina“, coZ je sice kratsi neZ plny oficidlni nazev, ale stru¢nosti anglického ,poset® to bohuzel nedosahuje.
V cestiné se kupodivu neujalo ,,umnozina“ ani ,,¢uzina“.

Nejznaméjsim prikladem ¢asteéného uspoiradani je nerovnost < na libovolné podmnoziné realnych ¢isel, naptiklad
Z nebo N. Neni to ale pfiklad nejvhodnéjsi, protoze je tato relace prilis pékna. Pokud bychom se pfi premysleni
o usporadanich nechévali ovliviiovat nasimi zkuSenostmi s touto relaci, tak by nas taky napadaly véci, které pro
obecnd usporadani neplati. Presto pro nas bude nerovnost v mnohém inspirativni, napriklad ohledné znaceni.

! Znaceni.

JestliZe je relace R na A ¢asteénym usporadanim, tak se namisto aRb obvykle pise a < b. Také
hovoiime o ¢asteéné usporadané mnoziné (A4, <).

Vhodnéjsi priklad caste¢ného usporadani uz dobfe zname.

Priklad 6a.a: UvaZzujme relaci délitelnosti na mnoziné N. Fakt 1a.1, véta 1a.21 a véta 1a.25 potvrzuji, Ze je to
Castecné usporadani.

Oproti bézné nerovnosti je zde podstatny rozdil. Nerovnost dokdze dana ¢isla srovnat do jednozna¢ného poradi,
coz je vyjimecné. Mnohem castéji nastava situace jako u délitelnosti, kdy dokaZeme hierarchii rozpoznat jen pro
nékteré dvojice. Napfiklad pokud uvazujeme délitelnosti na mnoziné {2,3,6}, tak je 6 nadfazeno vSem éislim
v mnozin€, ale délitelnost nedokaze porovnat ¢isla 2 a 3 a pridélit jim poradi. To je mnohem typictéjsi chovani
Casteéného usporadani.

Pfipomenime, Ze délitelnost neni ¢asteéné usporadani na Z, protoze mame 13| (—13) a (—13) |13, tedy protipfiklad
na antisymetrii.

Deélitelnost je vhodnym piikladem nejen tim, Ze ji dobfe znédme, ale také z toho divodu, Ze vystihuje chovani
¢asteénych usporadani. Da se dokazat (viz kapitola 20c), Ze pro libovolnou (koneénou) ¢astecné uspotradanou
mnozinu (A, <) je mozné prvky mnoziny ocislovat tak, Ze relace délitelnosti na téchto ¢islech bude souhlasit
s relaci =< na odpovidajicich prvcich. Miazeme ¥ict, Ze délitelnost je univerzélni model pro (konefna) ¢asteéna
usporadani, a dokonce umi simulovat chovani i nékterych nekone¢nych usporddanych mnozin. Je to tedy idealni
pokusny kralik, kdyZ premyslime nad tim, jak funguji usporadani.

A

Priklad 6a.b: Uvazujme relaci C na néjaké kolekci mnozin M. Zékladni vlastnosti inkluze 1ze shrnout do tvrzeni,
7e je to Castecné usporadani.

Také u inkluze se setkdvame s pfipady, kdy neni schopna prvky (mnoZiny) mezi sebou porovnat. Napiiklad
u mnozin {13} a {23} neumi Fict, kterd je které nadfrazena, protoze neplati ani {13} C {23}, ani {23} C {13}.

I tento ptiklad je nejen znamy, ale také univerzalni pro (kone¢né) ¢aste¢né usporadané mnoziny.

A

U ekvivalenci jsme méli vyznamny typ, kdy vztah mezi objekty vznikal pomoci shody parametrid. Mtuzeme
parametry pouzivat také k zavadéni hierarchie mezi objekty, ale tim ¢asteéné usporadani nevznika.
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Piiklad 6a.c: Uvazujme relaci R danou pfedpisem |z| < |y| tfeba na mnoziné Z. Vime, Ze tato relace je reflexivni
a tranzitivni, ale bohuzel neni antisymetricka: naptiklad (—13)R13 a 13R(—13), pfitom neplati —13 = 13. Tato
relace proto neni ¢astecnym usporadanim. Pfesto je to bezesporu uZite¢na relace, ¢asto porovnavame objekty (ve
fyzice tfeba vektory) podle jejich velikosti neboli magnitudy.

Pro takovéto relace je potieba vytvorit vlastni teorii, ale je také mozné se od nich dostat k zajimavym trikem
k usporadani, viz piiklad 6a.e a poznamka 6a.4.

A

Vysledky z kapitoly 4 (véty 4c.5, 4¢.7, 4¢.3, 4¢.9 a 4¢.12) nam daji nasledujici:

Dusledek 6a.1.

(i) Jestlize je relace < ¢asteéné usporadani na mnoziné A, pak je také jeji restrikce na libovolnou
podmnozinu A zase ¢astecné usporadani.

(i) Jestlize je relace < ¢4stetné usporadani na mnoziné A, pak je také <~! ¢ste¢né usporadani
na A.

(iii) Jestlize je relace < ¢astecné usporadani na mnoziné A, pak <"== pro libovolné n € N.
Také mocnina je tedy castecéné uspotradani.

(iv) Jestlize jsou =1, <o Castetna usporddani na mnoziné A, pak je také <; N =<, Césteéné
usporadani.

(v) Necht pro i = 1,... ,n je <; ¢astetnd usporadani na mnoziné A;. Pak je také piislusna
soucinova relace R na mnoziné A = Ay x --- x A,, ¢astecné usporadani.

Takze i ¢astecné usporadani se chova rozumné vuci béznych operacim s vyjimkou skladani, pii slozeni dvou
¢asteénych usporadani se nemusi zachovat antisymetrie. Jednoduchy protipiiklad na A = {1,2}:

R = {(17 1)’ (17 2)7 (27 2)}78 - {(L 1)7 (27 1)7 (27 2)}
Pak diky dvojkrokim 1R2S52 a 2R2S51 mame v S o R dvojice (1,2) i (2,1). Nemusi se zachovat ani tranzitivita,
na ptiklad potfebujeme vét$i mnozinu A = {1,2,3,4} a relace
R=A(A)U{(1,2),(3,4)},S=A(A)U{(2,3)}.
Obé jsou ¢astecénd usporadani, ovséem S o R obsahuje dvojice (1,3), (3,4), ale nikoliv (1,4).

Ptipomerime, Ze diky reflexivité R a S v obou pfikladech musi platit R CSoR a S C S oR, viz cviceni 4c.1.

Situace je jind u mocniny. Véta 4c.11 ukazuje, Ze mocnina zachovava reflexivitu a tranzitivitu, a také poté
ukazujeme protiptiklad vyvracejici zachovani antisymetrie. Tam ale zkouméame vlastnosti individualné, zde mame
soubéh. Podle dusledku 4c.3 pro reflexivni a tranzitivni relace plati R" = R, takze R™ ma vSechny vlastnosti R
vCetné antisymetrie. Je zajimavé, ze u ¢aste¢nych usporadani se lze odvolat i na jinou kombinaci vlastnosti. Kdyz
je relace antisymetrické a tranzitivni, tak i mocnina musi byt antisymetrické, viz cviceni 6a.10.

Inverzni relace ma u usporadani vyznamnéjsi roli nez obvykle, ostatné ¢tenadf zna spriznénost nerovnosti < a >
¢i vlastnosti byti podmnozinou a byti nadmnozinou. I vétsina pojmu, které dale probereme, si velice dobre rozumi
s prechodem k <1,

— Diky své uzite¢nosti ma inverzni relace u usporadani zvlastni nazev. Je-li ddna ¢astecné usporddand mnozina
(A, <), pak se (A, <71) fikd dudlni uspofadani (dual order). Zde to nebudeme pouZivat, protoZe nepiijdeme
«+ do teorie tak hluboko, aby se to vyplatilo, uz tak je tu dost nazv.

Jiz jsme komentovali, ze porovnavani podle velikosti nezapada do typu relace, ktery zde zkoumame. Plati to i
pro dalsi velmi zndmou porovnéavaci relaci.

Priklad 6a.d: UvaZzujme relaci < na mnoziné R. V prikladé 4b.c jsme ukézali, Ze tato relace je antisymetricka
a tranzitivni, ale neni reflexivni. Nejde tedy o ¢astecné usporadani. Tato relace je ovSem antireflexivni a asymet-
ricka, viz cast 4d.

A

Ani na tuto bezesporu uzite¢nou relaci tedy nebude mozné aplikovat poznatky o ¢asteénych uspotradéanich. Je
ale inspiraci pro jiny typ relaci.

Definice.
Uvazujme relaci R na mnoziné A. Rekneme, Zze R je ostré usporadani (strict ordering),
jestlize je asymetrickd a tranzitivni.
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Asymetricka relace je také antireflexivni a antisymetricka; plati to i naopak, antisymetrie a antireflexivita jiz
déavaji asymetrii. Je zajimavé, ze je také mozné v definici pozadovat antireflexivitu a tranzitivitu, protoze pak uz
asymetrie automaticky vyplyne, viz cviceni 4d.2.

Pro ostré uspotradani se da udélat teorie s vécmi obdobnymi tém, které budeme pro ¢astecna usporddéani délat
v této kapitole. My se jim zde vénovat nebudeme, spiSe nas zajimé vztah k ¢asteénému usporadani. Ukazeme, zZe
spojitost mezi nerovnostmi < a < mé analogii u obecnych usporadani.

Véta 6a.2.

Necht R je relace na mnoziné A.

(i) Jestlize je R ¢aste¢né usporadani, pak S = R\ A(A) je ostré usporadani.
(ii) Jestlize je R ostré usporadani, pak S = R U A(A) je ¢astecné usporadani.

Pfipomenme, ze A(A) = {(a,a); a € A}. Slabsi tvrzeni jsme jiz vidéli diive (fakt 4d.2), nyni provedeme plny
dtikaz.

Dukaz (pouény): (i): Uz definice S vylucuje pfipad aSa pro jakékoliv a € A. Je to tedy relace antireflexivni.
Asymetrie: Sporem. Predpokladejme, Ze existuji a,b € A takové, ze (a,b) € S a (b,a) € S. Protoze S C R,
pak by také platilo (a,b) € R a (b,a) € R, z antisymetrie R pak a = b. Pak (a,b) € S implikuje (a,a) € S, coz
je ve sporu s antireflexivitou S.
Tranzitivita: Necht pro a,b,c € A plati (a,b) € S a (b,c) € S. Pak (a,b) € R a (b,c) € R, z tranzitivity R
proto (a,c) € R. Diky asymetrii S nelze mit a = ¢, proto (a,c) ¢ A(A) a tedy (a,c) € R\A(A) = S.
(ii): Reflexivita: pro vSechna a € A mame (a,a) € A(A) C S.
Antisymetrie: Necht a,b € A spliji (a,b) a (b,a) € S. Jsou dvé moznosti: Ptipad 1: (a,b) € A(A). Pak a = b,
hotovo.
Piipad 2: (a,b) € R. Podle asymetrie pak (b,a) ¢ R, ale (b,a) € S. Musi tedy (b,a) € A(A) a proto a = b.
Tranzitivita: Necht a,b, ¢ € A spliji (a,b) € S a (b,c) € S.
Piipad 1: Jestlize a = b, pak (b,c) € S znamena (a, c)
Piipad 2: Jestlize b = ¢, pak (a,b) € S znamena (a, c)
Piipad 3: a # b # c. Pak (a,b), (b, ¢) nejsou v A(A), podle definice S proto musi platit (a,b) € R a (b,c) € R
a diky tranzitivité R tedy (a,c) € R C S.

€S.
eS.

g

Situace z ¢asti (i) je v aplikacich uzite¢nd a ma svou terminologii. V definici uvedeme alternativni popis relace
RNA(A).

Definice.
Necht < je ¢asteéné usporadani na mnoziné A. Definujeme pro néj odvozenou relaci (derived
relation) < na A takto: a < b pravé tehdy, kdyz a < b ale a # b.

Pro dvojici a < b fikdme, Ze a je pFfedchudce (predecessor) prvku b a b je naslednik (successor) prvku a.

Tyto obecné pojmy se chovaji povédomym zpiisobem.

Fakt 6a.3.

Necht =< je ¢astecéné uspordddni na mnoziné A a < je odvozena relace.

(i) Necht a,b € A. Jestlize a < b, pak a < b.

(ii) Necht a,b € A. Nemuze platit najednou a <ba b < a.

(iii) Necht a,b,c € A. Jestlize (a < b ab < c¢) nebo (a < b ab < c), pak nutné a < c.

Dukaz (rutinni): (i): Toto je jasné z definice <. Mnozinové: <C=.
(ii): Sporem: Kdyby platilo a < b a b < a, tak z toho druhého méme i b < a. Z antisymetrie < pak a = b, to je
ale ve sporu s predpokladem b < a.
(iii): Predpokladejme, 7ze a < b a b < c. Pak podle (i) také b < ¢, mame tedy fetézec a < b < ¢ a podle
tranzitivity < také a < c. Zbyva ukazat, ze nemuize nastat a = c.

To dokézeme sporem. Kdyby a = ¢, pak se z a < b stane ¢ < b, coz je podle (ii) ve sporu s b < c.

Dtikaz pro pfipad a < b a b < ¢ je obdobny a pfenechame jej ¢tenafi jako cviceni.

O

6a.3, 6a.d 181 6a.3, 6a.d



Diskrétni matematika 6a. Céstecnd usporadani pHabala 2026

Ostra usporadani zde nebudeme studovat, ale odvozend usporadani budeme v nasledujicich sekcich pouzivat pro
efektivnéjsi vyjadrovani.

Vidéli jsme, ze porovnavani podle parametru, naptiklad velikosti, vdhy a podobné, obvykle nevytvaii castecné
usporadani. Cast (ii) Véty 6a.2 nabizi moznost, jak takova porovnavani upravit, aby se staly ¢aste¢nym uspora-
danim a mohly tak vyuzit nasich poznatkd.

Priklad 6a.e: Radi bychom porovnévali redln4 ¢isla podle velikosti, ale zjistili jsme, Ze relace dand podminkou
|z| < |y| neni antisymetrické a tedy ani ¢asteéné usporadani. Kdyz ale piejdeme k relaci dané podminkou |z| < |y|,
bude tranzitivni a asymetrickd. Podle (ii) véty 6a.2 je tedy mozné ziskat ¢aste¢né usporadani néasledujici definici:
e © < y pravé tehdy kdyz |z| < |y| nebo z = y.

Podobné bychom mohli porovnévat vektory z R? pomoci jejich velikost neboli normy, definice je
* (u,v) 2 (z,y) pravé tedy, kdyz [|(u, v)|| <|/(z,y)|| nebo (u,v) = (z,y).

Stejnym principem je mozné porovnavat podle ¢iselného parametru libovolné objekty, od matic pfes zviratka
po planety, pfi¢emz je to ¢astecné usporadani, viz cviceni 6a.5 b).

Nevyhodou tohoto piistupu je, ze u objektt stejné ,velikosti“ nevznikd v této relaci vztah. Napiiklad u cisel
neplati —2 < 2 ani 2 < —2, u vektort zase mame napiiklad (1,—1) < (3,7), ale neexistuje vztah mezi vektory
(1,2) a (2,1). To muze byt v aplikacich nepfijemné, ale nékdy to nevadi.

AN

6a.4 Poznamka (pokrocild): Relace dané podminkou |z| < |y| pro éisla ¢i ||Z]] < ||y]| pro vektory jsou
typickym pfipadem tzv. kvaziusporadani (quasi-ordering)), coz jsou relace, kterd jsou reflexivni a tranzi-
tivni, ale nemusi byt mrsky antisymetrické. Ukazali jsme, jak od nich pfejit k ¢asteénym usporadanim oklikou
pres odvozené ostré usporadani. Existuje také zptisob, jak z nich vytvorit ¢asteéné usporadani pomoci postupu
z kapitoly 5.

Uvazujme relaci R na mnoziné A, ktera je reflexivni a tranzitivni. Pak S = R N R~ je vzdy ekvivalence (viz
cviceni 4c¢.10). Uvazujme mnozinu B vSech t¥id ekvivalence S. Finta je v tom, Ze dvojice, které nam v R kazily
antisymetrii, spliuji aRb a bRa, tedy plati pro né aSb a staly se soucasti jedné tiidy ekvivalence neboli jednim
prvkem v mnoziné B.

Na B zavedeme relaci
e [a]s = [b]s pravé tehdy, kdyz aRb.

Tato definice je korektni, protoze nezavisi na volbé zastupci. Uvazujme u € [a|s a v € [b]s. Pak uSa a bSv,
proto uRa a bRwv. Jestlize aRb, tak mame fetizek uRaRbSv a z tranzitivity uRv. Obdobné ukiZeme, ze z uRv
vyplyva aRb. Pro rozpoznani, zda [a]s = [b]s, tedy nezalezi na volbé zastupct tfid.

Relace < je ¢astecné usporadani na B.

R: R je reflexivni, proto aRa a tedy i [a]s < [a]s.

A: Predpokladejme, zZe [als < [b]s a [bls < [a]s. Podle definice < tedy aRb a bRa. Podle definice S tedy aSbh
a dostavame [a]s = [b]s, pFesné jak jsme to potfebovali pro antisymetrii.

T: Pfedpoklddejme, ze [als = [b]s a [b]ls = [c]s. Podle definice < tedy aRb a bRc. Podle tranzitivity R
dostdvame aRc a proto [a]s = [c]s.

Ukazme to pro relaci na Z danou vztahem |z| < |y|. Pak S je relace dané vztahem |z| = |y| a tiidy ekvivalence
jsou mnoziny typu [a] = {a, —a}, tedy B = {{a, —a}; a € NO}. Pak plati naptiklad {—3,3} < {-5,5}.

Neni to idealni, protoze mame relaci ¢astecného usporadani pro tfidy a ne pro jednotlivé prvky, ale obcas se
to hodi. Naptiklad se timto zptsobem definuje nerovnost mezi racionalnimi ¢isly, pokud je zavedeme jako tfidy
ekvivalence zlomkti, viz 5b.1.

A

6a.5 Hasseuv diagram
Podstata ¢asteénych usporadani se da Casto vyjadrit obrazkem. Vychazi se pri tom z grafu relace, ale pro lepsi
prehlednost se zjednodusuje.

Priklad 6a.f: Uvazujme mnozinu A = {1,2,3,4,5,6,12,20} uspofadanou délitelnosti.
Prvnim krokem k prehlednosti grafu je vynechat smycky. Vlastné tak zakreslime graf odvozené ostré relace.
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Druhym krokem je vynechani hlavi¢ek u Sipek, aby se z nich staly jen spojnice. Informaci o usporadani ovsem
musime zachovat. Za tim tGcelem zavedeme novou myslenku: Za¢neme se zabyvat prostorovym (¢i pfesnéji rovin-
nym) usporadanim vrchola grafu. Pierovname jejich pozice tak, aby vSechny Sipky vedly smérem vzhiru (ne nutné
svisle, tfeba i Sikmo). Pak uz hlavicky Sipek nemusime kreslit, protoze vime, Ze spojnice mame interpretovat zdola
nahoru.

U délitelnosti se nabizi jednoduchd myslenka rozmistit body tak, aby sméfo- 20
valy vzhtiru podle velikosti. Vysledkem je obrazek nalevo.

Pripomerime si jeho souvislost s relaci <: Plati a < b pravé tehdy, pokud a = b
nebo existuje spojnice z a smérem vzhiru do b.

Poslednim krokem je zjednoduseni diagramu tak, abychom neztratili informaci
o relaci. K tomu vyuzijeme tranzitivitu. Vime, ze kdyz se z néjakého prvku
dokazeme dostat do jiného dvojkrokem, tak uz jsou v relaci. Proto jsou spojeny
i pfimou spojnici, ale my vlastné tuto ,pfeponu“ v obrazku nepotiebujeme.

Proto postupné prochazime graf a odebirame spojnice tam, kde je nepotiebu-
jeme. Vznikne tak zjednoduseny a proto i pfehlednéjsi diagram napravo.

12
\\_6

Jeho souvislost s relaci < je nasledujici: Plati @ < b pravé tehdy, pokud a = b nebo lze z a dojit po spojnicich
vyhradné smérem vzhiru do b. TakZe cesta 2 — 4 — 20 ukazuje, ze 2 déli 20, ale neplati 3|20, protoze neexistuje
cesta z 3 do 20, kterd by vedla jen smérem vzhiru. Cesta 3 — 1 — 5 +— 20 nevede vzhiru a tak se nepocita.

Tento diagram jednoznac¢né urcuje relaci < a jmenuje se Hassetv diagram.

A

Protoze pro ,diagram“ nemame zaveden oficidlni jazyk, neudélame ted definici, ale neforméalni amluvu.

Umluva.

Uvazujme ¢asteéné usporddanou mnozinu (A, <). Diagram skladajici se ze zakreslenych prvku
mnoziny A v roviné a spojnic mezi nékterymi prvky, které nikdy nevedou vodorovné, se nazyva
Hassetv diagram usporadani =, jestlize spliuje nasledujici:

(i) Pro a,b € A plati a < b pravé tehdy, pokud a = b nebo existuji prvky co,c1,... , ¢, takové,
Zecy=a,c, =baproi=1,...,n existuje pfim4 spojnice z ¢;_; smérem vzhiru do ¢;.
Prvkim {¢;} pak fikdme cesta smérem vzhiiru z a do b.

(ii) Neexistuji prvky a,b € A takové, aby vedla cesta vzhiru z a do b pfes néjaké prostiedniky
a zaroven priméa spojnice z a do b.

Bod (i) vystihuje souvislost mezi diagramem a relaci, zatimco bod (ii) je pozadavkem na jeho tspornost.

Pokud v Hasseové diagramu existuje pfimé spojnice z a vzhiiru do b, pak je to povazovano za cestu, staci zvolit
co=aacy =b. Paka=<0b. Diky a # b také a < b.

Protoze spojnice dévaji rela¢ni vztah, tak vidime, ze pokud mame cestu vzhiru {¢;} z a do b, tak pro kazdé i
plati ¢;—1 = ¢;. Jinak feceno, takova cesta je fetizkem z a do b, jak jsme jej zavedli pfi zkouméni mocniny relace
a zejména tranzitivity v kapitole 4, viz fakt 4b.2.

Hassetiv diagram se zavadi rovnéz pro ostra usporadani. Jak jsme vidéli v prikladé 6a.f, dané ¢astec¢né usporadani
a jeho odvozené ostré usporadani maji stejny diagram.

S Hasseovym diagramem je spojeno nékolik otazek. Prvni je konceptualni. Diagram lze vnimat jako konkrétni
obrazek, ve kterém je dtlezitd konfigurace bodt a spojnic, naptiklad zda se spojnice protinaji nebo ne. Tento
ptistup zde budeme nasledovat a brzy uvidime, Ze v tomto smyslu mtze mit dané usporaddéani vice rdznych
diagramt. Druhy pfistup je vnimat diagram abstraktné, tedy podstatné je hlavné to, které spojnice se v ném
vyskytuji a které ne. Tento pohled pfiblizime v bonusové sekci 6a.8 a ukaze se, ze v tomto smyslu je pro dané
usporadani jen jeden Hasseuv diagram.
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Dalsi dilezitd otazka zni, zda Hasseliv diagram existuje vzdy a jak jej efektivné najdeme. V druhé fazi pii-
kladu 6a.f, kdyz jsme piesouvali prvky v roviné, aby vSechny Sipky sméfovalu vzhiiru, nAm pomohlo, zZe délitelnost
je vlastné podrelace nerovnosti. Ale jak to zvladneme pro néjakou podivnou relaci s velkou mnozinou A? Bylo by
také dobré vyhnout se tinavné posledni fazi odebirani ,pfepon“.

Odpovédi je nasledujici algoritmus. Uvedeme dvé verze. Spolehlivéjsi postup pracuje se seznamem ostrych uspo-
fadani pro danou relaci, coz je také nékdy dokonce jediny mozny postup, viz piiklad 6a.m. Na druhou stranu
u prehlednéjsich usporadani si zkusenéjsi diagramista vystaci se seznamem prvkd mnoziny A. Praci se seznamem
dvojic proto v algoritmu uvadime v zavorce jako nepovinnou.

S Algoritmus 6a.6.
pro vytvéareni Hasseova diagramu ¢astecného usporadani (A, <) pro kone¢nou (malou) mnozinu A.
0. (Nepovinny krok: VypiSeme seznam vSech dvojic x < y odvozené ostré relace.)
1. Najdeme vSechny prvky a € A, které v relaci < nemaji predchiidce. Hledame tedy prvky a, pro které neexistuje
x € A splnujici x < a a x # a.
(Jde o prvky, které se v nepovinném seznamu dvojic nikdy nevyskytuji v néjaké dvojici napravo.)
Tyto prvky zakreslime do vznikajiciho diagramu jako prvni (dolni) fadek a vyskrtneme je z mnoziny A.
(Nepovinny krok: V seznamu dvojic vyskrtneme vSechny dvojice, ve kterych se vyskytuji pravé vybrané prvky,
tedy ty z dolniho fadku diagramu.)
Pokud v mnoziné nic nezbylo, je diagram hotov. Jinak piejdeme na krok 2.
2. Najdeme vSechny prvky a € A, které ve zmensené mnoziné A nemaji predchidce.
Tyto prvky zakreslime do vznikajiciho diagramu jako novy horni fadek neboli druhy fadek pocitano zdola. Za-
kreslené prvky vySkrtneme z mnoziny A.
(Nepovinny krok: V seznamu dvojic vyskrtneme vSechny dvojice, ve kterych se vyskytuji prvky vybrané v tomto
kroku.)
V diagramu zakreslime spojnice mezi prvky prvniho a druhého fadku tam, kde jsou spolu v relaci.
(Zakreslime tedy spojnice mezi z z prvniho a a z druhého fadku tam, kde je dvojice z < a ve vyskrtnuté ¢asti
nepovinného seznamu dvojic).
Pokud v mnoziné nic nezbylo, je diagram hotov. Jinak prejdeme na krok 3.
3. Najdeme vsechny prvky a € A, které ve zmensSené mnoziné A nemaji predchidce.
Tyto prvky zakreslime do vznikajiciho diagramu jako novy horni fadek a vySkrtneme je z mnoziny A.
(Nepovinny krok: V seznamu dvojic vyskrtneme vSechny dvojice, ve kterych se vyskytuji prvky vybrané v tomto
kroku.)
Do diagramu doplnime spojnice mezi prvky a z horniho a x z predposledniho fadku (druhy shora) diagramu tam,
kde jsou spolu v relaci.
(Zakreslime tedy spojnice mezi = z predposledniho a a z horniho fadku tam, kde je dvojice z < a ve vySkrtnuté
¢asti nepovinného seznamu dvojic).
Nasledné do diagramu doplnime spojnice mezi prvky a z horniho fadku a prvky z z tretiho fadku shora za
predpokladu, Ze jsou spolu v relaci a nevede jesté cesta z x smérem vzhiiru do a.
Poté do diagramu doplnime spojnice mezi prvky a z horniho fadku a prvky z z ¢tvrtého fadku shora za pred-
pokladu, Ze jsou spolu v relaci a nevede jesté cesta z x smérem vzhiru do a. Takto pokracujeme, az doplnime
pripadné spojnice mezi prvky horniho a dolniho radku.
Pokud v mnoziné€ nic nezbylo, je diagram hotov. Jinak zopakujeme krok 3.
AN

Spojnice mezi prvky horniho fadku a témi nize musime doplniovat postupné shora doli, jak je popsano v algo-
ritmu, jinak muze dojit k problému.

Piiklad 6a.g (pokracovéani 6a.f): Uvazujeme mnozinu A = {1,2,3,4,5,6,12,20} usporddanou délitelnosti.

Nejprve si pfipravime nepovinny seznam dvojic odvozeného ostrého usporadani: 1|2, 1|3, 1|4, 1|5, 1|6, 1|12,
1]20, 2|4, 2|6, 2|12, 2|20, 3|6, 3|12, 4|12, 4|20, 5|20, 6|12.

Krok 1: Hleddme prvky A bez ptfedchiidce, tedy ¢isla, kterd nikdo z A (kromé jich samych) nedéli. Rozmyslime
si, ze jediné takové €islo je 1, protoZe vSechna ostatni ¢isla z A jsou pravé tou jednickou délitelna a tedy jsou mimo
hru.

Priznivci nepovinného seznamu si vSimnou, Ze vSechna ¢isla kromé jednicky se v ném nékdy vyskytnou napravo
ve dvojici, takze v prvnim kroku pracujeme jen s a = 1.

Zakreslime jej do diagramu (viz obrézek napravo) a vySkrtneme jej z mnoziny A, rovnéz vyskrtneme ze se- ©y
znamu dvojice s jednickou.
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Krok 2: Jsou v mnoziné 4; = {2,3,4,5,6,12,20} ¢isla, kterd v ni nemaji pfedchidce vzhledem k délitelnosti?
Dvojku a trojku tam nic nedéli, ty chceme. Ctytku déli dvojka, nechceme, pétku bereme, nésledujici tii ¢isla jsou
vyfazena dvojkou. Takze v tomto kole jsou vyherci a = 2,3, 5.

Nebo si vSimneme, Ze ve zkraceném seznamu dvojic 2|4, 2|6, 2|12, 2|20, 3|6, 3|12, 4|12, 2° 02 o,
4|20, 5|20, 6|12 jsou napravo 4,6,12,20, ale a = 2,3,5 ne. \ /
Zakreslime je do druhého patra.
Vsechna tfi ¢isla jsou délitelnad jednickou ve spodni vrstveé, proto zakreslime spojnice. Po- 1

pripadé najdeme ve skrtnuté ¢asti seznamu dvojic 1|2, 1|3, 115.

Vyskrtneme ¢isla 2, 3,5 z mnoziny A;, popfipadé dvojice s nimi ze seznamu, pokud se ndm s nim chce pracovat.

Krok 3: Jsou v mnoziné A, = {4,6,12,20} ¢isla, kterd nikdo jiny z Ay nedéli? Ano, jsou to ¢isla 4 a 6, ty ptijdou
do diagramu nad 2, 3 a 5.

Pfiznivei seznamt si v8imnou, Ze tato ¢isla nejsou ve zkraceném seznamu 4|12, 4|20, 6|12 nikdy vpravo.

Cisla 4,6 vyskrtneme z mnoziny. Z nepovinného seznamu vyskrtneme pifslusné dvojice, 60 4

tedy vSechny zbyvajici. \

Spoustime spojnice. Nejprve se podivame, zda neni nékteré z Cisel 4,6 délitelné nékterym

z Cisel 2,3, 5. Vytvorime prislusné spojnice. 3° ©2 Cr
Poté se podivame, zda nékteré z Cisel 4,6 neni délitelné jednickou. Sice jsou obé&, ale pro \ /
obé uz existuje cesta z jednicky smérem vzhiru k nim, takze nic nového nekreslime. o
1

Krok 3 podruhé:
Jsou v mnoziné As = {12,20} ¢isla, kterd nikdo jiny z Az nedéli? Ano, jsou to obé ¢isla 12 a 20.

Mimochodem, najdeme je také jako cisla, kterd se ve zkraceném seznamu dvojic nevyskytuji napravo, ale ten je
jiz prazdny, takze opravdu bereme vse.

Cisla 12 a 20 pfijdou do diagramu nahoru a vyskrtneme je z mnoziny prvki, kterd se tim vyprazdnila. Tento
krok je tedy posledni.

Spoustime spojnice z horniho fadku. Nejprve propojime ¢isla 12,20 s ¢isly 4,6 tam, kde O12 O20
ta druhd déli ta prvni. Nasledné se podivame, kdy jsou ¢isla 12,20 délitelna cisly 2,3,5 / \ /
z druhého fadku. Cisla 2,3 déli 12, ale mezi nimi uz existuje cesta smérem vzhiru, takze 60 4
spojnice nekreslime. Podobné nekreslime spojnici mezi 20 a 2. Cislo 5 déli 20, je to tedy \
kandidat na spojnici. Sice mezi nimi existuje cesta 5 — 1 +— 20, ale ta neplati, protoze nevede
pfimo vzhiiru, njbry oklikou pres spodni Fadek. Musime proto dokreslit spojnici mezi 202 5. SN 72 5
Nakonec nenakreslime spojnice mezi 12,20 a 1 v dolnim Fadku, protoze jsou jiz propojeny \‘
cestou vedouci vzhiru. o1

Hassetv diagram je hotov.

Cestovanim po spojnicich vzhiru snadno odhalime, Ze 3 déli 12. Naopak vidime, Ze 6 nedéli 20, protoze ze 6
nevede cesta smérem vzhiru az do 20, obdobné 2 nedéli 5. Zde mimochodem vidime, pro¢ je nutné zdtraznovat
onen smér vzhiru. My totiz v diagramu cestu z 6 do 20 mame, jmenovité 6 — 2 — 4 +— 20, ale nevede vzhiru
a proto neni relevantni.

A

Poznamka: Sestrojili jsme Hasseliv diagram podle algoritmu a vySel ndm jiny obrézek nez v piikladé 6a.f. Kdyz
je ale porovname, tak zjistime, ze maji shodné spojnice. Existujici Hassetiv diagram je tedy obvykle mozné kreslit
vice zpusoby, ale zachovava se jeho podstata. Algoritmus nabizi jeden z moznych diagrami, ale také on ponechava
jistou svobodu. Umoznuje nam totiz fadit vrcholy v patrech dle vlastni volby, coz mize vyrazné ovlivnit vysledny
tvar (a ¢itelnost) diagramu, viz obrazek nize vlevo.

N&s algoritmus stavi diagram zdola, ale je také mozné stavét jej shora. V nasem piikladé by se to projevilo
pfesunem d¢isla 5 o patro vySe, viz prostiedni obrazek. A je také mozné graf tvorit intuitivné a vzniknou jesté dalsi
moznosti (obrazek vpravo). Meditaci nad obrazky zjistime, Ze poloha prvku v diagramu je omezena jen tim, jak
jsou umisténi jeho pfedchtidci a néaslednici. Miizeme si spojnice piedstavit jako pruzinky, které je mozno rizné
natahovat a smrskavat. To obvykle ponechava dost svobody a znamena to, Ze z toho, Ze je néjaky prvek v diagramu
nakreslen vyse nez jiny, nelze usuzovat na jejich vzajemny vztah v relaci, s vyjimkou situace, kdy z jednoho vede
cesta do druhého smérem vzhuru.

6a.6, 6a.g 185 6a.6, 6a.g



Diskrétni matematika 6a. Céstecnd usporadani pHabala 2026

12 20 12 20 20
O (o) O (o) O,
60/ \04 60/ \o/ o 50 120\
4 5 / ~o
60\ ‘ 4
50\02/03 30\02 02
| P2
%1 %1 %

A

Poznamka: Pokud je algoritmus spréavny, tak ukazuje, Ze kazdou konec¢nou ¢ésteéné usporddanou mnozinu lze
znézornit Hasseovym diagramem. U nekone¢nych mnozin to zajistit nelze, coz je pochopitelné, ale nékdy pomiize
znézornit si diagramem alespon jeji cast. Jak nize uvidime, ani to nemusi byt vzdy mozné.

Prvni podstatnou otazkou zni, zda jsou kroky algoritmu proveditelné. Jak vime, ze v kazdém kroku lze najit
néjaké prvky s zadanou vlastnosti? V nasledujici sekci uvidime, ze prvkiam bez pfedchtudce se fikd minimalni prvky
a ze pro konec¢nou usporadanou mnozinu vzdy néjaké minimum existuje.

Protoze se v kazdém kroku z mnoziny A odebere, pro koneénou mnozinu to znamena, ze se diive ¢i pozdéji
vyprazdni a algoritmus tak skonéi. Algoritmus je tedy pro koneéné mnoziny vzdy proveditelny.

Vytvori pro dané usporadani = Zadanou strukturu? Protoze spojnice priddvame mezi riznymi patry, urcité
nebudou vodorovné. Splituje vysledny diagram pozadavky?

(i) Nejprve uvazujme a,b € A takové, Ze v diagramu existuje cesta {c¢;} vedouci vzhiru z a do b. Jak jsme si jiz
rozmysleli, mame potom c¢;_; =< ¢; a diky tranzitivité relace podle faktu 4b.2 pak a < b.

Necht naopak a,b € A spliiuji a < b a a # b, tedy a < b. Prvek b je zafazen do diagramu v kroku, kdy
v redukované verzi mnoziny A nemd predchtidce. To znamend, Ze v takové chvili jiz v A nemuze byt a, jinak
feceno, a jiz bylo do diagramu zaneseno diive, v nékterém z nizsich pater.

To znamené, ze v druhé fazi prislusného kroku budeme mimo jiné kontrolovat dvojici a,b. Pokud jiz cesta z a
do b smérem vzhiru existuje, tak nedélame nic; podstatné ale je, Ze existuje tato cesta. V opac¢ném pripadé
do diagramu pfidame primou spojnici z a vzhiru do b a tim takovou cestu vytvofime. Ukazali jsme, ze pokud
a < b, tak v diagramu vytvoreném podle algoritmu existuje cesta z a vzhiru do b. Diagram tedy zachycuje relaci
<.

(ii) Potfebujeme ukazat, ze v diagramu dle algoritmu nejsou zbyteéné spojnice. Uvazujme prvky a,b € A takové,
ze vede cesta vzhiru z a do b. Pak pfimo podle podminky v algoritmu nebudeme pridavat pfimou spojnici z a
do b.

Algoritmus tedy opravdu vytvari prislusny Hassetiv diagram. Pfesnéji to popiSeme v bonusové sekci 6a.8.
A

Piiklad 6a.h: Vytvorime Hassetiv diagram pro ¢astecné usporadanou mnozinu (P({a, b, c}), C), viz ptiklad 4a.f.
PouZijeme algoritmus ristu zdola. Aby se ndm lépe pracovalo, radéji si danou mnozinu vypiSeme, zajimé nas tedy

relace inkluze na mnoziné A = P({a,b,c}) = {0, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c},{b, c}, {a,b,c}}.

Zkusime to bez vypisovani vSech ostrych uspofadani. Je v A néjakd mnozina, aby zddna jina nebyla jeji vlastni
podmnozinou? Ano, ), bude dole.

Jsou v A1 = {{a},{b},{c},{a,b},{a,c}, {b,c},{a,b,c}} mnoziny takové, Ze jiné mnoziny z A; uz nejsou jejich
vlastnimi podmnozinami? Ano, vSechny jednoprvkové. Ty pfijdou do druhého fadku a spojime je s prazdnou
mnozinou, ktera je jejich podmnozinou, viz obrazek nize.

Jsou v Ay = {{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}} mnoZiny takové, Ze jiné mnoziny z As uz nejsou jejich vlastnimi
podmnozinami? Ano, vSechny dvouprvkové. Ty pfijdou do tfetiho fadku a spojime je s jednoprvkovymi tam, kde
je mezi nimi vztah inkluze. S prvnim fadkem (prdzdnou mnozinou) neni tfeba pfimo spojovat, protoze se od
prazdné ke kazdé dvouprvkové dostaneme jiz existujicimi spojnicemi.

Nakonec pfiddme nahoru {a,b,c} a spojime se vSemi mnozinami v pfedposlednim fadku, jinych spojnic jiz
netieba.
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b
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Jako inspiraci si na stejné mnoziné zavedte relaci O, vytvoite diagram a pak si jako cvi¢eni rozmyslete, Ze obecné
Hassetiv diagram uspotfadani <! ziskdme jednoduse tak, Ze otoé¢ime Hasseiiv diagram < vzhiru nohama.

Poznamka: Pokud je pro ¢tenédfe vytvareni diagramu pomoci algoritmu nudné, je moZné si to zpestfit za-
fazenim dodatkového kritéria, a to snahou o co nejhezc¢i diagram. Neni to samotcelné, prehlednost napomahd
porozumeéni. Napiiklad diagram v ptikladé 6a.h je krasné symetricky a mtze byt interpretovan jako nacrt tiroz-
mérné krychle. Zvidavého étenafe potési informace, ze diagram pro inkluzi na P({a,b,c,d}) lze usporadat jako
tiirozmérné znazornéni ¢tyirozmérné krychle.

Zajimavou vyzvou je nakreslit diagram tak, aby se spojnice neprotinaly. V piikladé 6a.g se to povedlo, ale
v prikladé 6a.h ne. Je mozné dokézat, ze tam diagram bez protinani spojnic nakreslit nelze, viz kapitola 12e.

A

Dosavadni piiklady byly prilis p€kné. Je dobré védét, ze stat se mize vSelicos.

Priklad 6a.i: Uvazujeme mnozinu A = {2,3,4,5} usporadanou délitelnosti. Ctenaf jisté snadno nahlédne, Ze
algoritmus vede na nasledujici Hassetv diagram.
04

v

o3 05
Tyto t¥i nezavislé skupiny mohou byt navzajem v libovolné pozici nad ¢i pod sebou.
A

Priklad 6a.j: UvaZujme mnozinu N pfirozenych ¢&isel uspoféddanou relaci <.
Sice je to nekone¢nd mnozina, ale ma ¢islo a = 1, které nema pfechtidce, tedy jej umistime doli a odma-

zeme z mnoziny. Vznikld mnozina {2,3,4,...} ma prvek a = 2 bez pfedchiidce, a tak pokracujeme dal, o 4
az dostaneme obrazek napravo. Je to Hassetv diagram mnoziny {1, 2, 3,4} uspofddané pomoci nerovnosti /
<, ale tfi tecky nahofe naznacuji, jak vypada celd mnozina pfirozenych cisel. 3

Kdybychom pridali také tecky pod spodni konec, dalo by nam to predstavu o mnoziné celych dcisel
usporadané nerovnosti. Jak uvidime v nésledujici sekci, diagram v podobé fetizku je to nejlepsi, co lze
u usporddanych mnozin mit. 1
Podobné bychom mohli namalovat diagram pro kone¢né mnoho zlomk, ale to by nam uz nedalo dobrou pred-
stavu o mnoziné QQ, protoze ve skutecnosti mezi libovolnymi dvéma zlomky existuje nekone¢né mnoho jinych
zlomki a nedaji se sefadit do jednoho fetizku, viz piriklad 6a.o.

A

Piiklad 6a.k: Vytvorime Hassetiv diagram pro mnozinu {(3, 13), (13, 3), (13,13), (13, 23), (23,13)} a usporadani
nerovnosti < po slozkdch (soucinové uspofadani, viz kapitola 4), tedy (u,v) < (z,y) pravé tehdy, kdyz v < =z
a v < y. Algoritmus vede na ti¥i kroky:

((13,23)  (23,13)
(13,13) \ /
/ \ / \1:113
o o
(3,13) (13,3) (3,13) (13,3) °3,13) (13,3)
Vidime, ze vektory (13,23) a (23, 13) tato relace neumi porovnat.

A
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Ukazali jsme, jak od éasteéného (¢i ostrého) uspotradani piejit k Hasseovu diagramu. Z pohledu praktického je
zajimavéa otazka, zda lze proces otocit, tedy zadat ¢astecné usporadani obrazkem.

Pfesnéji, nakreslime néjaké body a k nim néjaké spojnice, pfiCemz zadnéd neni vodorovna. Takovy diagram
miZzeme interpretovat podobné jako Hassetv diagram, tedy odvozovat vztahy podle moznosti cestovat od prvku
k prvku smérem vzhtru. Vznikne tak ¢aste¢né usporadani? A jak?

Matematicky feceno, pokud bychom v takovém obrazku u kazdé spojnice na hornim konci pfimalovali Sipku,
vznikne graf jisté relace R. Je tvofena vSemi dvojicemi (a,b), pro které vede v obrazku pfima spojnice z a vzhiru
do b. To ale jesté nebude témér jisté ¢astecné usporadani. Musime proto pridat dalsi dvojice bodd dané moznosti
cestovani z jednoho do druhého smérem vzhiru. Jak jsme jiz vidéli, toto odpovida fetizkim v relaci R a vlastné
tak vytvaiime tranzitivni uzavér R, viz sekce 4c.13.

Kdyz jesté pridame smycky, vznikne tak i reflexivni uzavér. Da se ukazat, ze takto z diagramu opravdu vznikne
¢asteéné usporadani. Pokud bychom pro néj vytvorili Hassetiv diagram, tak bude poddiagramem ptivodniho di-
agramu. Diagramy nemusi byt stejné, protoZze autor pivodniho obrazku jej nemusel délat Gsporné, jinak receno,
mozné nakreslil nékteré ,prepony“ vicekroki, které v Hasseové diagramu nezakreslujeme.

Podobny proces je uziteény v situaci, kdy hierarchie nevznika obrazkem, ale seznamem dvojic predchtdce-
néslednik, tedy je pfimo zadadna ona vychozi relace R. Napfiklad pokud je vyroba né€jakého zafizeni rozdélena
do krokii, pak mezi nimi nejspise existuji navaznosti, pricemz typicky nedostaneme tplny popis takto vzniklé
hierarchie, ale jen seznam bezprostfednich vymezeni, ze tento krok musi pfijit po tamtom kroku. Obvykle nelze
ocekavat, ze by tento seznam byl optimalizovany, takze se klidné mtize stat, ze tam bude dvojice, kterou jiz
lze odvodit z jiného dvojkroku (tedy pokud bychom to zachytili obrazkem, tak by nebyl tsporny jako Hassetv
diagram).

Da se takova relace zachytit obdobou Hasseova diagramu? Vznika pomoci ni ¢asteéné usporadani? Z predchozich
avah vime, Ze nas vlastné zajima tranzitivni a reflexivni uzavér. Bude antisymetricky?

Priklad 6a.l: Uvazujme relaci R = {(1,2),(2,3),(3,1)} na A = {1,2,3}.

Pokud bychom tento graf chtéli pretvorit v Hassetv diagram, tak mame problém. Intuitivné vidime, (3)
ze se nam nepodaii body reprezentujici prvky 1,2, 3 rozmistit tak, aby vSechny Sipky vedly vzhtru. / \
Selze i algoritmus, protoze kazdy prvek A méa néjakého predchidce, takze nedokdzeme najit prvek °—0,

hned pro prvni krok.
Jak to dopadne pfi pokusu o tranzitivni uzavér? Kvili dvojicim 2R3R1 musime pridat dvojici 2R1, coz spolu
s 1R2 vytvofi protiptiklad proti antisymetrii.
A
Takovymto situacim se v teorii grafii fika cyklus a evidentné nam zde piisobi problémy. Vypijc¢ime si ptislusnou
terminologii, ale znaceni pfizptsobime nasi situaci.

Definice.
Necht R je relace na mnoziné A. Rekneme, Ze prvky ci,ca, ... , ¢, pro n > 2 tvoii cyklus v R,
pokud jsou navzajem rtzné a plati c;Res, ... ,cn_1Rc, a ¢, Rey.
Pokud méme cyklus ¢1, ... , ¢,, tak vlastné mame fetizek (viz kapitola 4) c1, ... , ¢,, c1, ktery je uzavieny (konéi,
kde zacal, zacyklil se). Naopak uvazujme situaci, kdy jsme se fetizkem zacyklili, tedy mame fetizek ¢y, ... , cp,c1.

Pak také musime mit cyklus. Pokud by se totiz pro ¢ < j stalo ¢; = ¢;, tak by to znamenalo, zZe jsme se do ¢;
dostali dvakrat a pasaZ mezi ¢; a c; v€etné by Slo z fetizku vynechat. Takto pokracujeme, dokud nebudou vsechny
¢; navzajem ruazné.

Véta 6a.7.
Necht R je relace na mnoziné A, necht S je jeji tranzitivni uzavér. S je antisymetrickd pravé
tehdy, pokud R neobsahuje cyklus.

Duikaz: Je dana relace R a jeji tranzitivni uzavér S. Oba sméry dokazované ekvivalence dokédzeme obménou.
1) =: Pfedpokladejme, ze R obsahuje cyklus cj,ca,... ,c,, kde n > 2. Protoze R C S, pak také pro kazdé
1=2,...,n musi platit ¢;_1S¢; a ¢,Scy.

Protoze n > 2, mizeme uvazovat fetizek coS ---Sc,Scy1. S je tranzitivni, proto podle lemma 4b.2 plati coSc;.
Také ¢1Sco a ¢1 # ca, tudiz S neni antisymetricka.
2) <: Predpokladejme, Ze S neni antisymetricka. Pak existuji a # b takové, ze aSb a bSa. Protoze je S tranzi-
tivni uzavér R, musi v R existovat fetizek «q, ... ,a, z a do b a Tetizek By, ... , Bm z b do a. Plati tedy «,, = By,
milZzeme je napojit a dostaneme fetizek «q,...,an,B1,...,8m v R, kde ag = B,,. Oznacime-li ¢; = ag, ...,
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Cn+1l = Qn, Cpt2 = B1, -+« y Cntm = Bm—1, Pak ¢;_1Rc; pro vSechna i a ¢, Req, tedy jde o uzavieny Fetizek
v R. Jak jsme si rozmysleli, v R pak také musi existovat cyklus.
O

Bohuzel, cykly se v realném zivoté vyskytuji docela casto. Pokud naptiklad zkusime zachytit relaci vysledky
sportovnich stfetl, tak se snadno stane, ze A porazi B, B porazi C' a C porazi A. Jak jsme pravé zjistili, takovéto
situace nelze prevést na situaci, kdy by ndm pomohla teorie ¢astecnych usporadani.

Casto se ale také stavd, ze cykly jsou vyloudeny jiz z principu (nebo by mély byt). Pokud by napiiklad vzniknul
cyklus v prerekvizitach predmétti na univerzité, tak by ji neslo vystudovat. V situacich bez cyklt uz lze na hierarchii
nahlizet jako na jadro jistého castecného usporadani. Jeho Hassetiv diagram lze sestrojit nasim algoritmem Cisté
na zakladé dvojic piivodni relace, ani k tomu nepotiebujeme hledat piislusny uzéaver.

Priklad 6a.m: UvaZzujme pfedméty p1, p2, ps3, Pa, Ps, Pe, P7 na jisté fakulté. Prerekvizity jsou dany nésledovné:
p2 vyzaduje p1 a p3; pa vyzaduje p1, p2 a ps; pe vyzaduje ps a pa; pr vyzaduje ps a pe.
Tyto prerekvizity zapiSeme v podobé relace.

p1 < P2 P1 < P4 P2 < Pe Pa < D7
p3 < D2 P2 < P4 Ps < D6 Pe < D7
P3 < P4

Snadno si rozmyslime, Ze tyto vztahy nevytvareji zadny cyklus, takze jsou zakladem pro uspofddani (a moznd
si vSimneme, Ze jisté dvé specifikace jsou vlastné zbytecné).

Nyni aplikujeme algoritmus pro Hasseliv diagram. Vidime, ze pfedméty p1, ps a ps nemaji predchtidce. Ptijdou
dolti. Odebereme je z mnoziny a seznamu dvojic.

Dostaneme mnozinu A = {po, ps, pe, 7} a zkraceny seznam vztaht ps < p4, p2 < Ps, P4 < Pr ol
a pg < p7. Pfedchiiddce nemé py. Pfidame jej do diagramu a propojime s dolnimi predméty dle /
puvodniho seznamu. Vyskrtneme p, a odpovidajici dvojice. 40

Dostaneme mnozinu A = {p4, ps, p7r} a zkraceny seznam vztahi py < p7 a pg < p7. PFedchidce 26 /
nemaji py a pg. Pfiddme je do diagramu a propojime s dolnimi piedméty dle ptivodniho seznamu. /

Spojnice z ps doli do p; a p3 netfeba kreslit, jiz tam vedou cesty. Vyskrtneme. 3 05

Dostaneme mnozinu A = {p7}, zbytek je jasny.

Hassetuv diagram formalné plati pro relaci S ziskanou z puvodni relace pomoci reflexivniho a tranzitivniho
uzaveéru, nicméné vystihuje presné hierarchii danou prerekvizitami a ukazuje napiiklad, které predmeéty je mozno
studovat zaroven. Je také vidét jista flexibilita, napfiklad ps by klidn€ mohl byt az v druhé fadé zdola.

A

6a.8 Bonus: Hasseliv diagram teoreticky

Zajimava otézka je, co vlastné dostaneme, kdyz vyjdeme z néjakého ¢aste¢ného usporadéni a vytvorime z néj vy-
razné mensi podmnozinu dvojic zakreslenou v diagramu. Kdyz v Hasseové diagramu ke spojnicim zase prikreslime
Sipky, vznikne graf jisté relace. Jaka relace to je?

Kdyz jsme jej poprvé zkouseli vytvorit intuitivné, vynechévali jsme ,,pfepony“ u dvojkroki. D& se cekat, ze pak
zbydou jen takové Sipky, které nelze realizovat jako dvojkroky. To vede k nasledujici terminologii.

Definice.

Necht (A, <) je c¢astené usporfddand mnozina a < je pfislusnd odvozena relace. Definujeme
relaci < na A predpisem a < b pravé tehdy, kdyz a < b a neexistuje x € A takové, ze a < x
ax<b.

Relaci < fikdme covering relation (pokryvaci relace) pro relaci <.

Jestlize a < b, tak rikame, ze prvek b pokryva prvek a, poptipadé ze prvek a je pokryt prvkem b.
Alternativni terminologie iika, Ze prvek a je bezprostfedni pfedchiudce (immediate pre-
decessor) prvku b, popt. ze prvek b je bezprostfedni naslednik (immediate successor)
prvku a.

Priklad 6a.n: Uvazujme mnozinu A = {1,2,3,4,5,6,12,20} usporadanou délitelnosti, viz 6a.f. Mame nésledu-
jici odvozena ostra usporadani: 1 <2,1<3,1<4,1<5,1<6,1<12,1<20,2<4,2<6,2<12,2 <20,
3<6,3<12,4<12,4<20,5=<20,6<12.

OvsSem Fadu z nich lze také uskutecénit dvojkrokem: 1 <2 <4,1 <2<6,1<2<12,1<2=<20,2<4<12,
2<4<20,3<6=<12.
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Kryci relace se tedy skladé z nésledujicich dvojic: 1<2, 1«3, 1«5, 2<4, 246, 316, 4112, 4<20, 5120, 6<12.
Zajimavou shodou okolnosti jsou to pfesné spojnice, které vidime v Hasseové diagramu tohoto usporadani.

JAN

Véta 6a.9.

Necht (A, <) je ¢astecné uspordadand mnozina, pro kterou mame néjaky Hassetuv diagram. De-
finujme relaci R na A takto: aRb pravé tehdy kdyz v diagramu existuje pfimé spojnice vedouci
z a vzhiru do b. Pak R = < neboli R je kryci relace pro usporadani <.

Naznacime, pro¢ by to mélo platit. Uvazujme néjaky Hassetliv diagram usporddéani < a jeho kryci relaci «.

Nejprve ukazeme nepiimym dtikazem, ze kazdé spojnici v diagramu z a nahoru do b odpovida dvojice a < b.

Uvazujme tedy a,b € A, a # b takové, ze neplati a < b. Jsou dvé moznosti. Jedna je, Ze neplati a < b, pak také
neexistuje spojnice z a vzhiiru do b. Druhd moznost je, ze a < b, ale existuje x takové, ze a < = a x < b. Pak musi
v diagramu existovat cesta vzhiiru z a do = a cesta vzhtiru z  do b. Napojenim vznikne cesta vzhiru z a do b,
krera vede pfes mezilehlé prvky (napiiklad z), a proto podle pozadavku uspornosti ani v tomto pfipadé nemize
existovat pfimé spojnice vzhiru z a do b.

Nyni ukédzeme nepfimym dikazem, ze kazdé dvojici a <b odpovida v diagramu spifima spojnice vzhiiru z a do b.

Uvazujme tedy dvojici bodt a,b € A, a # b takovou, Ze mezi nimi nevede v diagramu p¥imé spojnice z a vzhiru
do b. Mtze to byt proto, ze neplati a < b, pak také neplati a <b. Nebo sice plati a < b, ale pfi kresleni diagramu
nedoslo k propojeni a a b spojnici. Podle algoritmu se to mohlo stat jediné tehdy, pokud uz by mezi a a b existovala
cesta vzhiiru pres mezilehlé prvky, oznac¢me jeden z nich x. Kdyz tuto cestu rozdélime na tsek z a do = a Gsek z x
do b, tak podle specifikace Hasseova diagramu musi platit a < z a < b a proto ani v tomto pripadé neplati a <b.

Tato véta ukazuje, Ze z hlediska struktury jsou vsechny Hasseovy diagramy daného uspotradani stejné, liSit se
mohou jen nakreslenim. Vidime také, ze Hassetiv diagram existuje pravé tehdy, pokud lze pro dané uspotradéani
vytvorit konecnou kryci relaci <.

Poznamenejme, Ze tato kryci relace mize byt prazdna. Napfiklad pro mnozinu A = {2,3} usporadanou délitel-
nosti Hassetlv diagram hravé nakreslime. Jsou to dva body a zaddné spojnice, tedy kryci relace je prazdna.

U nekoneénych mnozin neméme formélné Hasseiiv diagram zaveden. Nékdy mizeme naznadit, ale tato moznost
nesouvisi s tim, zda je kryci relace prazdnéa ¢i ne.

Priklad 6a.0: UvaZujme uspofadéni < na N, pro néj odvozené relace pak je <. Kazdé n € N mé nekonecné
mnoho nésledniki, ale jen jednoho bezprostfedniho. Napiiklad a = 13 mé naslednika b = 23 (jisté plati 13 < 23),
ale mame také 13 < 17 < 23, a proto neplati 13 < 23. Na druhou stranu 13 < 14, ale marné budeme hledat n € N
spliiujici 13 < n < 14. Proto je 14 bezprostfednim néslednikem ¢isla 13 a tedy 13 < 14. Obecné snadno ukazeme,
ze relace < pro < na N vypadé takto:

<= {(n,n+1); n e N}.
Obdobné pro relaci < na Z mame

a={(n,n+1); n€Z}.
Toto odpovida spojnicim v Hasseové diagramu, viz ptiklad 6a.j.

Ted uvazujme relaci < na Q. Vezméme libovolné racondlni ¢isla z < y. Pak jejich pramér m = %(m +y) je
také racionalni ¢islo a coby prumér spliiuje x < m < y, takZe neplati z <y. Jinak feceno, Zadné racionalni ¢islo
nema bezprostfedniho predchiidce ani naslednika, protoze vzdy existuje ,nékdo blizsi“. Zavér: pro relaci < na Q
je < prazdna. Shodou okolnosti jsme také poznamenali, Ze pro toto usporadani nelze rozumné naznacit Hassetuv
diagram.

A

Priklad 6a.p: Nabizi se moznost definovat kryci relaci pro obecné relace, kdy bychom chtéli jakéhosi ,,bezpro-
stfedniho souseda“.

Ale nedéla se to, protoze u obecnych relaci se mize snadno stat, Ze nikoho takového nenajdeme, €cO&————0)
a to ani pro konecné mnoziny A, kde u usporadani kryci relaci najdeme vzdy. Viz relace napravo \ /

na mnoziné A = {a,b,c,d, e} o)
Prvek a nema bezprostiedniho néslednika, protoze ke vSem prvkam b,c,d, e se dostane jak / a\
primo, tak oklikou pies mezikrok. JOo——S0¢c
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K dokonalosti to dovadi relace R = {(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2)} na mnozing A = 3
{1,2,3}. Mame 1R2, ale tato dvojice nemiize byt v kryci relaci, protoze také mame 1R3R2. Stejnym / \
zpusobem vylouc¢ime dalsi kandidaty, takze pro tuto R by kryci relace byla prazdna. / \

TakzZe staci jednoducha relace, aby viibec nebylo jasné, co je to vlastné bezprostiedni soused.
A

Cviceni
Cviceni 6a.1 (rutinni): Které z nasledujicich relaci jsou ¢astecna usporadani na {1,2,3,4}? Pro kazdé usporadani
nakreslete Hassetiv diagram.
a) {(1,1),(2,2), (3, )) (( ?}(172) ,(1,3),(2,3),(3,4)};
7 ) ( )?(173)7( 74) (273)7(274)7( )}
3,3),(4,4),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4), (3,4) };
3,3),(4,4),(1,2),(2,3),(1,3),(3,1),(3,2)}.

Cviceni 6a.2 (rutinnl): Necht A je mnozina vSech lidi. Ktera z nésledujicich relaci je ¢asteéné usporadani?
a) a a b maji spole¢ného pritele; c) a je vySSi nez b;
b) a je predek b nebo a je b; d) a nevazi vic nez b.

Mot
w\l_\"/w
/\’\/\

—~
—_
—_

~—

/\

\_/

—

Cviéeni 6a.3 (rutinni): Rozhodnéte, které z nasledujicich relaci na Z? jsou uspotradani.
a) (u,v)R(x,y) jestlize u <z a v =1y; c) (u,v)R(x,y) jestlize u <z av>y.
b) (u,v)R(x,y) jestlize u <z av < y;

Cviceni 6a.4 (rutinni): Pro ¢islo n € N definujme m(n) jako nejvétsi cifru pouzitou pii desitkovém zépise n,
napiiklad m(13756) = 7. Rozhodnéte, které z nasledujicich relaci jsou ¢astecnd uspofadani na N:

a) xRy jestlize m(z) < m(y); ¢) xRy jestlize m(x) < m(y) nebo x = y.

bi) zRy jestlize m(x) < m(y);

Cviceni 6a.5 (rutinni, pou¢né): Ukazte pfimym vySetfenim vlastnosti, Ze nasledujicich relace jsou usporadani
(viz priklad 6a.e).

a) Relace < na Msy 9, mnoziné realnych matic 2 x 2: A < B jestlize |A| < |B| (determinanty) nebo A = B.

b) Relace < na N: z < y jestliZe je pocet jednicek v bindrnim zépise x mensi nez pocet jedniéek v bindrnim zapise
y nebo x = y.

Néapovéda: Zavedte vhodné znaceni pro pocet jednicek.

c¢) Relace < na P, mnoziné vSech redlnych polynomi: p < ¢ jestlize je stupen p mensi nez stupen g nebo p = q.

Cviceni 6a.6 (rutinni): Nakreslete Hassetv diagram

a) pro ({13,23,31,33,43},>);

b) pro mnozinu mnozin A = {{1},{2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}} uspofadanou relaci byti pod-
mnozinou;

c¢) pro mnozinu mnozin A = {{1}, {1,2},{1,4},{3},{3,4,5}, {5} } usporadanou relaci byti podmnozinou.

Cviceni 6a.7 (rutinni): Nakreslete Hassetv diagram pro (A, |) (relace délitelnosti), kde

a) A=1{1,2,3,4,5,6,7,8}; ) A=1{23,4,5,6,30,60} e) A={1,2,4,8,16};

b) A ={1,2,3,5,11,13}; d) A ={1,2,3,6,12,24}; £) A=1{2,4,6,12,24, 36}.
Viz také cviceni 6b.2.

Cviceni 6a.8 (poucné): Uvazujte nasledujici relaci na N: a < b pravé tehdy, kdyz b = a + 5k pro néjaké k € Ny.
Vsimnéte si, Ze na rozdil od definice kongruence modulo 5 zde nemame k € Z, ale chceme také & > 0. To znamena,
ze a = b pravé tehdy, kdyz a = b (mod 5) a a <b.

a) Dokazte, Ze relace < je ¢astecné usporadani.

b) Sestrojte Hassetiv diagram pro podmnozinu A = {n € N; n < 15} a naznacte tfemi teckami, jak by vypadal
Hasseliv diagram pro celé N.

Jako bonus si rozmyslete, jak by vypadal Hassetiv diagram pro nésledujici relaci na Z: Zvolme d € N. Relaci a < b
definujeme podminkou b = a + d - k pro néjaké k € Ny. Pro d = 1 to mimochodem dava béznou nerovnost a < b.

Cviceni 6a.9 (pou¢né):

Necht <7, <5 jsou ¢aste¢nd usporadani na téze mnoziné A. Dokazte protipiikladem, Ze

a) =1 U =< nemusi byt ¢astecné usporadani na A;

b) <1 \ =3 nemusi byt ¢astecné usporadani na A;

c) <1 o <9 nemusi byt ¢asteéné usporadani na A.

Napovéda: Zvolte si A dle libosti, relace pak lze vytvaret grafem, vypisem prvkia nebo pouZzit néjakou zndmou.
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Cviéeni 6a.10 (rutinni): Necht R je relace na A, které je antisymetrické a tranzitivni. Dokazte, Ze pak R? = RoR
je také antisymetricka.

Napovéda: Vyuzijte znalosti z kapitoly 4.

Cviceni 6a.11 (rutinni): Napiste vyc¢tem dvojic prvku, ktera relace usporadani je ddna nasledujicim Hasseovym
diagramem.

co od
N
b

Cviceni 6a.12: Pro néasledujici relace dané vypisem dvojic rozhodnéte, které z nich neobsahuji cykly. Pro né
sestrojte Hassetv diagram.

a) R = {(a, f), (b,d), (a,e), (f;¢), (f,€)};

b) R ={(a,b), (b,e), (c,b), (d,c), (e, c)};

c) R={(1,5),(2,3),(3,1),(4,2),(5,2) };

d) R ={(1,3),(2,3),(4,5), (4,3), (4,1),(5,3),(2,1)}.

Reseni

6a.l:

a) neni tranzitivni, viz (2,3) a (3,4). b) ° °, o, °, d) o4

b) je usporadani (i ekvivalence). | 3

c) neni reflexivni, viz (3, 3). d) je usporadani. 0

e) neni antisymetricka, viz (1,3) a (3,1). 10/ \02

6a.2: a) neni A, T; (ii): je usporadani; (iii): neni R; (iv): neni A.

6a.3: b) je uporadani; (ii): neni R; (iii): je usporadani.

6a.4: a) neni A; b) neni R; c) je usporadani.

6a.5: a) R: pfimo z definice. A: Necht A < B A B < A. Dvé moznosti. Kdyby A # B, pak z definice dostavame
|A| < |B| A |B| < |A], spor. Tudiz je to varianta A = B. T: Necht A < B A B < C. Ctyfi moznosti:

A) V obou piipadech vzniklo < z prvni podminky. Pak |A| < |B| A |B| < |C|, proto |A] < |C|a A=< C.
B) Vzniklo to jako |A| < |[B| a B=C. Pak |A| < |C|a A=<C.

C) Varianta A = B a |B| < |C] dava také A < C.

D) posledni mozZnost je, ze to A < BA B =< C vzniklo jako A= B a B=C,pak A=C atedy A <C.
Takze vzdy A < C a tranzitivita je prokazana.

b) a c) se délaji obdobné, jen misto determinantu se pracuje s jinou funkei.

6a.6:
a) /013 b) J{1:2,3,4,5} o {12} {14} {345}
/23 {1,2,3,4)
d/°31 {1.2.8)_/ O o{1 2,4} \:1;/ {g;/\zg}
/33
<
{1} {2}
6a.7
a) 80 C) 60
b 5 o
4<|> 06 ) 2030 o 011)13 \030
<|> <|> o5 _o \\// 40 60/
2 \\// ’ s AN
1 2% 3° %
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I Ti;l e) /16 f) 36
/8 \ /

|6 012

A /1 VAN
N /2 N/
1 2

6a.8:

a) Ria=a+5-0a0€Ny, protoa Za. Ata=bab=<adia<bab<a,protoa=>0. 116 120 130 140 150

T:a<bab=<cdib=a+5k,c=b+5lprok,l € Ng,pakc=a+5k+1)ak+lecN. 6 0% 10
i

1
6a.9: Nejsnaze pokazime antisymetrii. Na A = {1, 2,3} zvolme <;={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2)} a
<2=1(1,1),(2,2),(3,3),(2,1)}. Pak =1 U =3 a <2 0o <1 jsou rovny {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)}, neni antisy-
metrické. Rozdil neni reflexivni.
Nebo =<; je < na Z, <5 je > na 7Z, pak sjednoceni i slozeni je Z x Z.
6a.10: Tranzitivita dava R? C R (dtisledek 4c.3) a antisymetrie pfechazi na pdmnoZinu relace (véta 4c.8).
6a.11: {(a,a), (b,b), (¢, ), (d,d), (a,b), (a, ), (a, ), (b,), (b, ).
6a.12:
b) cyklus bReRcRb. a)

c) cyklus IRGR2R3R1. \ / / \
T A

6b. Minima, nejmensi prvky a podobné, dobré usporadani

d)

V hierarchickych systémech se hodi umét poznat, kdo jim $éfuje (a na koho spadne vSechna préce).

Definice.

Necht (A, <) je ¢asteéné usporadana mnozina a < odpovidajici odvozena relace.

Necht M je neprazdné podmnozina A.

Rekneme, Ze prvek m € A je nejvétsi prvek mnoziny M, jestlize m € M

a pro vSechna x € M plati z < m.

Rekneme, Ze prvek m € A je nejmensi prvek mnoziny M, jestlize m € M

a pro vSechna xz € M plati m < .

Rekneme, Ze prvek m € A je maximalni prvek nebo maximum mnoziny M, jestlize m € M
a neexistuje x € M: m < z.

Znacime to m € max(M), poptipadé (kdyz je jen jedno) m = max(M).

Rekneme, Ze prvek m € A je minimalni prvek nebo minimum mnoziny M, jestlize m € M
a neexistuje x € M: x < m.

Znacime to m € min(M ), poptipadé (kdyz je jen jedno) m = min(M).

Let (A, <) be a poset. Let M be a non-empty subset of A.

We say that an element m € A is a greatest element of the set M, if m € M and z <m for all x € M.

We say that an element m € A is a least element of the set M, if m € M and m < x for all z € M.

We say that an element m € A is maximal in the set M (or a maximum of M), if m € M and there is no
x € M such that m < x. We denote it m = max(M).

We say that an element m € A is minimal in the set M (or a minimum of M), if m € M and there is no
x € M such that © < m. We denote it m = min(M).

Nejvétsi prvek mnoziny M je podle definice ,nad* vSemi ostatnimi prvky M neboli ma je vSechny ,,pod sebou”,
zatimco maximélni prvek nemd nikoho z M ,nad sebou“. Asi nejde o totéZz, jinak bychom neméli dva pojmy.
Obdobné nejmensi prvek mnoziny je ,,pod“ vSemi ostatnimi prvky z mnoziny, zatimco minimum nemé nikoho
z mnoziny ,,pod sebou®. Prvkim z definice budeme nékdy fikat extrémni prvky mnoziny M.

Piiklad 6b.a: Uvazujeme mnozinu A = {1,2,3,4,5,6,12,20} usporddanou délitelnosti. V piikladé 6a.g jsme
nasli jeji Hasseuv diagram.
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Uvazujme mnozinu M = A. Jeji nejvétsi prvek m by mél byt z této mnoziny a mél by ol2 020
spliiovat x | m pro vSechna x € A (vSechna ¢isla jej maji délit). V seznamu prvki ale takové /. /
¢islo budeme hledat marné. Naptiklad m = 20 je zajimavy kandidat, ale nespliiuje 6| 12 neboli 69, 4
nemé ,,pod sebou® dvanactku. Mnozina M tedy nema nejvétsi pvek vzhledem k usporadani \
délitelnosti.

V Hasseové diagramu pro nejvétsi prvek mnoziny vyzadujeme, aby ze vSech ostatnich prvki 30 2 O5
této mnoziny do néj vedly cesty smérem vzhiiru. Vizualné by tedy nejvetsi prvek mél pred- \‘
stavovat spole¢ny vrchol diagramu. 1

Podminka pro maximalni prvek m této mnoziny vyzaduje, aby neexistovalo zadné x € M spliiujici m < z, tedy
nesmi existovat jiné cislo z M, které by bylo ¢islem m délitelné. Takova c¢isla najdeme dvé, jmenovité m = 12
a m = 20. Muzeme tedy konstatovat, ze vzhledem k délitelnosti plati max(A) = {12,20}.

7 pohledu Hasseova diagramu maxima piedstavuji ,horni konce®, ze kterych uz smérem vzhiiru nic nevede. Jak
vidime, maximum nemusi byt jednoznacné, zde jsou maxima dveé.

Nejmensi prvek A by mél délit vSechny prvky mnoziny. Jedno ¢islo zjevné funguje, takze m = 1 je nejmensi
prvek mnoziny A vzhledem k délitelnosti. Vidime, Ze se do néj cely Hassev diagram sbiha. Také nema nikoho pod
sebou, tudiz je to minimum: min(A) = 1.

¢isla z M délila toto m. Snadno najdeme m = 6. Protoze pro zadné z ostatnich ¢isel x € M neplati

Nyni uvazujme podmnozinu M = {1,2,3,6}. Hleddme nejvétsi prvek, tedy takové m, aby vSechna 69
m|x, je to i maximum. \

Obdobné usoudime, ze m = 1 je nejmensim prvkem i minimem M vzhledem k délitelnosti. 30 02
Vsimneme si, ze jsme pii téchto tvahach vibec nepotiebovali pracovat s prvky mnoziny A mimo \
M. Vlastné jsme tedy pracovali s restrikei délitelnosti na mnozinu M neboli s usporddanou mnozinou o

1

(M,]), to A jsme nepotiebovali.

Interpretace souhlasi, Hassetiv diagram uspofddané mnoziny (M,|) se nahofe sbihd do nejvétsiho
prvku a dole do nejmensiho prvku.

A

Tento priklad ndm ukazuje uziteénou véc. Pokud méame usporddanou mnozinu (A, <) a pracujeme s extrémnimi
prvky néjaké jeji podmnoziny M (hleddme je, chceme znat jejich vlastnosti), tak vlastné sta¢i pracovat s restrikei
neboli s uspofddanou mnozinou (M, <). To ndm usnadni dikazy.

Priklad 6b.b: UvaZujme mnozinu mnozin A = {{1},{2},{1,2},{1,2,3}} a ¢4stetné usporadéni C. Jako pod-
mnozinu M vezmeme piimo toto A.

Prvek {1,2,3} je nejvétsim prvkem .4, protoze vSechny prvky N € A spliuji N C {1,2,3}
{1,2,3}. Je také maximalnim prvkem A, protoze v A neexistuje mnozina N, kterd by ?
spliovala {1,2,3} C N a {1,2,3} # N. ‘{1 2}

Prvek {1} je minimélnim prvkem A, protoZze neexistuje prvek N v A, ktery by spliioval o

neexistuje. Takovy nejmensi prvek by totiz musel byt podmnozinou vSech mnozin z A,
napiiklad by musel byt podmnozinou {1} a také podmnozinou {2}. To spliiuje jen prazdna
mnozina, kterd ale neni prvkem A.

Vysledky souhlasi s tvarem Hasseova diagramu, ktery se nahofe sbiha do sSpice, ale dole ne.
A

N C {1} a N # {1}. Podobné je i {2} miniméalnim prvkem .A. Nejmensi prvek A ale / \
o o)
{1} {2}

Ctenafe jisté napadlo nékolik pozorovani ohledné vlastnosti extrénich prvki. Potvrdime je. P¥i ¢teni dikazt
pomiize si predstavit néjaky Hassetiv diagram.

Véta 6b.1.
Necht je (A, <) ¢astecné uspordadand mnozina, uvazujme neprazdnou podmnozinu M C A. Pak
plati nasledujici:
(i) Jestlize existuje nejvétsi prvek M, pak je jediny.
Jestlize existuje nejmensi prvek M, pak je jediny.
(ii) Jestlize je m nejvétsi prvek M, pak m = max(M) a jiné maximum uz neni.
Jestlize je m nejmensi prvek M, pak m = min(M) a jiné minimum uz neni.

Dukaz (rutinni): (i): Necht mq, mo jsou nejvétsi prvky M, pak jsou mimo jiné z M. Protoze je m; nejvétsi
z M, musi platit ms < m1. Protoze je ms nejvétsi z M, musi platit m; < ms. Antisymetrie pak dava m; = mao,
takZe dva rizné nejvétsi prvky nelze mit.
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Dikaz pro nejmensi prvek je symetricky.
(ii): Pfedpokladejme, ze m je nejvétsi prvek M. Pak pro vSechny prvky = € M plati < m, tudiz pro né podle
faktu 6a.3 (ii) nemuze platit m < z. Proto je m maximum M.

Necht n je také maximéalni prvek M. Protoze je m nejvétsim prvkem M a n € M, plati nutné n < m. OvSem
nemuze platit n < m, kdyz je n maximum. Podle definice < tedy m = n.

Obdobné se dokazuje tvrzeni pro nejmensi prvek a minima.

g

Zajimavé je obména tvrzeni (ii). Jestlize existuje vice maximélnich prvkia M, pak neexistuje nejvétsi prvek M,
obdobné pro minima a nejmensi prvek.

Definici a dikazy ndm usnadnilo pouzivani odvozeného ostrého usporadani <. Ne vsSichni autofi jej zavadéji,
teorii lze stavét bez néj. V definici je mozné namisto m < x napsat vyznam, tedy m =< x a m # z, ale také existuje
verze s implikaci, ktera se nékdy hodi v dikazech.

Véta 6b.2.
Necht je (A, <) ¢astecné uspordadanad mnozina, uvazujme neprazdnou podmnozinu M C A. Pak
plati nasledujici:
(i) m je maximum M pravé tehdy, pokud spliiuje nasledujici:
Pro vSechna xz € M plati implikace m =z = =z =m.
(ii) m je minimum M prévé tehdy, pokud spliiuje nasledujici:
Pro vSechna x € M plati implikace t < m = = =m.

Dukaz (rutinni): (i): Oba sméry dokdzeme nepfimo, tedy diikazem obmény.

=>: Pfedpokladejme, ze m € M nespliuje podminku. Pak existuje x € M takové, Ze pro néj neplati dotycna
implikace, tedy plati m = x a m # x. To podle definice odvozeného usporadani znamena, ze m < x, a proto m
nemiize byt maximem M.

<=: Predpokladejme, ze m neni maximem M. Pak existuje x € M takové, ze m < x. Proto m < x a x # m,
tedy = nespliiuje implikaci z podminky a ta je neplatna.
(ii): Ditkazy obou smérii jsou obdobné.

O

7 této véty vyplyva, ze kdyz mame vice maxim, pak nemohou byt v Hasseové diagramu propojeny spojnici
(obecnéji mezi nimi nemiize byt v relaci vztah), obdobné pro minima. Diitkaz nechdme ¢tenéfi jako cviceni 6b.10.

Polovinu dtikazt jsme nedélali, odvolavali jsme se na symetrii pfipadd. Intuitivné by mélo to, co plati pro nejvétsi
prvky a maxima, platit i pro nejmensi prvky a minima, a naopak. Uvazujme uspofadanou mnozinu (A, <), pro
kterou mame Hassetiv diagram. Da se ukézat, ze pokud jej prevratime vzhiru nohama, dostaneme Hassetv
diagram inverzni relace (A, <~1). Pfitom se horni konce diagramu staly dolnimi a naopak. Potvrdime to obecné,
i pro uspotradani bez Hasseova diagramu.

Véta 6b.3.

Necht (A, <) je ¢asteéné usporddanad mnozina, uvazujme neprazdnou podmnozinu M C A.
(ia) m je nejvétsim prvkem M vzhledem k < pravé tehdy, jestlize je m nejmensim prvkem M
vzhledem k <71.

(ib) m je nejmensim prvkem M vzhledem k < pravé tehdy, jestlize je m nejvétsim prvkem M
vzhledem k <71,

(iia) m je maximum M vzhledem k < pravé tehdy, jestlize je m minimem M vzhledem k <~1.
(iib) m je minimum M vzhledem k < pravé tehdy, jestlize je m maximem M vzhledem k <~1.

Dukaz (rutinni): (ia) m je nejvétsi prvek M vzhledem k =< pravé tehdy, kdyz x < m pro vSechna z € M, coz
je pravé tehdy, kdyz m <~! z pro vSechna z € M, coz je pravé tehdy, kdyz m je nejmensi prvek M vzhledem
k <1,
(ib) Protoze <= (=271)71, m je nejmensim prvkem M vzhledem k =< préavé tehdy pokud to plati vzhledem
k (27171, coz podle (ia) je pravé tehdy, pokud je m nejvétsim prvkem <—1.
(iia): m je maximum M pravé tehdy, kdyz pro x € M plati implikace m < = = = m, coZ je pravé tehdy,
kdyZ pro x € M plati implikace z <~! x = z = m, coz je pravé tehdy, kdyz m je minimum (M, <"1).
(iib) se dokazuje obdobné.

Il
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Toto ma uziteény disledek. Pokud dokézeme, ze néjakd vlastnost maxima plati pro vSechna usporadani, pak to
musi platit i pro jejich inverze (coz jsou také usporadéni) a tedy to musi platit i pro minima, a naopak. Jinak
feCeno, obecné vlastnosti minim a maxim musi souhlasit, obdobné pro vlastnosti nejvétsich a nejmensich prvk.
Takze u obecnych tvrzeni opravdu staci délat polovinu dikazu.

ez

na rozdil od m € max(M) kupodivu neexistuje zkratka pro ,,m je nejvétsi prvek M“, obdobné u nejmensiho prvku.
S tim se smifime, vétsi problém je, Ze jak jsme vidéli, nejvétsi ani nejmensi prvek nemuseji existovat. Odpovida to
tomu, Ze se Hassetuv diagram nemusi sbihat nahote ¢ dole do $picky. Jak ukazuje véta 6b.1 (ii), maxima a minima
maji vétsi Sanci existovat, ostatné Hasseuv diagram bude mit néjaky horni ¢i dolni konec vzdycky. OvSem ne kazdé
usporadani takovy diagram ma.

Priklad 6b.c: Uvazujme (N, <) a podmnozinu M = {n € N; n > 12} = {13,14,15, ... }. Pak nejmensi prvek
M je m = 13, protoze 13 < x pro vSechna x € M a 13 € M. Také minimélni prvek M je m = 13, protoze v M
neexistuje x, které by splnovalo = < 13.

Nejvétsi ani maximalni prvek neexistuji. Diikaz: Predstavme si, ze by m bylo maximalnim prvkem M. Pak by
zddné prvky x € M nesmély spliiovat m < z, ale nékteré to spliuji, stac¢i vzit © = m + 1. ProtoZe neexistuje
maximum, nemuze existovat ani nejvétsi prvek.

A

Tento priklad ukazuje, Zze mnoziny s nekone¢nym koncem jsou pro minima a maxima problematické. Neni to ale
problém jediny.

Piiklad 6b.d: Uvazujme (Q, <) a podmnozinu M = {z € Q; 0 < z < 1}. Tato mnozina nikam do nekoneéna
neutika, ale nema maximum ani minimum, nejmensi ani nejvétsi prvek.
Ukéazeme, Ze nemize mit nejmensi ani minimalni prvek: Vezméme libovolného kandidata m € M. Pak 5 € M
a 5 < m, tedy 3 je protipiiklad k tvrzeni, Ze m je minimélni, zaroven neplati m < 3 a proto neni m ani nejmensi.
Podobné ukazeme, Ze nelze najit nejvétsi ani maximalni prvek M: Vezméme libovolného kandidata m € M. Pak
mT‘H spliiuje coby primér ¢isel m a 1 nerovnost m < x < 1, proto x € M a m < z. TakZze m nemtze byt
maximem a proto ani nejvétsim prvkem M.

A

xr =

Obvykly matematicky pristup je omezit se na mnoziny néjakého vhodného typu, u kterych uz by byla existence
minim a maxim zarucena.

Véta 6b.4.
Necht (A4, <) je ¢astecné uspofadand mnozina. Jestlize je M kone¢néd neprazdnd podmnozina
A, pak existuje min(M) a max(M).

Dukaz (pou¢ny): Pfechodem k restrikei staci dokézat, ze pro libovolnou koneénou usporddanou mnozinu (M, <)
existuji min(M) a max(M). Jako obvykle dokadZeme jen jednu véc, tieba existenci minima, a to indukei na pocet
prvkt mnoziny.

(0) Jednoprvkova uspotddand mnozina M = {m} ma ur¢ité minimum, jmenovité m, protoze v M nemohou byt
x takové, aby © < m, coz zahrnuje x # m.

(1) Necht n € N je libovolné a predpokladejme, ze vSechny n-prvkové usporddané mnoziny maji minimum.
Potiebujeme ukazat, ze totéz plati pro vSechny mnoziny s n + 1 prvky. Uvazujme proto uspoirddanou mnozinu
(M, =) s n+1 prvky. Zvolme libovolny prvek y € M a podivejme se na M’ = M\{y}. Kdyz udélame restrikci <
na M’, dostaneme n-prvkovou usporddanou mnozinu, proto podle indukéniho pfedpokladu existuje jeji minimum
m € M’ vzhledem k <. Ted porovname m’ a y a rozebereme jednotlivé moznosti.

Jestlize y < m, tak tvrdime, Ze toto y je minimalnim prvkem M. Dokazeme to sporem, predpokladejme, ze
existuje néjaké x € M takové, ze x < y. Pak mdme x < y < m, tedy podle faktu 6a.3 (iii) z < m, zaroven
r € M\{y} = M’ a mame spor s m’ € min(M’).

Jestlize y =< m neplati, tak je m minimalnim prvkem pro celé M. Dokazeme to pomoci véty 6b.2. Uvazujme
néjaké x € M spliujici © < m. Pak x nemize byt y, proto z € M’ a podle m € min(M’) musi platit © = m.

V kazdém pfipadé jsme tedy nalezli minimum M, ¢imz je diikaz (1) dokoncen.

Podle principu matematické indukce jsem tim dokazali existenci minima pro vSechny kone¢né usporadané
mnoziny.
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Alternativni dikaz: Zvolme a; € M. Jestlize to neni minimum M, tak existuje ap € My = M \{a1} takové,
ze ay < ay. Jestlize as neni minimum, tak existuje ag € M \ {as} takové Ze asz < ay. VSimnéme si, Ze a3 # aq,
protoze z tranzitivity < mame as < a;. Takze vime, ze ag € My = M\ {ay,as}.

Jestlize a3 neni minimum, zvolme a4 € M\ {ag} takové, ze ay < as, zase ay € M3 = M \{ay,az,a3}. Atd.,
dfive ¢i pozdéji musime dostat minimum, protoze M je konec¢na.

Tento alternativni dikaz vypada snadnéji, ale to je tim, ze jsme nedokazovali nékteré kritické kroky, jinak by
to podstatné narostlo. Vratime se k tomu v kapitole 7 o indukci.

O

Poznamka: Vsimnéte si, Ze pfi kresleni Hasseova diagramu zdola jsme pouzivali minima mnoziny. Tato véta
zarucuje, ze existuji, tedy Ze dotycny algoritmus bude fungovat. Ma také dopad na existenci kryci relace.
Vezméme prvek a € A a uvazujme mnozinu {z € A; a < z}. Jestlize je prazdnd, pak je a maximum A a tudiz
prirozené nemtze mit bezprostfedniho néslednika. Pokud se to stane vSem prvkim z M, tak je kryci relace prazdné.
Pokud tato mnozina prazdna neni, tak vSechna jeji minima jsou bezprostfednimi nasledniky a. Podobné hledame
bezprostiedni predchidce jako maxima mnoziny {z € A; = < a}.

A

Véta ndm pro kone¢né mnoziny zaruCuje existenci minim a maxim, ale poifdd zlstavad problém s nejvétsim
a nejmensim prvkem. Pokud chceme jejich existenci vynutit, musime zabranit tomu, aby bylo vice minim ¢i
maxim. Vime, Ze vicendsobnd maxima nemohou byt propojena (cvi¢eni 6b.10), obdobné pro minima, tedy problém
je s nedostatkem spojnic. Zavedeme pro to oficidlni terminologii.

Definice.
Necht (A, <) je ¢astetné usporddand mnozina. Rekneme, e a,b € A jsou porovnatelné, jestlize
a =< b nebo b < a. Rekneme, Ze a,b € R jsou neporovnatelné, jestlize neplati a < b ani b < a.

Let (A, <) be a poset. We say that a,b € A are comparable if a < b or b < a.
We say that a,b € A are incomparable if neither ¢ < b nor b < a.

Napfiiklad pracujeme-li s relaci C, pak mnoziny {13,23} a {3,13} porovnatelné nejsou, zato mnoziny {13, 23}
a {3,13,23} porovnatelné jsou.

Podobné uvazujeme-li pro prirozena cisla relaci délitelnosti, pak ¢isla 6 a 12 porovnatelna jsou, zato cisla 6 a 9
porovnatelna nejsou.

Definice.
Necht (A4, <) je éasteéné usporddand mnozina. Rekneme, Ze < je linearni uspofadani, popii-
padé uplné usporadani, jestlize jsou kazdé dva prvky z A porovnatelné.

Let (A, =) be a poset. We say that < is a total order or a linear order if every two elements from A are
comparable.

Piiklad 6b.e: (Z, <) je linearné usporadana mnozina. (N, >) je linedrné usporddand mnozina.
Na druhou stranu (P(X),C) neni linedrné usporddand mnozina pro |X| > 1 (viz piiklad 6a.b), také relace
délitelnosti neni linearni uspofadani na N.
JAN
— Bonusové pozorovani: V této souvislosti si mozné pripomenete vlastnosti dichotomie a trichotomie z kapitoly 4d,
které otazku porovnatelnosti kladou pro obecné relace. Casteéné usporadani je linedrni pravé tehdy, kdyz je
dichotomické.
Maéme-li ¢astecné usporadani =<, které je dichotomické, tak od néj odvozena relace < je nutné trichotomicka.
Naopak za¢neme-li s asymetrickou, tranzitivni a trichotomickou relaci <, tak od ni odvozené relace < je linedrni
+ usporadani.

Jiz tradi¢éné se zeptame, kdy se linearita zachovava.

Fakt 6b.5.
Je-li (A, %) linedrni uspofadani, pak také jeho restrikce na libovolnou podmnozinu A je linearni
usporadani.

6b.5, 6b.e 197 6b.5, 6b.e
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Dukaz (pou¢ny): Zde budeme protinat relaci s mnozinou, proto bude vyhodnéjsi zapis pomoci usporadanych
dvojic, bude také lepsi pouzit pro < pismeno R, takze namisto a < b piSeme (a,b) € R.

Necht B je podmnozina A, necht S je restrikce R na B, pfipomenime, ze S = RN (B x B). Vezméme ted libo-
volné a,b € B. Pak a,b € A, proto dle linarity < je splnén vyrok ,(a,b) € R nebo (b,a) € R*. Ale z (a,b) € R
plyne diky (a,b) € B x B také (a,b) € S, podobné z (b,a) € R plyne (b,a) € S. Je tedy pravdivy vyrok
»(a,b) € S nebo (b,a) € S.“

O

Fakt 6b.6.
Necht (A, <) je linedrné usporfddand mnozina. Pak je také <~! linedrni uspofddani na A.

Ditikaz je tak snadny, Ze to snad ani nestoji za téchto tfinact slov.

N2

usporadani, ale linearita uz se nemusi zachovat. Napfiklad < i > jsou linearni uspotradani na 7Z, ale jejich prinikem
dostaneme A(Z) neboli relaci danou vztahem a = b, coz rozhodné neni linedrni usporadéni.

Nyni potvrdime, zZe linearita pomtize s existenci extrému.

Véta 6b.7.

Necht (A4, <) je linedrné usporadand mnozina a M je jeji neprazdnd podmnozina.
Jestlize je m = max(M ), pak je to také nejvétsi prvek M.

Jestlize je m = min(M ), pak je to také nejmensi prvek M.

Dukaz (rutinni): Predpokladejme, ze m = max(M). Necht z € M je libovolné, potifebujeme ukazat, ze < m.
Protoze je < linearni, musi platit m =< x nebo x < m. V pfipadé toho druhého je dtikaz hotov. Co kdyby platilo
m = x?7 ProtoZe je m maximalni, tak podle véty 6b.2 x = m a tedy zase x < m. Diikaz je hotov.

Druha cast se dokaze symetricky.
O

U linearné uspoiradanych mnozin tedy minimum a nejmensi prvek jedno jsou, podobné pro maximum a nejveétsi
prvek.

— Ctenaf znaly matematické analyzy (kalkulu) si mohl v§imnout, ze v tomto oboru definuji pro podmnoziny R
maximum a minimum, pri¢emz v jejich definici je podminka z nasi definice nejvétsiho a nejmensiho prvku. Je
to v analyze tradicni, ale z hlediska obecné teorie je to samoziejmeé Spatné. Nastésti to diky linearité usporadani

+ < na R vyjde v tomto konkrétnim piipad€ nastejno.

A ted uz okamzity disledek véty 6b.4 a posledniho tvrzeni.

Véta 6b.8.
Necht (A, <) je linedrné uspofadana mnozina. Kazda jeji neprazdnd koneénd podmnozina ma
nejmensi a nejvétsi prvek.

— Silné pokrocila a nedtlezita, nicméné mozna zajimava poznamka: Na existenci nejmensiho a nejvétsiho prvku
nepotiebujeme plnou silu usporadani. Dobte to ukazuje nasledujici tvrzeni:

Véta 6b.9.

Necht je R relace na mnoziné A, kteréd je tranzitivni. Necht M je neprazdnd podmnozina A
takova, ze pro kazdé dva rtizné prvky a,b € M plati aRb nebo bRa. Pak existuje prvek m € M
takovy, Ze pro vSechna = € M \ {m} plati mRzx.

Dukaz (pou¢ny): Dikaz povedeme indukci podle poétu prvkia M.

(0) n = 1: Pro jednoprvkové mnoziny je tvrzeni trivialné splnéno.

(1) Vezméme libovolné n € N a predpokladejme, Ze kazd4 mnozina velikosti n, na které je tranzitivni relace R
spliujici podminku vzajemné porovnatelnosti vSech ruznych prvkia M, mé prvek m s vlastnosti, ze mRx pro
v8echna x € M\ {m}.

Uvazujme ted mnozinu M o n + 1 prvcich uspofadanou relaci R spliujici ptislusné pozadavky (tranzitivita,
porovnatelnost). Zvolme néjaké y € M, ozna¢me M’ = M \ {y}. Restrikce R na M’ je pofad tranzitivni
a porovnava vsechny prvky, takze podle indukéniho predpokladu existuje m € M’ takové, ze mRx pro vSechna
x € M'\{m}.

6b.9, 6b.e 198 6b.9, 6b.e
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Protoze m,y € M a y # m, musi byt podle predpokladu porovnatelné, plati tedy mRy nebo yRm.

Jestlize mRy, pak mRx pro vSechny x € (M’ \{m})U{y} = M \{m}, mame tedy hledany prvek.

Jestlize yRm, pak tvrdime, Ze y je ten hledany prvek. Vezméme libovolné x € M\ {y} = M’. Jestlize z = m,
pak yRm 1ika yRx a vSe je v porddku. Jestlize x # m, pak x € M'\ {m} a proto mRz, také yRm a podle
tranzitivity y Rz, jak bylo potfeba.

O

Z toho jiz hravé odvodime predchozi vétu: Nechf (A, <) je linedrné usporddand mnozina, M jeji kone¢na
podmnozina. Pak =< je tranzitivni relace, kterd diky linearité porovnavéa vsechny prvky M. Podle véty 6b.9
tedy existuje prvek m € M takovy, Ze pro x € M \ {m} méame m < z. Diky reflexivité ovSéem mame i m < m,

+ takze m =X x pro vSechna x € M a m je tedy nejmensi prvek.

Véta ndm poskytla existenci nejmensiho a nejvétsiho prvku za predpokladu, zZe mame linedrni usporadani.
Nasledujici tvrzeni ukaze, zZe to plati i naopak, tedy bez linearity uz se na takové prvky spoléhat nelze.

Fakt 6b.10.
Necht (A, <) je ¢astecné usporadand mnozina. Jestlize plati, ze kazda dvouprvkova podmnozina
A ma nejmensi prvek, pak (A, <) uz je nutné linedrné usporadand mnozina.

Dukaz (pou¢ny): Necht z,y € A. Jestlize © = y, pak x < y z reflexivity. Jinak je {z,y} dvouprvkovd podmno-
Zina A, tudiZz podle pifedpokladu musi mit nejmensi prvek. Pokud je jim z, tak plati z < y, a pokud je jim v,
tak plati y =< x. Tyto dva prvky jsou tedy porovnatelné.

O

Vsechny konec¢né linearné usporadané mnoziny jsou v jistém smyslu stejné.

Véta 6b.11.
Necht (A, <) je koneéna ¢astecné usporddand mnozina. Je to linedrni uspofadani pravé tehdy,
jestlize 1ze prvky A napsat jako A = {aq,...,a,} tak, aby a; < ag < -+ < a.

Dukaz (pouény): 1) =>: Indukci dokazeme, Ze jestlize je n-prvkovd mnozina linedrné usporadand, pak ji lze
prislusnym zptasobem seradit.
(0) n = 1: Pro jednoprvkové mnoziny to evidentné plati, A = {a;}.
(1) Vezméme libovolné n € N a predpokladejme, Ze n-prvkové moziny lze fadit. Uvazujme néjakou linedrné
uspofadanou mnozinu (A4, <) o n+ 1 prvcich. ProtoZe je to koneéna linedrné uspofddand mnozina, tak musi mit
nejvétsi prvek m. Uvazujme M’ = M \ {m}. Ukazali jsme, Ze restrikce linedrniho uspofadani je zase linearni
usporadani, takze (M’, <) je linedrné usporadand mnozina o n prvcich, tudiz ji podle indukéniho pfedpokladu
mizeme usporadat jako M\ {m} = {a; < as < -+ < a,}. Jelikoz je m nejvétsi prvek M, tak uréité a,, < m,
také a,, # m, mame tedy a, < m. MiZeme tudiz polozit a,,+1 = m a jsme hotovi.
2) <—: Predpokladejme, ze ¢astecné usporadanou mnozinu (A, <) lze napsat jako A = {a; < as < -+ < a,}.

Pro dané a,b € A musi existovat 4, j takové, Ze a; = a a a; = b. Moznost ¢ = j odpovida a = b, pak a = b diky
reflexivité. Pokud by bylo i < j, pak je a v tom Fetézci nékde pred b, tudiz dle tranzitivity a < b. P¥ipad 7 > j
pak symetricky a naprosto stejné vede na b < a. TakZe a,b jsou porovnatelné.

O

Receno jinak, konecnd usporadand mnozina je linedrné uspotadana pravé tehdy, jestlize jeji Hasseiv diagram

vypada jako jedna snidrka s koralky zdola nahoru. Pro nekone¢né mnoziny to jiz platit nemusi. Nerovnost < je
zjevneé linearni usporadani na Q, ale neumime Q zapsat jako rostouci posloupnost prvki.

V predchozi sekci jsme poukazali na prakticky problém, kdy z urcitych prerekvizit neboli relace, ktera neobsahuje
cyklus, odvodime ¢astecéné usporadani, popfipadé pro ni vytvorime diagram. Formalnim néastrojem byl reflexivni
a tranzitivni uzavér. Pokud mé tato vychozi relace formu sefazeni prvki, tedy je déna posloupnost (tfeba i
nekoneéndl) a; < as < - -, pak pfisludny reflexivni a tranzitivni uzéveér jiz vytvaii linedrni usporadéni. Formalné:

Véta 6b.12.

Necht I = {1,2,... ,n} pron € N nebo I = N. Necht A = {a;; i € I}, kde a; # a; pro i # j.
Uvazujme relaci R = {(a;—1,a;); @ € I,i > 1}, necht S je jeji reflexivni a tranzitivni uzéavér.
Pak S je linearni uspotradani.

6b.12, 6b.e 199 6b.12, 6b.e
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Dukaz: Protoze jsou a; rizné, dvojice (a;—1,a;) nemohou vytvaret cyklus. Podle véty 6a.7 je uzévér S an-
tisymetricky a z definice také reflexivni a tranzitivni, tedy je to ¢aste¢né usporadani. Protoze a;_1Ra; a S je
uzavér R, musi také platit a;_1Sa; pro vSechna i € I, 7 > 1.
Zvolme a,b € A. Protoze A = {a;}, musi platit a = a;, b = a; pro néjaké i,j € I. Podobné jako v dikazu
véty 6b.11 pak pomoci tranzitivity S ukazeme, Ze aSb nebo bSa. Relace S je tedy linearni.
O

Pro kone¢né mnoziny tedy miizeme linearni usporadani korektné zadat setfazenim prvkt a; < ag < ---.

Poznamka: Jiz jsme pracovali s myslenkou, Ze relace je mozné modifikovat pfidavanim ¢i ubirdnim dvojic, ¢imz
je mozné vlastnosti porusit ¢i naopak pridat (to jsme délali s uzévéry). Nékdy si zase hliddme, abychom vlastnosti
nepokazili (viz véty o pruniku relaci). Linedrni uspofadani jsou v tomto smyslu nemodifikovatelna, protoze kazdé
je presné na hrané mezi dvéma nebezpecéimi.

Linearni uspotadani na A musi diky linearité pro kazdou dvojici a,b € A obsahovat jednu z dvojic (a,b), (b, a),
ale kvili antisymetrii nemtze pro a # b obsahovat obé. M4 tedy pfesné jednu dvojici (a,b) pro kazdé a,b € A. To
znamend, ze jakmile mame lindrni usporadani, tak z néj nemuzeme beztrestné ani ubrat néjakou dvojici (pokazili
bychom linearitu), ani pfidat (pokazili bychom antisymetrii).

A

Poznamka bonusova: Pro danou mnoZinu A mtzeme vSechna usporddani na ni sebrat do mnoziny M. Uspo-
fadani 1ze porovnavat inkluzi, takze (M, C) je usporddana mnoZina a lze na ni aplikovat nase poznatky, napfiklad
Ize vytvorit Hassetv diagram uspotfadani na A. U ekvivalenci jsme zjistili, Ze pro danou mnozinu existuji nejmensi
a nejvétsi usporadani vzhledem k inkluzi. Pro koneéné mnoziny tedy ekvivalence na dané mnoziné vytvori diagram,
ktery se nahore i dole sbhihé.

U éasteénych usporaddani na A dokdZeme najit to nejmensi vzhledem k inkluzi, a to stejné jako u ekvivalenci,
tedy diagonalni relaci vSech smycéek A(A). Je to také ¢astecné usporadani a kazdé ¢astecné usporadani na A ma
toto A(A) jako podmnozinu diky reflexivité.

Dalsi ¢ésteéna usporadani vznikaji tak, ze k tomuto nejmensimu pfidavame dalsi dvojice (tak, abychom zachovali
tranzitivitu a antisymetrii). Na rozdil od ekvivalenci ale neexistuje nejvétsi usporadani. Je to zptisobeno tim, ze
kdyz vytvafime rtzna nova ¢asteénd usporadani z A(A), tak mizeme pfidavat dvojice ruznymi zpusoby, které
jsou spolu ve sporu, tudiz je nelze vSechny zahrnout v jednom velkém usporadani.

Naprtiklad rovnost na N je mozno rozsirit na usporadani < a na usporadani >. Jakakoliv relace R, kterd by tyto
dvé obsahovala jako podmnozinu, by musela obsahovat dvojice (1,13) a (13, 1) a nemohla by tedy byt usporadanim.

Existuji ale usporadani, kterd jsou na dané mnozin€ maximalni, a to jsou pravé linedrni usporadani. Jak jsme
vidéli v pfedchozi poznamce, k danému linedrnimu usporadani na A jiz nelze beztrestné pridat zadnou dalsi dvojici,
takze zaddné vétsi usporddani nez linedrni (ve smyslu inkluze) nemuze existovat.

Mizeme si to predstavovat tak, ze kdyz zacneme vytvaret usporadani pfidavanim dvojic k A(A), tak si kazdym
rozhodnutim o hierarchii dvou prvki uzavirame moznost k mnoha dalsim usporadanim, ktera jsou s touto hierarchii
ve sporu. Mizeme ale ptridavat dalsi a dalsi dvojice, které ve sporu nejsou, a vytvaret tak vétsi a vétsi castecnd
usporadani, az dojdeme k linedrnimu a tam se proces zastavi.

JAN

V poznamce jsme naznadili, Ze je mozné k danému cCasteCnému usporadani pridat dalsi dvojice a vytvorit tak
linearni uspotfadani. Z praktického pohledu to znamend, zZe k existujici hierarchii pfidame dalsi porovnani tak, aby
vzniklo linearni sefazeni prvka. To mé vyznamné praktické aplikace a proto také svou terminologii.

Definice.

Necht (A, <) je ¢asteéné usporddand mnozina. Relace <1 na A se nazyva linearni rozsifeni
(linear extension) relace =, jestlize je (A, <1 ) linedrné uspofddand mnozina a <C=y, tedy
pro vSechna a,b € A spliujici a < b plati i a <p, b.

Poznamka: De facto jde o linearni usporadany uzavér. V definici se nevyzaduje uspornost, ale jak uz jsme
nahlédli, linedrni usporadani je automaticky tsporné, nelze z néj odebrat dvojice bez ztraty linearity.

Priklad 6b.f: Uvazujme mnozinu A = {2, 3,4, 6, 12} usporadanou délitelnosti.

6b.12, 6b.f 200 6b.12, 6b.f
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Tato mozina neni linearné usporadand, jak ostatné napovi Hassetiv diagram. Nebo si prosté vsim- O12
neme, 7e 4 a 6 jsou délitelnosti neporovnatelné. / \

Uvazujme ted tutéz mnozinu, ale s usporddanim <. Pak ji Ize krasné sefadit 2 <3 <4 <6 < 12,je 40 o
to tedy jiz linedrné usporadand mnozina. Zaroven vime, Ze na kladnych ¢islech délitelnost implikuje /
nerovnost, tedy formalné feceno je relace délitelnosti podmnozinou relace nerovnosti. Proto je relace < 20 63
lineadrnim rozsifenim relace délitelnosti na A. Obdobny argument bude platit pro vSechny podmnoZziny

N véetné N samotného.
Mtzeme si vSimnout, Ze toto rozsifeni vznikne tak, Ze pro kazdé patro Hasseova diagramu zvolime néjaké poradi

pro jeho prvky a pak jednotlivé skupiny dame za sebe. Tento postup funguje a zaroven ukazuje, Ze linedrnich
rozsifeni mtze byt vice. Kdyz v kazdém patfe pouzijeme opac¢né poradi, vznikne tak linedrni rozsiteni dané
pofadim

6

3<12=<6<54<12.
Jak jsme dokazali vySe, tyto vztahy jiz definuji jisté linearni ¢aste¢né usporadani, které je rozsifenim ptivodniho
usporddani. Ctendf miize ovéiit, ze vSechny vztahy piivodni délitelnosti jsou stale zachovany i timto novym
usporadanim.
Jsou i jiné linearizace, naptiklad 012
2 <4<y 3=y 6=y 12 Nog
. . . e e . s |
To z naseho Hasseova diagramu nevzniklo, ale Ize ji najit z jiného Hasseova diagramu pro délitelnost, o3
kde presuneme body tak, jak ndm to spojnice v ptivodnim diagramu dovoli. Pro ¢asteéné uspora- 40
déni obvykle existuje vice konkrétnich podob Hasseova diagramu a z nich pak obvykle vic moZnosti 20
prevedeni na linearni tvar.
A
Intuitivné, pokud pro usporddani méame Hassetiv diagram, pak jej vzdy dokazeme prevést na jednu siiirku tak, ze
jej zmackneme z boku, aby patra ztstala nad sebou, ale kazdé se néjak sefadilo. Tim vznikne linearni usporadani,
které zaroven respektuje ptivodni hierarchii.

Véta 6b.13.
Pro kazdou kone¢nou éastecné usporddanou mnozinu (A, <) existuje linearni rozsifeni <, da-
ného usporadani <.

Dukaz (pou¢ny, drsny): Diukaz provedeme indukci.

(0) n = 1: Pro jednoprvkové mnoziny tvrzeni evidentné plati.

(1) Méjme libovolné n € N a predpokladejme, Ze linedrni rozsifeni lze najit pro vSechny n-prvkové mnoziny.
Ted necht (M, =) je uspofddand mnozina o n + 1 prvcich. Dokazali jsme, Ze kone¢né usporddané mnoziny

maji maximalni prvek (& vice), tak jedno m = max(M) vezméme a uvazujme mnozinu M’ = M \ {m},
kterou uspotfddame restrikci <. Dostaneme n-prvkovou ¢astecné usporddanou mnozinu, proto podle indukéniho
predpokladu pro ni existuje linedrni rozsifeni <;. Muzeme tedy psat M’ = {ay <; az <; -+ < ap}.

Tvrdime, ze linearni uspoiadani <y vzniklé podle véty 6b.12 serazenim
a1 <r Qg <[, <[ Qp <L M
je linearnim rozsirenim <.

Vime, Ze je to linedrni usporddani, takze staci ukazat, ze obsahuje ptivodni usporadani <.

UvaZzujme a,b € M takové, ze a < b. Jestlize a = m, pak to znamend m =< b. Protoze je m = max(A), musi
byt i b = m a proto plati a <y, b diky reflexivité <.

Daéle tedy uvazujme a # M, tedy a € M’. Pak existuje i takové, ze a = a,;. Pokud b = m, tak mame v sefazeni
a; <r, -+ <r m a tedy diky tranzitivité a <7 m neboli a <, b. Pokud b # m, tak b € M’ a musi existovat j
takové, ze b = a;. Protoze je =; rozsifenim =, tak a; =<; a;, presnéji a; <; a;, tedy ¢ < j. Potom mame také
sefazeni a; <r --- <r a;, tedy musi platit a <, b.

Ukézali jsme, Ze z a < b vzdy plyne a <, b.

a

Tento proces je uziteény a ma své jméno. Pro matematiky je zajimavy teoreticky, protoze s linedrnim usporadanim
se lépe pracuje, fikaji tomu linearizace éaste¢ného usporadani. Pro lidi z computer science je to prakticky
néstroj a fikaji tomu topologické usporadavani, ¢imz se odvolavaji na presun pozice bodi Hasseova diagramu
(matematici pouzivaji pojem ,topologie“ pro néco uplné jiného, proto maji svij nazev.)

Dukaz véty zaroven slouzi jako prakticky navod na algoritmus takového procesu, a protoze jde o dikaz indukci,
pujde o algoritmus rekurzivni. Abychom ukazali, Ze i zde funguje symetrie mezi hornim a dolnim koncem, budeme
v algoritmu budovat linearizaci zdola na rozdil od dikazu, kde jsme to délali shora.
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S Algoritmus 6b.14.
Linearizace (topolologické uspofadani) pro danou uspofddanou mnozinu (4, =<).

Verze 1. Verze 2.
Iniciace: k := 0. procedure topological sort ((A, <))
Krok: Zvysime k o jednicku. k:=0;
Najdeme né&jaké minimum mnoziny A. while A # () do
Oznaéime jej ar a odebereme z A. k:=k+1;
Opakovat dokud nenastane A = (). ay ;= min(A);
Vysledek: a1 <p as <r -+ < ag A=A\ {ar};

output: a; <p ags <p -+ <L Qk;

A

Tento postup docela dobfe koresponduje s algoritmem pro tvofeni Hasseova diagramu. Rozdil je v tom, zZe
pro Hassetiv diagram v kaZdém kroku rovnou vybiradme vSechna minima do jednoho patra, zatimco zde vzdy
z kandidatt jednoho vybereme.

Lze toho vyuzit. Pokud mame Hasselv diagram usporadani vytvoreny pomoci standardniho algoritmu zdola,
pak linearizaci provedeme velice snadno: Nejprve vezmeme prvky z dolniho fadku a sefadime je libovolné. Za né
zafadime prvky z druhého Ffadku a sefadime je libovolné. A tak déale, aZ je mnoZina linearizovana.

Piiklad 6b.g: Uvazujme ¢aste¢né usporadanou mnozinu ({1,2,3,4,5,6, 12,20}, |), viz piiklad 6a.g.
Pak a; = min({1,2,3,4,5,6,12,20}) = 1, ay je néjaké min({2,3,4,5,6,12,20}), tfeba ay = 3, a3 je néjaké
min({2,4,5,6,12,20}), tfeba ag = 2, a4 je néjaké min({4, 5, 6,12, 20}), tfeba ay = 5, a5 je néjaké min({4, 6,12,20}),
tfeba as = 6, ag je néjaké min({4,12,20}), tfeba ag = 4, a7 je néjaké min({12,20}), tfeba a7 = 12, a ag je néjaké
min({20}), tedy ag = 20,
Dostavame linearizaci 1 <y 3 <1 2 <1, 5 <1 6 <1 4 <1, 12 < 20. Podivate-li se na Hasseuv

12 20
o o
graf z prikladu 6a.g, vidite, Ze jsme prosté brali postupné radky zleva doprava. / \ /
o) o

Diagram nam ukazuje, jaké dalsi mozné linearizace jsou k dispozici, zejména kdyZ se opros- 6 4
time od pfesnych pozic prvkd a soustfedime se na naznacené hierarchie. Vidime napiiklad, \
ze 5 miuze byt libovolné mezi jedni¢u a dvacitkou, tedy by klidné mohlo byt hned druhé
v seznamu nebo tfeba predposledni, pokud bychom dali dvacitku nakonec. Pokud bychom 30 02 05
naopak chtéli mit dvacitku co nejdiive, tak diagram ukazuje, Ze ji kromé pétky vytlacuje také \‘
¢tytka a vSechno, co je pod ni, takze po dvacitce mohou prijit jesté ¢isla 3,6, 12. ]

A

Podobné jako u vytvareni Hasseova diagramu, také zde miize pomoci, kdyz si vypiSeme vSechny dvojice z odpo-
vidajici relace <. Minimum pozname podle toho, Ze se v tomto seznamu nikdy nenachézi vpravo ve dvojici. Kdyz
jej zvolime a zarfadime jako novy prvek do seznamu pro linearizaci, tak ze seznamu vyskrtame vsechny dvojice,
které tento prvek obsahuji.

Tato prace se seznamem nam umozni aplikovat linearizac¢ni algoritmus také na pfipady, kdy neni zadano primo
¢astené usporadani, ale néjaky seznam prerekvizit (¢i jina hierarchie) neobsahujici cyklus.

Piiklad 6b.h: Autor fantasy sagy napsal sedm knih, pfib&ht p1 aZ p; ze stejného svéta, které na sebe ¢astecné
navazuji. Je dobré ¢ist py az po ps a pg; Ps aZ PO Ps a Pa; P4 aZ PO P1, P2 & P3; P2 az po p1 a p3. Protoze ¢ist vice
knih najednou neni dobry napad, chceme knihy sefadit tak, abychom je pak cetli v poradi, které vyhovuje vSem
pozadavkim. Matematicky fe¢eno, chceme linearni rozsiteni pro ¢asteéné usporadani dané zadanymi podminkami.

Nejprve predpoklady piepiseme do tvaru relace: py < pr, Pe < P7, P5 < D6, P2 = D6, P1 = D4, P2 = D4, P3 = D4,
p1 < p2 a p3 < p2. Ovérime, ze tyto pozadavky neobsahuji cyklus.

Hleddme minimum, tedy komponentu, kterd se nevyskytuje ve srovnénich napravo. Vidime p;, tim zacneme.
Ted odebereme vSechna srovnani, ve kterych se p; vyskutuje, zbude seznam

P4 = P75, P6 = P75, P5 = P65 P2 = D6, P2 = P4, P3 = P4, P3 = P2.

Hleddme minimum mezi po, ... , p7, najdeme treba ps. Dostavame tedy p; <p p3, novy seznam bez ps:

P4 < P75, P6 = P7, P5 = D6, P2 = D6, P2 =< P4.

Dalsi minimum je tieba py. Dostavame tedy p; <r ps <r p2, novy seznam bez ps: psy < p7, Pe < D7, P5 < Dé-

Dalsi minimum je tf¥eba ps. Dostavame tedy p1 <r ps < p2 <L Ps, novy seznam bez ps: ps < pr, P < P7-

Dalsi minimum je tfeba p,. Dostavame tedy p1 <p p3s < p2 <L Ps <L P4, NOVY seznam bez py: pg < p7.

Ted uz dorazime celou linearizaci, mame py <r, p3 <r, p2 <L Ps <L Pa <L Pg <L P7-
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Zajimavou shodou okolnosti jsme pro tyto podminky vytvorili Hassetiv diagram (ptiklad 6a.m). O7
Vidime, Ze nase linearizase je s nim v souladu. Hassetv diagram nam také ukazuje, jaké jsou pro / \
linearizaci moznosti. Kli¢ovymi pozicemi jsou ps a p7. Vidime, Ze p1 a ps musi byt pred ps (v 4T /06
libovolném poradi), zatimco py a pg musi byt (v libovolném vzajemném poradi) mezi ps a pr. 20
Kniha ps je jakysi volny agent, tu lze zafadit na libovolné misto pred pg. Napiiklad toto by méla o/

1

byt spravna linearizace: ps <p p3 <L P1 <L P2 <L P6 <L P4 <L D7-
A

°3 %

Sefazovani ¢innosti podle prerekvizit je uziteéné pro planovani. Asi si umite predstavit, ze néco takového se mize
hodit programu, ktery zadava tkoly procesoru, inzenyrovi navrhujicimu vyrobni linku a spousté dalsim lidem. Je
to samostatny obor na pomezi matematiky (oprimalizace) a computer science, ke kterému jsme zde jen pficichli
na té nejsnazsi trovni, opravdu zajimavé to zacne byt, kdyz povolime paralelni zpracovani a podobné hratky,
zapocitame do toho délku splnéni tkolu, ceny operaci a ceny prostojti a ceny pfepravy od tkolu k tkolu a jesté
chceme néco minimalizovat.

Shriime si, jakou mame situaci. Jestlize chceme mit zaruceny nejmensi prvky, potfebujeme na to linearitu. Pro
kone¢né mnoziny uz to staci, ale pro nekonecné ani to stacit nemusi. Tam uz zadné prostfedky na vynuceni
nemame, prosté bud mame $tésti a nejmensi prvky jsou, nebo nejsou. P¥ipady s existujicimi nejmensimi prvky
jsou dulezité, tak jim ddme jméno.

Definice.
Necht (A, =) je ¢asteéné usporddand mnozina. Rekneme, ze (A, <) je dobfe uspofadana
mnozina, jestlize kazda neprazdnd podmnozina mnoziny A mé nejmensi prvek.

Let (A, <) be a poset. We say that (A, <) is a well-ordered set if every non-empty subset of A has a least
element.
Nékteti autofi definuji dobré usporadani jako uspofadani, které je linedrni a podmnoziny maji nejmensi prvky.
Neni v tom zadny rozdil, protoZe i nase definice uz linearitu automaticky zahrnuje.

Fakt 6b.15.
Kazdé dobré usporadani je také linearni.

Vyplyva to okamzité z faktu 6b.10.

Vsimnéte si, ze zde ztrdcime onu symetrii mezi ,hornim a dolnim koncem®. Jestlize médme dobré usporadani <
a hleddme nejvétsi prvek podmnoziny M, pak jej mtizeme hledat jako nejmensi prvek M vici <71, ale o tomto
inverznim uspofadani obecné nevime, zda je dobré (viz nize).

Diky vété 6b.8 vime, Ze kazda konecéné linedrné usporddand mnozina je dobie usporddand. Ted predstavime

vvvvvv

6b.16. Princip dobrého uspoiadani (well-ordering principle).
(N, <) je dobfe usporddand mnoZina.

M 6b.17 Poznamka o axiomech a matematice vabec: Toto tvrzeni asi ¢tenafe nikterak neprekvapilo, nejmensi
¢isla z riznych mnozin prirozenych ¢isel hleddme bézné. Zajimavé ovsem je, Ze jsme tento uzitecny fakt neuvedli
jako vétu. Pro¢? Pro odpovéd musime zacit od jiného konce.

V predchozich kapitolach jsme uz vidéli, jak matematika roste coby strom. Néco dokazeme, pak pomoci toho
dokazeme néco tézsiho, ¢imZ se naSe znalosti rozvétvi, ale z téch novych véci zase dostaneme dalsi znalosti, a tak
matematika postupné kosati. OvSem na novy poznatek se obvykle potfebuje vic nez jedna véc, takze se ty vétve
zase spojuji a zaplétaji a zase vétvi, vznika tak velice komplikovany kef. Zajimava otazka: Co najdeme, kdyz se
po vétvich pustime opacénym smérem? Kazdy fakt je dokdzan pomoci jistych jednodussich faktik, ty jsou zase
dokazany pomoci jinych véci. TakZe sestupujeme stale nize aZ ke korenim. Co tam najdeme?

V zasadé nic :-). Neexistuji totiz zadné véci, které by byly pravdivé samy od sebe. Mtizete si napfiklad myslet,
ze bychom mohli jako jeden zéklad vzit 1+ 1 = 2, ale pak si clovék polozi otazku, co je vlastné 1, a rychle znejisti.
Kdyz tedy nejsou zadné absolutni pravdy, z ¢eho vlastné vychazime?

7 takzvanych axiomt. Matematici si podobné otazky kladli nékdy v 19. stoleti, porddné prozkoumali onen strom
matematického védéni, co z ¢eho plyne a co by potifebovali znat, aby véci fungovaly, az se nakonec domluvili
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na seznamu kritickych vlastnosti. Jsou to véci, které matematici povazuji za rozumné vychodiska pro budovani
matematiky. Neni nutné vérit, ze jsou pravdivé, matematici je spiSe jen akceptuji, a proto se jim nerikda dogmata,
ale axiomy.

Existuje skupina axiomt, kterd je vSeobecné prijimana a stoji na ni soucasnd matematika, pro zajimavost je
to tfeba axiom, Ze vibec néjaké mnoziny existuji, nebo axiom, Ze kdyZz méame dvé mnoziny A a B, tak kdyz je
pouzijeme coby prvky v objektu {A, B}, tak ta nova véc je také mnozina. Hlavnim kritériem pro vybér téchto
axiomu bylo, aby matematika, kterd z nich vznikne, byla uZite¢na, tedy aby byla v souladu se svétem, ktery
ndm poméha studovat. Vyznamny vliv také méla logika, zvolené axiomy odpovidaji tomu, co je povazovano za
yrozumné“. Pro Uplnost poznamenejme, Ze (néktefi) matematici také vytvareji pro zabavu teorie matematiky
zalozené na jinych axiomech, tam pak véci mnohdy funguji jinak.

Tim se dostavame k principu dobrého uspotradani. Jeho platnost se pomoci standardnich axiom® dokézat neda.
Protoze to ale prijde matematikim rozumné, tak jeho fungovani ptibiraji jako dalsi axiom. V kapitole o indukci
uvidime, ze pribranim tohoto axiomu si zaroven otevirdme dvere k mnoha dalSim uzite¢nym matematickym trikdm,
nejde tedy o zaddnou kontroverzni volbu. Pokud se ¢tenar nechce hloubéji prochazet filosofii matematiky, mtze to
prosté brat jako dalsi dany fakt, jako akceptujei 1+ 1 = 2.

A
— Poznamka pro zvidavé: ProtoZe axiomy hraji zakladni roli a silné ovlivni to, jak vysledna teorie vypada, tak se

samoziejmeé pilné zkoumaji. Jednim z témat je vzdjemna souvislost. Pokud se tieba ukaze, ze néjaky axiom uz
se d& dokazat na zakladé jinych, tak je vlastné navic. O dnesnich axiomech se vi, Ze jsou navzajem nezavislé
a také nejsou ve sporu. Nezavislost a bezespornost je také kritériem pro pridavani novych axiomd.

Nékteré axiomy jsou kontroverzni. Prvnim (a na dlouhou dobu jedinym) axiomatickym systémem je rovinnéd
geometrie (body, pfimky, ... ) vyvinutd a sepsand Euklidem pfed dvéma tisiciletimi. Byla to skuteéna ma-
tematika vcéetné definic, tvrzeni a dikazt a predbéhla dobu o vic nez tisic let; jeho kniha o geometrii byla
pouzivéna jako standardni ucebnice jesté v 19. stoleti. Nicméné jeden z axiomti mezi ostatni nezapadal a né-
kdy na zacatku 19. stoleti si néktefi matematici fekli, jak by geometrie vypadala bez néj. Vzniklo nékolik verzi
neeuklidovskych geometrii, ve kterych se déji zajimavé véci, napiiklad thly v trojihelniku nemusi mit soucet
. Pro matematiky to byla ohromnéa zabava, ale pak jim to zkazili fyzici, protoze se ukazalo, Ze je to k nééemu
uzitené, jmenovité se to hodi pro moderni kosmologii (vesmir se diky Einsteinovi ukazal jako opravdu divné
misto).
vybrat z kazdé po jednom prvku. To nevypada nijak divné. OvSem ukazalo se, ze pomoci né€j lze vzit kouli,
rozfiznout na pét kust, ty rizné zrotovat a presunout a vzniknou dvé (plné!) koule stejné velké jako ta puvodni,
viz Banach-Tarski paradox. To vypada jako jasny duvod (AC) vytadit, ale je tak masivné uziteény, Ze se stal
soucéasti standardni sady axiomt a s tou véci s koulemi se typicky matematik smifi. Existuje nestandardni ma-
tematika bez (AC), kterou péstuje mensina heretik; maji z toho lepsi pocit, ale také ob¢as masivné obtiznéjsi

+ dikazy a nékteré vysledky standardni matematiky neumi ziskat.

V pfedchozich kapitolach jsme jiz Princip dobrého uspofadani pouzili, zavisi na ném nékteré vyznamné vysledky,
tieba existence déleni se zbytkem (véta 1a.26) a Bezoutova identita (véta 1b.15).

Priklad 6b.i: Pouzijeme princip dobrého uspotradani k ditkazu, Ze vSechna pfirozena Cisla lze popsat nejvyse 10
Ceskymi slovy.

Dtikaz sporem: Predpokladejme, ze to nejde. Pak je mnozina M prirozenych &isel, kterd nejdou popsat nejvyse
10 Ceskymi slovy, neprazdna. Podle principu dobrého uspotradani tedy musi existovat jeji nejmensi prvek, nazvéme
jej m. Pak je m vlastné nejmensi prirozené cislo, které nelze popsat nejvyse desiti ceskymi slovy, takze jsme jej
popsali presné deseti ¢eskymi slovy a mame spor.

A

M Poznamka: Dalsi nepovinny nahled za oponu matematiky: V§imnéte si, ze jsme dokézali popsatelnost vSech
Cisel deseti slovy, ale tento dikaz nam nedal zadny néavod, jak to vlastné délat. J& tfeba nevim, jak bych
popsal ¢islo 1946240936592523658376, jen vim, ze to néjak musi jit. Jsou principiadlné dva druhy dtkazt, ze
néco existuje. Dukazy konstruktivni to dokazuji tak, ze dotyény objekt pfimo najdou (¢i dolozi, jak jej najit).
Tento pristup jsme pouzivali v této knize. Pak jsou dikazy nekonstruktivni, kdy se existence dovodi néjakym
trikem, aniz bychom ale néjaky exemplar predvedli. Nékteri matematici s témito dikazy maji filosoficky problém
a neuznavaji je za platné. Maji tak svou vlastni teorii matematiky, které je o néco chudsi nez ta obecné prijimana,
protoze k nékterym vysledkiim se konstruktivné neuméji dostat, a komplikovanéjsi, protoze k mnoha vysledkim

N 4

A
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Dobfe uspofddané mnoziny jsou velice uzite¢né, mimo jiné tim, Ze na nich lze pouzivat matematickou indukci
(viz kapitola 7d). Ukazeme jich ted vice, ale za¢neme pro srovnani nékolika ptipady, kdy dobrota naopak selze.

Priklad 6b.j: (Z, <) je linedrné usporadand mnozina, ale neni dobfe usporadand, nebot neprazdna podmnozina
M = Z uréité nemé nejmensi prvek, tedy prvek m, ktery by spliioval m < n pro vSechna n € Z.
AN

Piiklad 6b.k: (Q, <) je linedrné usporadand mnozina, ale neni dobfe usporadand, nebot neprazdna podmnozina
M ={zx € Q; 0 <z < 1} urcité nema nejmensi prvek.
Tento priklad je zajimavy tim, ze M ,neutikd“ nikam do nekonecna.

A

Priklad 6b.l: Nechf X je libovolna alespon dvouprvkovd mnozina, tieba konecna, uvazujme mnozinu jejich
podmnozin A = P(X) uspofddanou inkluzi. Pak nejde o linedrni uspofadani, tim padem ani nemuze byt dobré,
viz fakt 6b.15 a pfiklad 6a.b.

Podobné nedostavame linedrni usporadani u relace délitelnosti, pokud vhodné zvolime mnozinu A. Napiiklad
na mnoziné A = {1,2,4,8,16} dava délitelnost dobré usporadani, ale na A = {1,2, 3,6} uz ne: Podmnozina {2, 3}
nema vuci délitelnosti nejmensi prvek.

Koneéné ptiklady nedobrych usporadani se tedy vyrabéji velice snadno.

A

Priklad 6b.m: (N, >) je linedrné usporddand mnozina, ale neni dobfe usporadana, nebot neprazdnd podmnozina
M = N urcité nemé nejmensi prvek. Opravdu? Takovy prvek m by musel spliiovat m > n pro vSechna n € N,
takze neexistuje.

A

Posledni piiklad ukazuje, ze kdyz vezmeme dobfe uspordadanou mnozinu (N, <) a prejdeme k dudlnimu uspora-
dani (N, <71) = (N, >), tak se dobrota mtize ztratit. Pfechod k inverznimu usporadéani tedy rozhodné neni néco,
co bychom chtéli u dobfe usporadanych mnozin délat, a ztracime onu prijemnou symetrii mezi pohledy ,,shorna‘“
a ,zdola“. Naopak pfechod k podmnoziné je jako obvykle bezproblémovy.

Fakt 6b.18.
Necht (A, <) je dobfe usporadand mnozina. Pak pro libovolnou neprazdnou podmnozinu B C A
je restrikce < na B dobré usporadani.

Dukaz (rutinni): Podle faktu 6b.5 uz vime, Ze tato restrikce je linearni uspofadani. Zbyva dokazat, ze je dobré.
Necht M je neprdzdna podmnozina B. Pak je to i neprazdna podmnozina A a tudiz existuje jeji nejmensi prvek
m. Podminka, Zze m < = pro vSechna x € M, je ale zcela nezévisla na tom, v jaké nadmnoziné M je, relace =
a jeji restrikce na B se na M shoduji, tudiz je m také minimem M v (B, X).

O

Dobfe usporfadané mnoziny tedy muzeme ziskdvat pomoci podmnozin (N, <), které lze i ruzné pretvéret.

Piiklad 6b.n: Uvazujme N € Z a A= {n € Z; n > N}. Tvrdime, ze (A, <) je dobfe usporadand mnozina.
Vezméme libovolnou neprazdnou podmnozinu M mnoziny A. UvaZujme posun této mnoziny
Y={z+N+1, € M}.
Protoze pro x € M méme x > N, jex + N +1 > 1 a tedy z € N. Proto je Y neprdazdnou podmnozinou (N, <)
a tudiz ma nejmensi prvek m. Ten spliiuje m < y pro y € Y. Pak pro vSechna x € M mame m < x+ N + 1 neboli
m—N—-1<zam-—N-—-1¢& M, proto je m — N — 1 nejmensim prvkem mnoziny M.
A

Priklad 6b.o: Vidéli jsme, Ze QQ neni vzhledem k nerovnosti dobré uspofadéani, neplati to ani pro mnoziny typu
QnN(0,1). Kofenem problému je schopnost zlomkt dostat se libovolné blizko k urc¢itému ¢islu, coz ale vyzaduje
jmenovatele rostouci do nekone¢na. To znamena, ze nékteré podmnoziny (Q, <) uz mohou byt dobré.

Zvolme N € N a uvazujme mnozinu A = {%; p€eNgeNg< N}. Neboli je to nekoneénd podmnozina Q
zlomk, jejichz jmenovatelé nepiekroéi N. Pro kazdé £ € A je ¢ < N, proto je q jednim z faktori faktoridlu N!

q
a tedy N!g c 7.
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Uvazujme né&jakou neprazdnou podmnozinu M C A. Pak mizeme piejit k neprazdné podmnoziné
Y ={N! - z; v € M}
pfirozenych ¢isel, kterd musi mit nejmensi prvek m € N. Pak {5 € M a diky m < x mame i

nejmensim prvkem M.

A

m €T
N S ND

6b.19 Usporadani a kartézsky soucin

V kapitole 4 o relacich jsme zavedli usporadani na kartézském soucinu mnozin. Vysoce uzitecné to zacne byt
zejména u usporadani. Pfipomenme, ze mame-li mnoziny s relacemi (A1, <1),..., (4, =), pak souc¢inové uspo-
fadani porovnava vektory z Ay x --- x A,, pfedpisem (a;) = (b;) pravé tehdy, pokud a; <; b; po vSechna i.

Na zacatku této kapitoly jsme nahlédli, ze diky vété 4c.12 je soucinova relace ¢asteénych usporadani také castecné
usporadani. Priklad 6a.k ale ukazuje, Ze linearita se nemusi pfenéaset. Dokonce je to pravidlem. Pokud maji alespon
dvé z mnozin A; alespon dva prvky, tak souc¢inova relace uz jisté nebude linedrni bez ohledu na to, zda jednotlivé
slozky =; linearni jsou nebo ne (viz cviceni 6b.16).

To byva v mnoha aplikacich zasadni problém. V takovém piipadé se standardné pouziva usporadani inspirované
tim, jak rfadime slova ve slovnicich. Odtud i jeho nazev.

Definice.

Uvazujme ¢astecné usporadané mnoziny (Ap, =1),..., (A4, =n). Definujeme lexikografické
usporadani (lexicographic ordering) <; na mnoziné A = A; x --- x A,, nasledovné: Pro
a=(ay,...,an),b = (by,...,b,) € A plati a <1, b pravé tehdy, jestlize a; = b; pro vSechna
i =1,...,n (tedy a = b), nebo existuje index k takovy, ze a; = b; pro vSechna ¢ spliujici
1<i<kaap <y bg.

Priklad 6b.p: Uvazujme A; = Ay = {a,b,c,d} usporddané podle abecedy a A3 = A4, = A5 = {1,2,3,..,9}
uspotrddané nerovnosti <. Ozna¢me A = A; X Ay x A3z X Ay X As (mizeme si pfedstavit poznévaci znacky aut),
necht =< je prislusné lexikografické srovnani.

Pak a = (a,¢,1,9,9) a b = (a,c,3,1,1) jsou prvky z A. Zkusime je porovnat. Prvni soufadnice nerozhodly
(rovnost), tedy zkusime druhé, ty také nerozhodly, ale u tfetich soufadnic mame 1 < 3. Plati tedy a < b podle
druhé moznosti v definici (pro £ = 3) a na dalsich soufadnicich uz nezélezi.

Samozrejmé presné takto porovnavame slova ve slovniku a neptekvapi nas, ze ,potom* je dfive nez ,predtim*.

A

Zejména v dikazech je praktic¢téjsi jiny piistup, kdy tu moznost rovnosti oddélime. Nejprve zavedeme ,o0stré
srovnani“ na A, znacend tradiéné (aq,... ,a,) <1 (b1,...,b,), podminkou ,existuje index k takovy, ze a; = b; pro
vSechna ¢ spliujici 1 < i < k a ap < bx“. Pokud ukdzeme, Ze je to asymetricka a tranzitivni relace, tak podminkou
»a <1, b nebo a = b“ vznikne ¢asteéné usporadani, viz véta 6a.2 (ii), které zjevné souhlasi s nasi definici.

Véta 6b.20.
Uvazujme ¢aste¢né usporadané mnoziny (A, <1),...,(A,, =,). Pakje A = A; x---x A,, spolu
s lexikografickym usporadanim =<y ¢asteéné usporadand mnozina.

Dukaz (z povinnosti): Uvazujme relaci < definovanou podminkou
e (ay,...,ay) <1 (b1,...,b,) pravé tehdy, kdyz existuje k& € {1,2,... ,n} takové, Ze a; = b; pro vSechna i
splnujici 1 <i < k a ag < bg.

Ukéazeme, ze je to asymetrickd a tranzitivni relace.

Antisymetrie: Vezméme libovolné a = (ay,...,a,),b = (b1,...,b,) € A takové, ze a < b. Pak existuje k
takové, ze a; = b; pro i < k a ap < bg. DokaZeme, Ze nemuze nastat b <y, a.

Predpoklddejme opak. Pak také méame [ spliiujici a; = b; pro ¢ < [ a b; <; a;. Kdyz a; = b; pro i < k ale
a; # by, tak nutné k < [, symetrickym argumentem pak odvodime, ze musi byt & = [. Mame tedy ar <i by
a zaroven by <y aj, coZ je ve sporu s asymetrii <.

Tranzitivita: Vezméme libovolné a = (ay,...,a,),b = (by,... ,by),c = (c1,... ,¢,) € A takové, ze a < b
a b <y c. Pak podle definice existuje k takové, ze a; = b; pro i < k a ap < by, a také existuje [ splnujici b; = ¢;
pro i <l ab; <; ¢;. Necht m = min(k,[). Pak pro i < m mame a; = b; = ¢;.

Co plati pro m? Jsou dvé moznosti, podle toho, jestli je to minimum rovno k nebo [ (nevylucuji se, v pfipadé
m = k = [ budou platné oba argumenty, takze to nevadi). Jak vypada ptipad m = k < [? Podle predpokladu
ag <k b, tedy a, <m bmy. Co bude s 7 Pro m < | mame b,,, = ¢;,, pro m = [ mame b,, <, ¢, kazdopadné

6b.20, 6b.p 206 6b.20, 6b.p



Diskrétnf matematika ~ 6b. Minima, nejmensi prvky a podobné, dobré uspofddani  pHabala 2026

b, =m Cm. Jsme tedy v situaci a,, <m bm =m cm a fakt 6a.3 (iii) davad a,, <., c¢m, coZ spolu se zavérem
predchoziho odstavce dava a <y, ¢. Podobné to dopadne, pokud m =1 < k.
O

Ted potvrdime, v éem je hlavni vyhoda lexikografického uspotradéani.

Véta 6b.21.

Necht (A1, =1),..., (A, =p) jsou ¢asteéné usporadané mnoziny, uvazujme A = Ay x --- X A4,
spolu s lexikografickym usporadanim =<j,.

(i) Jestlize jsou vSechny (A;, <;) linedrné usporadané, tak je také (A, <) linedrné usporadana.
(ii) Jestlize jsou vSechny (A;, <;) dobfe usporadané, tak je také (A, <1 ) dobrfe usporadana.

Dukaz (drsny, poucny): (i): Pfedpokladejme, Ze vSechny (A;, <;) jsou linearné uspofadané. Vezméme libovolné
a= (ay,...,an),b = (b1,...,b,) € A. Bud jsou si rovny, pak a < b a tyto prvky jsou porovnatelné. Nebo
existuji j takova, ze a; # bj, nechf k je z nich nejmensi. Pak a; = b; pro i < k a aj # b. Protoze je (Ax, =x)
linedrni, tak uréité bud a, <y bx nebo by =i ax, diky ar # by to znamend ay <j by nebo by <x ax. V prvnim
pripadé pak mame a <y, b, v druhém b < a. Lexikografické usporadani je tedy linearni.

(ii): Diikaz provedeme indukei na n.

(0) Pro n = 1 mame jednu mnozinu, jejiz soucin se sebou je zase ona, tedy je dobfe usporadana.

(1) Zvolme né&jaké n € N a predpokladejme, ze kartézsky soucin libovolnych n dobie usporadanych mnozin je
dobry v lexikografickém uspotddéani. Ted méjme n + 1 dobfe usporadanych mnozin (A1, <1),..., (Ant1, <nt1)
a jejich kartézsky soucin A s lexikografickym uspofdddnim <.

Uvazujme M; = {a1; (a1,... ,an41) € M} (ze vSech prvkt M vytdhneme prvni soutradnici). To je neprézdna
podmnozina Ai, takZe podle pfedpokladu musi existovat jeji nejmensi prvek mi. Mame tedy prvek takovy, ze
kdykoliv (ai,...,ant+1) € M, pak m; =<; a;. Navic tento prvek pochézi z néjakého (mq,az,...,an11) € M.
Necht

My = {(az,as,... ,ant1) € M; (m1,a2,a3... ,ap41) € M},
Zde bereme vsechny prvky z M, jejichz prvni soutfadnice je mq, tuto prvni soufadnici vynechame a zbyvajici
déame do M;. Pak M; je nepréazdni podmnozZina kartézského soucinu A X --+ x A,11. To je n mnoZin, proto
podle indukéniho predpokladu jde o dobfe uspofddanou mnozinu vzhledem k pfislusnému lexikografickému
usporadani, tudiz tato mnozina musi mit nejmensi prvek (mas,... ,myy1). Necht m = (mq,mo, ... ,mpi1).
Tvrdime, Ze jde o nejmensi prvek M vzhledem k lexikografickému uspotadani na A.

Vezméme tedy libovolné a = (ay,... ,an+1) € M. Protoze a; € My, musi podle volby m; platit m; <1 a;.
Pokud plati dokonce my <; ai, pak jiz m <, a podle definice lexikografického usporadani (rozhodla hned prvni
soufadnice).

Pokud m; <; a; neplati, tak nutné m; = a;. Pak ovSem (asg,...,an+1) € My a tudiz (mo,... ,mp41) =
(ag ... ,ant1) v lexikografickém usporadani As X -+ x A, 1. To zase nabizi dvé moznosti.

Jedna je, ze m; = a; pro vSechna i = 2,... ,n + 1, ale my ted predpokladéame i m; = ay, tedy m; = a; pro
vSechna ¢ a mdme m =<y a. Druhi je, Ze existuje néjaké k takové, ze m; = a; prot=2,... ,k —1 a mp < ai.
To ale znamena, ze m; = a; proi =1,... ,k—1 a my <p ag, tedy m =< a. Dikaz hotov.

OJ

Naopak se d& ukazat, ze staci, aby jen jedina slozka takového kartézského soucinu nebyla linedrné ¢i dobre
uspofadand, a uz to pokazi pro cely souéin, naptiklad (Z, <) x (N, <) s lexikografickym uspofadanim neni dobte
usporadana.

V typickém piipadé jsou vSechny mnoziny A; stejné a porovnavame prvky z A x --- x A, kde mame jen jedno
usporadani.

Ptiklad 6b.q: Uvazujme Z5 s lexikografickym uspotéddanim danym relaci <. Pak mame (1,2,3,9,9,9) <
(1,2,4,1,1,1), rozhodla tfeti soufadnice a dal$i uz nehraly roli. V souéinovém uspofadani by tyto vektory byly
neporovnatelné, nebot u tieti a ¢tvrté soufadnice mame opa¢né nerovnosti.

A

Piiklad 6b.r: Co vse je mensi nez (3,4) v mnoziné (N, <) x (N, <) uspofddané lexikograficky?
Aby platilo (z,y) <1 (3,4), tak bud musi rozhodnout prvni soutadnice, tedy musi byt x = 1 ¢&i x = 2 a zbytek
libovolny, nebo z = 3 a rozhoduje az druhé soufadnice. Proto

{(z,y) € N% (2,9) 21 (3.4)} = {(1,9); y e N}U{(2,9); y € N} U{(3,1),(3.2),(3,3)}.
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A

Priklad 6b.s: Lexikografické uspofadani, které jsme definovali, ndm umoziuje porovnavat vektory o stejné délce.
Ve slovniku ale porovnavame slova riznych délek. Jak by se takova definice udélala obecné? Zakladni myslenka je,
ze kdyz méame dva vektory nestejné délky, tak ten delsi zkratime. Pro zjednoduSeni zadpisu budeme piedpokladat,

ze vSechny slozky pochéazeji z jedné mnoziny.
o0

Méjme uspofddanou mnozinu (A, <) a uvazujme mnozinu B = [J A™. Nejprve definujeme ostrou relaci takto:
n=1

Pro (a;)i%y, (bj)j—1 € B necht k = min(m, n). Plati (a;)2; < (b;)7_; pravé tehdy, kdyz bud (a)k_, <1 (b)k,,
nebo (a;)*_, = (b)F, am < n.
Pak standardnim zptisobem definujeme (a;)i; < (b;)}—; jestlize bud (a;);; < (b;)7_; nebo (a;)i%; = (b;)}—;-
Timto dostaneme c¢astecné usporadani na B. Neni problém tuto definici pfevést na usporadani pro fetézce,
prosté se Fetézce povazuji za vektory, napiiklad bereme ahoj jako (a,h,o0,j). Na abecedé mame piirozené ¢és-
teCné usporadani a pravé popsanou procedurou z néj dostaneme obvyklé slovnikové usporadani, takze tieba
auto=<autobus=autobusek<auvajs.
A

V poéitacovych védach (a tedy i diskrétni matematice) je lexikografické usporadani velmi uzitecné. Na druhou
stranu pro analyzu ¢i fyziku lexikografické usporadani neni tim pravym, protoZze nebere ohled na velikost vektort.
Rizné obory tedy maji riizné pozadavky a neni jedno uspotrddani na vektorech, které by vyhovélo vSem.

Cviceni

Cviceni 6b.1 (rutinni): Uvazujte uspofddanou mnozinu danou nasledujicim Hasseovym diagramem.
of

/

do oe

<
N/

Najdéte maximum, minimum, nejvétsi a nejmensi prvek podmnoziny M = {a,b,c,d, e}, pokud existuji.

b

Cvic€eni 6b.2 (rutinni): Uvazujte uspofadanou mnozinu ({3,5,9, 15,24, 45}, |), tedy relace délitelnosti.
a) Nakreslete jeji Hassetv diagram.

b) Najdéte jeji maxima, minima, nejvétsi a nejmensi prvek, pokud existuji.

c¢) Najdéte maxima, minima, nejvétsi a nejmensi prvek podmnoziny M = {3,9, 15}, pokud existuji.

Cviceni 6b.3 (rutinni): Nakreslete Hassetiv diagram mnoziny, ktera
a) ma nejmensi prvek, ale nemé nejvétsi;

b) ma nejvétsi prvek, ale nemé nejmensi;

¢) nema nejmensi ani nejvétsi prvek.

Cviceni 6b.4 (rutinni): Uvazujte mnozinu mnozin A = {{1},{2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}}
uspofadanou relaci byti podmnozinou (viz cviéeni 6a.6).
a) Najdéte maximum, minimum, nejvétsi a nejmensi prvek mnoziny A, pokud existuji.
b) Najdéte néjaké linedrni rozsifeni (A, C).
Cviceni 6b.5 (rutinni): Uvazujte uspofadani dané nasledujicim Hasseovym diagramem. Najdéte néjaké jeho
linearni rozsiteni.
o
<>o\ /o@
/N
VAN

o oV

Cviceni 6b.6 (rutinni): Uvazujme prvky ai,as,as, aq,as, ag, a7, mezi kterymi je déna hierarchie podminkami
ay; < a2, a1 < as, az < as, G4 < a5, a4 < ag, G4 < a7, a5 < a7, ag < ay.

Ovéfte, zZe tato relace neobsahuje cyklus.

Najdéte néjakou linearizaci této hierarchie, tedy linearizaci ¢aste¢ného usporadani daného touto relaci.
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Cviceni 6b.7 (rutinni): Uvazujte mnozinu A = {2, 3,10, 30, 60,90} uspofadanou relaci délitelnosti a |b. Najdéte
néjaké jeji linearni rozsireni.

Cviceni 6b.8 (rutinni): Uvazujte mnozinu vektora A = {(3,23), (13,23), (23, 3), (23,13), (23,23)} usporadanou
sou¢inovym usporadanim zalozenym na >, tedy (u,v) =< (z,y) jestlize u > x a v > y. Najdéte né&jaké jeji linedrni
rozsifeni.

Cviceni 6b.9 (poucné): Pro nésledujici usporadani najdéte dvojici prvku, ktera je porovnatelna, a dvojici prvki,
ktera porovnatelna neni.

a) M je mnozina matic 2 x 2 nad celymi ¢isly. Usporadani < na M je ddno podminkou det(A) < det(B) nebo
A= B.

b) M je mnozina koneénych podmnozin N. Pro takovou podmnozinu M definujeme |M| jako pocet prvka M.
Uspotadani < na M je dano podminkou |M| < |N| nebo M = N.

¢) P je mnozina polynomii nad R. Pro p € P definujeme parametr k(p) jako max |r|, kde se maximum bere pfes
vSechny kofeny r polynomu p; pro polynomy bez kofenti definujeme k(p) = 0.

Uspotadani < na P je ddno podminkou k(p) < k(q) nebo p = gq.

d) Necht I je omezeny uzavieny interval v R (nedegenerovany, tedy ma nenulovou délku). Uvazujme mnozinu
C(I) vsech spojitych funkci na I. Ty museji mit maximum a minimum, proto pro f € C(I) mtuzeme definovat
parametr | f||oc = maxye{[f(z)[}.

Poznamka: Pro tyto funkce je to norma, tedy jakasi velikost funkce.

Uspotadani < na C(I) je ddno podminkou || f|lcc < [|g]lcc nebo f = g.

Cviceni 6b.10: Necht (A, <) je ¢4steéné usporddand mnozina a M jeji neprazdnd podmnozina. Dokazte:
a) Jestlize jsou my a ms rtiznd maxima M, pak nemize platit m; < mqy ani mg < m;y.
b) Jestlize jsou my a mo riznd maxima M, pak nemize platit m; < mq ani my < my.

Cviceni 6b.11 (rutinni): Necht (A, <) je ¢astecné usporadand mnozina. Dokazte, Ze < je linedrni pravé tehdy,
kdyz je <! linearni.

Cviceni 6b.12 (rutinni): Kterd z nasledujicich mnozin je dobfe uspofadand?

a) ({n € Z; n = —13},<); e) (Q,<);
b) ({n € Z; n > —13}, <); f) (@, <);
) ({n € Z; n> —13},>); g) {zx€Q* =1L, pqgeN, ¢ <100}, <).

d) ({n € Z; n sudé}, <);

Cviceni 6b.13 (rutinni): Necht A = {a,b, c}, usporddejme ji podle abecedy. Uvazujte A x A s lexikografickym
usporadanim. Najdéte vSechny prvky z A x A, které jsou vzhledem k lexikografickému uspofadani
a) mensi nez (a, c); b) vétsi nez (a, c); c) mensi nez (b, b).

Cviceni 6b.14 (rutinni): Usporéadejte podle lexikografického uspotadéni binarni fetézce 0, 01, 11, 001, 010, 011,
0001, 0101.

Cvideni 6b.15 (rutinni): a) Nakreslete Hassetiv diagram pro ({1,2, 3}, <)? v lexikografickém uspoiadni.
b) Nakreslete Hassettv diagram pro ({1,2, 3}, <)? v sou¢inovém uspoiadani (,,po slozkach®).

Cviceni 6b.16 (poucné): . Necht (A4, =<4) a (B, =<p) jsou alesponi dvouprvkové usporddané mnoziny. Ukazte, Ze
soucinové usporadani R =<4 X =<p na A x B neni linearni.
Napovéda: Priklad 6a.k.

Reseni:

6b.1: Max d, e, nejvétsi neex., min a, nejmensi a.
6b.2: a) Viz vpravo.

45
b) Max 24,45, nejvétsi neex., min 3,5, nejmensi 2

neex. 240, ol5

WA
c) Max 9,15, nejvétsi neex., min 3, nejmensi 3. \|/|
3o o

AVARVANN VY
6b.3: Treba © o o o o
6b.4: a) Max {1,2,3,4}, nejvétsi {1,2,3,4}, min {1}, {2}, nejmensi neex.

5
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b) Tieba () <1, {1} <L {2} <L {1,2,4} <L {1,2,3} <L {1,2,3,4} <L {1,2,3,4,5}.
6b.5: Napiiklad A <, V<, O < V< O < &< ®8neboV <y A <1 © < O < &< O < #nebo ...
6b.6:

Vyhovi libovolné poradi v souladu s diagramem napravo. Prvky ai,as,as,ary maji jasné dané 7
poradi, zatimco py a pg maji vice svobody. ag je volny agent. Ukézeme nékteré moznosti: 5 /

a1 <[ @2 <L a3 <[ Q4 <[ a5 <L G <L a7,

a3 <r a4 <p a1 <p a2 < as < a6 <, ar, 2 6
a4 <[ Q¢ <L a1 <[ G2 <[ a5 <L a7 <[ 43. 301 4

6b.7: Napriklad 3 <7 2 <5 10 <z 30 <5 90 <1 60 nebo 2 < 10 <1 3 <1 30 <1, 60 <, 90 nebo dle velikosti
nebo . ..

6b.8: Tteba (23,23) <1 (23,13) <1 (23,3) <1 (13,23) <1 (3,23)

nebo (23,23) <1, (13,23) <1, (3,23) <1, (23,13) <, (23,3)

nebo (23,23) <, (13,23) <1, (23,13) <1, (3,23) <1, (23,3) nebo .

6b.9: a) A = ((1] ?), B = (13 ?) pak A < B. Neporovnatelne jsou napriklad A = (0 1) aB= ( -1 01), pak
|Al =|B| =1 ale A # B.

b) M = {13}, N = {13,23} pak |[M| =1, |[N| =2 a tedy M =< N. Neporovnatelné: M = {13}, N = {23}.
c)p=x—4,q=(x—4)(x—7), pak k(p) =4, k(q) = 7 a tedy p < ¢q. Neporovnatelné: p =z —4, ¢ = (z—4)(z—1).
d) f(z) =2na I, g(x) = 6 na I (konstantni funkce). Pak || f|lcc =2 a ||g|lcc =6 a tedy f < g.

Neporovnatelné: f(x) =2 na I, g(x) = —2 na I (konstantni funkce, obé s normou 2).

6b.10: a) Sporem ¢i nepfimym dikazem: Pokud by platilo m; =< ms, tak podle véty 6b.2 a toho, ze je my
maximum, uz musi platit m; = msg. b) je obdobné.

6b.11: =>: Necht < linearni. Zvolme a,b € A. Pak a < b (potom b <~! a) nebo b < a (potom a <~! b),
kazdopadné jsou a, b porovnatelné pomoci <~1.

<=: Obdobné.

6b.12: a), b), g).

Re: g) V mnoziné je omezené velikost jmenovatele, proto uvazované body nejsou husté, ale jednotlivé body mnoziny
jsou od sebe vzdaleny. Protoze p,q > 0, jde o kladna ¢isla a nemohou utéci do minus nekonec¢na. Pro libovolné
K > 0 je mnozina {(p,q) € N*: ¢ < 100 A p < Kq} kone¢né, mezi odpovidajicimi zlomky % tedy vzdy najdeme
nejmensi.

6b.13: a) (a,a), (a,b); b) (b,a), (b,b), (b, c),(c,a),(c,b),(c,¢); ¢) (a,a),(a,b),(a,c), (b, a).

6b.14: 0,0001,001,01,010,0101,011,11

6b.15: o
a) S (3.3)
S 3.2) b) 3.9)
/ (3,1)
o/"(2,3) (2,3) / \ (3,2)
/0(/2 (12)’ ? (1,3)0/ \oéQ\
0/0(173)’ \ / \ /
S (1,2) \o °2,1)

6b.16: Zvolme aj,a2 € A a by,by € B tak, aby a1 # as a by # by. Pokud jsou aj,as neporovnatelné, tak
jsou v sou¢inovém usporadani neporovnatelné i (aq,b1) a (az,b2). Podobné kdyz by, b neporovnatelné. Posledni
moznost je, ze obé dvojice jsou porovnatelné, feknéme a; <4 as a by <p bs. Pak diky antisymetrii nemtze platit
by <p by, proto jsou (a1, bs) a (az,b;) neporovnatelné.

6c¢c. Bonus: Dalsi pojmy okolo usporadani

Kdyz jsme hledali nejmensi a nejvétsi prvky, méli jsme dva problémy. Jednou prekazkou byl nedostatek vza-
jemné porovnatelnosti, ten jsme vyftesili pojmem linedrniho zobrazeni. Druhy problém nastal, kdyz ndm mnozina
,utikala® jako tfeba Z pfi porovnavani pomoci <. Zatim jsme to Tesili tak, Ze jsme se omezili na koneéné mnoziny,
ted utikéni zkusime obecné pojmenovat a pak zakizat; uvidime, jestli dostaneme néco rozumného.

Definice.
Necht (A, <) uspofadans mnozina. Rekneme, 7e je fundovana (well-founded), jestlize nee-
xistuje nekone¢nd posloupnost {a;}$2, prvki z A takova, ze a;+1 < a; pro v8echna i.
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Problémem pro fundovanost jsou tedy ,nekonec¢né klesajici posloupnosti“ a; = as > asz > ---. Uvazujme
takovou posloupnost. Diky tranzitivité pak pro vSechna j > ¢ mdme a; < a;. Ostrd nerovnost ukazuje, zZe jde
o navzajem ruzné prvky. Z toho vyplyva, zZe koneénd mnozina takovou posloupnpost obsahovat nemize, takze
kone¢né usporfadané mnoziny jsou automaticky fundované.

Neni pravda, ze pokud zabranime takovym posloupnostem, tak automaticky dostdvame existenci nejmensich
prvki, tedy dobré usporadani, protoze muze zlobit porovnatelnost.

Piiklad 6c.a: Uvazujme usporadanou mnozinu (Z, <), kde z < y jestlize |z| < |y| nebo x = y (viz priklad 6a.e).

Vime, Ze toto usporddéani neni linedrni (viz 13 a —13), tim padem ani dobré. Je ale fundované. Uvazujme né&jakou
nekoneénou posloupnost {a;}2; ze Z takovou, Ze a;11 = a; pro vSechna i. Tvrdime, Ze nemuze nastat pfipad, ze
by vSechna ta srovnéani byla ostra, tedy <. Uvazujme mnozinu M = {|a;|; ¢ € N}. To je neprazdnd podmnozina
No, coz je vzhledem k < dobfe usporddana mnozina. Existuje tedy j takové, Ze |a;| je nejmensi prvek z M. To
znamena, ze |a;| < |a;| pro vSechna i.

Tvrdime, ze a; = a; pro vSechna ¢ > j. Z tranzitivity mame pro i > j relaci a; < a;, ted jsou dvé moznosti.
Jedna je |a;| < |a,l, ale to nejde, takze musi platit ta druh4, a; = a;.

Dokéazali jsme, Ze (Z, <) nemé nekone¢né klesajici posloupnosti, je tedy fundovana.

A

Dobré uspotradani je definovano pomoci existence nejmensSich prvkia. Pro fundovana usporadani existuje alter-
nativni charakterizace podobného typu.

Véta 6¢.1.
Necht je (A, <) ¢asteéné usporadand mnozina. Toto uspofadani je fundované pravé tehdy, kdyz
pro kazdou neprazdnou podmnozinu M C A existuje min(M).

Dukaz (pou¢ny, naznak): 1) =: Predpoklddejme, zZe =< je fundované. Necht M je neprazdnd podmnozina
A. Vezméme libovolné a; € M. Pokud je to minimalni prvek, jsme hotovi. Pokud ne, musi existovat ay € M
splnujici as < a1. Pokud je to miniméalni prvek, jsme hotovi. Pokud ne, musi existovat ag € M spliujici az < as.
Pokracujeme tak déle, a protoze neni mozna nekonec¢né klesajici posloupnost, tak se tento proces musi zastavit,
tedy najdeme minimalni prvek M.

2) <=: Fundovanost dokdZeme obménou. Nechf existuje nekone¢na klesajici posloupnost {a;}°;. Ozna¢me
M = {a;; i € N}. To je neprazdnd podmnozina A, kterd ale nema minimum. Pro kazdé a; totiz existuje prvek
x € M spliujici x < a;, jmenovité x = a;1.

O

Moznéa méate pocit, Ze slova ,,proces musi zastavit“ nejsou zrovna korektnim matematickym vyjadienim. A mate
pravdu, korektni diitkaz se musi délat podrobnéji a je citelné delsi, dokonce dojde na axiom vybéru, takze je to
arovni znatelné vys nez toto skriptum. Proto jsme napsali, Ze jde jen o naznak.

Ted ukéazeme, ze kdyZ se postardme o porovnatelnost a zakdzeme utikani, tak uz nejmensi prvky najdeme.

Véta 6¢.2.
Uvazujme ¢astecné usporadanou mnozinu (A4, <).
Tato mnozina je dobie usporadana praveé tehdy, kdyz je linearné usporadand a fundovana.

Dukaz (pou¢ny): 1) =: Podle faktu 6b.15 vime, ze dobfe uspordadané mnoziny jsou automaticky linedrné
usporadané, tedy pro vSechny neprazdné podmnoziny poskytuji nejmensi prvky, coz jsou podle véty 6b.1 (iii)
minima.

2) <=: Necht M je nepréazdnd podmnozina A. Podle pfedchozi véty ndm fundovanost dava minimalni prvek
této mnoziny. Protoze je uspofadani linearni, tak je podle véty 6b.7 toto minimum i nejmensim prvkem.

0

M 6c.3 Poznamka: Protoze je usporadani < na N linearni, d4 se Princip dobrého uspotddéni (PDU) ekvivalentné

vyjadrit tvrzenim, ze (N, <) je fundované usporadéni.

Rada axiom® mé alternativni znéni, které ukazuje jinou formulaci zékladni myslenky. Obvykle tato alternativni
vyjadfeni vznikaji praktickou potfebou. Pro pfirozena cisla tedy méame alternativni axiom k PDU:
o Neexistuje nekonecné ryze klesajici posloupnost pfirozenych cisel.

Tento princip 1ze pouzit k dokazovani nebo tfeba analyze algoritmi, coz tizce souvisi s indukci. Blize se tomu
proto vénujeme v kapitole 7d, viz véta 7d.5 a priklad 7d.b.

AN
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Pojem fundovanosti se da pouzit také pro relace, které nejsou ¢asteénymi usporadanimi. Zejména popularni je
tento pojem pro ostra usporadani, viz véta 6a.2.

Kromé maxim, nejmensich prvkt a podobné jsou jesté dalsi pribuzné pojmy.

Definice.

Necht (A, <) je ¢asteéné uspordadana mnozina, M je jeji neprazdna podmnozina.

Prvek m € A se nazyva horni mez (upper bound) mnoziny M, jestlize x < m pro vSechna
xeM.

Prvek m € A se nazyva dolni mez (lower bound) mnoziny M, jestlize m < x pro vSechna
r e M.

Od definice nejvétsiho a nejmensiho prvku se lisi v tom, Ze se jiz nevyzaduje, aby byly z M. Z toho okamzité
plyne nasledujici.

Fakt 6c.4.

Necht (A, <) je ¢aste¢né usporadana mnozina a M jeji neprazdnd podmnozina.
Jestlize je m nejveétsi prvek M, pak je to také horni mez M.

Jestlize je m nejmensi prvek M, pak je to také dolni mez M.

Podmnoziny konec¢nych linedrné usporadanych mnozin tedy vzdy maji horni a dolni mez. U nelinedrnich uspo-
rfadani je to jinak.

Priklad 6c.b: Uvazujme mnozinu A = {2,3,12, 18,24, 54} uspotadanou délitelnosti.
Ctenaf si jisté snadno odvodi Hassetiv diagram. 24 054
Podivejme se na mnozinu M = {12,18} (vybarvené tecky). Cislo 2 déli vSechna ¢isla z M, je tedy
dolni mezi M. Totéz plati pro ¢islo 3. Mame tedy dvé dolni meze M. Neexistuje ale ¢islo z A takové, 18
ze by jej délila vSechna ¢isla z M, proto tato mnozina nema horni mez. 9 3

A

V Hasseové diagramu hleddme dolni meze tak, ze vyjdeme ze vSech prvka M po spojnicich dolti a ¢ekdame, zda
se nékde vSechny cesty sejdou. Pfi hledani horni meze naopak hleddme prvek, ve kterém by se sesly cesty z prvka
M smérem nahoru.

Priklad potvrzuje, Ze existence mezi neni zarucena, a také Ze jich muize existovat i vice. To, ze se pri hledani mezi
divdme i mimo mnozinu M, mé jeden podstatny dopad. Pfi praci s nejvétsimi prvky, maximy a podobné jsme se
mohli omezit na restrikci (M, <) a ignorovat zbytek mnoziny A, coz tfeba usnadiiovalo diikazy. U mezi je situace
jina. Pokud bychom v pfikladé 6¢.b pridali do A prvek 36, tak uz by mnozina M méla horni mez (samoziejmé tu
36), ackoliv se viibec nezménila.

Ukazeme jesté jednu souvislost.

Fakt 6c.5.

Necht (A, <) je ¢aste¢né uspordadand mnozina a M jeji neprazdnd podmnozina.

Horni mez mnoziny M existuje pravé tehdy, pokud existuje néjaké nadmnozina N C A mnoZiny
M takovéa, ze N mé nejvétsi prvek.

Dolni mez mnoziny M existuje pravé tehdy, pokud existuje néjakd nadmnozina N C A mnoZiny
M takovéa, ze N mé nejmensi prvek.

Dukaz (pou¢ny): Dokdzeme prvni tvrzeni, druhé funguje symetricky.
1) Jestlize je m horni mez mnoziny M, pak uvazujme N = M U {m}. Protoze je m horni mezi, plati z < m pro
vSechna x € M, také m < m, proto x < m pro vSechna x € N, také m € N, tedy m je nejvétsi prvek N.
2) Naopak nechf existuje mnozina N takovd, ze M C N a N ma nejvétsi prvek m. Pak pro libovolné =z € M
platii z € N a m je nejvétsi v N, tedy x < m. Proto je m horni mezi M.

O

V prikladé 6¢.b horni mez neexistovala, protoze v zakladni mnoziné A chybél pfirozeny kandidat. V aplikacich
se ale Casto meze pouzivaji jinak. Jako A mame néjakou znadmou linearné usporddanou mnozinu, ze které jsme
zadné kandidaty neodebrali, takZe existence a neexistence mezi vypovida o mnozinach néco zajimavého.
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Piiklad 6c.c:  Uvazujme mnozinu (N, <).

Podmnozina M = {13,23} mé dokonce nekone¢né hornich mezi, jmenovité vSechna n € N spliiujici n > 23. M4
také celkem 13 dolnich mezi, jmenovité ¢isla 1 az 13.

Podmnozina M vSech pfirozenych sudych ¢isel mé dolni meze 1 a 2, ale nema horni mez.

Nyni uvazujme mnozinu (Q, <) a jeji podmnozinu M = {z € Q; 0 < = < 1}. Vime, Ze tato mnozina nema
maximum ani minimum, ale mé horni meze, jmenovité vSechna m € Q splnujici m > 1, a ¢isla m € Q splnujici
m < 0 jsou pro zménu dolni meze.

Naopak Z coby podmnozina QQ zddné meze nema.

A

Jak ukazuje priklad, meze ndm mnozinu vymezuji na ¢iselné ose. S tim je spojena uzite¢nd terminologie. Pokud
ma néjakd mnozina horni mez, pak ji fikdme ,omezend shora“, obdobné se definuje ,,omezend zdola“. Mnozina,
kterda mé horni i dolni mez, se nazyva ,,omezend‘.

Kdyz uz mame mnozinou omezenou, tak bychom radi piesnéji védéli, kde zaciné a kondi.

Definice.

Necht (A, <) je ¢asteéné usporadand mnozina, M je jeji neprazdnd podmnozina.

Jestlize existuje horni mez M, pak definujeme supremum mnoziny M, také zvané nejmensi
horni mez (least upper bound), znaceno sup(M) nebo l.u.b.(M), jako nejmensi prvek
mnoziny {z € A; x horni mez M}, pokud existuje.

Jestlize existuje dolni mez M, pak definujeme infimum mnoziny M, také zvané nejvétsi dolni
mez (greatest lower bound), znaceno inf(M) nebo g.1.b.(M), jako nejvétsi prvek mnoziny
{z € A; x dolni mez M}, pokud existuje.

Podobné jako u mezi, existuje-li nejvétsi prvek mnoziny M, pak je jejim supremem, symetricky nejmensi prvek
je infimem. Proto nam linearita uspoiradani zaruci existenci infim a suprem pro kone¢né mnoziny, jinak ale nemusi
existovat.

Priklad 6c.d: Vratme se k ptikladu 6c¢.c.

Podmnozina M = {13,23} mnoziny (N, <) mé jako dolni meze ¢isla 1 az 13, proto inf(M) = 13. Obdobné
sup(M) = 23. Opravdu nam to fikd, kde M zac¢ind a koné¢i. Tato mnoZina je omezena.

Podmnozina M vSech pfirozenych sudych ¢isel ma dolni meze 1 a 2, tedy inf(M) = 2 (je omezend zdola), ale
nemd horni mez a tedy ani supremum. Totéz plati, pokud bychom M brali jako podmnozinu (Q, <),

Podmnozina M = {z € Q; 0 < z < 1} mnozZiny (Q, <) ma inf(M) = 0 a sup(M) = 1, je to tedy omezena
mnozina.

Naopak Z coby podmnozina QQ infimum ani supremum nem4d a tedy neni omezena ani shora ¢i zdola.

A

Priklad 6c.e: V piikladé 6¢.b jsme méli mnozinu A = {2,3,12,18,24,54} uspofddanou délitelnosti.
Jeji podmnozina M = {12,18} nemé horni meze, tedy ani supremum. M& dolni meze 2 a 3, ty ale nejsou
vzhledem k délitelnosti porovnatelné a proto nelze uréit mezi nimi nejvétsi mez. inf(M) tedy také neexistuje.

A

Vidime, Ze existence suprem a infim rozhodné neni zarucena ani u konecnych mnozin v pfipadé nelinearnich
usporadani. V aplikacich se hodi mit alesponi néco.

Definice.
Uvazujme uspofadanou mnozinu (4, <). Rekneme, Ze je to svaz (lattice), jestlize pro viechna
z,y € A existuji sup({z,y}) a inf({x, y}).

Protoze linearita usporadani zarucuje existenci nejvétsich a nejmensich prvka pro dvouprvkové mnoziny, je kazdé
linedrni uspofddani automaticky svazem. Plati to tedy i pro (N, <) a (Q, <). Piiklad vyse ukazuje, Ze existence
infim a suprem pro dvouprvkové mnoziny rozhodné neimplikuje jejich existenci pro mnoziny s vice prvky.

Nelinearni usporadani svazem byt mohou a nemusi. Jak jsme vidéli, A = {2,3,12, 18,24, 54} usporadand déli-
telnosti neni svaz. Zde je to ale zptisobeno spiSe mnozinou nez relaci.
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Priklad 6c.f: Mnozina N uspofddana délitelnosti je svaz. Snadno si rozmyslime, ze sup({z,y}) = lem(z,y)

a inf({x,y}) = ged(z, y).
A

I druhé vzorové usporadani se chova dobie, pokud ze zdkladni mnoziny zdmérné néco neodebereme.

Piiklad 6c.g: Necht U je mnozina, uvazujme (P(U), C). Tato uspofddand mnozina je svaz.

Staci si rozmyslet, Ze jsou-li dany M, N € P(U), tedy jsou to podmnoziny U, pak inf({M,N}) = M NN € P(U)
asup({M,N})=MUN € P(U).

Ovéfime infimum: Evidentné M NN C M a M NN C N, takze je to dolni mez. Je nejvétsi? Necht X je jina
dolni mez. Pak splituje X C M a X C N, protoi X C M N N, coz jsme piesné potiebovali.

A

Svazy maji svou vlastni teorii a pouzivaji se tfeba v praci s Booleovymi algebrami ¢i namatkou pfi modelovani
bezpecnych informacnich tokt, kdy se zavadi usporddani na riznych stupnich opravnéni.
Cviceni

Cviceni 6c¢.1 (rutinni): Uvazujte uspofddanou mnozinu danou nasledujicim Hasseovym diagramem.

of

do oe

03</oc
%a
Najdéte pro mnozinu M = {b, ¢} jeji horni meze a supremum, dolni meze a infumum, pokud existuji.

Cviceni 6c¢.2 (rutinni): Uvazujte mnozinu mnozin A = {{1},{2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}}
uspofadanou relaci byti podmnozinou (viz cviéeni 6a.6).
Pro M = {{1},{2},{1,2,3},{1,2,4}} najdéte horni meze a supremum, dolni meze a infimum, pokud existuj.

b

ReSeni:

6c¢.1: Horni meze d, e, f, supremum neex., dolni mez a, infimum a.
6c.2: Horni meze {1,2,3,4} a {1,2,3,4,5}, supremum {1, 2, 3,4}, dolni meze a infimum neex.
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