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7. Indukce a rekurze

Na matematickou indukci jsme jiz v této knize nékolikrat narazili v diikazech. Spoléhali jsme na to, Ze se ¢tenar
s ni jiz setkal. Obvykle je to ale setkani s formalizovanym postupem pro dokazovani rovnosti, ktery predstavuje jen
nejjednodussi podobu indukce a neni Gplné reprezentativni. V této kapitole tuto jednoduchou podobu postavime
na pevny zaklad a posléze rozsifime na mocny nastroj.

7a. Matematicka indukce

Matematicka indukce ve skute¢nosti neni jeden formalni postup, ale zakladni mySlenka, kterd ma podle potieby
mnoho podob. Z pokroc¢ilého pohledu je tak indukce jedna, nicméné pro zacatecniky byva uzitecné rozlisit nékolik
populdrnich pfistupt. V této sekci zacneme tou nejjednodussi podobou, kterou ¢tenaf nejspise uz potkal.

Predstavme si, ze zkoumame urcity jev, ktery vede na rtizné situace. Vsimli jsme si néceho, co by mohlo platit
pro vSechny situace, a chceme to potvrdit dikazem. Abychom mohli pouzit indukci, musi se povést dvé véci. Za
prvé, situace dokazeme ocislovat pomoci celych ¢isel pocinaje néjakym ng. Pokud naptiklad zkoumame autobusy
MHD ve mésté, tak mtzeme sledovat jejich pozice v hodinu n. Nebo mtizeme chtit néco o nich potvrdit v zavislosti
na tom, Ze je jich zrovna n ve sluzbé. Asi se najdou i dalsi moZnosti.

Druhou podminkou je, ze se ndm podafi najit vztah mezi situaci s indexem n a tou s indexem n + 1. Intuitivné,
snazime se urcit, co se stane v bezprostfedni budoucnosti, na zakladé pritomnosti. Pokud se to povede, pak ma
smysl zkusit pouzit dikaz indukci.

' 7a.1. Slaby princip matematické indukce.

Necht ng € Z, necht V(n) je vlastnost celych ¢isel, kterd ma smysl pro n > ng.
Predpokladejme, ze:
(0) plati V'(ng).
(1) Pro kazdé n € Z, n > ng je pravdiva nésledujici implikace:
Jestlize plati V(n), pak plati také V(n + 1).
Potom V' (n) plati pro vSechna n € Z, n > ny.

Weak principle of mathematical induction. Let ng € Z. Let V(n) be a property of integers that makes
sense for n > ng. Assume that the following conditions are satisfied:
(0) V(ng) is true.
(1) For every integer n > ng the following implication is valid: If V(n) is true, then V(n + 1) is true.
Then V'(n) is true for all n > nyg.

The part (0) is called the base step, (1) is called the induction step.

Indukce byva Casto prirovnavana k lezeni po nekoneéném Zebiiku. KdyZ ukéZeme, Ze plati tzv. zakladni krok
(0), tak vime, ze umime vylézt na jeho prvni pficku. Tzv. indukéni krok (1) zase ukaze, ze kdyz uz nékde
na zebiiku jsme, tak umime vylézt o pticku vys. Podstatny je ten obecny kvantifikdtor v (1), indukéni krok je
splnén pro libovolné misto na zebtiku. Intuice k4, ze pak uz se dostaneme na zebiiku vsude.

Priklad 7a.a: Indukce byla na intuitivni Grovni pouzivana jiZz indickymi a arabskymi matematiky kolem 10.
stoleti. Poprvé byla pfesné formulovana Pascalem v roce 1665, ale intuitivni pouziti v Evropé saha do 16. stoleti.
Udajné prvni byl F. Maurolico, ktery tak dokazal, Ze soudet prvnich n lichjch é&isel (mysleno kladnych) je n2.
Predvedeme na této tloze spravny postup a okomentujeme jej.

Nejprve si rozmyslime, Ze prvnich n kladnych lichych ¢isel se d& zapsat nasledovné:

n
1434+ (2n—1)=) (2k—1).
k=1

Naptiklad pro n = 3 vzorec nalevo (,tfiteckova verze“) da 1 4+ 3 4+ 5, tedy prvni t¥i licha ¢isla. Vyhodou tohoto
vzorce je intuitivni zjevnost. Nevyhodou je, Ze neni zcela matematicky korektni (co jsou tfi tecky? co kdyz n = 17).
Budeme jej tedy brat jako populdrni zkratku pro pfesny vyraz napravo (,sumacni verze®). Obé jsou v ditkazech
indukci popularni, tiiteckova verze byva delsi na psani, ale nadzornéjsi.

Nyni dokézeme indukei, Ze soucet je n?. Abychom ukézali, jak princip aplikujeme, budeme se formalné odvolavat
na V(n). Nékdy se tak dikazy indukci zapisuji, ale pro zkusené indukéniky je jednodussi pracovat bez tohoto
formalismu, coz uvidime v naslednych dikazech.

o Zformulujeme presné tvrzeni a oznamime, jok jej dokdzZeme.
Pron € Nje V(n) tvrzeni, ze 1 + 3+ 5+ -+ (2n — 1) = n?.
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Dokazeme to pomoci matematické indukce.
e DokdzZeme zdkladni krok pro nejmensi uvaZované cislo.

(0) Necht n = 1. Vlastnost V(1) zni 1 = 1%, coZ je pravda.

e Dokazeme indukéni krok. Vezmeme libovolné n € N (obecné, ne néjaké konkrétni) a dokdzeme, Ze pro néj plati
implikace V(n) = V(n+1). To se typicky déla primym dikazem, takzZe predpoklddame, Ze pro nase zvolené n
plati V(n), tomu se 7ikd ,indukéni predpoklad®. Pomoci néj pak dokdzeme platnost V(n+1). Na to je tieba najit
néjakou souvislost mezi tim, co dokazujeme pro n, a obdobnym tvrzenim pro n + 1. Nekteri autori tomu Tikaji
dekompozice.

Obvykle je dobré zacit od cile a hledat v ném predpoklad. My chceme dokdzat platnost V(n + 1), tedy rovnost
ziskanou tak, Ze vsechny vyskyty n v dokazované rovnosti nohradime vyrazem n+ 1. Dostaneme 1 +3 +5+--- +
2n+1)—1) = (n+1)%2 neboli 1 +3+5+---+ (2n + 1) = (n + 1)2. Potiebujeme najit souvislost s rovnosti
V(n). Zde je klicové si vsimnout, Ze kdyz jsme v souctu nalevo presli od n kn + 1, tak jiZ existugici ¢isla zistala
a pribylo jedno navic. Konkrétni priklad ¢asto napovi:

n=5:1+3+5+7+9
n=6:1+34+54+7+9+11
Obecneé:

n: 143454+ (2n—1),
n+l: 14+34+5+---+2n—1)+(2n+1).

Vidime tedy, ¢im se lisi levé strany ve V(n) a V(n + 1), coZ ndm umozni mezi nimi prejit v dikazu implikace.
(1) Necht n € N je libovolné. Piedpokladejme, ze plati V(n): 1+ 3+ 5+ --- + (2n — 1) = n?. Kdyz k obéma
strandm pfipocteme 2n + 1, dostaneme

1+34+5+--+(2n—1)= +(2n+1)
1+3+5+--'+(2n—1)+(2n+1)—n +(2n+1)

14+34+5+---+2n+1)=n*+2n+1

14+34+5+--+2n+1)=(n+1)? potvrzeno V(n + 1).

o Udéclame zdver.
Diikaz je hotov.
O

Kdyz z toho diukazu vyse vynechdme vysvétlujici ¢asti psané kurzivou, dostaneme dukaz tak, jak se bézné
zapisuje. Vsimnéte si, jak u dalSich dikazti zachovavame tuto strukturu.

A

S 7a.2 Poznamka: Tento dikaz je spravny, nicméné pro dikaz indukéniho kroku doporu¢ime a budeme pouzivat

jiny pristup. Pouzité pfimé odvozeni zdvéru je prirozené a korektni, ale nedostatecné flexibilni a navic zbytec¢né
dlouhé. V poznamce 1a.18 jsme doporudili alternativu pro pfipad implikace, u které méa zavér podobu cesty, coz
je také pfipad rovnosti. V nasem pfipadé tedy doporucovand struktura vypadé tak, ze po volbé n, se kterym
pracujeme, nejprve stanovime indukéni predpoklad, tradiéné znaceny (IP), ale pak z néj nevyjdeme. Misto toho
budeme rovnost pro piipad n + 1 dokazovat tak, Ze za¢neme na jedné jeji strané a postupnymi kroky dojdeme
na druhou. Nékde cestou pouzijeme indukéni predpoklad. Byva dobrym napadem jesté predtim citatele varovat,
co budeme délat.

Je dobré zacit nasi cestu tou stranou u které vidime dekompozici neboli souvislost pfipadu n + 1s pf‘ipadem n.

vvvvv

Cestovaci pristup také nabizi efektivni zapis pro ovéfeni rovnosti v kroku (0).
A

Doporucéeny postup a zapis ted pfedvedeme névratem k prvnimu piikladu. UkéZeme zde zépis dikazu, kdy
nebudeme pracovat se znacenim V' (n), ale pfimo s dokazovanymi rovnostmi. Pouzijeme sumaé¢ni znaceni, u kterého
mame pohodlny zpisob oddéleni pridaného ¢lenu pro verzi n + 1.

Priklad 7a.b (navrat k 7a.a): Dokéazeme indukci, Ze pro n € N plati

n

> @k—-1)=

k=1

1
0)n=1:> (2k—1)=2-1—-1=1=12. Ovéteno.
k=1
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(1) Déno n > 1. Pfedpoklad: Y (2k — 1) = n?. (IP)
k=1
n+1
Dokazeme, ze pak plati > (2k — 1) = (n + 1)2.
k=1
n+1 n n
DEk-1)=> k-1 +@2n+1)-1) =) (2k—-1)+(2n+1)
k=1 k=1 k=1
LE2r@n+1l)=n2+2n+1=n+1)>%
Ovéreno.
g

Vsimneéte si, jak jsme indikovali vyuziti indukéniho predpokladu. Poméahé to ¢tenafi, ale také nam to pfi psani
dtkazu pfipomene, Ze mame ovérit, ze jsme indukéni predpoklad pouzili spravné. To bude dtlezité zejména

vvvvvv

YA

Technicka poznamka. Krok 1 jsme zahajili volbou n, ktera je vymezena nerovnosti. Nékdo by mohl namitnout,
ze to neni spravné, protoze to pripousti tfeba i n = . Formalné vzato by bylo lepsi napsat ,,Dano n € Z, n > 1¢
a obcas se to déla, ale obvykle ne.

Umluva.
Kdyz v souvislosti s indukci napiSeme nerovnost n > ng s néjakym ng € Z, tak se uvazuji jen
n € 7.

Vyjimky je pak tfeba specifikovat.

S Poznamka: V piikladé 7a.b jsme cestu zacali od levé strany, ale Slo by to i naopak. Pak bychom museli hledat
névaznost mezi (n + 1)? a n%. Zde je pro zac¢ate¢nika uzitecné se zamyslet nad typickymi druhy chovani.
U soué¢ti pfechod n +— (n 4 1) znamend, Ze ke stavajici sumé pfibude ¢len. V piikladé ndm konkrétni ptipady
pomohly odhalit vztah

n+1 n
D @k-1)=> (2k—1)+(2n+1)-1),
k=1 k=1
v sumad¢nim znaceni je tedy snadné vidét, jak tento novy ¢len vypada. Obecné plati (viz sekce 7a.7)
n+1 n
Z ap = Z ap + ap41.
kZTLQ k‘=7l0
Podobné pfimoéaré jsou mocniny: a"*! = a™ - a, coz vymluvné napovi dlouhy zapis:
an+1

=a-a---a-a=a-a---a-qa.
—_— —m
n+1 n
Dalsi takto pfijemny vyraz je faktoridl, ktery potkame nize.

Pocitové odlisné jsou algebrické vyrazy, které se ptrechodem n +— (n+ 1) spi§ proménuji nez rozsifuji o novy ¢len,
coz je t¥eba pfipad toho n? z dokazované rovnosti. Ale i tam potiebujeme najit navaznost na ,pfipad n“, tedy i
tam je tfeba ukézat, Ze ptivodni vyraz se zachova a néco k nému néjakym zptsobem piibude:

(n+1)?=n>+2n+1=n*+2n+1).
N&s dikaz tedy v kroku (1) mohl vypadat takto:
(n+1)?=n?+2n+1=n%>+(2n+1)

n n n+1
E3 @k -+ @n+1) =Y (k-1 +2n+1) 1) =D (2k - 1).
k=1 k=1 k=1

A

Jak vlastné indukce dokazuje platnost naseho tvrzeni? Diky zakladnimu kroku vime, ze plati pro n = 1. Nyni
aplikujeme indukéni krok s volbou n = 1, tedy mame dokdzanou implikaci V(1) = V/(2). Protoze uz vime, ze
V(1) plati, tak podle této implikace musi platit i V(2). Nyni aplikujeme dokézanou implikaci pro n = 2. Plati
V(2) = V/(3) a zjistili jsme, ze V(2) plati, proto musi platit i V(3). Pak aplikujeme implikaci s n = 3 atd. Je
snadné si predstavit, ze takto se pravdivost vzorce postupné rozsifi na vsechna prirozena cisla.
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Spise nez zebiik se zde hodi predstava padajicich ocislovanych kostek domina postavenych na vysku za sebe.
Ctenai doufejme vidél podobné sestavy, kdy po dlouhych hodinach peclivého stavéni autofi shodi prvni kostku
domina a pak se rozjede proces, ktery mnohdy trva celé minuty a krouzi po rozlehlé plose. Tato predstava pro
nas bude velmi uzite¢na. Indukéni krok (1) zarucuje, ze kostky jsou spravné rozestavény, a krok (0) tika, Ze jsme
shodili tu prvni.

Indukce je na stredni skole ¢asto predstavovana jako jakysi formalni postup o nékolika krocich, ktery je treba
dodrzovat (obcas dokonce chybny). Pro spravné pouziti je dilezité dobfe rozumét tomu, co se v takovém dtkaze
vlastné déje.

M 7a.3 Poznamka: Zakladni a indukéni krok predstavuji nezavislé ¢asti, které se navic podstatné lisi. Zatimco
zékladni krok dokazuje faktickou platnost V' pro jisté ¢islo, v indukénim kroku se o platnosti V' pro néjaka ¢isla nic
nedozvime. Sice se v dikazech muze objevit konstatovani ,V(n 4 1) plati,“ ale je to tvrzeni podminéné platnosti
V(n), nikoliv samostatny poznatek. V kroku (1) tedy zkouméme souvislost mezi pfipady n a n + 1, kterd ovSem
miuze existovat i pro V, které viibec neplati. Vime totiz, zZe implikace s nesplnénym predpokladem je automaticky
pravdiva.

Naptiklad pfi¢tenim jednicky k rovnosti n = n + 13 dostaneme n + 1 = (n + 1) 4+ 13. Tim jsme pro tuto rovnost
korektné dokézali platnost implikace V' (n) = V(n+1) pro vSechna celd ¢isla, ovSem tato rovnost nikdy neplati.
Viz také cviceni 7a.11.

Zvladnuty indukéni krok sdm o sobé nam tedy pravdivost V' neda a odpovida tomu, zZe jsme spravné rozestavili
kostky domina. Tim je u domina nutno zacit a stoji za zminku, ze také dikazy indukce je ¢asto vhodné zacit od
analyzy kroku (1), protoze v ném je skryta podstata toho, co dokazujeme. Je dulezité si v§imnout, Ze spravnost
rozestaveni ovérujeme nezavisle po dvojicich, nikoliv najednou pro vsechny kostky. Vezmeme kostku s cislem n
a podivame se, zda je ta dalsi ve spravné vzdalenosti, aby ji predchiidkyné svym padem dokazala shodit. Tak
postupné projdeme celou drahu.

Obdobné kdyz dokazujeme implikaci V(n) = V(n + 1), tak to ¢inime pro jedno konkrétni (i kdyz neznamé)
n, které jsme zvolili libovolné, abychom dikazem pokryli vSechna potfebnd ¢isla, ale pracujeme jen s tim jednim
zvolenym. To je zejména pravda o indukénim pfedpokladu. Ten se vyjadiuje pouze o platnosti V(n) pro zvolené
¢islo, o jinych n nic nefika. To je kli¢ové pro spravné pochopeni a pouziti indukce.

Pro ilustraci se podivejme na nasledujici diikaz, Ze pro vSechna n € N plati n = 1.

(0) n=1:1=1 plati.
(0) Dano n € N, IP: n = 1. P¥ipad n + 1: NapiSeme n+ 1 =2n — (n —1). Podle IP je n =1 an —1 =1, proto

n+l=2n—(n—1)==2.1-1=1.

O

Kde je chyba? Ctenai by si mél rozmyslet, ze struktura diikazu je spravné, rovnéz v algebie neni problém. Chyba
nastala pii aplikaci indukéniho pfedpokladu. Cisla n a n — 1 jsme nahradili jedni¢kou, ale IP se déla pro jedno
konkrétni ¢islo zvané n, zatimco n — 1 je iplné jiné ¢islo, o kterém nevime nic! Viz také cviceni 7a.10. Kli¢ové to
bude v nésledujici sekci.

Je tedy dulezité napsat krok (1) tak, aby z textu bylo zjevné, Ze opravdu IP pracuje jen s jednim konkrétnim
¢islem, nikoliv v8emi n. Stejné tak si toho musi byt védom autor dilkazu, aby neudélal podobnou chybu. Dobfe
napsany indukéni krok dokaze platnost nekone¢né mnoha implikaci

V(no) o V(?’L0+1), V(n0+1) —— V(TLO+2), V(n0+2) —— V(n0+3),

KdyZz méame spravné rozestavena domina, je tfeba to prvni shodit. O to se stard zakladni krok indukce. Ten je
tfeba s indukénim krokem spravné zkoordinovat. Kdyz domina spravné nastavime od kostky s ¢islem 6 a shodime
kostku 3, pak viibec neméme zaruceno, ze vse spravné probéhne, coz odpovida tomu, Ze nevznikne spravny dikaz.
Opaény pripad tak Spatné nedopadne: Pokud nastavime kostky domina od té s ¢islem 3 dal a shodime kostku
¢islo 7, tak se padani rozjede a vsechny kostky pocinaje sedmou spadnou. Obdobné nekoordinovany dikaz by byl
vlastné platny, ale jeho autor by délal praci navic (kontroloval nepouzité kostky), coz by ukazovalo na problém
s chapanim indukce.

U slabé indukce je samoziejmé zcela jasné, jak zakladni a indukéni kroky navazat, stejné ¢islo ng musime vidét
v kroku (0) n = ng a také v hlaviéce kroku (1) n > ng. OvSem u pokrodilejsich verzi indukee, které brzy potkame,
se hodnoty v hlaviéce (0) a (1) shodovat nemuseji a je tfeba se zamyslet. Pokud si nejsme jisti, zda mame indukeci
spravné sestavenu, tak zkusime pomoci toho, co jsme dokazali, presvédcit ¢tenafe ¢i sebe o fungovani dominové
kaskady, jak jsme to udélali s konkrétnimi ¢isly pred timto diikazem.

Ovsem aby mohl ¢tenéf (a také autor dikazu) ovérit, ze kroky spravné navazuji, je potieba u indukéniho kroku
napsat, pro jaka n se déla. Jinak vznikne nezkontrolovatelny a tedy nefunkéni dikaz. Pro vystrahu dokazeme, ze
pro vSechna n € Ny plati n - e” = 0.
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0)n=0:0-¢"=0-1=0 plati.
(1) Predpokladejme, ze n - e™ = 0. Pak

n+1 n 1P n+l
—n-e N .

1 n+1 —
(n+1)e - -

0-e=0.

O

Kde je chyba? Z formalniho pohledu nam chybi specifikace, pro jaka n potvrzujeme indukéni krok. To by nemuselo
byt fatalni, zkusme to doplnit. Algebra pii Gpravé pripadu n 4+ 1 plati pro vSechna n # 0, takZe bychom mohli
psat naptiklad toto:
(1) Pro zvolené n € N predpokladejme n - e™ = 0. Pak ...

Ted uz je zapis v poradku, ale vidime, Ze ndm neladi kroky (0) a (1). Mame potvrzenu platnost V' (0), takze
bychom nésledné potiebovali implikaci V' (0) = V/(1), ale nas dtkaz toto poskytne az od té V(1) = V(2).
Proto dtikaz neni platny.

A

Zatimco soulad krokt budeme fesit spi$ v dalSich sekcich, fada chyb logickych ¢i zapisovych dokéaze pokazit
dtikaz i v jednoduchych prikladech a trapi zejména zacatecniky. Podivame se na nékteré oblibené, abychom se jich
vyvarovali.

S 7a.4 Poznamka: Nésledujici chyby jsou mezi za¢ateéniky popularni.
1. Také indukce byva obéti mytu, ze dikaz rovnosti se déla tak, Ze si ji napiSeme a pak upravujeme, dokud
nedostaneme néco zndmého. U pfedchoziho piikladu se objevuje tfeba toto:
1+34+5+--+(2n+1)=(n+1)>
1+3+5+-+2n—1)%+(2n+1)=(n+1)
n*+2n+1)=(n+1)?
n>+2n+1=n>+2n+1
0=0.
Bohuzel, toto neni ditkaz platnosti V(n+1), ale dtikaz platnosti rovnosti 0 = 0 (viz zavér). Pouziva pfitom rovnost
V(n) a také V(n + 1), takze ony fadky ve skutecnosti dokazuji implikaci
[Vin) AV(n+1)] = 0=0.
Ta nema s indukci nic spole¢ného.

V kroku (1) dokazujeme implikaci, tedy plati stejnd pravidla jako pro jiné dikazy implikace. Jestlize chceme
na zakladé predpokladi odvodit platnost V(n + 1), tak tim cilem rozhodné nesmime zaéit, ani to pouzit nékde
v prubéhu, ale musi se ndm to objevit na konci. V tom je jedna z vyhod doporucovaného pfistupu ,zavér jako
cesta®, nesvadi ke Spatné struktufe argumentu.

2. Dalsi oblibené chyba je vynechat specifikaci, jakd n se vybiraji pfi dikazu implikace v kroku (1). Pak neni
mozné posoudit, zda kroky (0) a (1) na sebe spravné navazuji, a tedy ani neni mozné vyhodnotit, zda je dikaz
viibec spravné. Je tedy nutné povazovan za neplatny.

3. S tim souvisi tieti casta chyba, kdy autor dikazu sice rozsah pro n uvede, ale nesikovné, takze vznikne chybné
logicka struktura. Neformalni vyjadfovani nemusi byt na skodu, ale je tfeba hlidat, abychom omylem netekli néco,
co nechceme, popfipadé nevzbudili chybny dojem (zejména u zkousky toto nechceme).

Nejprve uvedme nékolik vhodnych formulaci, které vystihuji spravny vyznam indukéniho kroku, zejména to, Ze
se implikace dokazuje pro jedno konkrétni zvolené n, formalné

Vn>ng: [V(n) = V(n+1)].
Indukéni krok (1) 1ze zacit napfiklad takto:
e Predpokladejme, Ze pro jisté libovolné zvolené n > ng plati V(n). Pak ...
e Piedpokladejme, Ze pro dané n > ng plati V(n). Pak ...
e Dano n > ng. Predpoklad: V(n) plati. Pak ...
e Necht n > ng zvoleno libovolné. Piedpoklddejme, Ze plati V' (n). Pak ...
e Pro zvolené n > ng predpokladejme platnost V(n). Pak ...
e Zvolme n > ng. IP: V(n). Pak ...
Naopak nasledujici formulace jsou nevyhovujici:
e Pro n > ng predpokladejme platnost V(n). Pak ...
e Predpokladejme, Ze pro n > ng plati V(n). Pak ...
e IP: V(n) plati pro n > ng. Pak ...

Pro¢ jsou nevhodné? Jiz jsme se setkali s tim, Ze matematici se nevyjadiuji vzdy zcela pfesné a existuji urcité

zvyklosti. Jedna z nich je, ze tvrzeni typu ,,pro x € M plati V“ se interpretuje jako ,pro vSsechna x € M“. Ony
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nevhodné formulace by tedy byly chapany jako tvrzeni, Ze se platnost pfedpoklada V' (n) pro vSechna n. Formalné
se pak vlastné dokazuje
Vn>ng:V(n)] = V(n+1).
To je opét néco jiného, nez potiebujeme pro indukci, a navic to nedéva smysl. Pokud bychom pfedpokladali
platnost V' (n) pro vSechna ¢isla, tak pak V' samoziejmé plati i pro ¢islo n + 1 a neni co dokazovat.
Je tedy kli¢ové napsat indukéni krok tak, aby bylo zcela zjevné, ze se platnost V(n) predpokladad pro presné

jedno konkrétni n vybrané z urcitého rozsahu. V tom je podstata indukce, cokoliv jiného nebude fungovat.
4. Posledni logicka chyba, kterou zde zminime, je vzacnéjsi, ale je dobré o ni védét. Pokud pii dokazovani platnosti
V(n 4 1) nepouzijeme indukéni piedpoklad, pak nas dikaz neni dikaz indukci, ale néjaky hybrid, ktery muze
a nemusi platit. Uvidime to v piikladé 7a.c.
5. Néktefi studenti pouzivaji velmi zvlastni formu indukce (bohuzel se najde i na Wiki), kdy dikaz strukturuji
takto:

l.n=1 1k: 12.

2.n="Fk > (2i—1) =k

i=1
3. n =k + 1: Dtikaz pro ptipad k + 1, dosti ¢asto ten chybny pozpatku.

Tento zapis nedédvé smysl hned ze dvou divodt. Za prvé, tvaii se, ze se indukce sklada ze tii krokt, coz samo-
zfejmé neni pravda. Neni zadny divod délit dikaz implikace V(n) = V(n + 1) na néjaké samostatné bloky.
Druhym problémem je michani dvou proménnych. Jedna z nich je evidentné zbytecné. Pokud bychom kroky 2.
a 3. interpretovali jako dikaz implikace od k ke k + 1, pak by pracovni proménnou mélo byt k, coz pak ale nesedi
s krokem 1. Je to prosté zapis zmatecny a pokud s nim ¢tenar koketoval, tak velmi silné doporucime, aby jej rychle
opustil.

Tim jsme Ctenare varovali, takze se uz snad nedd svést temnou stranou sily a bude produkovat jen spravné
dtikazy.

A

Poznamka: Probrali jsme, co bychom v diikazech indukei délat neméli, ale jsou modifikace, které jsou v poradku.
Nékteri lidé dokazuji indukéni krok s posunutym indexem:
e (1) Dano n > ng. IP: V(n — 1) plati. Pak plati V(n).

To je rovnocenné standardnimu postupu. Poskytne totiz sadu implikaci

V(ng) = V(no+1), V(np+1) = V(ng+2), V(ng+2) = V(ng+3), V(ng+3) = V(nog+4), atd.
ktera presné odpovida standardnimu kroku (1).

Posun indexu je umoznén tim, ze jde o pracovni proménnou, ktera je pro krok (1) vnitini. Mohli bychom tedy
misto n pouzit jiné pismeno, obcas se tak potka k. Pak je ale dobré pouzit stejné pismeno také v kroku (0), protoze
jde o stejny ukazatel a tyto kroky spolu souvisi.

V tomto spisku se budeme drzet tradiéniho n nikoliv protoze bychom museli, ale protoze pouzivani zazitého
znaceni usnadiiuje srozumitelnost textu.

A

Piiklad 7a.c: Ukazeme, Ze pro n > 0 je &islo n? + n vidy sudé.

Rozbor: Jak budeme pracovat se sudosti? Jedna moznost je pracovat s timto pojmem intuitivné. Druhd moznost
je byt striktni a prelozit zadani do jazyka délitelnosti. Diikaz, Ze n? + n je nasobek dvou, je zalezitost algebry
a tedy formalnéjsi. Ukézeme oba pfistupy.

Jaky je vztah mezi situaci n a situaci n 4+ 1? Jako obvykle to vezmeme od konce a po dosazeni n + 1 do n? +n
v tom zkusime najit ptivodni vzorec s n.

n+1)*+m+1)=n*+2n+1+n+1=n>+n)+(2n+2).
Povedlo se, jsme pfipraveni na dukaz. Nase odvozeni je vlastné za¢atek hlavni cesty v kroku (1). Za¢neme verzi
povidaci.
Dokézeme indukci, Ze n? 4 n je sudé pro n > 0.
(0) n =0: 02 +0 = 0 je sudé.
(1) Dano n > 0. IP: n? + n je sudé. Pak
n+1)?+(m+1)=n?+2n+1+n+1=n?+n)+ (2n+2).
Prvni ¢len je diky IP sudy, druhy élen 2(n + 1) je diky n + 1 € Z také sudy a soucet dvou sudych ¢isel je sudy.
O
Nyni predvedeme alebraickou verzi.
Dokézeme indukci, Ze pro viechna n > 0 plati n? + n = 2k pro néjaké k € Z.
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0 n=002+0=0=2-0,kde k=0 € Z.
(1) Déno n > 0. IP: Existuje k € Z splijici n? + n = 2k. Pak

m+1)2+m+1)=n 42n+1+n+1=m24n)+2n+2) =2k +2(n—+1) =2k +n+1).
Protoze K = k +n+ 1 € Z, dokézali jsme, ze i (n + 1)+ (n+ 1) = 2K pro K € Z.
Il

Treti verzi diikazu ukazeme v poznamce.

A

Poznamka: Obcas se da potkat také tato verze dukazu:

(0) n=0: 0> + 0 =0 je sudé.

(1) Dano n > 0. IP: n? + n je sudé. Pak

(n+1)2%+(n+1)=(n+2)(n+1).

Protoze jde o dvé po sobé jdouci celé ¢isla, jedno z nich musi byt sudé a tedy cely soucin je sudy.

O

Toto neni dikaz indukci, protoze v argumentu o piipadu n + 1 se viibec nepouzil indukéni pfedpoklad. Tato
chyba se nestavé casto, ale uzite¢né ndm ptripomind, ze kdyz pfemyslime nad piipadem n + 1, tak nasi primarni
inspiraci je snaha vyuzit IP.

Mimochodem, protoze se pri zpracovani pripadu n + 1 doSlo k cili bez pouziti IP, tak tam vlastné vznikl
alternativni, neindukéni dikaz. Vypada takto:

Méjme n > 0. Protoze n? + n = n(n + 1) je sou¢in dvou po sobé jdoucich celych é&isel, musi byt jedno z nich

sudé a tedy i soucin je sudy. Proto je n? + n sudé.

Toto je validni dikaz, ale jako odpovéd na pisemkovou otdzku ,, Dokazte indukci, Ze . ..* by neuspél.

A

M 7a.5 Poznamka (indukce a rekurze):

Matematicka indukce formélné funguje jako pohyb kuptedu, od ptripadu n se presouvame k pripadu n+1. Ovsem
pfi analyze vztahu téchto dvou situaci je prirozenéjsi pfemyset naopak: Zacneme piipadem 1+ 1 a v ném hledame
predchozi situaci n. Tento ,.zpétny pohled“ je dobie znam programatorim a fika se mu rekurze. Rekurze a inkluze
maji tedy stejny zéklad, nalezeni vztahu, jen u rekurze se divime smérem (n + 1) — n, zatimco dikaz indukei
postupuje n — (n + 1). V obou pfipadech je vztah stejny, jen jej jinak zpracujeme (program versus dikaz).

A

Poznamka: Indukce je dobra dikazova technika, ale neni odhalovaci. Pokud nevime, kolik je soucet n prvnich
lichych ¢isel, tak nam s tim nepomuze. Jak se takové vysledky najdou? Napriklad experimentalné. V nasem pripadé
miizeme secist liché ¢isla pro nékolik n, tfeba pro n = 3 mame 1+ 34+ 5 =9, a kdyz se na vysledky pro rtizna n
prehledné podivame, tak nas tfeba néco napadne.

n: |1]/213]41]5
> 114191625

Tabulka napovida vzorec n?.

Uspésnost takového hadani roste s tim, kolik zndme popularnich posloupnosti, viz napiiklad kapitola 8c. Ale
nékdy nepomiize ani bohaté zkusenost. Casteéné souéty harmonické fady

n
1 1 1 1
H(n):ZE:I+§+---+E
k=1

sice spocitat miizeme,

n: 1(213]14] 5
Hn): |1]3] 24|28

ale hadat budeme marné. Je dokdzano, Ze soucty nelze vyjadfit uzavienym algebrickym vzorcem (zhruba Feceno
takovym, do kterého lze pfimo dosadit, suma je totiz také vzorec, ale ne uzavieny).
Indukce ale muze potvrdit odhady tohoto souctu, viz cviceni 7a.21.

A

Dokazovani rovnosti je v jistém smyslu zradné, protoze je prili§ jednoduché. Lépe podstatu indukce rozpozname
u nerovnosti.

Priklad 7a.d: UkaZeme indukci, Ze pro n € N plati 2+ 4+ - -+ (2n) > n?. Jde tedy o odhad sou¢tu prvnich n
sudych ¢isel.
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Rozbor: Pro n + 1 potfebujeme dokézat 2+4 +---+2(n+1) > (n+ 1)2. PouZijeme metodu cesty, tedy zacneme
na jedné strané a nabizi se leva. Tam hned vidime navaznost na predchozi pripad:
2444+ +2n+1)=24+4+---+(2n)] +2(n+1).
Ditkaz:
(0) n =1: 2 > 12 plati.
(1) Ddnon > 1, IP: 2+ 4+ --- + (2n) > n.
Pak
244+--+2n+1)=2+4+---+(2n)]+2(n+1)

I§’7”L2+2(n—|—1) =n?+2n+2.

Rozbor: V souctu jsme prvni ¢len nahradili nécim, co je podle IP mensi; Pak se cely soucet zmensi a mame tedy
pravo napsat to --- > n? + 2n + 2.

Ted ale mame problém, nedostali jsme spravny vyraz pro pravou stranu. To ale neznamend, Ze je indukce Spatné,
jen jsme rozmazleni snadnym pripadem rovnosti a tohle nas zaskodilo.

Nagim cilem je dostat se od levé strany k pravé s tim, Ze ta pravd ma byt mensi. Zatim jsme ukéazali, ze leva
strana je vétsi nez jeden nechtény vyraz. Pokud ukdzeme, Ze tento nechtény vyraz je vétsi ¢i roven (n+ 1)) tak to
spojime a dostaneme to, co potiebujeme. Jedna moznost je dokazat jako samostatny blok, ze n?+2n+2 > (n+1)2.

Nevs

vhodné zmensit. Umime odhadnout jak, protoze vime, kam se chceme trefit. Zkusme to znovu:

Pak
2444 +2n+1) =244+ +(2n)] +2(n+1)

IP
>nP42n+ 1) =n*+2n+2>n*+2n+1=(n+1)>%

O

U té druhé nerovnosti se pouzil fakt, ze 2 > 1, coz jisté plati. Je dobrym zvykem c¢tenafe upozornit, na zakladé
¢eho vyrazy upravujeme, mozny zapis ukédzeme v dalsim ptikladé.

Mimochodem, hodnotu sou¢tu sudych ¢isel lze najit pomoci zndmého vzorce pro soucet prvnich n pfirozenych
¢isel (jehoz potvrzeni je asi nejproflaklejsi priklad na indukei).

1
24444+ (2n) :2(1—|—2—|—---—|—n):2-5n(n+1):n(n—|—1).
To obcas svadi k nasledujicimu pokusu o dikaz (pouzijeme sumacni znaceni, at jej také vidime v akci).

1
(0) n=1: > (2k) =2 > 12 plati.
k=1

(1) Dédno n > 1, IP: > (2k) > n?.

k=1
Pak
n+1 n+1 1
> (2k) :2Zk:2-§(n+1)(n+1+1) =n+1)n+2)>(n+1)>%
k=1 k=1
O

Ctenaf jisté rozpoznal problém: Indukéni predpoklad se nikde nepouzil, tedy nejde o ditkaz indukei.

A

S 7a.6 Poznamka: V dikazu indukéniho kroku lze také postupovat upravami pfedpokladu, dokud neziskdme
ZAVer.

IP: Zn:(%) >n? [ +(2n+2)

k=1

En:(Zk)—l-Z(n—i—l) > n? + 2n + 2

= n+1
D (2k) = (n*+2n+1)+1
k=1
n+1
Y (@2k) > (n+1)2 +1 /1>0

k=1
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n+1

D (2k) = (n+ 1)

k=1
V posledni kroku jsme vynechanim kladného ¢isla pravou stranu jesté vice zmensili, tedy nova nerovnost plati,
pokud plati i ta predchozi.

Tento postup je korektni, ale ve srovnani s pristupem pres fetizek nerovnosti delsi a pro ¢tenafe muze byt

V tom je jedna z vyhod pouzivani fetizkd rovnosti a nerovnosti. Intuitivné, kazda rovnost ¢i nerovnost repre-
zentuje prechod od ,starého“ vyrazu k ,novému“ a zmény jsou snadno posouditelné. Pokud napriklad nahradime
¢ast souCtu nécim veétsim, tak se celek zvétsi.

Formalné: Uvazujme cisla ¢i vyrazy a,b a také B. Predpoklddejme, ze b < B. Pri¢tenim a dokazeme, ze plati
a+b < a+ B, ale 1ze to také ¢tenim zleva doprava coby soucast fetizku tiprav interpretovat tak, ze kdyz od souctu
a + b prejdeme k a + B, tak se celek zvétsi. Podobné snadno dokazeme, ze pokud a > 0, tak mame ab < aB.
Ovsem pozor, a — b > a — B (odec¢itame vic, tedy novy vyraz se zmensi).

Pro dplnost se vratme k chybnému ptistupu k dokazovani smérem od konce. Vime, Ze je to logicky $patné, ale
u nerovnosti je dokonce problém i s algebrou samotnou. Zacali bychom takto:

n+1
> (2k) = (n+1)?
k=1

n

> (@k)+2(n+1)=n®+2n+1

k=1
Nyni bychom radi aplikovali IP, ale neni jak. Rik4 ndm, Ze sumu lze nahradit vyrazem n? s tim, Ze mize dojit ke
zmenseni. OvSem zmenSenim se leva strana, kterd byla puvodné vétsi, mize stat mensi nez ta prava. A nebo také
ne. My prosté nevime a pokud nahradime sumu podle IP mensim vyrazem, tak nova leva a prava strana mohou

mit jakykoliv vztah, konec cesty.
A

Piiklad 7a.e: Dokazeme, Ze pro n € Ny plati n < 2".

Rozbor: Piipad n + 1 neboli nerovnost n +1 < 2"*! dokazeme postupnym prechodem od jedné strany ke druhé.
Zacneme na levé strané a zkusime se propracovat k pravé, kde se hodi pozorovani 2"t = 2.27 =27 4 27, Opét
bude tieba trochu kouzlit a ¢tenare na pouzity chvat upozornime v poznamce.

V zakladnim kroku méme ovéfit platnost 0 < 2° neboli 0 < 1, coz plati. Musime to oviem néjak napsat a metoda,
cesty opét nabizi efektivni zapis.

(0) n = 0: Plati 0 < 1 = 2°.
(1) Dano n € Ny, IP: n < 2.
Pak

nt1%2m 41 [nz0=1<2
<2 on =2t
O
Kroky lze otocit a dostaneme rovnéz spravny dikaz:

P
9+l — 9" L 9N S 49" > 4 1 /n20:>2”21.
Indukéni predpoklad jsme pouzili jednou, ale mtzeme jej pouzit dvakrat a nahradit obé 2". Pak dostaneme
P
2"t = 2" 42" > 4 = 2n.
Pottebovali bychom v dalsim kroku pfejit 2n > n + 1, ale to plati jen pro n > 1, nikoliv pro n = 0, kde to

také potfebujeme pro spravnou navaznost kroki v indukci. Stejny zadrhel nastane, kdyz misto s¢itani pouzijeme
nésobeni:

ontl —9.9n % 9.y
Problém neni v indukci ani v implikaci, tu jsme ostatné jiz dvakrat dokézali, ale v riziku spojeném s praci
s nerovnostmi. U kazdé nerovnosti néco ztracime a je potfeba, abychom dohromady nepoztraceli moc, coz se nam
ted bohuzel stalo. Nerovnost 2" > n v IP znamené jistou ztratu. Kdyz ji aplikujeme jednou, tak si ztratu miazeme
dovolit. Ale kdyz IP pouzijeme dvakrat, tak jsme také ztratili dvakrat a to uz je moc. V nékterych situacich by
to nevadilo a rozklad a"t! = a” - a je v indukénich ditkazech populdrni, ale zde to nevyslo.
Obdobnou situaci lze potkat ve cviéeni 7a.20, ale bézné to (nastésti) neni.

A
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Ne vzdy je nalezeni vztahu mezi pfipady n a n + 1 snadné. Mnohdy pomuze podivat se na nékolik konkrétnich
situaci.

Priklad 7a.f: Podivame se na soudet

2n
sn:Zk:n—i—(n—i—l)—l—---—i—@n).

k=n
Jak tyto soucty vypadaji?
sg=1+2
sS4 = 2+3+4
S5 = 3+44+5+6.

Méame tedy nasledujici:

n: (1123415
Sp: 1319[18[30]45
To nevypada jako néjaky jednoduchy vzorec. Mozna ¢tenafe napadne, ale my se spokojime s néc¢im, co je vidét
hned, napiiklad s, > n?. Dokazeme to indukeci pro n > 1.
Rozbor: Potfebujeme najit vztah mezi s, a s,+1. Spocitané priklady vyse ukazuji, Ze pfi pfechodu od s,, k s5,+1
zmizi prvni ¢islo a na konci pribudou dvé navic, tedy
2n+2
Smar= Y k=[n+1)+-+2n)]+2n+1)+(2n+2)
k=n+1
=sp,—n+(2n+1)+ (2n+2).

Jsme pripraveni.
0)n=1s=3>1=12%
(1) Déno n > 1, IP: s,, > n?. DokdZeme, Ze pak s,;+1 > (n + 1)%

P
Spp1=8n—n+2n+1)+2n+2)>n? —n+C2n+1)+2n+2)=n*+3n+3
=n*+2n+1)+ (n+2) /n21:>n+2>0
>n?4+2n+1= {n+1!2.
O
Citelnosti napomohla poznamka a také to, Ze jsme nejprve vyraz n? + 3n + 3 pripravili tak, at je v ném vidét
cil n? + 2n + 1, takze bylo jasné, co je tam navic. Dalo by se oviem také argumentovat tak, Zze pro n > 1 plati
3n >na3d>1, aproton®+3n+1>n?+2n+1 (dvoji zmenseni najednou).
Dolni odhad je pékny, ale pfece jenom bychom radéji piesnou hodnotu. Z tabulky jsme ji moznéa neuhodli, ale
¢tenal nejspise zna vzorec pro soucet prvnich n prirozenych ¢isel. Pomoci néj odvodime
2n 2n n—1
b= Yok=Y koS
k=n

k=1 k=1
1 1 1, ) 3
= 5(271)(271 +1)— i(n —n-141)= 5(471 +2n—n"+n) = §n(n +1).
I toto se snadno dokaze indukci. Nejprve se ale vyplati si rozmyslet, Ze pro n + 1 se prava strana rovna

g(n—l— D((n+1)+1) = %(n+ D(n+2)= ;(Tﬂ +3n 4 2).

Ted vime, kam mifime.
O)n=1:s=3=32-1-(1+
3

1).
(1) Déno n > 1, IP: s, = 3n(n + 1). DokaZeme, Ze pak s,1 = 3(n+ 1)(n+ 2):
)

3 3
Spt1 =8 —n+(2n+1 —l—(2n—|—2)£5n(n—|—1)—n—|—(2n+1)+(2n+2)zin(n—|—1)+3n+3

= §(n2 +n)+ g(2n+2) = g(n2 +3n+2) = §(n+ 1)(n+2).

2 2
O
Jako obvykle ndm u rovnosti vysel pfimo spravny vyraz.
JAN

Podivejme se jesté na dvé nerovnosti.
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! Piiklad 7a.g: Dokazeme, ze pro kazdé n € N, n > 3 plati n? >n+5.
Rozbor: Krok (1) dokdzeme doporucovanou metodou cesty. Leva strana vypada komplikovanéji, tak s ni zacneme,
potiebujeme se tedy od (n+ 1)? dostat k vyrazu (n+1)+5 = n+ 6. Piipad n + 1 se na piipad n pievede snadno.
V kroku (0) chceme ukazat, Ze 32 > 3 + 5 neboli 9 > 8. Ovéfeni se opét nejlépe zapise pomoci cesty.
(0) n=3:plati 32 =9 >8 =3 +5.
(1) Dano n > 3, pro ngj predpoklddejme, ze n?> > n +5. (IP)

Pak plati
IP
(n+1)2=n2+2n+1>n+5)+2n+1=(n+6)+2n /n23 — 2 >0
>n+6+0=(n+1)+5.
0

Vsimneme si, ze tprava 2n > 0, kterd ndm umoznila dokoncit diikaz, je ve skute¢nosti platna pro n > 1. To
znamend, ze implikace V(n) = V(n+1) plati pro vSechna n € N. Jinak feceno, jsme schopni spravné rozestavit
domina pocinaje tim s ¢islem 1. Problém ale je, ze nékolik prvnich domin nejsme schopni shodit neboli nejsme
schopni provést krok (0) pro mensi n nez 3. Proto je potfeba zacit dikaz indukéniho kroku (1) az od trojky, aby

navazoval na zakladni krok, ackoliv plati i diive.
A

Piiklad 7a.h: Dokazeme, ze pro n > —3 plati n < n?.

Rozbor: P¥ipad n + 1 neboli nerovnost n + 1 < (n + 1)? dokdZeme postupnym piechodem od jedné strany
ke druhé. Za¢neme druhou mocninou, protoze vypada komplikovanéji. Abychom nemétli ¢tenafe zménou sméru
uprostied diikazu, budeme dokazovat n? > n.

(0) n = —3: Plati (=3)2 =9 > —3.
(1) Déno n > —3, IP: n? > n.
Pak

(n+1)* :n2—i—2n+11§n+2n+1 =(n+1)+2n.

Méme problém. Potiebovali bychom cestu dokonéit krokem (n + 1) +2n > n + 1, ale ten plati pouze pro n > 0,
nikoliv pro n > —3. Bohuzel, potfebna implikace se neda dokézat algebrou obecné pro n > —3.

Co s tim udélame? Tvrzeni rozdélime na dva pripady. Pro ¢isla n = —3,—2, —1 nerovnost ovéfime primo
(nechdme Ctenéfi) a pro n > 0 pouzijeme indukei:

(0) n = 0: 02 > 0 plati.

(1) Déno n > 0, IP: n? > n.

Pak

IP
(n+1)2=n?+2n+1>n+2n+1=(m+1)+2n /n20:>2n20

n
n+ 1.

v

O

Tentokrat umime shazovat domina uz pro zaporna cisla, ale spravné je rozestavit umime az od ¢isla 0. Vidime,
ze nékdy musime zakladni a indukéni kroky sladit.

A

Priiklad 7a.i: Vime, Ze pron € Nplati 1 < "TH < 2. Dokéaze se to snadno napiiklad pomoci pfepisu ”TH = 1+%,
ale my se to pokusime ukazat indukci.
Rozbor: Zjistime, ¢im se ptipad n + 1 lisi od pfipadu n. Nabizi se dvé moznosti, pomoci nasobeni a s¢itani.
m+1)+1 n+2 n+1 nn+2)

n+1 n+1 n  (n+1)2’
(n+1)+1 1 1 1 1 n+l 1
S =l —— =14+ — == - .
n+1 n+1 n n+l n n (n+1)n

Pokud bychom pouzili prvni verzi, pak bychom se museli ptat na velikost toho druhého zlomku napravo, takze
bychom pfesli od daného problému k obdobnému, dokonce komplikovanéjsSimu. Proto dava vic smyslu pouzit druhy
prepis, kde hned vidime, ze ﬁ > 0 pro n € N. Nejprve dokdzeme horni odhad:

(0) n=1: 1 =2 < 2 plati.

(1) Dano n € N, IP: & < 2. Pak diky 54y > 0 méme

2 1 1 11P
n+2 n+ _ <n+ <9

n+1l n n(n+1) n -
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O
Vyslo to. Nyni zkusime dolni odhad.
R S ;
(0) n=1: == =2 > 1 plati.
(1) Déno n € N, IP: 2L > 1. Pak mame
n+2 n+l1 1 P
n+1 n n(n+1) n(n+1)
Mame problém. Potfebovali bychom navazat nerovnosti > 1, ale to zjevné neni pravda pro zadné n. Potfebnou
implikaci tedy v této podobé nedokazeme dokazat.

A

Priklad ukazuje, zZe ne kazdé tvrzeni tykajici se situaci popsanych celymi ¢isly, kdy existuje vztah mezi piipady
n a n + 1, je dokazatelné indukci. Ten vztah musi byt také pro indukci vhodny. Problémy nastévaji ziidka (viz
cviceni 7a.22) a uré¢ité nenastanou u rovnosti.

Na druhou stranu je indukce docela flexibilni a lze ji aplikovat také na jiné situace nez rovnosti a nerovnosti.
Pro zvédavého ¢tenare jsme zaradili bonusovou sekci s piiklady. Je také mozné indukci dokazat, ze néjaké tvrzeni
nikdy neplati, induk¢énim dikazem platnosti jeho negace.

7a.7 Indukce a definice

Obcas se zde vyjadiujeme nepfilis pochvalné o trech teckach, které jsou sice ndpomocné nasi intuici, ale neda
se s nimi pfesné pracovat. Typickym pfipadem je vyraz 2 + 3 + - - - + 23. Obsahuje ten soucet t¥inactku nebo ne?
Intuitivné ano, ale umime to dokazat?

Ve snaze o presnost jsme prechazeli k sumacnimu znaceni a v dikazech indukci vyuzivali uzite¢nou identitu, ale
co vlastné suma znamena? Odpovéd da indukce, kterd také umi vytvaiet nové objekty.

Definice.
Necht ng € Z. Uvazujme ¢isla ax € R pro k € Z, k > ng. Jejich soucty definujeme takto:
no
(0) > ar = any;
k:no
n+1 n
(1) > ar= >, ar+ant1 pron€Z,n > ng.
k:no k’Zno

Jejich souciny definujeme takto:
no
(0) H a’k = a’TLQ;

k:no
n+1 n

(1) I ax = ( II ak> “Gpi1  pron € Z,n > ng.
k:no k:no

Nékdy se také pro tplnost definuje i ar =0 a ﬁ ar =1 pro n < ng.

Jak vime, Ze tim néco vzniklo? Intukiiiffoné je to jazgg,o ukazme to pro oblibeny pfipad ng = 1. Podle (0) umime
i ay = ai, tak to chceme. Nasleduje suma i a, se kterou ndm pomiuze specifikace (1) diky i ay = 1i1 ay, tedy
ff:)%febujeme pouzit (1) s volbou n = 1. Pr(l)ctzolie jsme (1) specifikovali pro n > ng = 1, mémke:\lfzorec ’i{:::lispozici,
Rik4, ze

2 1+1 1
_ HON
ar = ay - ap + a141-
n=
k=1 k=1 k=1

Tu sumu napravo jiz znadme z kroku (0), je tedy vidét, Ze specifikace (0) a (1) jsou dobfe sladény. Dostavame

2 1+1 1
_ O _
ap = akbl ai + a141 = a1 + as.
n—=
k=1 k=1 k=1

3
Diky této znalosti pak pomoci (1) s volbou n = 2 ziskdme obdobné > ar = a; + a2 + a3 atd.
k=1
Definice tedy zda se funguje, jistotu nam da dtkaz indukci. Tvrdime, Ze pokud mame éisla ay, k € Z, k > ny,
n

pak pro vSechna n > ng je . ax korektné definovino a predstavuje jisté konkrétni ¢islo.
k=1
Pri préaci s objekty vzniklymi indukci ¢i rekurzi netfeba vztah mezi piipady n a n + 1 hledat, protoze jej mame
primo v definici (1).
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no
(0) n = ng: Podle definice existuje ) ar = an,, coz je konkrétni ¢islo.
k=1

n
(1) Pro dané n > ng predpokladejme, ze symbol > ay je korektné definovan a znac¢i konkrétni ¢islo, oznacme

k::no
- : - : ndl n &
jej A. Pak je také A + a,; existujici konkrétni ¢islo a proto je symbol > ap == >  ap + an+1 korektné
k=no k=ng

definovan a znad¢i konkrétni ¢islo.

O
Dtikaz pro soucin je obdobny.

n 1
Priklad Ta.j: Zajimavym typem sum jsou ,teleskopické sumy“, klasickym piikladem je m Zrovna
k=1
tato je ale maskovanad, teleskopovani uvidime, kdyz ¢leny vhodné prepiseme.

Y~ o) =009+ 69 G- D) (G a)

n

Intuice nam rika, ze vSechny prostiedni zlomky se navzajem vyrusi a suma se tak zaklapne jako piratsky dalekohled.
Matematicky feceno,

n

;(/ﬁ:_kiﬁ:l_nil'

Ovsem t¥i tecky a pocit nejsou korektni matematika, tak to dokdzeme indukci pro n € N.

1
. 1 1y 1 1 _ 1
(O)n_l'kz_:l(ﬁ_kﬂ)_1_5_1_1+1'

(1) Zvoleno n € N, IP: Y~ (+ — +15) =1 — 1. Pak
k=1

() SO

2 () () 1
n+1 n+1l n+2 (n+1)+1

g

Intuice je potvrzena.

A

Jakykoliv matematicky zapis zahrnujici t¥i tecky v sobé schovava definici pomoci indukce. Vedle sum se to tyka
zejména mocnin, které definujeme nasledovné.

Definice.

Uvazujme ¢islo a € R. Jeho mocniny definujeme takto:
0) a® = 1;

(1) a"*! = a™ - a pro n € Ny.

KdyZz mame mocninu korektné definovanu, miazeme o ni dokazovat hluboké poznatky, tfeba tento.

Priklad 7a.k: DokaZeme indukci, Ze 1™ = 1 pro n € Np.
(0) n = 0: 19 = 1 dle specifikace (0) v definici mocniny.
(1) Ddnon >0, IP: 1" = 1.
Pak podle specifikace (1) v definici mocniny plati
o =1
U

Toto byl samoziejmé pokus o matematicky vtip, nicméné ¢tenar by si mél vSimnout, jak korektné vytvarime

dikaz indukci, ktery mimochodem svou strukturou néasleduje strukturu definice mocniny. Jak uvidime pozdéji,
neni to nahoda.

A
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V situaci, kdy néco definujeme indukei a také o tom néco indukei dokazujeme, se potfebujeme vyznat, které (0)
a (1) je které. Abychom pofad nemuseli psat ,,(0) z definice®, budeme v takovych situacich pro rozliSeni pouzivat
u definic (0p) a (1p).

Jednim z nejpopularnéjSich objektt vytvarenych indukci je faktorial.

Definice.

Funkci faktorial znadenou n! definujeme pro n € Ny takto:
(Op) O =1;

(Ip) (n+1)!'=(n+1) n!pron e Np.

Opakovanym pouzitim pfedpisu (1p) pron = 0, pak n = 1 atd. zjistime, ze 1! =1-0 =1-1=1,2 =2-11 = 2.1,
31=3-21=3-2-1,41=4-31'=4-3-2-1 a tak dale, triteCkovy zapis je zde vymluvny a obvykle se preferuje jit
od 1 k vétsim ¢isltim:

nl=1-2-3---(n—1)-n.

Potvrdime, ze jsme funkci faktorial vytvorili, a také dokazeme, ze roste velmi rychle.

Priklad 7a.l: DokaZzeme, ze pro n € Ny ¢islo n! existuje.
(0) n = 0: Podle (0p) ¢islo 0! existuje.
(1) Dano n > 0. IP: Cislo n! existuje. Pak také existuje ¢islo (n + 1) - n!, tedy podle (1p) existuje (n + 1)!
g
Ted dokdzeme, Ze pro n > 4 plati n! > 2.
(0)n=4:Platidl =1-2-3-4=24>16 = 2%
(1) Dano n > 4. IP: n! > 2™. Pak

>92.9" = ontl

(nt)l=(n+1) 0> (nt1)-2° [nz4= (n+1)>2

O

Indukéni krok by Slo dokazat uz pro n > 1, ale bylo by to zbyte¢né, protoze zadana nerovnost pron =0,1,2,3
neplati.

Faktorial byval velmi popularni mezi uzivateli kalkulacek. Roste tak rychle, ze kalkulacky 20. stoleti nedokazaly

spocitat 70!, dokonce i mnohé moderni kalkulatory to nezvladnou.
A

Obdobné mtzeme pracovat také s jinymi funkcemi.

Priklad 7a.m: UvaZujme funkci definovanou na Ny nésledovné:
(0p) £(0) = 13;
(Ip) f(n+1) = f(n)-3 pron > 0.
Abychom se ujistili, Ze na sebe zakladni a indukéni krok spravné navazuji, spocitdme nékolik prvnich hodnot:

£(0) L2113,

) = £(0+1) =2 f(0) -3 =133 = 39,
£(2)=f(1+1) Sjl) F(1)-3=39-3=117,
(1p)

fB)=r2+1)

Zda se, ze nam to spravné funguje. Mohli bychom zase dokézat indukei, ze f(n) existuje pro n € Ny, ale zajimavéjsi
bude zjistit néco o jejich hodnotach. Vysledna ¢isla se nepodobaji néjaké popularni posloupnosti, takze mozné
nevidime vzoreckovy vztah mezi n a f(n) (tzv. explicitni vzorec pro f), ale mizeme si vS§imnout, ze hodnoty f(n)
jsou vzdy vétsi nez odpovidajici mocnina dvojky (ty dobfe zname).

Dokézeme indukei, ze f(n) > 2" pro n € Ny. Pfechod mezi pfipady f(n+ 1) a f(n) nam zajisti specifikace (1p).

(0) n = 0: plati £(0) 22X 13 > 1 = 20,

(1) Pro zvolené n > 0 pfedpokladejme f(n) > 2". Pak
(Ip)

fn+r 1) 2L rn) .35 2n . 3 /352

> 2" .9 =ontl

f(2)-3=117-3 =351,...
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O
Pokud bychom chtéli mit Sanci uhodnout pfesny vzorec, pak je lepsi pfi experimentovani ¢isla nespojovat v jeden
vysledek, ale nechavat jednotlivé slozky, abychom vidéli, jak se ndm hodnoty vytvareji.

7(0) £2L 13,

F)=ro+1) 2L f0)-3=1

F2)=f1+1) 22 r(1).3=13.3-3,

) =f2+1) 22 £(2).3=13.3.3.3=13.3%,
@) =f3+1) 22 £(3).3=13-3°.3=133%,.

Optimista by si tipnul, ze f(n) = 13- 3", naptiklad f(0) = 13 = 13 - 3° také souhlasi.
Dokazeme indukeci, ze f(n) = 13-3" pro n € Ny.
(0) n = 0: plati £(0) 19) 13— 13.30.
(1) Pro zvolené n > 0 predpoklédejme, ze f(n) =13-3". Pak

Fn+1) 22 rn) 3221337 .3 =13 37+,

O
Diukaz je hotov. Dalsi podobné priklady viz cviceni, pokrocilejsi verzi potkdme v dalsi sekci.

A

Funkce ¢i posloupnosti definované induktivné vznikaji ¢asto v situacich, které resime rekurzi.

Priiklad 7a.n: Predstavme si, Ze potfebujeme povésit zaclonu ¢ zavés na hacky, pri¢emz bychom chtéli, aby
byly rozmistény pokud mozno rovnomérné. Na to je dobra metoda bisekce neboli pileni.

Nejprve povésime na krajni hacky levy a pravy konec zavésu. Ten se pak provési a je snadné najit stfed, ktery
zavésime. Tim jsme piivodni oblouk rozdélili na poloviny s dobrou piesnosti. Vznikly tak dva provésy, u kterych

zase snadno najdeme stiedy a zavésime.
4 L 4 4 ®

1 NPy

Takto pokracujeme, dokud nepouzijeme vSechny hacky. Ma to ovSem hacek, tento zptsob funguje pouze v
pripadech, kdy je vhodny pocet hacki. Napiiklad ¢tyri hacky timto zptsobem nerozmistime. Coz nas privadi k
otazce: Jaké pocty hackl je mozné rozmistit metodou bisekce?

Postup rozdélime do etap a jako t, oznacime pocet hacki, které jsou pripevnény po etapé ¢islo n. Zacneme
nultou etapou neboli zavésenim levého a pravého okraje, takze tg = 2. Jak jsme vidéli, t; = 3 a t3 = 5. Jak je to
obecné? Na konci kazdé etapy je t, rovnomérné rozmisténych hackt, mezi kterymi tak vznikne ¢, — 1 obloukt.
Kazdy z nich prida novy hacek, proto

tngt =tn + (tn — 1) = 26, — 1.
Dostali jsme rekurentni vztah, ktery miizeme pozit jako indukéni k vygenerovani hledané posloupnosti. Mame
t3 =9, t4 = 17, t5 = 33, tg = 65. Vypada to, ze t,, = 2" + 1. Potvrdime indukci.
(0) n=0: Plati tp =2 =2+ 1.
(1) Dano n > 0, pfedpokladejme, ze pro néj plati ¢,, = 2™ + 1. Pak

=2y — 122 (2" 1) —1=2-2" +2—1=2"" 41,

O

Zjistili jsme, Ze bisekci umime rozvésit 2 4+ 1 hacku. K tomuto vysledku se lze dostat snaze tak, Ze se zaméfime
nikoliv na hacky, ale na vzniklé tseky. Je zjevné, zZe jejich pocet je o jedno nizsi nez pocet hackt, a dlouholeta
zkusenost nam tiké, ze kdyz potfebujeme naptiklad tabulku rozdélit rovnomérné na vice sloupcti, tak to nejlépe
funguje pulenim pro pocty sloupcu ve tvaru 2". To bychom se ale pripravili o zabavu vyse.
AN

V této sekci jsme pripomnéli jednoduchou verzi indukce, ktera je nicméné velmi silnym néstrojem v fadé oblasti
matematiky. Vidéli jsme, jak pomoci ni dokdzeme rozsifit s¢itani a nasobeni ze dvou slozek na libovolny (koneény)
pocet zavedenim pojmu sumy a mocniny. Obdobné jsme v kapitole o relacich zavedli skladani a mocninu relace,
poptipadé pomoci zobecnili tranzitivni situaci z dvojkrok na vicekroky. Nékteré z téchto vysledkti pfipomeneme
ve cvicenich.
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Cviceni

Cviceni 7a.l (rutinni, pou¢né): Dokazte pro n € N nasledujici fakta. Pokazdé sestavte t¥i diikazy, a to s pouzitim
tFiteckového, sumac¢niho a alebraického znaceni. Protoze jde o jednoduché tvrzeni, soustiedte se na spravnou
strukturu dikazu a zapis.

\—T;_J k=1 T k=1
b)0-0---0= 0=0"=0; d)l1+14+---+1= l=n-1=n
— kl;[1 M 1;::1

Cvi€eni 7a.2 (pou¢né): Vime, Ze pro a,b € R a n € Ny plati (ab)”™ = a™b". U nésledujicich pokust o dikaz
indukci urcete, zda jsou spravné, a pokud ne, tak najdéte chybu.
Poznamka: Pro ucely algebry bereme 0° = 1.
a) (0)n=20:(ab)’=1=1-1=2a"-".
(1) Dano n > 1: IP: (ab)™ = a"b™. Pak (ab)"*! = (ab)" - (ab) == a"b"ab = a™1b"+1,
b) (0)n=0: (ab)’ =1=1-1=a°-1°.
(1) Predpokladejme, Ze (ab)™ = a™b™. Pak (ab)"™ = (ab)™ - (ab) £ grbrab = qn 1oL,
&) (0)n=0:(ab)’=1=1-1=a°- .
(1) Pro zvolené n > 0 piedpoklddejme (ab)”™ = a"b"™. Pak (ab)" ™t = (ab)™ - (ab) & anbab = an ot
d) (0)n=0:(ab)’ =1=1-1=a°-1°.
(1) Déno n > 0: IP: (ab)™ = a™b™. Pak
(ab)n+l — CLn+1bn+1
(ab)"ab = a"ab™b / IP

ab"ab = a"ab™b

1=1
e) (0)n=0:(ab)’=1=1-1=a°-1°.
(1) Predpokladejme, Ze (ab)™ = a™" pro n > 0. Pak (ab)"+! = (ab)™ - (ab) == a™b"ab = a"*+1pn+1,
) (0)n=0:(ab)’=1=1-1=2a"-b".
(1) Dano n > 0, IP: (ab)™ = a™b". Pak (ab)"*! = (ab)(ab)---(ab) =a-a---a-b-b---b=a™ ip" L
—— N——

n+1 n+1 n+1
Cviceni 7a.3 (rutinni, zkouskové): Dokazte indukei, Ze nasledujici vzorce plati pro vSechna n € N:

8) 2 (2k) =2+ 4464+ (2n) = n(n + 1);
k=1

b) Y k=14+2+3+-+n=1in(n+1);

—_

=
=

&
iNgEX

2k::20_’_21_1_22_'_“__’_271:2714-1_1;

2
M= 1=

4-58=4.504+4.514+4.52 4 ... +4.57 =5+

]
~

b
o

Hﬁ
N—
M=
VY
a
ol
|
a
ol
=
N—
|

_(61—€O)+(€2—61)+"'+(6n—€n_1):en—l;

k=1
g) é In(hy) = él(ln(k) “In(k+1)) = (In(1) - n(2)) + (In(2) —In(3)) + - -- + (In(n) — In(n+1)) = — In(n +1);
h) i m t3tzstertot (2n71)}(2n+1) = 2T

)Y k-kK=1-1142-214---4n-nl=Mn+1)-1.
k=1

=T

Cviceni 7a.4 (rutinni, zkouskové, *dobré): Dokazte indukeci nasledujici nerovnosti:

n
a) 3n+ 1 < 2™ pro n > 4; e) > 38 <5" pron €N;
k=0
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b) n? > 3n + 5 pro n > 5; f) 3238 > 2" pron €N;
k=0
c)*n2§4”pron€N; g)l+%+%+-~+%§2—%pron€N;
d) n! < n™ pron > 2; h)1+%+é+---+n—12§2—%pron€N.
Cviceni 7a.5 (rutinni, zkouskové): Dokazte matematickou indukeci nésledujici tvrzeni pro n € Ny:
a) 4 deli 7" — 3™, c) 2n? + 6n je ndsobkem 4;
b) 4™ — 1 je nasobkem 3; d) 4 déli 5™ + 3.
Cvi€eni 7a.6 (rutinni): Najdéte f(1), f(2), f(3), f(4) pro f definované indukei jako
a) (0) f(1) =1, (1) f(n+1) = f(n) +2pron € N;
b) (0) f(0)=1, (1) f(n+1)=3f(n) pron €N;
c) (0) f(0) =1, (1) f(n+1) =3f(n) pro n € Ny;
d) (0) f(2) =3, (1) f(n+1)=2f(n) —n pron = 2
e) (0) f(0) =1, (1) f(n+1) =2/™ pro n € Ny;
f) (0) f(0) =1, (1) f(n+1) = f(n)? + f(n) + 1 pro n € Ny.
Cviceni 7a.7 (poutné): U néasledujicich definic funkce f rozhodnéte, kterd je dobfe a kterd je chybna.
2) (0) F() =13, (1) f(n+1) = f(n) -npron>2
b) (0) f(1) =13, (1) f(n+1) = f(n)+npron>1,
c) (0) f(1) =13, (1) f(n+1) = f(n)+ 13 pron > 0.

Cviceni 7a.8 (rutinni, zkouskové): Uvazujte funkce definované induktivné nésledujicimi vzorci. Pro kazdou z
nich spocitejte nékolik hodnot a zkuste odhadnout, jakym vzorcem je f(n) dano. Pak dokazte, Ze je to spravné.
a) (0) f(0)=0, (1) (n+1)—2f( ) pro n € No;

b) (0) () =0, (1) f(n+1) = f(n)+1pron e N;

DO I =1 () e+ 1= ). 2 pron

d) (0) f(0)=1, () f(n+1)=—f(n) pron = 0.

Cviceni 7a.9 (rutinni, *dobré): Uvazujte funkci f definovanou induktivné takto:

(0p) f(1) =0,

(Ip) f(n+1) =3f(n) +n pron > 1.

Dokazte nasledujici odhady:

a) f(n) >n pron > 3; b) f(n) < n! pron > 3; c)* f(n) <5" pron > 1.
Budete muset nejprve spocitat f(2) a f(3).

Cviceni 7a.10 (poucné): Najdéte chybu v nasledujicim ,dikazu“, Ze pro vSechna nenulova reélna a a pro vsechna
n € Ny plati a™ = 1.

(0) Pro n = 0 evidentné plati a® = 1.

(1) Necht n > 0, pfedpokladejme a” = 1. Pak o"t! = &a% — 11 _ 1

an—1

1
Cviceni 7a.11 (pouc¢né): Pro kazdou z nasledujicich rovnosti V(n) dokazte, Ze pro vsechna n € N plati implikace
V(n) = V(n+1).
a) a”™ = 0 pro vSechna a € R;
b)2+4+6+-- —|—2n—n +n — 13;
)1+2+43+--4+n=3(n-1)(n+2).
Ovsem jsou to zjevné nepravdlva tvrzeni.

Cviceni 7a.12 (rutinni, pou¢né): Uvazujme matici A = (0 b) kde a,b € R. Dokazte, Ze pak pro vSechna k € N

plati AF = (gk b,?).

Cviceni 7a.13 (rutinni, pouc¢né): Necht a; € R pro k € N, c eR. Dokazte ze pro n € N plati nasledujici:

n

2) - (cax) = ¢ 3 an; tﬂnmw—wnw

k=1 k=1 k=1

n+1_1
q—1

n
Cviéeni Ta.14 (rutinni, pouéné): Dokazte, ze pro ¢ # 1l an € Ny plati >, ¢* =1+q+¢®>+---+¢" =1
k=0

Cviceni 7a.15 (poucné): Pro realna (i komplexni) ¢éisla (a dokonce pro vektory) je dilezitd znama ,trojahelnikova
nerovnost“ |z + y| < |z| + |y|. Dokazte jeji nasledujici zobecnéni:

n
R[S0 [kl
k=1

Jestlize x1,... ,x, € R, pak
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Cviceni 7a.16 (rutinni, pouéné): Necht n € N. Dokazte matematickou indukei na k, ze kdyz a,u € 7Z spliuji
a =u (mod n), pak pro libovolné k € N plati a* = v* (mod n) (viz fakt 2a.20).

Cviceni 7a.17 (pou¢né): Necht ni,ng,...,n, € N jsou po dvou nesoudélnd. Oznacme n = ny - ng - Ny,
Dokazte matematickou indukei na m, ze jestlize a,b € Z spliiuji a = b (mod n;) pro vSechna i = 1,... ,m, pak
a=b (mod n).

Viz lemma 2a.18, bude se hodit lemma 2a.17.

Dalsi zajimavé pravidla se dokazuji indukei v kapitole o kongruenci (cviceni 2a.11), v kapitole o relacich (cvi-
Ceni 4c.1 a 4c.7) a v kapitole o zobrazeni (cviceni 8a.12 a 8a.13).

Cviceni 7a.18 (poucné): Dokazte tzv. Bernoulliho nerovnost: Jestlize h > —1, pak (1+h)™ > 14 hn pro vSechna
n € Np.

Cviceni 7a.19 (poucné, dobré): Necht a,b € Z. Dokazte indukci, Ze (a — b) déli (a™ — b™) pro vSechna n € N.
Népovéda: Od vyrazu a1 — b"*! odeberte a zase pridejte a™b a chytie vytknéte.

F =i+t & <L

wh—‘
»M)—'

n
Cviceni 7a.20 (poucné): Zkuste dokéazat indukei, Ze pro n € N plati Z

n n
a) Pouzijte dekompozici Y o = Y ok + 5k

k=1 k=1
n+1 1 1 n+1 1 1 1 n 1
b) Pouzijte trikovou dekompozic P =35+ P =5+3 Z 5 -
e P <1, 1., . 1 _ 1,1 l
Lepe3etov1detveforme§+7+"'+2n+1—2+2( 2)

Cviceni 7a.21 (poucné, dobré): Pokusime se seist vSechna ¢isla typu <. Definujme
H(n):1+§+§+' +E'

Dokazte, ze pro vsechna n € N plati nasledujici:

a) H(2") <1+ m

b) H(2") > 1+ 3.

To ukazuje, Ze pro n typu 2¥ médme H(n) ~ logy(n).

1 1 1 1 1 1 1 1
Napoveda 2n+1 S ﬁ) 2n 42 S ﬁ) ctty ongon_ S 277 onon - on+1 S ﬁ
1 1 1 1 1 1 _ 1
Take 2n+1 Z 2n+1 9 2n+2 2 2n+1 9ttt 2n+2n,1 Z 2n+1 ) 2n+2n - 2n+1 .

Cviceni 7a.22 (pou¢né, dobré):

a) Uvazujme V(n): 3 -3 ... 22-1 < \/%

Ukazte, ze V(1) plati.
Ukazte, ze standardni indukéni dikaz V( ) = V(n+ 1) nelze provést.

b) Uvazujme W (n): % . % e 23;1 < \/ﬁ Dokazte, ze plati pro n > 2.

c¢) Pomoci W(n) dokazte, ze V' (n) plati pro vSechna n € N.

Reseni:

7a.1:a)(o)nzlz():oplati.(l)DanoneN,IP:O+0+---+0:0.Pak0+0+---+0:0+0+---+0+0£
D

n n+1 n
04+0=0.
n+1
a) (0) n =1: 0 =0 plati. (1) Déano n € N, IP: ZO—O Pak > 0= 20—1—0—04—0—0
k=1 k=1 k=1

a) (0) n=1:1-0=0 plati. (1) Dano n € N, IP: n- 0 = 0. Pak (n+1)-0:n-0+1~0:0+0:0.
b) (0) n=1: 0 = 0 plati. (1) Dénon € N, IP: 0-0---0=0.Pak 0-0---0=0-0---0-0 200 = 0.
—_—— —_—  —\—

n n+1 n

n n+1 n
b) (0) n = 1: 0 = 0 plati. (1) Déno n € N, IP: [[ 0=0.Pak [[ 0= ([[0)-0==0-0=0.
k=1 k=1 k=1

b) (0) n = 1: 0! = 0 plati. (1) Dano n € N, IP: 0" = 0. Pak 0"+ = 0" .0 2= 0.0 = 0.
¢) (0)n=1:1=1plati. (1) Dénon e N, IP: 1-1---1=1.Pak1-1---1=1-1---1-12=1-1=1.
—— T e N —

n n+1 n
n+1 n P
@(mn:L1:1mmL(ﬂhmneNIP111—1Pw]j1_(n1y1=:L1:L
k=1 k=1 =
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¢) (0)n=1:1' =1 plati. (1) Danon € N, IP: 1" = 1. Pak 1"*1 =17 . 1 22 1.1 = 1.
d) (0) n =1:1 =1 plati. (1)DanoneN,IP:1+1+---+1:n.Pak1+1+---+1:1+1+---+1+1£
N——

n n+1 n
n+ 1.
n n+1
d) (0)n=1:1=1plati. (1) Ddnon e N, IP: > 1= nPakZl—Zl—i—l 2 n+ 1.
k=1 k=1 k=1

d) (0) n=1:1-1=1plati. (1) Danon € N, IP: n-1=n.Pak (n+1)-1=n-1+1-1=n+1.

7a.2: a) Chybna navaznost krokd, (1) mé byt pro n > 0.

b) Chybi specifikace, pro jakd n se dokazuje (1).

c) korektni ditkaz

d) Implikace (1) ,dokazana“ zpétnym chodem.

e) Pfedpoklad proveden pro vSechna n € Ny, coZ neni spravné.

f) V dukazu ptipadu n + 1 se nepouzil IP, nejde o dikaz indukei.

7a.3:a) (0)n=1:2=1-20K. (1 ) neNIP:24+44+6+---+(2n) =n(n+1). Pak2+4+6+---+(2n+2) =
2+44+6++2n)]+2n+2) Z=nn+1)+2n+2) =n2+3n+2=(n+1)(n+2).

b) (0)n=1:1=31-2,plati. (1) n € N,IP: 14+2+3+---+n=3n(n+1). Pak1+2+3+---+(n+1) =

[1+2+3+---+n}+(n+1)£%n(n+1)+(n+1) 3(n? +3n—|—2) F(n+1)(n+2).

¢) (0)n=1:12=$1-2-3, plati. (1) n € N, IP: 12+22+32 -+ n? —% (n+1)(2n +1). Pak 12 + 22 + 32 +
(A1) =[12422 4324+ 02+ (n+1)2 = In(n+1)2n+1)+ (n+1)% = 1(2n® 4+ 9n® + 13n +6) =
tn+1)(n+2)2n+3)=t(n+1)(n+1)+1)(2(n+1)+1).

n+1 n
d)(0)n=1:20421=3=4-1=22_1 (1) n €N, IP: 32" = 271 _ 1. Pak 5 2" = 3" 2n 4 gn+1 12
k=0 k=0 k=0
2ntl 1 4 ontl —g.ontl = 9nt2
n+1

n n
e) (0)n=1:4-5°+4.51 =24=52-1. (1) ne N, IP: > 4-5" =5"T1 1. Pak > 4-5" = > 4.-5"+4.5""1 =
k= k= k=
5" —144-5" =5.5"F —1 =512 1. i i ’
n+1

f)0)n=1el—e®=el—1. (1) n e N, IP: > (eF —ef71) = e — 1. Pak > (e —eF 1) = Y (e —eF 1) +
k=1 k=1 k=1

P
(entl —en) =em — 1 et —en =entl — 1.

g) (0) n =1:1In(1) —In(2) = 0 —In(2) = —In(2). (1) n € N, IP: i (In(k) — In(k + 1)) = —In(n + 1). Pak

k=1

n+1 n

S (In(k)—In(k+1)) = z (In(k)—In(k+1))+(In(n+1)~In(n+2)) == — In(n+1)+In(n+1)—In(n+2) = — In(n+2).
k=1 k=1

h) (0)n =13 = % (1) n €N, IP: ?3 + % +o Tt (2n71)%(2n+1) = 2n+1 Pak 3 + 3 5t (2n+1)?(2n+3) =

1 1 I’ 5 1 _ o 2n®43n41  _ nd4l . n4l

[ﬁ + ﬁ +oet @2n—1)- (2n+1)] + (2n+1)-(2n+3) — 2n+1 + @n+1)-2n+3) — (2n+1—5(27j_+3) - 27:-3 - 2(n++1)+1'
i)(0)n=1:11=2-1. (1) n € N,IP: 1.1142-2!4- - -4n-n! = (n+1)!—1. Pak 1-1!4-2-2!+- - -+n-n!+(n+1)-(n+1)! =

[1-1!+2-2!+"-+n'n!]+(n+1)-(n+1)!i[(n—l—l)!—l]—i—(n—l—l)‘(n%-l)!:(n+1)!+(n+1)-(n+1)!—1:
m+2)(n+1)!—-1=Mn+2)!-1
IP

7Ta.d:a) (0)n=4:3-4+1=13<16=2% (1) n>4,IP:3n+1<2". Pak3(n+1)+1=Bn+1)+3<2"+3 <
2" 427 =2.2" =27+l diky 3 < 2" pro n > 4.

IP
(b) (0)n=5:52=25>20=3-5+5. (1) n >5,1P:n? >3n+5. Pak (n+1)2 =n?+2n+1> (3n+5)+2n+1=
3In+3—-3+5+2n+1=3(n+1)+5+(2n—2) >3(n+1)+5diky 2n —2 >0 pron > 5.

IP
)0)n=1:12=1<4=4" (1) neN,IP: n?2 <4". Pak (n+1)? =n?+2n+1<4"+2n+1 < 4" +2.4" +4" =
4-4" = 47+t diky n < 4" a1 < 4" pro n € N, to prvni bychom museli dokézat indukci.

IP
d)()n=2:21=2<4=22 ()n>2,IP:nl<n®™ Pak (n+ D! =n+n!<(n+1)n" < (n+1)(n+1)" =
(n+ 1)L

n n+1 n P
e) (0)n=13+3"=4<5=5L(1)neN IP: > 3k <5" Pak > 38 = > 3~ 437+l <57 4 30t =

k=0 k=0 k=0
5" +3.3" <574+ 3.5" =4.5" < 5.5" = 5"t
f)(0)n=1:3"+3'=4>2=2L (1) neN, IP: Z3k>2n Pak ZSk 23’f+3"+1>2n+3">2n+2n=

k=0 k=0 k=0
2.2m = ontl
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g O)n=11<2-1L1)neNTIP:1l+g+g+-+5 <25 Pakldg+g+ o+ gy =

n!

IP
1 1 1 1 1 1 (n+1)-1 n 1
[1 2! 3! e n!] (n+1)! < [2 n!] (n+1)! 2 (n+1)! 2 (n+1)! < 2 (n+1)!"

h)y ()n=11<2-1L(1neNIP1+i4+i4+..+L5 <21 Pak1+l+l+~-+m =
IP 2 2

[+ g+ 5+ ]+ e < 28]+ e =2 - Glns =2 - o <2 il =2

7a.5:2) (0)n=0:7"-3"=1-1=0=4-0,kde k=0¢€ Z. (1) n > 0, [P: 7" — 3" = 4k pro k € Z. Pak

il _gntl = 7.7 —3.3"=(4+3)- 7T —3-3"=4-7T"+3(T" —3") i4-7”—1—3-4k:4(7”—1—3k:), kde

™+ 3k € Z.

b)) 0) n =0:4°-1=1-1=0=3-0,kdek =0¢€ Z (1) n > 0, IP: 4" — 1 = 3k pro k € Z. Pak

4”*1—1:4-4”—1:4(4”—1+1)—1:4(4”—1)+3£4-3k+3:3(4k+1),kde4l<:+1€Z.

c) (0)n =0:2-0246-0=0=4-0,kde k =0 € Z. (1) n > 0, IP: 2n2 + 6n = 4k pro k € Z. Pak

2n+1)2+6(n+1) =202 +4n +2+6n+6 = (202 + 6n) + (4n + 8) == 4k + 4(n + 2) = 4(k + n + 2), kde

kE+n+2elZ.

d) (0)n=0:5"+3=4=4-1,kdek=1€Z. (1) n>0,IP: 5" +3 =4k pro k € Z. Pak 5"*1 + 3 =5.5" +3 =

5(5" +3—3)+3=5(5"—1)— 12 2= 5.4k — 12 = 4(5k — 3), kde 5k — 3 € Z.

7a.6: a) f(1) =1, f(2) = f(1)+2 =3, f(3) = f(2)+2 = 5, f(4) = 7. b) Nelze. Radi bychom udélali

f(1) =3£(0), ale ve vzorci f(0+1) = 3f(0) je n = 0 a tento vzorec je v definici az pron > 1. ¢) f(1) = 3f(0) =

F(2) = 3f(1) = 9, f(3) = 27, f(4) = 81 d) f(1) neexistuje, f(2) = 3, (3) = 2/(2) — 2 = 4, f(4) = 2/(3) — 3 = 5.

e) f(1) = 2/ =2, f(2) = 27V = 4, f(3) = 16, f(4) = 2'° (= 65536). f) f(1) = f(0)> + f(0) +1 = 3,

f(2)=f(1)2+ f(1)+1 =13, f(3) =183, f(4) = 1832 + 183 + 1 (= 33673).

7a.7: a) Chybnda, Bud musi (1) platit od n > 1, nebo je tfeba v (0) zadat f(2). b) korektni. ¢) Pravidlo (1) pro

n = 0 je zbytecné a ani nelze pouzit, protoze chybi vstupni data. Funkce sice vznikne, ale nespravnou definici.

7a.8: a) f(n) =0. (0) n =0 funguje. (1) n € Ny, IP: f(n) = 0. Pak f(n+1) =2f(n) £ 92.0=0.

b) f(n) =n—1.(0) n =1 funguje. (1) n € N, IP: f(n) =n—1. Pak f(n+1) :f(n)—i-lgn—l—kl =(n+1)-1.
¢) f(n) = L. (0) n =1 funguje. (1) n € N, IP: f(n) = L. Pak f(n+1) = f(n);0y == 1 -0 = 1
d) f(n) :)( 2 1)<n)+1n = 0 funguje. (1) n € N, IP: f(n) = (=1)" Pak f(n +1) = —f(n) ==

(=1 (-1)"=
7a.9: f(2) =3f(1)+1=1, f(3) =3f(2) +2 =5.

f
a) (0) f(3)=5>3.(1) n>3,1IP: f(n) > n. Pakf(n—l—l):3f(n)—|—n1§3n+n21+n:n+1diky3n21
pron > 3.

P
b) (0) f(3) =5<6=3L(1)n>3,IP: f(n) <nl Pak f(n+1) =3f(n)+n <3nl+n <3nl+nl=4n! <
(n+1)n' (n+1)'diky4<n+1pron>3

—(-1)" =

vvvvv

c) (0) f(l):0§5:51. (1) n e N, IP: f(n) §5”.Pakf(n+1):3f(n)+n§ 3-5"+n<3-5"+5"=4-5"<
5.5 = 57+ diky n < 5™ pro n € N, to by se muselo dokézat (také indukci).
7a.10: V indukénim kroku je pouzito a”~! = 1, coz ale nemusi platit, indukéni piedpoklad dava jen a™ = 1.
7a.11: a) n € N, IP: @™ = 0 pro vSechna a € R. Pak pro a € R mame a"*! = a" - a L o.a=0.
b)n €N, IP: 2+446+---+2n=n2+n—13. Pak 244+ 6+---+2(n+1) = 24+4+6+---+2n] + (2n+2) ==
M2 +n—-13]+2n+2=n2+2n+1)+(n+1)-13=(n+1)2+ (n+1) — 13.
)neNIP: 14+2+43+---+n=3(n 1)(n+2).Pak1+2+3+---+(n+1):[1+2+3+---+n]+(n+1)£
2(n—=1)(n+2)+ (n+1)=3(n?+3n) = 3n(n+3).

a

. B , Can 0 ntl _ aAn . 4 1P a 0 a 0 L
7a.12: (0) Pron =1 plati. (1) n € N, IP: 4 —<0 bn).PakA =A A—<0 b")(O b) =

a™t 0
( 0 bn+1>‘

7a.13: a) (0) n = 1: Zi:(cak) = ca; = ckz; ar. (1) n € N, IP: kzz(cak) =c Z ar. Pak nii(cak) g::l(cak)
(can+1) L. i ar + c(apt1) = c(i ak + apg1) = cnil ay.
k=1 k=1 k: 1
1 1 n n+1 n
b) (0)n =1: [[ (car) = car = ¢ [] ax. (1) n € N, IP: H (car) = c™ [] ax. Pak [] (car) = (] (cax))-(can+t1) £
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
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n n n+1
c”( 11 ak) CCpg1 = c”“( IT ak) capg1 =TT ag.
= k=1 k=1
14 n i n+1 n X P ntl_q
Tald: (0) n =0:1 =25 (1) n >0, IP: 3 ¢F = 1. Pak Zq Y+ = T =
k=0 k= k=0
n+1_1 n+2__ _n+l n+2_1
: q—1 + : q—({ =1 q—1
n n n+1 n
7a.15: (0) n = 1: |x1]| = |zq1| plati. (1) n € N, IP: | > a:k‘ < >0 |xg]. Pak | > xk’ = |Tpt1 + D, x| <
= k=1 k=1 k=1

n P n n+1
Tnal + | X ] < fonial + 3 fanl = 3 fanl.
k=1 k=1 k=1

7a.16: (0) k = 1 jasné. (1) Necht k& € N. IP: a* = «* (mod n). Také a = u, proto dle Véty 2a.7 (iii) plati
a*-a=u*-u (mod n) neboli a**! = v *1 (mod n).
7a.17: (0) m = 1 evidentné plati.
(1) Predpokladejme platnost pro m. Mé&jme nq, ... , Ny, Nypt1 po dvou nesoudélné a a, b dle predpokladu. Protoze
a = b (mod ny),...,a = b (mod n,,), musi podle indukéniho pfedpokladu platit @ = b (mod n'), kde n’ =
Ny -+ Ng - Ny Také a = b (mod nyyy1), proto podle lemma 2a.17 plati ¢ = b (mod n'n,,41), ale n'ng,11 =
nl-ng-- Ny, - Nymi1, presné jak jsme potrebovali.
7a.18: (0) n=0: (1 +h)° > 1+ 0 plati.

P

(1) n € Ny, IP: pro kazdé h > —1 plati (1 + h)™ > 1 + hn. Pak pro h > —1 plati (1 + h)"™' = (1 + h)(1 + k)" >
(14+h)(L+hn)=1+h(n+1)+h2>1+h(n+1).

7a.19: (0) n =1: (a —b) d&li a' —b* =a —b. (1 )nGN IP: " — b" = (a — b)k, kde k € Z. Pak a"*! — p"F! =
a"™ —a"b +a"b — " = a"(a — b) + b(a™ — b") = a"(a —b) + b(a — b)k = (a — b)(a™ + bk), kde a™ + bk € Z.
7a.20: (0) n = 1: 3 <1 plati.

a) Dano n > 1, IP: z 4 <1 Pak > L =5 L+

2F 28 T gm
k=1 k=1 k=1
n+1 n IP
b) Dano n > 1, IP: kglz%gl.Pakkzlﬁzé—F%z%S% %-1:1.Povedlose.
7a.21:a) (0) n=1:1+3 <2=1+1, plati.
P
()neN,IP: H2") <14+n. Pak H2") =145+ +5r = [1+5+ 430 tomg t s + + oot <
1+n+%+2%+-~+2i—1+n+2”1 =14+(n+1), nebot’zlomkﬁodﬁpoﬁzzén :2”J1r2n je presné
2™,
b) (0) n=1: H(2) > 1+ 1 znamend 1+ > 1+ 1, plati.
P

()neN,IP: H2") > 144 Pak H2"™) =1+ 4+ 5tr = [1+3+ 4o +g tos +  + o 2
1+2+ A+ k4t =1+ 2427 Sy =14 2L

7a.22: a) V(1): 3 < % plati.

Zkusime dokazat indukéni krok Predpoklad 1

.3 ... 2n—-1 < 1
4 2n V3
1 3 2n+1 _ 1 3 2n— 2n+1 1 +1 2n+1 < 1

5 1 Az =3 i 2n “ont2 < U 2n+2 Chceme, abyplatllo \/—n- 212 S 5iern) neboli
(2n 4+ 1)y/3(n+1) < (2n + 2)v/3n, odtud umocnénim n + 1 < 0. Toto neplati nikdy, a protoze kroky byly

ekvivalentni, nemohla platit ani vychozi nerovnost. Indukéni krok se tedy dokazat nepovede.
b) (0) W(2): 32 < f plati.

. Pak

- / 1.3, 2n—1 _”2n+1_1_§___2n71.2n+1 1 2n41
Predpokladejme 54 5 < 3n+ Pak 5wz — 3° % 5 242 < UBagT 2ni2- Chceme, aby

1 2041 o 1
V3n+l 2n+2 — \/W

Zkusime postup od konce: pfepiSeme nerovnost na (2n +1)/3n +4) < (2n+ 2)y/3n + 1, odtud umocnénim a po
upravé 0 < n. To plati, nebot zde mame n > 2. VSechny kroky byly ekvivalentni véetné umocnéni, protoze
se umocnovala kladna c¢isla. Postup lze proto obratit a z pravdivého faktu 0 < n lze korektné dojit k zadané

nerovnosti, pomoci ni dokonéime dikaz indukéniho kroku:
1.3, 204l 1 204l 1

24 VBntl 242 = B+l
1.3, 2n-1

2 47 2n+2
c) V(1) uz bylo ovéfeno v a). Pokud n > 2, pak pomoci W(n) mame 3 - 3 --- =5~

platilo

1
V3n+1

< <

1
V3n®
7b. Silna indukce

Zacneme inspirativnim prikladem.
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Priklad 7b.a: DokéZzeme indukci, Ze kazdé n € N lze vyjadfit jako soufet mocnin dvojky.
(0) n = 1: Plati 1 = 2°.

N
(1) Dano n € N, predpokladejme, zZe existuji N € Namy € Ng, k=1,... N takové, ze n = ) 2%,

k=1
N
Uvazujme ¢islo n + 1. Podle indukéniho predpokladu n = ) 2™ pro néjakd my € Ng, k =1,... , N. Proto
k=1
N N
ntl=> 2" 1= 2™ 420,
k=1 k=1

O

To bylo snadné, ovSem pro binarni rozklad ¢isla potfebujeme, aby ty mocniny dvojky byly rizné. Nas postup to
nezarucuje. Napiiklad pro n+1 = 14 se odvolame na indukéni predpoklad 13 = 1+448 = 2° 422 +23 a dojdeme
k zavéru, ze 14 = 13 +1 =29+ 22 4+ 23 + 420 kde se oviem 2° opakuje dvakrat.

Abychom tomu zabranili, nebudeme z n + 1 odebirat jednicku neboli nejmensi mocninu dvojky, kterd se do n+1
vleze, ale naopak tu nejvétsi. Vylepseny dikaz tedy bude v klicové fazi fungovat takto: Najdeme nejvétsi m € Ny
takové, ze 2™ < n + 1, a pfejdeme k ¢islu n + 1 — 2. Na né€j bychom radi aplikovali indukéni predpoklad, ale
méame smulu. Cislo n+1— 2™ totiz nemusi byt rovno n, o kterém indukéni piedpoklad néco ¥ika, popravdé fedeno
typicky bude n + 1 — 2™ mnohem mensi nez n. Naptiklad pro n = 13 bychom identifikovali m = 3, protoze vétsi
mocninu dvojky nez 23 v &sle 13+ 1 = 14 nenajdeme, a presli bychom rekurzi k &slu 13+ 1 — 23 = 6. O tom ndm
IP nic nerika, ten umi rozlozit jen trinactku.

A

Narazili jsme na situaci, kdy chceme vytesit pripad n+ 1 rekurzivné pomoci pfedchozich znalosti, ale ukazalo se,
ze nam nestaci umét fesit bezprostfedniho predchidce n, ale potfebovali bychom znét vic o minulosti. Existuji dva
pristupy. Flexibilnéjsi, teoreticky lepsi, ale pro zacatecnika narocnéjsi je vytvorit uméle vlastnost, ktera zaznamena
pro dané n informaci o celé minulosti od ng az po n.

Piiklad 7b.b (névrat k 7b.a): Dokazeme indukci, ze kazdé n € N lze vyjadiit jako soucet mocnin dvojky, které
se neopakuji, tedy pro kazdé n € N existuji navzajem ruznd ¢isla my € Ng, kde K = 1,..., N pro néjaké N € N,
N
splilujici n = ) 2™k,
k=1
Jak jsme vidéli, dokéazat tuto vlastnost pfimo je problematické. Proto si namisto formalniho ,, V' (n): n lze vhodné
vyjadrit* zavedeme silnéjsi vlastnost, kterd zahrnuje informace o minulosti.
Uvazujme tedy vlastnost W (n): Kazdé prirozené ¢islo od 1 po n véetné lze vyjadiit jako souéet rtiznych mocnin
dvojky.
Pokud dokézeme platnost vlastnosti W (n) pro vSechna n, pak tim také dokazeme nase tvrzeni.
(0) n = 1: Plati 1 = 2°, tedy vsechna ¢isla mezi 1 az 1 lze vyjadiit jako soucet riiznych mocnin dvojky.
(1) Dano n € N, predpokladejme platnost W (n), tedy Ze vSechna pfirozend ¢isla mezi 1 a n véetné lze vyjadit
jako soucet riznych mocnin dvojky. Ukazeme, ze plati W (n + 1).
Vezméme tedy prirozené ¢islo x mezi 1 a n + 1 véetné. Pokud plati < n, pak pfimo na toto z aplikujeme IP
a dostaneme potiebné vyjadieni. Zbyva vytesit ptipad x =n + 1.
Necht m je nejvétsi ¢islo z Ny takové, ze 2™ < n + 1. Toto éislo existuje, protoze diky 2° = 1 < n+1 vybirame
z neprazdné mnoziny, kterd je omezend shora, nebot nerovnost 2 < n + 1 vede na m < log,(n + 1).
Pokud n + 1 = 2™, jsme hotovi. Pokud 2™ < n + 1, pak je n +1 — 2™ > 0, tedy je to pfirozené cislo, a diky
2™ > 0 splnuje n +1 — 2™ <n+1—1=n. Mizeme tedy na néj aplikovat indukéni pfedpoklad a dostédvame

N
n+1—2"= > 2™k g navzijem ruznymi exponenty my € No. Pak mame
k=1
N
n4l=> 2™ 2™
k=1

Zbyva ukazat, ze nelze mit my = m. Sporem, predpokladejme, ze jisté my spliiuje my = m. Pak mame
n41>2m 42" =2"42m=2.2"=2"
coz je ve sporu s tim, ze 2™ je nejvysSsi mocnina dvojky, kterd nepievysi n + 1.
Potvrdili jsme existenci vyjadfeni i pro n + 1, tedy mame ji pro vSechna ¢isla 1 az n+ 1 a W(n + 1) plati.
O
JAN
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Tento pfistup mé nicméné dvé nevyhody. Za prvé, zahrnuje vyznamné plytvani. V indukénim kroku rozsifujeme
platnost vlastnosti z mnoziny 1 az n na mnozinu 1 az n+ 1, ale ve skutecnosti to pro ¢isla 1 az n uz vime, staci jen
pridat n+ 1. Bylo by pé€kné si ovéfovani 1 az n usetiit. Jesté lepsi by bylo usettit ndhradni vlastnost W a pracovat
pfimo s V. Vyplati se proto zavést novy indukéni princip.

7b.1. Silny princip matematické indukce.
Necht ny € Z, necht V' (n) je vlastnost celych ¢isel, kterd ma smysl pro n > ny.
Predpokladejme, ze:
(0) plati V'(no).
(1) Pro kazdé n € Z, n > ng je pravdiva nasledujici implikace:
Jestlize plati V' (k) pro vSechna k = ng,ng + 1,... ,n, pak plati také V(n + 1).
Potom V'(n) plati pro vSechna n € Z, n > ny.

Tomuto principu se také Fika tplna indukce, anglicky nazev je Strong principle of mathematical in-
duction.

Vratime se k bindrnimu rozkladu. Abychom jen nemodifikovali pfedchozi dikaz, pouZijeme jiny mechanismus
prechodu k minulosti.

! Priklad 7b.c (navrat k 7b.a): Dokazeme indukeci, ze pro kazdé n € N existuji navzijem rizna ¢isla my, € Ny,

N
kde k =1,...,N pro n&jaké N € N, spliiujici n = ) 2™k,
k=1
Pouzijeme silnou indukci.
(0) n = 1: Plati 1 = 2°.
(1) Déno n € N, pfedpokladejme, ze vSechna pfirozena ¢isla mezi 1 az n véetné lze vyjadfit jako soucet rtuznych
mocnin dvojky. UkéZeme, Ze to platii pro n + 1,
Pripad 1: n+1 sudé. Protoze n+1 > 2, je celé ¢islo %(n—k 1) mensi nez n+ 1 a alespon 1, tedy patii mezi ¢isla
N
pokrytéd indukénim predpokladem. Podle IP existuje rozklad %(n +1) = > 2™ pro néjakd navzdjem ruzna

k=1
my € Ng. Pak

N N
nl1=2) 2m =3 o2mth
k=1 k=1

kde my + 1 € Ny jsou navzajem rizna cisla.
Piipad 2: n+ 1 liché. Pak je n sudé a diky n > 1 plati n > 2. Proto je celé ¢islo %n mezi 1 az n véetné a podle

N
IP mame %n = ) 2™ pro néjakd navzajem riznd my € Ny. Pak
k=1
N N
n41=2> 2" 4 1=>3 2™ 420
k=1 k=1
kde my 4+ 1 € Ny jsou navzajem rtznd cisla, kterd jsou také riizna od muy41 = 0.

O
Teto pristup k redukci vyzaduje dokazovat indukéni krok dvakrat, ale to jej jen technicky problém tohoto
prikladu, samotny format silné indukce byl efektivni.

A

1 Jak nase kroky potvrdi platnost pro vSechna n? Platnost V(1) jsme pfimo ovéfili v kroku (0). Ted vyuzijeme
dokézanou implikaci (1) pro pfipad n = 1, médme tedy V(1) = V(2). My uz ale vime, ze V(1) plati, proto
diky implikaci musi platit i V' (2). Ted prejdeme ke kroku (1) s volbou n = 2, tedy méme potvrzenu implikaci
V(1) AV(2)] = V(3). Ovsem platnost V(1) a V(2) uz mame, proto diky této implikaci plati i V(3). Takto
postupujeme a dojdeme ke vSem pfirozenym ¢islim. Zatimco slaba indukce funguje jako jakysi retizek:

O vy (1)1 V(2) (1)2 V(3) (1)3

silna indukce je spise jakoby pyramidalni:

V(1)
Oy v) -2 v i o, V(3) ve)| Y va atd.
n=1 V(Q) n=2 V(3) n=3
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M Poznamka: Pro silnou indukci je tfeba pfedstavu domin modifikovat. Jednotlivé ocislované kosticky nejsou
stejné velké, ale postupné nartistaji. To ma za nasledek, ze kdyz do kosticky ¢islo 3 vrazi ta predchozi, tak ji
nedokaze shodit. Teprve kdyZ na trojku spadnou zaroven prvni a druhé domino, tak spadne i to tfeti. A tak dale.

I pro silnou indukei plati zadkladni poznatky. Koky (0) a (1) jsou nezavislé, pficemz v zakladnim kroku potvrzu-
jeme primo platnost dokazovaného, zatimco k indukénim kroku nedokazujeme platnost, ale implikaci neboli posun
platnosti. Tyto implikace jsou vzdy délany pro konkrétni n, coz je tfeba zdiraznit spravnym zapisem.

A

Priklad 7b.d: UvaZujme tabulky ¢okolddy obdélnikového tvaru, na kterych jsou ryhami naznadeny étverecky
stejné velikosti. Takovou tabulku lze podél ryhy rozlomit a vzniknou dvé tabulky obdélnikového tvaru, piicemz
seCtenim poctu ¢tvereckd dvou novych tabulek ziskdme pocet ¢tvereckd puvodni tabulky.

Kazdou danou tabulku ¢okolady tak lze postupné délit na vice mensich tabulek, az dostaneme jednotlivé ¢tve-
recky. Budeme tomu fikat naldmani tabulky. Napfiklad u tabulky o rozmérech 2 x 4 (pofadi fadky, sloupce)
miizeme nejprve ulomit jednu fadu podél levé hrany, neboli odlomime tabulku 2 x 1 a zbude tabulka 2 x 3. Tu
prvni uz snadno naldmeme na ¢tverecky, tu druhou tfeba rozdélime na dvé vodorovné rady 1 x 3 a tak pokracujeme
dal. Ilustruje to néasledujici schéma.

H/E]
oo 0O

P
i e
\ D

Kazdé rozdvojeni predstavuje lom, tedy na toto naldmani tabulky 2 x 4 potifebujeme 7 lomt. To samo o sobé
neni néjak zajimavé, ale zajimavé zacne byt, kdyz ¢tenaf zkusi i jiné postupy naldmani tabulky 2 x 4 a zjisti, ze
vSechny zptsoby vyzaduji 7 lomt. Existuje jesté dalsi tabulka s osmi ¢tverecky, jmenovité 1 x 8, a také tu miizeme
lamat vice zplisoby a vSechny zaberou 7 lomt. Kdyz si ¢tenaf zkusi dalsi tabulky, mozna si nééeho vSimne.

Tvrdime, ze pokud mé puvodni tabulka n ¢tvereckt, tak nalamani vyzaduje n — 1 lomt bez ohledu na konkrétni
tvar (obdélnikové) tabulky a na to, v jakém poradi a jak ty lomy déldme. Zde predpokladdme, Ze kazdd mensi
tabulka se ldme zvl4st, neni povoleno vzit vice tabulek, zlomit je najednou a prohldsit to za jeden lom.

Dokéazeme to silnou indukci na pocet ¢tvereckt n € N.

(0) n = 1: Tabulku sestévajici z jednoho ¢tverec¢ku neni tfeba lamat, tedy vyzaduje 0 = 1 — 1 lom.

(1) Dano n € N. Predpokladejme, Ze pokud ma obdélnikova tabulka k ¢tverecki, kde 1 < k < n, pak nalaméni

vyzaduje k — 1 lomu.

Uvazujme tabulku o n+ 1 ¢tverec¢cich. Pak mé alespon dva ¢tverecky a lze ji tedy rozlomit na dvé ¢asti, necht
jsou jejich velikosti a, b ¢tvereckli. Protoze nelze mit prazdnou cokoladu, je urcité a,b > 1, adiky n+1=a+b
mame také a < n a b < n. Mizeme tedy na oba dily aplikovat indukéni predpoklad, prvni naldmeme pomoci
a — 1 lomt a druhy pomoci b — 1 lomd. Vzniklo tak naldmani pivodni tabulky, které vyzadovalo Gvodni lom
plus lamani potomkd, celkem

I+(a-1)+0O-1)=a+b-1=(n+1)-1
lomu.
O
A

S 7b.2 Poznamka: Pro zacite¢nika byva nékdy obtizné vybrat spravnou indukci. Zatim je to jednoduché, protoze
mame jen dvé. Nad prikladem premyslime rekurzivné, zacneme pfipadem n + 1 a snazime se najit spojitost
s pritomnosti, popripadé minulosti. Pokud ji najdeme, podivame se, jaké predchozi pfipady potfebujeme.
Pokud nam k vyfeseni ptfipadu n + 1 sta¢i pripad n, pouzijeme slabou indukci. Pokud potfebujeme jit vice do
minulosti, pouZijeme silnou indukci.

A

Priklad 7b.e: Uvazujme funkci na Ny definovanou takto:

(Op) f(0) =1;

(Ip) f(n+1)=f(0)+ f(1) +---+ f(n) —n= 3 f(n) —npron >0.

k=0
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Nejprve se presvédéime, ze definice mé spravnou strukturu, a pokusime se odhadnout vzorec pro f(n).
(0p)

7o) L2 1
0

J1) = FO+1) ST f(k) =0 = f(0)—0=1-0=1
k=0

f(2)=f(1+1)%2f(k)—1 FO) +f1)—1=1+1-1=1
k=0

f(4) = ﬂ3+)(b)ﬂ)+f(%hﬂ%+f@)—3=l+1+1+1—3=1

Také f(5) = 1. Zda se, ze f(n) = 1. Dokdzeme to indukci. K vyfeSeni piipadu n + 1 mame jediny zdroj informaci,
definici (1p), a ta se odvolava na vSechny predchozi pfipady, tudiz pouzijeme silnou indukci.
(0) n =0: f(0) =1 plati.
(1) Déano n > 0, IP: Plati f(k) =1prok=0,... ,n
Pak

n n

fm—{—l!me(k)—n—Zl—n—(n—i-l)—n—l

k=0 k=0

O
Indukéni predpoklad bychom také mohli napsat takto:
e IP: f(0)=1, f(1)=1,..., f(n) =
Neni to sice zcela pfesné, ale byva to tolerovano, protoze je to intuitivné nézorné.

Zacétecnici nékdy maji pocit, ze se ve vzorci pro f(n) ofekdva pfitomnost toho n, takze zkouseji véci jako
f(n) =n° f(n)=1", f(n) = % a podobné. Fakticky je to spravné, ale dokazat v tomto tvaru indukéni implikaci
je v zasadé nemozné, protoze chybi potfebné identity. K cili se lze dostat tak, Ze ony vzorce nahradime jednickou
a pak se k nim zase v zavéru vratime, ale pak je jednodussi rovnou dokazovat, ze f(n) = 1.

A

Nyni ukdZeme jednu tradic¢ni aplikaci silné indukce.

Priklad 7b.f: DokaZeme silnou indukci, Ze kazdé pfirozené Cislo vétsi nez 1 je délitelné néjakym prvocislem.

(0) n = 2: Prvodislo 2 déli n = 2.

(1) Dano n > 2. Predpokladame, ze vSechna pfirozena ¢isla mezi 2 a n véetné jsou délitelna néjakym prvocislem.
Uvazujme n + 1. Pokud je to prvocislo, tak déli samo sebe a mame splnéno. Pokud n + 1 neni prvocislo, pak

n+1=ua-b,kde a,b € N jsou ¢isla spliujici 1 <a <n+1al<b<n+1, takze a je prirozené ¢islo mezi 2 a n.

Podle indukéniho predpokladu jej musi délit néjaké prvocislo p. Takze p déli a a to déli n 4 1, tedy prvocislo p

déli n + 1 a jsme hotovi.

O

A

M 7b.3 Poznamka: Indukce mé vlastné dvé vrstvy. Primérni vrstva nesouvisi s tim, co dokazujeme ¢i definujeme,
jejim cilem je pomoci vhodného schématu (slabé, silna atd. indukce) projit pomoci specifickych krokt vSemi ¢isly
zvolené mnoziny {n € Z; n > ng}. Srdcem slabé indukce tak je pro mnozinu N schéma

(0) (1) 1) (1)

—1 2 3
n=1 n=2 n=3
zatimco zakladem silné indukce je schéma
) 1
U 1 -y OIS 2| sy atd.
n=1 2] n=2 3 n=3

Pro posuny N pak tato schémata vhodné modifikujeme.
Potkame také dalsi schémata a pro strukturalni spravnost indukce je tfeba ovérit, ze doty¢né schéma opravdu
pokryje celou potfebnou mnozinu. Pokud ano, pak pomoci tohoto schématu miiZzeme na té mnoziné néco dokazovat

nebo vytvaret, coz je ta druhd vrstva.
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To byl pohled teoreticky, kdy zavadime riizné schémata pro indukci. Z pohledu praktického mame néjaké doka-
zované tvrzeni ¢i vytvareny objekt. Prozkouméanim ptipadu n + 1 zjistime, jak souvisi s predchozimi, coz nas pak
navede na vhodné schéma bud jiz existujici, nebo specifické, u kterého ovéfime, ze pokryva potfebnou mnozinu.

A

Poznamka: Podivejme se bliZe na proces vymysleni indukce. Jiz jsme konstatovali, Ze v diikazech postupujeme
od zakladniho kroku k indukénimu, ale vymyslime je spise rekurzi, tedy pohledem shora dolu ¢i pozpatku. Z pod-
staty feseného problému vyplyne mechanismus prechodu od piipadu n 4+ 1 k predchozim, tedy zadkladni schéma,
u kterého musime urcit nejen podobu indukéniho kroku, ale také u jaké hodnoty rekurze skonci. To je pak zakladni
ptipad z kroku (0).

Vratme se k piikladu s ¢okolddou. Nakreslili jsme schéma pro jedno mozné naldméani se symboly tabulek, ale
v ditkazu jsme pracovali s poc¢tem ¢tvereckt, takze to prekreslime.

1
2<
2/

Vidime, jak rekurzivné prechazime od vétsich ¢isel k mensim, dokud neskonéime se zdkladnim pripadem fesenym
v kroku (0).
Kdyz se takto podivame na dikaz v piikladu 7b.a, tak zjistime, ze jsme vlastné k zakladnimu piipadu n = 1

chodili jen nékdy, ale Casto se naSe cesta zastavila dfive. Porovnejme rekurzivni cestu pro dva rtzné vstupy.
Rozklad 13 = 23 + 22 + 1 byl obdrzen takto:
13— 13-22=5 ——>5-22=1

23 22

Ovsem rozklad 20 = 24 4 22 probéhl v ditkazu takto:

20— 20 - 2% =4
2!

Tato rekurze mé tedy redlné vzato nekone¢né mnoho zakladnich hodnot typu 2%, na kterych se zastavi. Byli
jsme sice schopni forméalné sepsat diikaz tak, aby mél jen jednu oficidlni kone¢nou hodnotu n = 1, ale to se nemusi
vzdycky povést. Navic je formalni podoba sice spravna, ale zastird skuteénou podstatu situace, tedy ze mame vice
zékladnich hodnot.

Podobné pti hledani prvociselného délitele jsme v mnoha pfipadech z rekurzivniho procesu vyskocili dfive, nez
jsme dojeli k zdkladni hodnoté n = 2. Ve skutecnosti jsou zastavovacimi hodnotami vSechna prvocdisla.

A

Ukézeme ted situaci, kdy uz problém vice zdkladnich hodnot nelze tak snadno zakryt, takze nam nezbude, nez
mu celit.

Priklad 7b.g: UvaZujme nasledujici induktivni definici posloupnosti F,, pro n € N:
(Op) F1 =1, F, =1;
(1p) Fhy1 = F, + F,_1 pron > 2.
Nejprve se podivame, ze opravdu vznikd posloupnost.
Fy a I, zname. Pro Fs potiebujeme pouzit indukéni vzorec, a protoze F3 = Fb, 1, potfebujeme jej pouzit s volbou
n = 2, coz je v povoleném rozsahu. Dostaneme
F3=Fy4 %F2+F2—1=F2+F1 =1+1=2.

Obdobné pak

By 22 Byt By =241=3,
(1p)
B2 R P =3+2=5,..

W~

n=
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V této posloupnosti je tedy kazdy ¢len sou¢tem dvou pfedchozich (s vyjimkou prvnich dvou). Dostavame tak éisla
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, ..., coz je slavna Fibonacciho posloupnost. V ptikladé 10b.d vylozime, odkud
se vzala, zde nés budou zajimat aspekty induktivni ¢i rekurzivni.

Zacneme zdanlivym rozporem. Mame posloupnost F;, pro n > 1, ale indukéni vzorec je predepsan pro n > 2.
Tento zjevny nesoulad by u jednoduché indukce indikoval problém, ale u pokrocilejsi indukce to naopak takto
dava smysl. Kazdé z téch vymezeni totiz specifikuje néco jiného. Prvni fika, které ¢leny posloupnosti existuji,
druhé zase, které rovnosti v indukénim zépise méame k dispozici. Nemuseji se shodovat, podstatné je, jak na sebe
indukéni a zakladni ¢ast navazuji.

Kdyz jsme vySe pocitali prvni hodnoty posloupnosti, tak jsme nasli také ¢len Fi, tedy specifikace n > 1 je pro
posloupnost spravna. Na druhou stranu jsme indukéni vzorec pro n = 1 nepotiebovali, nejnizsi potfebna hodnota
byla opravdu pro n = 2. M4 tedy smysl jej vymezit nerovnosti n > 2. Nejen to, pokud bychom se indukéni vzorec
pokusili pouzit pro n = 1, dostali bychom piedpis Fy = Fy + Fy, ktery se odvolava na neexistujici hodnotu Fjp.
Takze vymezeni n > 1 pro indukéni vzorec dokonce ani nedava smysl.

Definici tedy rozumime a mozna bychom chtéli o takto vzniklé posloupnosti néco dokazat, tfeba ze opravdu
existuje pro vSechna n € N, nebo ze docela rychle roste. Pfirozenym néastrojem je indukce. Jakou bude mit
podobu?

V poznamce 7b.3 jsme pfipomnéli schémata pro priichod mnozinou N pro slabou a silnou indukeci. Zadné z nich
ale nevyhovuje tomu, jak vznikd Fibonacciho posloupnost, a proto je nelze pouzit.

Predstavme si, ze se pokousime o Fibonacciho posloupnosti néco dokazat indukci. V indukénim kroku chceme
néco zjistit o pfipadu n + 1 a jedinou informaci (a zaroven vazbu na piedchozi piipady) predstavuje defini¢ni
vzorec (1p). Abychom jej mohli vyuzit, potfebujeme informace o ptipadech n a n — 1. OvSem pfi slabé indukci
nam IP poskytne jen informaci o konkrétni hodnoté n; jak jsme opakované zduraznovali, o jinych hodnotach,
napiiklad n — 1, nefiké nic. Takze ndm nepomiize.

Silné indukce nabizi vice informaci v predpokladu, ovSem s jednou vyjimkou, a to pro prvni hodnotu n = ny,
kde ma piislusnd implikace zase nedostacujici podobu V(ng) = V(ng). Ani silnd indukce proto nebude pro
Fibonacciho posloupnost fungovat.

Budeme tedy potfebovat novy typ indukce, ktery nam v kazdém indukénim kroku nabidne potifebnou informaci
ve formé predpokladu. Budeme potiebovat vzdy alespor dva udaje, tedy n a n — 1, a je zbytecné vyzadovat vic.
Vsechny indukéni implikace by tedy mohly mit podobu pfechodu (n,n — 1) — n + 1. To mé smysl pro n > 2,
protoze pro n = 1 bychom vyzadovali informaci o neexistujicim Fj.

Aby se takova indukce ,rozjela“, je nutno prokéazat v zakladnim kroku splnéni indukénich predpokladi v néjakém
konkrétnim pripadé, coz zde znamend ve dvou po sobé nasledujicich ¢islech. Nabizi se n =1 a n = 2, o kterych
mame primé informace. To vede na nasledujici schéma:

ﬂ[l ]&3 2l W,y ] REORE atd.
2 2| n=2 3| n=3 4| n=4

Toto schéma odpovida tomu, jak vznikaji Fibonacciho ¢isla. Zvolené pocatecni
hodnoty odpovidaji koncovym hodnotadm pii rekurentnim pohledu. Naptiklad 3/
vpravo vidime, jaké informace potfebujeme k odvozeni F;. Rekurze skonci u 5< >
¢isel 1 a 2, pfesné jak ocekévame. 4

/

Dostavame tak schéma pro priichod mnozinou N, které je kompatibilni s Fibo- <
nacciho posloupnosti. Zaroven vidime, Ze ma stejnou strukturu jako jeji definice,

coz neni nadhoda. Jak posléze uvidime, je to pravidlo.

Jako ukazku dokézeme, ze Fibonacciho posloupnost opravdu existuje a spliuje odhady F,, < 2™ a F), > % : (%)
pron € N.
(0) n = 1: F} = 1 existuje dle (0p) a spliiuje 2 - 3 = % <l=F <2=2.
<4

9 2
n = 2: F5 =1 existuje dle (0p) a spliiuje % . (%)2 < F =22
(1) Dano n > 2. Pfedpokladejme, zZe existuji éisla F,, a Fn—l a obé spliuji prislusné odhady. Pak existuje i ¢islo

F, + F,_1 a podle (1p) tedy existuje i F, 1. Pro néj pak plati potfebny horni odhad:

(1p)

P 1 1
F, 4+ F,_ <2" 42 /2"— <on
<M 4o =9.92" = ontl

Fn+1

Dolni odhad:
P _ e

By B2 6+ B S (7 =1 0

n+1 n+1 n+1

ST T R @)
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O
Dolni odhad byl trochu dobrodruznéjsi, ale nakonec to o kousek vyslo. Zjistili jsme, ze Fj, roste porovnatelné

rychle jako geometrické posloupnosti.
A

Opravnénost predstavy, ze nové schéma prochazi mnozinou N, podepfeme zavedenim dalsiho indukéniho principu,
ktery obsluhuje pripady, kdy se odvolavame na minulost pokazdé stejnym zptisobem, tedy pro vyreseni pripadu
n + 1 potfebujeme vzdy znat m bezprostfedné predchozich tidajt pro néjaké m € N. To znamené nutnost znét
ptipady n, n—1 az n—m+1. Napiiklad pro m = 4 bychom potfebovali znat pripady n,n—1,n—2an—3 = n—4+1,
to souhlasi.

Abychom takovou implikaci

Vin—m+1)AVin—m+2)A---AV(n)] = V(n+1)
mohli vyuzit, musime ovéfit, ze pfedpoklad lze alespon jednou splnit, tedy musime v zédkladnim kroku (0) ovéfit
m po sobé jdoucich pripadi. Pokud méa prvni z nich éislo ng, pak jde o pfipady ng, ng + 1, ... ,ng +m — 1.

Zbyva vyfesit navaznost kroki (0) a (1). Pokud v zédkladnim kroku ovéfime platnost V' pro €isla ng, ng + 1 az
ng +m — 1, tak jsme schopni splnit predpoklad indukéni implikace pro volbu n = ng +m — 1 a tim se dostaneme
k pripadu ng + m, coz je nasledujici ¢islo, které potfebujeme. Proto pravé timto ng +m — 1 za¢neme diikaz kroku
(1).

Souhlasi to s nagim piikladem, kde potfebujeme m = 4 piedchozich hodnot? Reknéme, Ze dokazujeme platnost
V pro n > 13 = ng. Pak v zdkladnim kroku potfebujeme ovéfit ¢tyfi hodnoty, tedy hodnoty 13, 14, 15 a 16, coz
souhlasi, 16 = 134+ 4 — 1 = ng + m — 1. Kdyz mame ovéfeny hodnoty 13 az 16, tak ndm implikce z (1) umozni
potvrdit 17, coz nastane pro volbu n = 16 = ng + m — 1.

7b.4. Modifikovany princip matematické indukce.
Necht ny € Z, necht V(n) je vlastnost celych ¢isel, kterd ma smysl pro n > ng. Necht m € N.
Predpokladejme, ze:
(0) plati V(ng), V(ng +1), V(ng +2), ... ,V(ng +m—1).
(1) Pro kazdé n € Z, n > ng +m — 1 je pravdiva néasledujici implikace: Jestlize plati V (k)
pro v8echna k =n —m+ 1,n —m+2,... ,n, pak plati také V(n + 1).
Potom V' (n) plati pro vSechna n € Z, n > ny.

Nema4 smysl se ucit toto nazpamét, podstatné je rozumét systému a spravné jej aplikovat.

Poznamenejme, ze ,modifikovany princip“ je pracovni nazev, abychom se na néj mohli v tomto textu odvoléavat,
tento princip nemé univerzalné pfijimané jméno. Rada autorti se pii pouzivani tohoto principu odvolava na silnou
indukci, ale to neni spravné, protoze silny princip umoznuje jen jednu zakladni hodnotu.

Podobné jako u silného principu, i bez toho modifikovaného bychom se v zasadé obesli, protoze misto prace
s vlastnosti V mtzeme zavést pomocnou vlastnost W, ktera zahrnuje V' a navic si pamatuje potfebnou minulost.
S tou pak pracujeme slabou indukci. Ukazeme to pro horni odhad Fibonacciho posloupnosti.

Priklad 7b.h (névrat k 7b.g): Chceme dokazat, ze pro n > 1 plati F,, < 2.

Misto toho dokézeme novou vlastnost W (n), kterd pro n > 2 tika, ze F,,_1 < 2=l o F, < 27. Protoze W(n)
zahrnuje F),,_1, museli jsme se s indexem zacit az od dvojky.

Rozyslime si, ze pokud se ndm podafi dokazat W (n) pro n > 2, tak to potvrdi zddany odhad pro vSechna F,,
n > 1.

Vlastnost W (n) dokdzeme slabou indukci.

(0) n = 2: Pro platnost W (2) potiebujeme potvrdit, ze Fy < 2! a Fy < 22, coz vyplyva z definice (0p).

(1) Dano n > 2. Predpokladejme, Ze plati W (n), tedy F,_; < 2" ! a F, < 2"

Pottebujeme ukazat platnost W (n + 1), tedy ze F,, < 2" a F,, ;1 < 2"*!. Prvni nerovnost mame pi¥imo z IP,

druhou dokézeme snadno:

(1p)

P 1 1
Fp+Fp_y <2" 42" /2"— < on
<M 49" =9.9" = ontl

Fn+1

W(n + 1) je ovéfeno.
O

Jak vidime, pomoci pomocné vlastnosti W si opravdu vystacime se slabou indukci.

JAN

Jiz tradi¢né probereme nejoblibenéjsi chyby.
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S 7b.5 Poznamka: Uvazujme funkci zadanou na Ny pfedpisem
(Op) f(O)=1, f(1) = —1;
(I1p) f(n+1) = f(n)+2f(n—1) pron > 1.
Laskavy ¢tenar spocita nékolik prvnich hodnot, aby se presvédcil, Ze indukéni krok spravné navazuje na zakladni
a opravdu tak vznika funkce na Ny. Pfi té prilezitosti si v§imne, ze f(n) =1 pro sudd n a f(n) = —1 pro liché n,
coz lze elegantné zachytit vzorcem f(n) = (—1)". Nasledujici pokusy o diikaz jsou chybné.
Prvni pokus:
(0) (0) = 1 = (~1)° OK,
(1) n >0, IP: f(n) = (—1)". Pak

i+ 1) 2 f() + 2 (n = 1) 2 (1) +2(-1)" 7 = (1) = 2(-1)" = —(=1)" = (-1)"*.
O

Vzorec (1p) je pouzit spravné, nic jiného o f(n + 1) nevime. Zakladni struktura slabé indukce je sama o sobé
také spravna (sladéni zakladniho a indukéniho kroku), chyba je zde v aplikaci indukéniho predpokladu. V dikazu
se vyraz f(n — 1) nahradil vyrazem (—1)""! s odkazem na IP, ale tam nic takového neni. Je tam jen vzorec
f(n) = (=1)™, ten ale pfedpokladdme pro jedno konkrétni ¢islo n. To n — 1 je jiné ¢islo a pro néj nemame zadnou
informaci.

Pouceni: Kdyz chceme néco pouzit v rekurzi ¢i indukci, musime to dat do IP, jinak mame smtlu. V tomto ptipadé
vidime nutnost mit IP: f(n) = (=1)", f(n —1) = (=1)""!, tedy bude tfeba pouzit modifikovany princip indukce.
Druhy pokus:

(0) f(0)=1=(-1)° OK.
(1) n>0,IP: f(n—1)=(-1)""1, f(n) = (—-1)". Pak

Fin+1) 22 fn) 4+ 2f(n — 1) £ (<1)" 4 2(—1)" 7t = (—1)" —2(=1)" = —(=1)" = (=1)"*L.

O
Tentokréte jsou predpoklady pouzity spravné, ale chybné je schéma. Ma podobu
-1 0 1
O, Wy X Wy ) W3 atd.
n=0 n=1 n=2

Hned prvni indukéni krok mé vstupni data 0 a —1, které ovSem neexistuje. Da se to opravit zménou omezeni pro
n v kroku (1) na n > 1, pak prvni indukéni krok znamena prechod 0,1 — 2, ktery uz dava smysl, ale je tu druhy
problém. Provedeny krok (0) nezajisti splnéni téchto IP, takze se indukéni kaskada viibec nerozjede.
Musime tedy do kroku (0) pfidat ovéfeni pro n = 1, ¢imz kone¢né vznikne spravny dikaz. My se jesté podivame

na jiné popularni nespravné napady.
Treti pokus:

(0) f(0)=1=(-1)° OK. f(1) = -1 = (-1)! OK.

(1) n > 1, IP: f(n+1) = f(n) +2f(n—1), f(n) = (~1)". Pak

Fi+1) 22 fn) 4 2f(n — 1) & (—1)" 4 2(—1)" 7t = (—1)" —2(=1)" = —(=1)" = (=1)"*L.

Il

Tentokréte je krok (0) dobfe, chyby jsou dvé. Jedna je ve schématu, nepracuje s dvojici n,n — 1, protoze v IP
opét chybi vzorec pro f(n — 1). Naopak je tam jeden tdaj navic. Induktivni pfedpis pro f(n + 1) nema v IP co
Ctvrty pokus:

(0) f(0)=1=(-1)° OK.

(1) n >0, IP: f(n) = (—1)". Pak

fn+)=f(n)+1=(-1)"+1=...

O

Chyba: Zde by byla struktura slabé indukce v potadku, protoze ve vypoctu se f(n — 1) nepouziva. Zato se tam
pouzila identita f(n+1) = f(n)+1, o které nevime, zda plati, a tudiz je cely vypocet Spatné. Mimochodem, neplati.
Nékdy potkavam zajimavou alternativu f(n+1) = f(n) + f(1), ktera naznacuje, ze autor pokusu o dikaz potkal
linearni algebru a pojem linearity na néj udélal dojem. Bohuzel, o nasi f nevime, zda je linedrni (mimochodem
neni). My si prosté nemuzeme jen tak néjaky vzorec pro f(n + 1) vymyslet, musime vychézet z toho, co je
prokazatelné znamo. V téchto situacich to je vztah (1p) z definice.

A

Problém s rtiznymi principy indukce je v tom, ze jak zadhy zjistime, ani tyto tfi nemuseji stacit. Je tedy perspek-
tivnéjsi se naucit rozumét indukcei a pak ji prizptisobovat konkrétnim situacim. K tomu zde postupné smérujeme,
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nicméné zacatecnikiim pomtze mit pripravené scénate. Dalsi speciality uz nebudeme vymyslet, takze mtzeme
shrnout postup.

S Algoritmus 7b.6.
pro dokazovani indukci (pro zacatecniky).
1. Ujasnime si, co vlastné chceme dokazovat, napiSeme to jako vlastnost V'(n) zévisejici na celo¢iselném parametru
n, kde se n bere pro vsechna n > ng a ng € Z je startovaci hodnota.
2. NapiSeme tvrzeni V(n+ 1) a zkusime najit zptisob, jak tento pfipad pfevést na néjaké predchozi pfipady neboli
jak se dostat k V(n + 1) pomoci néjakych V (k) pro k < n.
3. Podle 2 se rozhodneme, kterou verzi indukce pouzijeme. Pokud k potvrzeni V' (n+1) staci V' (n), je slaby princip
nejlepsi. Pokud potfebujeme vice pfedchozich hodnot, ale vzdy staci znat m bezprostifedné predchézejicich, pou-
zijeme modifikovany princip. Pokud se vracime do minulosti tak, Zze nestaci znat stale stejny pocet bezprostiedné
predchozich dat, a pro ng + 1 nam stacéi ng, pak pouzijeme silny princip indukce.
4. Rozmyslime si, které hodnoty musime znat na pocatku, aby se proces indukce mohl rozbéhout. Pro slaby a silny
princip to bude hodnota ng, pro modifikovany princip to bude m naslednych hodnot pocinaje ng.
Pak si rozmyslime, kterd hodnota n; ndm pro n; + 1 da prvni nezndmé cislo po zakladnich hodnotach. Tim je
urcéen rozsah pro indukéni krok.
5. Provedeme vlastni dikaz:
(0) Dokazeme platnost V(n) pro pocateéni hodnoty rozmyslené v bodé 4;
(1) Zvolime libovolné n > n; (viz 4), stanovime indukéni predpoklad a s jeho pomoci dokédzeme platnost V(n+1).
Pokud dokazujeme rovnost ¢i nerovnost, pak se doporucuje metoda cesty.
6. Zkontrolujeme, 7e dikaz v ¢asti 5 (1) je spravny, tedy vychazi z toho, co predpokladame jako pravdivé, a po
korektnich krocich konéi tim, co chceme dokazat.

A

Priklad 7b.i: UvaZujme nésledujici funkci na N:
(Ip) f(n+1) = f(n) — f(n —2) +n pron > 3.

Nejprve se presvéd¢ime, ze definice je spravné. Po akceptovani zakladnich hodnot je prvni nezndmou hodnotou
f(4). Tu ziskdame jako f(3+ 1), tedy chceme pozit (1p) pro n = 3. Tato hodnota je povolena, je to v poradku. Je
také nejmensi predepsana, takze predpis v (1p) neplytva zbyteénymi vzorci typu f(3) = f(2)— f(0)+2 pracujicimi
z neexistujicimi daty.

f(1) =2

f2) 223

£(8) 224

f@) = FB+1) L FB3) - f(1)+3=4-2+3=5
£(5) (nli FA) - f(2)+4=5-3+4=6

Vypada to, ze f(n) = n + 1. Potvrdime to indukei.

Rozbor: Pfipad n+1 se ptéd na f(n+1) a jedind informace o tomto objektu se naléza v definici (1p). Ta vyzaduje
znalost pfipadi n a n — 2. Jde o konstantni pocet a je jich vic nez jen n, coz ukazuje na modifikovany princip
indukce. Ten pracuje s celym blokem c¢isel, zatimco my zde mame mezeru, v pozadavcich chybi n — 1. Nastésti
nemusime vymyslet novy princip, miZeme forméalné odvozovat pripad n + 1 od pripadd n,n — 1,n — 2 s tim, Ze
tu prostfedni informaci neni povinné vyuzit. Mame tedy m = 3 kust informace v indukénim pfedpokladu a tudiz
také budeme ovérovat tfi hodnoty v zakladnim kroku.

Protoze funkce existuje pro n > 1, v kroku (0) zpracujeme hodnoty n = 1,2,3. Tyto hodnoty pak zaruci
splnéni indukéniho pfedpokladu pro prvni relevantni implikaci v kroku (1), coz odpovidé implikaci (symbolicky)
[1,2,3] = 4 a volbé n = 3. Krok (1) tedy budeme dokazovat pro n > 3.

Vsimneme si, Zze toto nastaveni dikazu piesné odpovida struktuie v definici, na coz uz si zaindme zvykat.

Indukéni predpoklad by mél poskytnout vzorec f(n) = n+1 také ve verzi pro n—1 a n—2, coz snadno spocitame,
kolik ma vyjit: f(n—1)=(n—1)+1=n, f(n—2) =(n—2)+ 1 =n — 1. Jdeme na to.

0 s Eo=141, ) L2 3=241 53) L2 4=3+1.

(1) Dano n >3, IP: f(n) =n+1, f(n—1)=n, f(n—2) =n— 1.
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Pak

(1p)

fln+1) F)—fn—2)4n=n+1-(n—1)+n=n+2=(n+1)+1.

O

Podobné bychom dokazovali nerovnosti, ale pak musime ¢ekat, Ze po aplikaci indukéniho predpokladu nevyjde
pfimo spravny vyraz, ale bude jesté tieba trochu upravovat.

Zrovna u této funkce by bylo dokazovani nerovnosti velmi problematické. Napfiklad odhad f(n) > n jisté plati.
Ted si predstavme, ze chceme aplikovat indukéni predpoklad f(n) > n, f(n —2) > n — 2 na vyraz

fn) = f(n) = f(n—-2)+n.
Kdyz f(n) nahradime vyrazem n, tak se podle IP nas vyraz zmensi, na druhou stranu kdyz f(n — 2) nahradime
vyrazem n — 2, tak se kvili odéitani nas vyraz zvétsi. Aplikace IP tak f(n + 1) zaroven zvétsi i zmensi a viibec
tedy nevime, co se s nim stane. Indukce proto nebude fungovat.

A

Poznamka: V dikazu jsme do IP pfidali nepotfebny piipad n — 1, kvili tomu jsme pak museli mit t¥i pFipady
v zékladnim kroku. Nepridélali jsme si zbyte¢nou praci?

Pokud bychom zkusili zakladni hodnoty n = 1, n = 3 a
indukéni krok [n,n — 1] — n + 1, tak se od 1,3 pomoci (1) 5
dostaneme k n = 4, ale neumime se dostat k ¢islu 5, protoze § — T~ 4
nemame ovéfena vstupni data pro krok [2,4] — 5. T~ 7 —

Z pohledu rekurze si pak muzeme rozmyslet, ze kdyz zaci- T~
name s riznymi ¢isly n, tak pii rekurzi konéime s koncovymi
hodnotami 1, 2 a 3. VSechny tedy opravdu potiebujeme v za-
kladnim kroku. Viz piiklad pro n = 8 napravo.

Je mozné vytvatet specidlni indukéni principy, které obslouzi piipady, kdy v rekurzi preskakujeme, ale zejména
pro zacateénika neni snadné odchytit spravné vSechny zékladni pfipady. Aplikace modifikovaného principu je

Yoz

<
~—E @

L

A

Priklad 7b.j:

Vétu o déleni se zbytkem (1a.26) jsme dokézali pomoci existence nejmensiho prvku a jadrem bylo nasledujici
tvrzeni:

Je dano d € N. Pro kazdé n € Ny existuje r € Ny a ¢ € Z takové, zen =qd +r ar <d.

Tento zbytek r se v praxi d& hledat tak, ze od n postupné odecitame d, coz je rekurzivni postup. Funkénost
zpétného kroku je zalozena na myslence, ze ¢isla n a n —d maji stejny zbytek po déleni. To nabizi moznost dokazat
existenci zbytku pomoci indukee. Z ptipadu n+1 chceme pfejit k ptipadu (n+1) —d. Rozmyslime si, Ze at za¢neme
s jakymkoliv ¢islem n € Ny, rekurze skon¢i v nékterém z ¢isel 0 az d — 1.

Dospéjeme k tomu i formalné. Chceme ukazat existenci zbytku pro n > 0 a v rekurzi se vzdy vracime o d zpét,
coz nam formélné umozni modifikovany princip indukce, kde k pfipadu n + 1 mame k dispozici predchozich d
hodnot. To pak vyzaduje ovérit v zakladnim kroku d zakladnich hodnot, coz souhlasi s pfedchozim pozorovanim.
Protoze tim ziskdme zbytek pro ¢isla 0,1, ... ,d — 1, budeme jako dalsi indukénim krokem ziskdvat ¢islo d = n+1,
tedy indukéni krok budeme délat pron > d — 1.

(0) Pron=0,1,... ,d — 1 zvolime r =n, pak r € Ng, r <dan=0-d+r, kde 0 € Z.
(1) Dano n > d — 1. Predpoklad: Déleni se zbytkem funguje pro ¢isla n —d + 1 az n.

(Vsimneme si, ze diky n > d — 1 plati n — d 4+ 1 > 0, tedy ¢isla z IP jsou z Ny, tedy nedostavame se do éisel,
se kterymi nase indukce nepracuje. Navic pro n =d —1 jsou v IP 0 az d — 1, pro kterd mame déleni se zbytkem
potvrzenu v kroku (0), tedy tato indukce je spravné sestavena.)

Uvazujme n + 1. Pak podle IP existuji r € Ng, r < d a ¢ € Z takové, ze n + 1 —d = gd + r. Odtud
n+1=(q+1)d+r, pficemz r € Ng, r < d a ¢+ 1 € Z. Déleni se zbytkem je potvrzeno pro n + 1,

O
A

Dtikaz by zkratilo, kdybychom vymysleli nasledujici princip pro d € N:
(0) Plati V(ng) az V(ng + d — 1) (celkem d ptipadi);
(1) Pro n > ng +d — 1 plati implikace V(n —d+1) = V(n+1).
Tento indukéni krok by slo ekvivalentné prepsat do formélné jednodussi podoby
(1) Pron > ng +dplati V(n —d) = V(n),
poptipadé popularni
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(1) Pro n > ng plati implikace V(n) = V(n + d).

Neni ale zvykem takovyto princip zavadét. Pokrodili indukénici jsou nad ,standardni“ schémata povzneseni
a vytvareji si (spravnd) schémata dle potieby, zatimco zacateénikim sta¢i modifikovany princip. Ukézeme jesté
jeden popularni piiklad na indukci, kterd se pfesouva o jeden konstantni krok.

Piiklad 7b.k: Predstavme si, Ze mame k dispozici mince s hodnotami 3 a 5.

Poznédmka: Ttikoruny opravdu existovaly, od roku 1953 papirova, od roku 1965 kovovéa, ta pak byla roku 1972
zruSena (protoze si Némci stézovali, Ze ji lze v jejich automatech pouzivat misto mnohem hodnotnéjsi mince
germanské).

Zaplaceni ¢astky n € N (coz délame tfeba u pokladny v obchodé) probiha tak, ze zékaznik preda néjaké penize,
pokladni také preda néjaké penize a rozdil je n.

Tvrdime, ze pomoci tfikorun a pétikorun zaplatime libovolnou ¢astku n € N. Dokazeme to indukci, a to slabou.

(0) n = 1: Dame dvé t¥ikoruny, dostaneme pétikorunu a zaplatili jsme n = 1 korunu.

(1) Dano n > 1, predpokladame, ze umime zaplatit n korun.

Pak tedy zaplatime n korun, pfiddme dvé trikoruny, dostaneme zpét pétikorunu a zaplatili jsme n + 1 korun.

O

V nékterych situacich je ale potifeba ¢astku n vyplatit, tedy ddme nékomu néjaké mince v souc¢tu n. Tvrdime,
7e tiikorunami a pétikorunami je mozné vyplatit libovolnou ¢astku alespon 8 korun.

Rozbor: Vyplaceni ¢astky n + 1 lze prevést na predchozi piipad odebranim tiikoruny, ¢imz vznikne ptipad n — 2.
Protoze se vracime zpét o konstantni hodnotu, bude moZné aplikovat modifikovanou indukci s predpokladem
o c¢islech n — 2, n — 1, n. Budeme tedy muset v zakladnim kroku zvladnout také t¥i hodnoty, jmenovité 8,9, 10.
Prvni dalsi neznamou hodnotou je 11, coz se ziskd indukénim krokem volbou n = 10, tim za¢ne krok (1).

(0) Ovétime: 8 =3+4+5,9=3+3+3,10=5+5.
(1) Necht n > 10, pfedpokladejme, ze umime pomoci t¥ikorun a pétikorun vyplatit ¢astky n —2, n —1, n. Kdyz

k castce n — 2 priddme tiikorunu, tak jsme vyplatili ¢astku n + 1.

O

Zacali jsme osmickou, protoze 7 neni mozné vyplatit pomoci tfikorun a pétikorun. Umime ale vyplatit 6. Kdyz
zkusime nékolik rekurentnich béhd pro rizné castky, tak zjistime, Ze je mozné pii zpétném skékani po trojkach
pracovat s koncovymi stavy 3,5,10. Pokud bychom je zpracovali v kroku (0), tak by indukéni krok (1) potvrdil
vyplatitelnost ¢astek z mnoziny

{3,5,6,8,9,10,11,12,13,...} = {3,5,6} U{n € N; n > 8}.
Bylo by to sice matematicky obecnéjsi a korektni, ale nezni to tak pékné jako nase ptivodni tvrzeni.

JAN
Priklad 7b.l: UvaZujme nésledujici posloupnost a,, pro n > 1:
(OD) a; = ]-7 a2 = 2’

n
(1p) aps1 =23 ar = Zlay + - +a,) pron > 2.
k=1
Jak tato posloupnost vypada?

a]_:l;

oy ——
(1p)

n=2

a3z = 241 %[Ch +az] = 3;

(1D) %[a1+a2+a3] :4,

Q4

(In) 2
n=4 4

as [CL1+CL2—|—CL3+CL4]:5;...

Vypocty ukazuji, ze indukéni definice (1p) spréavné navazuje na zékladni krok definice, zejména rozsah n > 2 pro
(1p) je zvolen spravné. Vysledky také naznacuji, ze a,, = n pro n € N. Zkusime to dokazat indukci.

Rozbor: Pro vyfeseni pfipadu n + 1 potiebujeme znat vsechny predchozi pripady, takze slaby ani modifikovany
princip inkluze nelze pouzit. Zbyva silny princip, ale ten umoznuje jen jednu startovaci hodnotu, coz neni tento
pripad. Budeme tedy muset vymyslet specifické schéma a zkuSenost naznacuje, ze by mélo strukturou odpovidat
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definici. Mnozinou N by nas tedy mély provést nasledujici kroky:

1
1
1 1 2
), [ ] W3 2| sy HMON atd.
2 2| n=2 n=3 3 n=4
3
4
Dikaz proto bude vypadat takto:
(0) a1 Qo) 1, ag ©0) 5 sounlasi.
(1) Pro zvolené n > 2 predpokladejme, ze a; = 1, as = 2 az a,, = n.
Pak
n Py 1
2
= ] k = = . = 1) = 1.
233 0 2 23 k=2 datn k)=t
O

Jak vime, ze to funguje? Mohli bychom formalné vytvorit dalsi formu indukce, néco jako supersilnd indukce,
ale neni to zvykem a neni to perspektivni. Spise se zamyslime nad obecnymi souvislostmi indukce, coz si zaslouzi
vlastni sekci.

Pro aplnost dodejme, Ze jako obvykle by platnost vzorce a,, = m $lo potvrdit slabou indukci aplikovanou
na umélou vlastnost W (n), kterd by zachycovala celou minulost.
Formalné, definovali bychom W (n) jako vlastnost a = k pro k € {1,... ,n}.

Tuto vlastnost bychom pak dokéazali pro n > 2, pfi¢emz zakladni krok, tedy platnost W (2) neboli platnost a; = 1
a az = 2 je zarucena krokem (0p) z definice.

A
Cviceni

Cviceni 7b.1 (rutinni): Uvazujte nésledujici funkce definované indukei. Pro kazdou spoéitejte f ve tfech hod-
notach, které nasleduji po téch uréenych v zdkladnim kroku.

a) (0) f(0 )=—2 f) =1 (1) f(n+1) = f(n) =2f(n—1) pron € N;

b) (0) f(1) = (1) fl(n+1)=f(1)+---+ f(n) pron € N;
)(O)f()—l fQ1) ==2 (1) f(n+1) = f(n—1)*f(n) +n pron € N
d) (0) f(2) =1, f(3) = —2; (1) f(n+1) = f(fn( )1) pro n > 3.

Cviceni 7b.2 (poucné): Kterd z nasledujicich definic funkce na Ny je korektni?

a) f(0) =1; (1) f(n+1) = f(n) — f(n—1) pron > 1

b) £(0) =1, f(1) = —1; (1) f(n+1) = f(n) — f(n—1) pron > 2

) fO) =1, f(1) = ~1; (1) f(n+1) = f(n) — f(n—1) pron > 1.

Cviceni 7b.3 (poucné): Uvazujme nasledujici dikaz, ze kazdé n > 2 je sudé:

(0) n = 2: Dvojka je suda.

(1) n>2,IP: nan—1jsousudé. Pak n+1=2-n— (n—1) je coby rozdil dvou sudych éisel sudé.
Kde je chyba?

Cviceni 7b.4 (rutinni, pouéné, zkouskové): Uvazujte funkce definované induktivné nasledujicimi vzorci. Pro
kazdou z nich spocitejte nékolik hodnot a zkuste odhadnout, jakym vzorcem je f(n) ddno. Pak dokazte, Ze je to
spravné.

Soustfedte se na spravnou volbu typu indukce a zapsani dikazu.

a) (0) f(1) =1, f(2) =2, fFB)=3; (1) f(n+1)=f(n)+ f(n—1) = f(n—2)pron >3;

b) (0) f(O)=0; (1) f(n+1)=[(n)+2n+1pron >0;

) fM)=1 1) fln+t1)= Hf( )=f(1)--f(n) pron > 1;

d) (0) f(0)=1, f(1)=2; (1) f(N+ 1) = f(n)+2f(n—1) pron > 1.

Cvic€eni 7b.5 (rutinni, pou¢né): Uvazujte funkce definované na Ny induktivné nasledujicimi vzorci. Pro kazdou
z nich spocitejte nékolik hodnot a zkuste odhadnout, jakym vzorcem je f(n) dano. Pak dokazte, Ze je to spravné.

2 ) F0) =0 (1) fn1)= 3 F(k) = F(0) 4+ f(n) pron > 0
b) (0) fO) =0 (1) fn+1) =TT f(k) = f(0) - f(m) pro n >0,
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Cviceni 7b.6 (rutinni, zkouskové, *dobré): Uvazujte funkce definované induktivné nésledujicimi vzorci. Pro
kazdou z nich spocitejte nékolik hodnot a zkuste odhadnout, jakym vzorcem je f(n) ddno. Pak dokazte, Ze je to
spravné.

2) (0) f(1)=1, f2) =2 (1) fn+1)=2f(n) — f(n—1) pron > 2

B)(0) () =1 f2) =1, f3) =L (1) f(n+1)=f(m)+ f(n—1)— f(n—2) pron >3;

) (0) FO) =1, f(1)=4 (1) f(n+1) = f(n)+4f(n—1) +2-4" pron > L

d) (0) £(1) = —1, £(2) = 1; (1) f(n+1) = f(n—1)-|f(n)| pron > 2;

(0 f0) =1, () =0 fH =1 () Sl 1) = f) + S ) = fn =D pron 25
n), n € N liché;

D10 JO) =10 =3 W) fmt=q, T

O S0 =L IR =% (D) flnk ) =270 pron 2

b)* (0) £(0) =1, f(1) = 0, f(2) = (1) f(n) = 2f(n — 3) pron > 3.

Cviceni 7b.7 (rutinni, zkouskové): Uvaiujte funkce definované induktivné nasledujicimi vzorci. Pro kazdou z nich
dokazte zadanou (ne)rovnost.
Poznamka: Neztracejte éas snahou uhodnout explicitni vzorec pro f(n).

a) (0) f(1) =1, f(2) = (1) f(n+1) = f(n) +nf(n—1) pron > 2 nerovnost f(n) < nl;
b) (0) f(1 )—1 f2)=2 )f(n+1) f(n) + f(n—1) pron >2; nerovnost f(n) < n?
) (0) f(1)=1,f(2)=2 (1) fln+ )—nf()+nf(n—1)pr0n22; rovnost f(n) = nl;
d) (0) f(1 ): f(2)=3; (1) f(n+1)—nf( )+n?f(n—1) pron >2; nerovnost f(n) > nl;
&) (0) F(1) =1, f(2) =2, f(3) =3; (1) f(n+1) = f(n—2)+ f(n—1)+ f(n) pron >3, nerovnost f(n) < 2"
Cviceni 7b.8 (rutinni, poucné): Uvazujme posloupnost danou predpisem
(0) Fy = Fy = 1.
(1) Foy1 =F, + F,,_1 pron > 2.
(Je to tzv. Fibonnaciho posloupnost, viz pfiklad 7b.g a 10b.d.)
A) Odhadnéte, kterd F;, jsou liché, a dokazte to.
B) Dokazte nésledujici vztahy:
a) FY + F3 + +F3:FnFn+1PT0n€N; e) Fi—Fo+- -+ Fp 1 —F5p=1—F5, 1 pron €N;
b) Fi + F5+ -+ Fy,—1 = F5, pron € N; f) FpF, ‘tLFk+1Fn+1 = Fpik+1 Pron, k €N
¢) Fpi1Fp 1 — F?2=(-1)"pron € N; g) <i (1)> :(FZ_,Zl };)")pronEN.

d) FiFo + -+ Foy1Fy,, = F3, pron € N;

Cviceni 7b.9 (poucné): Dokazte, ze kazdé prirozené ¢islo 1ze napsat ve tvaru n = 2™[, kde m € Ny a [ je liché.
Napovéda: Cisla jsou sudé a lich.

Cviceni 7b.10 (poucné): Dokazte, ze kazdy konvexni n-tthelnik pro n > 3 ma soucet vnitinich thli roven
(n —2)m.

Poznamka: n-thelnik ma n vrcholti, stran a vnitinich 1ihli. Konvexni znamenad, ze vSechny vnitini tihly jsou ostré.
Napovéda: Pro N > 4 lze konvexni N-thelniky rozdélit néjakou thloprickou na dva konvexni tthelniky. Nakreslete
si to, abyste vidéli, co se stane s thly.

Reseni:

Tb.1:a) f(2) = f(1)=2f(0) =5, f(3) = f(2)—2f(1) =3, f(4) = =7.b) f(2) = f(1) =2, f(3) = fF(1)+ f(2) =4,
f@)=f1)+f(2)+ f(3) =8.

c) f(2) = f(0)*f(1) +1=—1, f(3) = F()*f(2) +2 = =2, f(4) = f(2*f(3) +3 = 1. d) f(4) = % = —3

F(5) =53 =4, f(6) = 1.

7b.2: a) chybnd, mélo dat v (0). b) chybnd, (1) musi za¢it od n > 1. ¢) spravna.

7b.3: V IP mame dva udaje, ale v (0) ovéfime jen jeden.

7b.4: a) f(n) = n modifikovand MIL. (0) n =1,2,3: OK. (1) n > 3,IP: f(n) =n, f(n—1) =n—1, f(n—2) =n—2.
(Ip)

Pak f(n+1) f(n)+ f(n—=1)— f(n —2)—n+(n—1)—(n—2):n+1
b) f(n) = n? slaba ML (0) n = 0: OK. (1) n > 0, IP: f(n) = n2. Pak f(n+1) =2 f(n)+2n+1 2 n2 1 2n+1 =
(n+1)2.
c) f(n) =1silnd MI (0) n =1: OK. (1) n > 1, IP: f(k) =1 pro1l <k <n.Pak f(n+1) Up) f@)---f(n) r
1..-1=1nebo fin+1) 22 T (k) = []1=1.

k=1 k=1
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d) f(n) = 2" modifikovand MIL. (0) n = 0,1: OK. (1) n > 1 IP: f(n) = 2", f(n — 1) = 2”1, Pak f(n+1) Un)
Fn)+2f(n—1) 2 on 42,971 —gn L gn — 9. 9n — gl
7b.5: a) f(n) =0 (0) n=0: OK. (1) n > 0, IP f(k ):0pr00<k:<n Pakf(n+1)

O+---+0=0mnebo f(n+1) (o) > () ZO
k=0

) »

F0) + -+ f(n)

b) f(n) =0 (0) n = 0: OK. (1) n ,IP;f(k):oroo<k<npakf(n+1)ﬂf() ) Z0-0=0
nebo f(n+1

)
7b.6: a) f(n)

2f(n)—f(n—1)£zn_(n_1):n+1.
b) f(n) =1. 0)n=1,n=2an=30K. (1) n >3, IP: f(n) =1, f(n—1) =1a f(n—2) = 1. Pak
fn+l)=fn)+fn—1)—fn—2) Z1+1-1=1.

)
) ()—4” 0n=0an=10K. (1)n>1,IP: f(n)=4"a f(n—1) =471 Pak f(n+1) = f(n) +4f(n —
1) 4247 224 44471 4 247 = 4. 47 = 4"+,
d) f(n) = (— ).(O)n—lan:2OK.()n22,IP:f(n):(—1)"af(n—1):(—1)”_1.Pakf(n+1):
fn=1)- |f( )| == (=) (=1)7] = (=) = (e,

o

1, n liché;
e) f(n) = . (0) Pron=1,2,3 OK.
0, n sudé.
1, k liché;
(1) n>3,IP: f(k) = o prok=n—-2n—1n.
0, k sudé

Je-li n sudé, pak n—2 je sudé, zato n—1 a n+1 jsou liché. Pak f(n+1) = f(n)+f(n—1)— f(n—2) L or1-0= 1,
souhlasi pro liché n + 1.

Je-li n liché, pak n—2 je liché, zato n—1 a n+1 jsou sudé. Pak f(n+1) = f(n)+f(n—1)— f(n— 2) L 140-1= 0,
souhlasi pro sudé n + 1.

Alternativa: f(n) = 3(1 — (—1)"), pak lze piimo, z indukéniho predpokladu vyjde

J(n+1) = f(n) + (0= 1) = f(n=2) == (1= (~1)") +3(1 = (~1)" ) = 5 (1= (=1)""?) =
=51 - ()" +1+(-1)" =1+ (-1)") = 5(1 + (-1)") = 5(1 — (=1)"*1).

f) f(n)=3".(0) n=1an=2OK. ()neN IP: f(n )—3"af(n—1):3”_1.Uvaiujmen—i—l.
Je-li n + 1 liché, pakJensudeaf(n+1)—9f(n—1)—9 3n—1 = 3ntl

Je-li n+ 1 sudé, pak je n liché a f(n+1) =3f(n ):3'3”:3"“.

n/2 4
g) f(n) = { 2(n21)/2’ S an = 20K, (1)n € N, IP: f(k) = {

Uvazujme n + 1.

Je-lin+ 1 sudé, pak jein —1sudé a f(n+1)=2f(n— 1) P 9. o(n=1)/2 _ 9(n+1)/2,

Jeli n+ 1 liché, pak je i n — 1 liché a f(n+1) = 2f(n — 1) 2= 2. 2(n=1=1)/2 — 9n/2 — 9((n+1)-1)/2,
Alternativa: f(n) = 2L7/2),

h) Jak zapsat 1,0,2,2,0,4,4,0,8,8,0,16,16,0,...7 Napad: f(n) = {

2k/2 | sudé;

2-/2 i lichs PO LT

n liché.

0, n=3k+1;

oL+ 1)/3] - £ 3k 4+ 1.

Dtikaz silnou (modifikovanou) indukci podobny pfedchozimu, ale ted se musi fesit tii pripady.

7b.7: a) Silnd (modifikovana) indukce (0) Pron=1,20K. (1) n > 2,IP: V(k): f(n) <nla f(n—1) < (n—1).

Pak f(n+1) = f(n )+nf(n—1) n'+n (n—l)! =2n! < (n+1n!=(n+1).

b) Silna (modifikovana) indukce (0) Pro n = 1,2 OK. (1) n > 2, IP: f(n) < n? a f(n — 1) < (n — 1)2. Pak
P

fr+)=Lfm)+fn-1)<in?4+(n—-1)2=n+n?-2n+1=n*—n+1<n?+2n+1=(n+1)>%

c¢) Silnd (modifikovana) indukce (0) Pro n = 1,2 OK. (1) n > 2, IP: f(n) = nl a f(n — 1) = (n — 1)!. Pak

fn+1)=nf(n)+nf(n-1) in-n!—l—n-(n—l)! =n-nl+nl=Mn+1)-nl=m+1)L

d) Silnd (modifikovana) indukce (0) Pro n = 1,2 OK. (1) n > 2, IP: f(n) > n! a f(n — 1) > (n — 1)!. Pak

IP
fin+) =nfn)+n®fn—1)>n-nl+n?-(n—1)!'=n-nl+n-nl=2n-n!'>Mm+1)-n'=(Mn+1).
e) Silna (modifikovan4) indukce (0) Pron = 1,2,3 OK. (1) n > 3,IP: f(n) <27, f(n—1) < 2" !ta f(n—2) <2772,

IP
Pak f(n+1) = f(n—2)+ f(n—1)+ f(n) < 2n~242n~149n < on—1yon-1yon _g.gn—1 g0 _ gn g on _ gnil,
7b.8: A) F3j, sudé, F5,11 a Fip o liché. Dikaz najednou indukei: (0) k£ = 0 funguje, pokud doplnime Fi = 0. (1)
k>0,IP: k € Ny a F3; sudé, Fsp41 a Fapqo liché.
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Pak F3(x41) = F3k+3 = F3rt2 + F3r11. Protoze jsou dle indukéniho piedpokladu Fspyo a Fagqq liché, je Fzgy1)
sudé.

Déle F3(x11)+1 = F3k+a = F3p43 + F3i12. Protoze je dle indukéniho predpokladu F3p2 liché a jiz jsme dokazali,
ze F3ky3 je sudé, je F3(jy1)41 liché.

Déle F3(x41)42 = F3k+5 = F3gta + F3pp3. Protoze jsme dokazali, Ze F3pq4 je liché a F3p13 je sudé, je F3pq1)42
liché.

B) a) Slab4 indukce: (0) n = 1 funguje, 12 =1 1.

(1) Pfedpoklad: Plati to pro jisté n € N. Pak

FP+F3 4+ Fp = [F+F+ -+ B+ Foyy = FoFo + Fy = Fod(Fy + Fug1) = g1 Fogo.
Zbytek podobné.

7b.9: Silna indukee. (0) n=1:1=2°-1.

(1) n > 1, IP: VSechna pfirozena ¢isla mezi 1 a n véetné lze zapsat jako 2™ - [, kde m € Ny a [ liché. A con + 17
Ptipad 1: n + 1 liché, pak n + 1 = 2°(n + 1), 0 € Ny.

Pripad 3: n+ 1 sudé, pak n+ 1 =2k, k € Z. Protoze n+ 1 > 2, je k > 1, také k < n, proto dle IP: k = 2"[. Pak
n+1=2mt1 kdelliché a m+ 1 € Ny.

7b.10: Silna indukce. (0) n = 3: Trojihelnik ma soucet thla 7 = (3 — 2)7, souhlasi.

(1) n > 3: IP: V8echny k-thelniky pro 3 < k < n to spliuji. Uvazujme N = n + 1. Pak N > 4. Rozdélime dany
N-thelnik na dva, jeden bude a-thelnik a druhy b-tthelnik. Snadno nahlédneme, ze a +b = N + 2. Mame a,b > 3,
proto a,b < n. Podle IP jsou jejich soucty uhla (a — 2)m a (b— 2)m. Soucet thli ptivodniho N-tihelnika je sou¢tem
téch dvou souctit, tedy (a —2)mr+ (b—2)r=(a+b—4)7=(N—-2)r=((n+1) — 2)7.

7c. Strukuralni indukce

Priklad 7c.a: Uvazujme funkci definovanou takto:
(0) £(0) =0, f(1) = 1:
(1) fn+1)=f(n—1)4+1pron>1.
Diky predchozi sekci uz vime, Ze tak vznikla funkce na Ny a také umime dokéazat modifikovanou indukci, Ze tato
funkce spliiuje vzorec f(n) = 5n.
Co se stane, kdyz v zakladnim kroku jednu hodnotu vynechame? Uvazujme tuto funkci:

(0p) 9(0) = 0;
(Ip) gln+1)=g(n—1)+1pron > 1.

7 pohledu klasické indukce je to chyba, ale nevzdavejme to.

Mame ¢(0). To nam umozni pouzit vzorec (1p) s volbou n—1 = 0 neboli n = 1 a dostaneme ¢(2) = g(0)+1 = 1.
Since neumime ziskat g(1), protoze g(1) = g(—1) + 1 nejde, a tim ani g(3) atd., ale nenechme se tim zastavit.
Pomoci g(2) ziskdme volbou n = 3 hodnotu g(4) a postupujeme dal:

(
9(0) @
(2) g(0) +1=1,
9(4) :j; 9(2) +1=2,
9(6) (:5) g(4)+1=3,
9(8) S—TD?) g(6) +1 =4, atd.

Intuice nam fik4, Ze tato induktivni ¢i rekurzivni definice vytvofila funkci g na mnoziné vsech nezdpornych sudych
¢isel, ozna¢me ji pracovné S. Tteba bychom také tipli, ze g(n) = %n pron € S.
V tom okamziku bychom mohli prohlasit, Ze neslo o chybu, ale zdmér. Mame novou podobu indukce.
Vsimli jsme si, ze nedokdzeme vyuzit predpis ¢g(3) = g(1) + 1, ktery ndm induktivni vzorec také nabizi, vlastné
jej nedokadzeme vyuzit pro zadné sudé n. Stacil by tedy zapis
(Ip) g(n+1) =g(n—1)+ 1 pron > 1, n liché,
popripadé elegantni varianta
(1p) g(n+2) = g(n) + 1 pro n > 0, n sudé.
Ta je u pokrocilejsi indukce popularni, ze znamého n se prejde k néjakému novému, které nemusi byt n + 1.
Nicméné u nového typu indukce, ktery zde predstavujeme, nebyva zvykem indukéni vzorec omezovat jinak nez
podminkou n > ng. Jak dale uvidime, predpoklada se, ze pokud pro nékteré n nemame vstupni data, tak se prosté
prislusny vzorec nepouzije.
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Predchozi zkuSenost naznacuje, ze rovnost g(n) = %n by mélo jit dokézat indukci, kterd bude mit stejnou struk-
turu jako definice funkce g, tedy zakladni krok s jednou hodnotou a indukéni krok skakajici o dvé. Z estetickych
dtvodu pouzijeme tu posledni variantu kroku (1p).

(0) n=0: ¢g(0) On) 3 -0, souhlasi.

(1) Déno n > 0 sudé. IP: g(n) = in. Pak

gm—l—2!(1—D)g(n)+1:%n+1:%(n+2).

O
A

Platnost tohoto diikazu je zalozena na moznosti projit mnozinou S pomoci schématu
(0) n=0; (1) n = (n+2) pron >0.
V poznamce 7b.3 jsme upozornili na existenci dvou vrstev indukce. V prvnich dvou sekcich jsme se soustiedili
na to, abychom spravné zvolili schéma pro dany problém a pak jej korektné aplikovali. V této sekci se zamétime
na prvni vrstvu, tedy na to, jak pomoci zvoleného schématu ovlivnit mnozinu, na které pracujeme.
U klasické indukce bylo zdkladnim pozadavkem, abychom schématem vytvorili mnozinu N nebo jeji vhodny
posun. Napriklad slaba indukce pouziva schéma
(0) n=1, (I)n = (n+1) pron >1,

které projde vSemi prirozenymi ¢isly. Jak to vime? Na to potfebujeme védét, co jsou to vlastné prirozena dcisla.
Jednou z moznych odpovédi je, ze je to pravé mnozina vznikla timto schématem.

Priklad 7c.b: Peano definoval pfirozend ¢isla takto:
(0) 1 je pfirozené ¢islo;
(1) Pokud je n pfirozené ¢islo, tak n + 1 je pfirozené ¢islo.

V indukénim kroku chybi rozsah pro n, protoze zde pfedstavime novy koncept, pouzivany u obecnych indukci:
Krok je mozné pouzit kdykoliv a kolikrat se nam zachce, pokud umime splnit pfedpoklad. Jak to funguje?

Diky kroku (0) vime, ze n = 1 je pfirozené ¢islo, tudiz je mozné pouzit (1) s n = 1 a zjistime, Ze 2 je pfirozené
¢islo. To ndm umozni pouzit (1) s dvojkou a zjistime, Ze 3 je pfirozené ¢islo. Atd.

Pokud prijmeme Peanovu definici prirozenych cisel, pak schéma ze slabé indukce opravdu prochazi mnozinou,
kterou chceme.

Podotknéme, Ze je rozdil mezi definici mnoziny obecnym indukénim schématem, které zavedeme v této kapitole,
a dukazem klasickou indukci (slabd, silnd, modifikovana atd.). V definici ted rozsah pro krok (1) neuvadime,
protoze uzivatel induktivni vzorec pouziva dle libosti a tim vznikne néjakd mnozina M pouzitelnych cisel n.

U klasického dtikazu indukei ovSsem potiebujeme, aby se tou mnozinou M stalo Ny ¢i néjaky jeji posun, coz je
zaruceno spravnou navaznosti krokt indukce. Jinak feceno, v situacich fesenych v predchozich dvou sekcich ty
rozsahy pro krok (1) psat opravdu musime.

A

Hlavnim tématem této sekce je moznost vytvaret standardni i zajimavé mnoziny pomoci indukénich schémat.
Induktivni definice mnoziny mé dvé zakladni slozky:
e V zakladnim kroku zasadime ,seminka“ neboli specifikujeme konkrétni objekty, které ve vytvarené mnoziné
chceme.
e Do induktivni ¢asti zafadime jedno ¢ vice pravidel, kterd pomoci jiz existujicich objekti (jednoho ¢i vice)
vytvoii novy objekt.

Formaélne:

Induktivni definice mnozin.

Induktivni definice mnoziny M se sklada z nasledujicich ¢asti:

(0) Zakladni pravidla definuji pfimo, které prvky jsou v mnoziné M.

(1) Indukéni pravidla uréuji, jak lze pomoci prvki, které jiz v mnoziné jsou (tzv. pfedpo-
klady pravidla), vytvaret dalsi prvky z M (tzv. zavér pravidla).

Mnozina M se pak sklada ze vsech prvki, které lze obdrzet koneénym poctem pouziti pravidel
(0) a (1) (tedy prvky, které lze takto ziskat, lezi v M, a ty, které takto ziskat nelze, pak v M
nelezi, ¢imz je mnozina M jednoznacéné urcéena).
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V definici hraje vyznamnou roli vymezeni, ze prvky vznikaji jen koneénym poctem aplikaci pravidel. Existuje
Sirsi teorie, ktera toto omezeni nemd. Pak nam Peanova definice po nekoneéném poctu opakovani kroku (1) vyrobi
nekonecno jako objekt, ¢imz to zacne byt zajimavé. (Co je to? A co dostaneme, kdyz k tomu indukénim krokem
jesté pricteme jednicku?) O této ,transfinitni indukci“ zde uréité nebudeme mluvit, spokojime se s koneénym (ale
libovolné velkym) pouzivanim pravidel pfi vytvareni prvki.

Kdyz takovym schématem vytvorime mnozinu, tak na ni miZzeme zadefinovat néjaky objekt, popfipadé na této
mnoziné dokéazat néjakou vlastnost. Dikaz pak musi mit stejnou strukturu jako definice.

7c.1. Princip strukturalni indukce (structural induction).
Uvazujme mnozinu M definovanou induktivné pomoci néjakych zakladnich pravidel (0p) a in-
dukénich pravidel (1p). Uvazujme vlastnost V(m), kterd ma smysl pro vSechna m € M.
Predpokladejme, ze
(0) V plati pro vSechny prvky, které jsou do M dodany zakladnimi pravidly.
(1) Pro kazdé indukéni pravidlo je pravdiva nasledujici implikace: Jestlize V' plati pro prvky
z jeho predpokladi, pak plati také pro prvek z jeho zavéru.
Pak vlastnost V' plati pro vSechny prvky m € M.

Priklad 7c.c: Uvazujme mnozinu M definovanou takto:
(0a) 9 € M,

(0b) 15 € M;

(laymyne M = m+neM,

(Ib)y myne M = m—ne M.

Tento zplisob zadani pravidel je vhodny pro situace, kdy se na né budeme chtit odvolavat. Jinak je bézna
(0)9€ M, 15 € M;

() mneM = m+tne M.

Co je to za mnozinu? Nez to zjistime, zkusime o ni néco dokazat. Napiiklad si v§imneme, ze zékladni hodnoty
jsou obé délitelné tiemi a s¢itani ¢i odc¢itani to nemiize pokazit. To je jadro diikazu strukturalni indukci, ze kazdé
¢islo v M je délitelné tfemi. Formalné:

(0) V zakladnim kroku do mnoziny pfidavame ¢isla 9 a 15, ktera jsou obé délitelnd tfemi.
(1) Pravidlo (1a): Jestlize jsou ¢isla m,n délitelnd tfemi (prvky pfedpokladu spliluji tvrzeni), pak je délitelné
tFemi i ¢islo m + n (prvek se zavéru spliiuje tvrzeni). Pouzili jsme fakt 1a.17.
Pravidlo (1b): Jestlize jsou ¢isla m,n délitelna tfemi, pak je délitelné tfemi i ¢islo m — n.
O

Vlastné jsme ukézali, ze
M C {3k; ke Z}.
Experimentovani s pravidly nas miize pfivést k pocitu, ze pomoci nich dokdzeme vytvorit vSechny nasobky tii, tedy
ze vlastné mame mnozinovou rovnost a zndme piesnou identitu mnoziny M. Jednu inkluzi méme, potfebujeme
tu opacnou. To dokéZeme ve tfech krocich.
V piipravném kroku ukdzeme, ze 3 € M. Volbou m = 15, n =9 (jsou v M podle zdkladniho kroku) zjistime, Ze
podle (1b) také 15 — 9 = 6 € M. Pak mame préavo aplikovat (1b) s volbou m =9, n = 6 a potvrdime, ze 3 € M.
Nyni klasickou indukei dokézeme, ze {3k; k € No} C M.
(0) k = 0: Protoze 3 € M, podle pravidla (1b) jei3—-3=0=3-0¢€ M.
(1) k>0, IP: 3k € M. Také 3 € M, proto podle (1a) lezi v M i 3k +3 = 3(k + 1).
O
Zbyva ukazat {—3k; k € No} C M, coz ¢tenadf snadno udéld tpravou predchoziho dikazu.
A

M Tento ptiklad je netypicky v tom, Ze jsme vytvorili definici a pak zjistovali, co vlastné vzniklo. Obvykle je to
naopak: Mame presnou predstavu, jakou mnozinu N chceme vytvorit, typicky jsou to objekty s jistou vlastnosti.
Zkusime vymyslet zédkladni a indukéni pravidla, kterd by ji vytvorila, ale to je tfeba potvrdit. Zatim vime jen to,
7e nase pravidla vytvareji néjakou mnozinu M. Rovnost M = N se obvykle ovéfuje ve dvou krocich, podobné jako
v predchozim prikladé.

Snadnéjsi byva inkluze M C N, kdy dokazujeme, Ze vSechny objekty vytvorené pomoci naSich pravidel maji
zéddanou vlastnost. K tomu slouzi strukturalni indukce.
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Opacnéd inkluze N C M znamend potvrdit, ze se k libovolnému objektu z N dokézeme dostat pomoci nasich
indukénich pravidel. To se ¢asto déla vhodnou indukei (slabou, silnou) naptiklad podle zddané vlastnosti.

Priklad 7c.d: Vytvoiime induktivni definici mnoZiny My sy ptirozenych ¢isel, jejichz zbytek po déleni péti je 2.
Kdyz si rozmyslime, jak tato ¢isla vypadaji, popfipadé kdyz se zamyslime, jak z vétsiho ¢isla s touto vlastnosti
vytvorit mensi a naopak, dospéjeme k této specifikaci:

(Op) 2 € M;

(1p) Jestlize n € M, pak n+5 € M.
Tim vznikla mnozina M jistych objektii. Dokdzeme, Ze je rovna zadané mnoziné My s).
1. Nejprve ukazeme, ze M C My(s), tedy Ze objekty vytvofené nasi definici jsou vSechno pfirozena ¢isla se zbytkem
po déleni rovnym 2. Jde o vlastnost prvkd mnoziny M, tedy pouzijeme princip strukturalni indukce.
(0) V zdkladnim kroku jsme do mnoziny vlozili n = 2. To je piirozené ¢islo a 2 mod 5 = 2, tedy 2 € My(s).
(1) Uvazujme né&jaky predpoklad pravidla (1p), tedy prvek n € M a predpokladejme, ze n € My (). Je to tedy
prirozené ¢islo a n mod 5 = 2. Zavér pravidla pak ptidad do M ¢islo n+5, které je zjevné celé a diky n+5>n > 1
také pfirozené. Protoze n + 5 =n (mod 5), musi podle véty 2a.1 platit
n+5mod5=nmodb =2,
tedy n +5 € My(5). Ukazali jsme, ze dokazovana vlastnost se prenasi z piedpokladu pravidla na jeho zavér.
O
2. Nyni ukazeme, ze Myi)y C M, tedy ze kazdé ptirozené Cislo se zbytkem 2 pri déleni péti lze ziskat aplikovanim
pravidel z (0p) a (1p). Tato ¢ast dukazu muze byt velmi obtizna a obvykle pomize, pokud zddana ¢isla dokazeme
néjak popsat. V tomto pripadé diky kapitole 1 vime, Ze mnozinu Mys) lze zapsat jako
Mg(g,) = {5]€ +2; ke No}.
Ukéazeme indukci, ze vSechna ¢isla tohoto typu lze vytvorit pravidly. V tomto pfipad€ pracujeme s k € Ny, tedy
pouzijeme béznou slabou indukeci.
(0) k = 0: Cislo 5 - 0 + 2 = 2 umime ziskat pomoci pravidla (0p), tedy 2 € M.
(1) Dano k > 0. Pfedpokladejme, ze 5k + 2 € M, tedy ¢islo 5k + 2 lze vytvorit néjakou konkrétni aplikaci
zékladnich a indukénich pravidel (0p) a (1p). Kdyz toto jesté nasledujeme jednou aplikaci pravidla (1p), tak
vznikne ¢islo 5k +2+5 = 5(k + 1) + 2, které jsme tedy dokazali vytvorit aplikaci pravidel z (0p) a (1p) a proto
5k+1)+2€ M.
O
A

Dokazat, ze nase pravidla davaji presné zadanou mnozinu, nemusi byt snadné a ne vzdy to zde budeme délat.
Hlavnim cilem je strukturdlni indukci porozumét a naucit se takové definice vytvaret. Ale vyplati se alespon
zamyslet, zda se opravdu definici dostaneme ke vSem potfebnym prvkam.

Nasi ptrehlidku ndpadt za¢neme otézkou, jak vytvafret standardni mnoziny.

Priklad 7c.e: Vidéli jsme Peanovu definici N zaloZenou na schématu slabé indukce, obdobné bychom mohli
definovat N pomoci schématu silné indukce. Jsou ale dalsi alternativy, napfiklad tato:

(0) 1 je pfirozené ¢islo.

(1) Pokud jsou m,n pfirozena ¢isla, tak je také m + n prirozené ¢islo.

Opravdu? Formalné, v podmince (1) je vzdy mozné volit m = 1, takze tato
definice v sobé zahrnuje tu Peanovu. Zaroven si rozmyslime, Ze ve skutecnosti
neptidéva nic navic.

Oproti Peanové definici se lisi tim, ze plytva. Zatimco k ¢islu 2 se Peano i tato
definice dostanou stejné, ke ¢tyfce uz se novou definici umime dostat vice zpusoby.
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Kromé toho Peanova 1 - 2 -5 3 1 4 1ze také pouzit odvozeni napravo.

|

Peanuv pristup je tedy efektivnéjsi.
A

7c.2 Poznamka:
Kdyz mame mnozinu M definovanou indukci, tak se kazdy prvek z M vytvoril néjakym koneénym poctem pouziti
pravidel z (0) a (1). V aplikacich byva uzitec¢né zjistit, jak to probéhlo.
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Rika se tomu deriva¢ni postup a existuji riizné textové i grafické formaty pro jeho zachyceni. Nazorny je
deriva¢ni strom ¢i odvozovaci strom (anglicky parsing tree). Popularni verze ndkresu ma prvek dole |(0)
jako koten. Pomoci hran se ukaze, pomoci jakych prvkt se k nému pfislo, pricemz piislusné pravidlo se pisSe o1
ke hrandm jako poznamka. Od prvki se jde vzhiru k jejich predchideim, dokud se nedorazi k listam, tj. |
prvkam ze zékladnich pravidel (0).

Vpravo vidime odvozeni ¢tyfky podle pravidel z Peanovy definice pfirozenych ¢isel.

Pocet tirovni stromu (pfesnéji fe¢eno nejvétsi pocet krok, ktery je ve stromu mozné jednim smérem udélat) 1)
je vyska stromu, ta pak urc¢uje vysku prvku. TakZe prvky ze zdkladnich pravidel maji vysku 1 (nejprve 93
je nic, jednim krokem dle pravidla (0) se pak dojde k dotyénému prvku). Vidime, Ze v pfirozenych ¢islech |(1)
podle Peana ma ctyrka vysku 4. o4

V alternativni definici s pravidlem m + n se lze ke ¢tyfce dostat vice zptisoby, dva mozné vidime nize.

V pfipadé, ze je odvozovacich stromt vice, se vyska prvku urcuje podle nejnizsiho stromu. Pokud dokézeme, ze
nizsi strom nez ten napravo pro ¢tyrku neexistuje, tak bude jeji vyska v alternativnich prirozenych ¢islech rovna
min(4,3) = 3.

Vidime, Ze definice, které umoznuji vznik prvkid vice zpisoby, v sobé zahrnuji urcité komplikace.

A

Protoze tento format odvozovacich stromi je naroény na prostor, budeme v jednodussich pripadech vyuzivat
alternativni zapis (doufejme stejné srozumitelny).

Priklad 7c.f: Jak vytvofime indukei celd ¢isla? Ta utikaji do nekoneéna dvéma sméry, takze pfirozeny zptisob
je pouzit dvé indukéni pravidla.
(0) 0 je celé éislo.
(1a) Jestlize je n celé ¢islo, tak je také n + 1 celé ¢islo.
(1b) Jestlize je n celé ¢islo, tak je také n — 1 celé ¢islo.
Tato definice opét plytva, napiiklad k ¢islu 1 se dokazeme dostat nekone¢né mnoha zptsoby, tfeba témito dvéma:

Oy 0, g 0y

Pokud nepotfebujeme rozliSovat mezi pravidly, tak je mozné indukéni krok napsat jako
(1) Jestlize je n celé ¢islo, tak jsou také n — 1 a n + 1 celd ¢isla.

Existuje zajimava moznost definovat cela ¢isla jedinym indukénim krokem:

(0) 1 je celé éislo.
(1) Jestlize jsou m,n cela ¢isla, tak je také m — n celé ¢islo.

Kdyz aplikujeme (1) s volbou m = n = 1, dozvime se, ze 0 je celé ¢islo. Opakovanym pouzitim (1) s n = 1
dostaneme krok m — m — 1, kterym od startovaci hodnoty m = 0 vytvoiime zaporna cela ¢isla, napiiklad —1
pomoci m = 0, n = 1. Volbou n = —1 pak zjistime, ze kdyz je m celé, tak je i m + 1 celé, ¢imz se dostaneme
ke kladnym celym c¢islam.

Mit jen jedno indukéni pravidlo je elegantni, nicméné i tato definice umoznuje ziskat jedno ¢islo vice zpusoby.
Efektivni zavedeni celych ¢isel, tedy s jednozna¢nym odvozovacim stromem pro prvky, nejspiSe neexistuje.

A

Piiklad 7c.g: Zajimavou vyzvou jsou prostory vice dimenzi, napiiklad N2. Ty je mozné vytvaiet vice zptisoby,
popularni je tento.
(0) (L,1) € M;
(1) (L,n)e M = (1,n+1) e M,
(m,n) e M = (m+1,n)e M.
Intuitivné to funguje: Pokud se chceme dostat do néjaké lokace (x,y), tak nejprve pomoci prvniho indukéniho
pravidla dorazime do lokace (1,y) a pak pomoci druhého do (z,y).
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Je samoziejmé mozné pouzit alternativu, kdy prvni pravidlo pracuje s prvni soufadnici a druhé je rovna jedné,
nacez se v druhém pravidle posunuje druhéd souradnice.

Problém je, ze kdyz se pomoci takového schématu pokousime néco dokazat, tak ta vlastnost musi dobfe spolu-
pracovat pravé s timto schématem, jinak dilkaz neprojde, ackoliv je schéma spravné. Ale tieba projde jiné. Nebo
ta vlastnost indukci dokazat nejde vibec.

Podobny problém mame pii dokazovéani vlastnosti pro racionalni ¢isla. Neni problém vyrobit schéma, které
obsahne vsechny zlomky, napriklad toto:

(0) T € M;
) 2eM = EreM, tleM 2eM.

Neni tézké ukazat, ze M = Q. OvSem tézko budeme hledat néjakou uzite¢nou vlastnost racionalnich ¢isel, ktera
by byla v souladu s timto schématem a umoznila tak dikaz indukci.

A

Modifikaci zakladnich schémat mtzeme vybirat ze znamych mnozin. Jiz jsme vidéli schéma pro sudé ¢isla, které
hravé upravime pro licha ¢isla. Vidéli jsme i obecnéjsi ptipad kongruenc¢nich tiid. Snadno nahlédneme, ze
(0) 1 € M, I)neM = a-neM
vytvoii mnozinu M = {a*; k € Ny} nezdpornych mocnin &isla a.
VsSechny tyto mnoziny umime vytvorit elegantnim vzorcem, viz tato mnozina mocnin. Neni tedy jasné, co nam
prinasi induktivni definice. Odpovéd zni, Ze pro nékteré vlastnosti jsou tradiéni néastroje vhodné, ale jsou také
vlastnosti, které se jimi zvladaji obtizné. Ukazme jednu z klicovych aplikaci, kterd navic zavede uzite¢ny jazyk.

Priklad 7c.h: V takzvané teorii jazykt je vychozim objektem ,abeceda®, coz je libovolna mnozina ¥ objektt, ze
kterych hodlame vytvaret retézce. Mohla by to byt mnozina malych pismen anglické abecedy, nebo tfeba mnozina
cifer. Typicky se jim fika znaky.

Slepovanim znaku za sebe vznikaji fetézce. Slepovat se daji i Fetézce za sebe, jeden znak je vlastné také retézec.
V teorii jazykd se této operaci fika konkatenace a pro Fetézce «, 3 se znac¢l af. Pokud nas naptiklad zajima
pripad s anglickou abecedou, tak pro fetézce a =,auto“ a § =,mat* je vysledkem jejich konkatenace Tetézec
af =,automat”. Je evidentni, Ze tato operace neni komutativni.

Hlavnim objektem v teorii jazykt je mnozina vSech fetézcl X*, kterym se v této teorii iika ,slova“, ¢imz se
ovSem nenuti, aby méla néjaky vyznam. Naptiklad ,xqwyr® je legitimni ,slovo“ nad béznou abecedou. Jedno
zajimavé slovo je prazdné znacené A, které se sklada z zadnych znakd.

MnozZina 3* vSech slov nad abecedou X se standardné definuje induktivné pomoci konkatenace:

(0) A € X%
(1) Jestlize w € ¥* a ¢ € X, pak we € ¥*.

Tato definice odpovida bézné praxi, kdy piseme pismeno po pismenu zleva doprava.

Podotknéme, 7Ze jsme zase zapsali (1) ve zkracené formé, coz se déla bézné, ale neni to zcela formalné spravné.
Indukéni pravidla totiz mohou mit na vstupu jen jiz existujici objekty, coz je to slovo w. Spravné bychom méli
pro kazdy prvek c z abecedy X vytvotit specidlni indukéni pravidlo, které jej prilepi zprava k existujicimu fetézci.
Uvidime to v ptikladé 7c.k.

V nékterych aplikacich je potifeba se prazdnému fetézci vyhnout, pak bychom pracovali s mnozinou danou
predpisem
(0) ce X* pro ce %

(1) Jestlize w € ¥* a ¢ € X, pak we € X*.

Tentokrat jsme pouzili zkraceny zapis také v zédkladnim kroku, kde je ve skutec¢nosti schovano mnoho pravidel;
pro kazdy objekt z abecedy je tam specialni pravidlo, které jej zafadi do X*. Casto se to zapisuje takto:
0)ceX = ce X"

Od induktivni ¢asti (1) se to lisi v tom, ze indukéni pravidla pracuji s jiz existujicimi prvky ze £* a modifikuji
je, tedy jde o indukci, zatimco v kroku (0) forma implikace ¥ika, které konkrétni prvky piimo vkladame do M.
Skuteény vyznam je V¢ € X: ¢ € X",

UZiteCnost teorie jazykt spociva v tom, ze tpravou indukénich pravidel je mozné vybirat jen takova slova, ktera
vyhovuji uréitym pravidlim, ¢imz se do jazyka zanese gramatika.

AN

Piiklad 7c.i: Chceme induktivné zadefinovat mnozinu vSech slov nad anglickou abecedou, které tvori palin-
dromy, tedy ctou se stejné v obou smérech. Piipomenme, ze jde o slova matematicka, tedy nemuseji davat smysl,
proto kromé klasik jako ,radar“ nebo ,nepotopen® bereme i ,abcba“. Intuitivné se to zda jasné: Zacneme upro-
stfed a budeme k obéma krajim pripisovat totéz. Pro usnadnéni znaceni si zavedeme mnozinu C' vSech povolenych
pismen. ProtoZe w je ted legitimni pismeno (prvek abecedy), budeme pro slova pouzivat feckou omegu.
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Prvni pokus:
(0) ce C = ce M,
HweM, ceC = cwce M.

Takto dostaneme tieba ten ,radar®, ale v§imavého ¢tenadfe napadne, ze témito pravidly lze vytvaret pouze
palindromy s lichym poc¢tem znakt, takze se neumime dostat tfeba k palindromu ,,anna“. Lepsi pokus:
(0)ce C = c€ M,cce M,
lNweM, ceC = cwce M.

Tohle uz funguje.

Opét se ndm nechtélo psat pravidla formalné spravné. Méli bychom totiz mit 26 pravidel zakladnich

(0a)ae M, (0b)beM,..., (0z)ze M; (0d)
a 26 pravidel indukénich: od
(la) we M = awaec M, (lbjweM = bwbeM,..., (lz)we M = zwze M. (1a)
Pak se na né muZzeme odvolavat napfiklad v odvozovacim stromé pro ,madam“. dada
U této definice vznika kazdy palindrom unikatnim zpisobem, je tedy efektivni a uzivatelsky pfijem-
néjii. (1m)
Omadam

A

Pokud chceme s Fetézci néco délat ¢i o nich néco zjistovat, je indukce prirozenym néstrojem.

Piiklad 7c.j: Predpoklddejme, Ze mame abecedu ¥ a mnozinu slov definovanou jako
(0) X € X%
HweX ce¥ = wceX.
Pak muzeme definovat funkci délku slova w, znacenou I(w), jako
(0) 1)) = 0;
(HweX ce¥ = l(we) =1(w)+ 1.
Jak je dlouhy tfeba Tfetézec ,bat“ nad anglickou abecedou?
Podle definice vzniklo ,bat® pfipojenim posledniho znaku zprava, tedy jako ,(ba)t“, a tudiz podle druhé definice
mame [(bat) = l(ba) + 1. Stejné si rozmyslime, jak to pokracuje:

I(bat) = l(ba) + 1= (I(0) + 1) + 1= (IN) + 1)+ 1) +1=((0+1)+1)+1=3.

Asi nas to nepiekvapilo.

A

Nyni na jednom uzite¢ném piipadé porovname vyhody a nevyhody explicitniho versus induktivniho pristupu.

Priklad 7c.k: Popularnim objektem ve svété pocitacu jsou binarni fetézce neboli ttvary typu 100110111. Lze
je vnimat jako ¢isla vyjadfenad v binarni soustavé, tedy vychozi mnozinou by bylo N. Pokud chceme pracovat
N

s jednotlivymi ciframi, pak se nabizi prepis n = > cx2* pro néjaké ¢, € {0,1}. My s nimi ale nechceme poéitat,
k=0
takze bude zajimavéjsi zapis fetézct coby vektoru cifer,

M; = {(co,...,cn); N € Ny, ¢, € {0,1} pro k € {0,1,... ,N}}.

Zajimavou alternativou je vnimat binarni fetézce jako slova nad abecedou ¥ = {0,1}. Protoze v pocitac¢ich
prazdny fetézec nema jako ¢islo smysl, pouzijeme definici, ktera jej nedovoluje. V této definici 0 a 1 nepfedstavuji
¢isla, ale znaky. Protoze jde o alternativni pohled, budeme mnoziné fikat Ms:

(0) 0e My, 1€ M.

(1) we My, c€{0,1} = wc € M.

Opét jde o zkraceny zapis, ve skutecnosti mame ctyfi specifikace:

0a) 0 € Mo,

0a) 1 € Mo;

la) w € My = w0 € M,

1b) w € My — wl € M.

Tato definice odpovida tomu, jak bychom rukou napsali binarni fetézec. Za¢neme cifrou a k ni pfipisujeme dalsi.
Mohli bychom ovSem Tetézce psat i zprava doleva, takZe mame alternativni definici:
(0) 0e My, 1 € Ms;

(1) we My, c€{0,1} = cw € M.

Dokonce muzeme uzivateli umoznit pfipisovat cifry k existujicimu fetézci zleva i zprava. Sice budeme plytvat
(stejny fetézec lze ziskat vice zpisoby), ale je to legitimni volba.

(0) 0e My, 1€ Ms;

(
(
(
(
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(1) we My, ce€{0,1} = wc € Mo,
w € My, c€{0,1} = cw € Ms.

Zde vlastné induktivni ¢ast obsahuje ¢tyfi pravidla, protoze bychom spravné méli mit specialni pravidla umoz-
nujici pridani znaku 0 zprava, 1 zprava, 0 zleva, 1 zleva.

Pro uplnost jesté ukazme dalsi plytvavou definici:
(0) 0€ M, 1€ Ms;
(1) w1, W € M; — wiwy € Ms.

Zde jsou na vstupu dva jiz existujici objekty, coz je formalné v poradku a je to jedno existujici pravidlo, nikoliv
popularni zkratka pro vice pravidel.

Zajimavy napad je tento:
(O) 1€ Ms, 0 € Ms.
(1) w e My, c1,c0 € {0,1} = crweg € M.

Tim také vznikne mnozina binarnich fetézct, ale ne vSech. Indukéni pravidlo nas nuti pridat znak pfed a za
Fetézec, takze nikdy nedokazeme vytvorit Fetézec se sudym poctem znaku, tfeba 11. Neni to tedy spravnd definice.

Nyni budeme na fetézce klast rozlicné pozadavky a uvidime, jak si s nimi ty dva pfistupy, algebraicky a jazykovy,
poradi.
1. Chceme binarni fetézce s jednic¢kou na pravém konci.

Algebraicky pristup:

M = {(co,...,en); N €Ny, ¢ €{0,1} prok € {0,... ,N — 1}, ey =1}.

Induktivni piistup: Je to snadné, zacneme jednickou a k ni lepime znaky zleva.
(0) 1 € M;
1HweM, ce{0,1} = cwe M.

2. Chceme binérni fetézce, aby na tfetim misté zleva byla jednicka.

Algebraicky pristup:

M = {(co,...,cn); N€Ng, N>2, ¢, €{0,1} prok € {0,... ,N}, co =1}.

Induktivni pfistup: Nemtzeme v zakladnim kroku zasadit jednicku a pak dovolit uzivateli, aby k ni lepil zleva
a zprava. Podstatou induktivni definice je, Ze pfi vytvareni objekti lze pravidla z (1p) pouzivat, kolikrat se nam
chce, takze jakmile dovolime pfidat znak zleva, tak nelze donutit uzivatele, aby toto pravidlo pouzil presné dvakrat.
Da se to zachranit fintou, Ze v zakladnim kroku priddme vSechny mozné levé zacatky.
(0) 001 € M, 011 € M, 101 € M, 111 € M,
(H)weM, ce{0,1} = wce M.

Pokud bychom chtéli fetézce, kde je na Sestém misté zleva jednicka, tak bychom se u induktivni definice v kroku
(0) dost zapotili (2° moznosti), tady je algebraicky pristup zjevné lepsi.

3. Chceme binarni fetézce, ve kterych se jednicky vyskytuji ve skupinach se sudym poctem po sobé jdoucich
jednicek. Takze 1101111000011 je v potadku, ale 1110 ne.

Algebraicky pristup zde nenabizi rozumnou cestu. Induktivni pfistup je naopak velmi efektivni, protoZze prosté
dovolime tvirci pripisovat k fetézctim jednicky jen po dvojicich.

(0)0€ M, 11 € M;
HweM = wde M,
weM = wlle M.

Mohli bychom také dovolit pfipisovani zleva, poptipadé (neefektivné) z obou stran.

Mimochodem, je zjevné, zZe tato definice vytvari spravné objekty, protoze takto neni mozno vyrobit fetézec,
ve kterém by Sel po sobé lichy pocet jednicek. Ale dokéazat, Zze timto predpisem dokazeme vytvorit vSechny zadané
fetézce, uz da trochu prace. Pouzila by se indukce na délku retézce.

Krok stranou: Co kdybychom chtéli védét, kolik dany fetézec obsahuje (neptekryvajicich se) dvojic 11?7 Zavedli
bychom na to funkei f(w).

(0) £(0) =0, f(11) = 1;
HDweM = f(w0) = f(w),
weM = f(wll) = f(w)+ 1.
Pak rekurentnim postupem odvodime naptiklad

£(01101111) = f(011011) +1 = f(0110) + 1+ 1= f(011) +1+1=f(0)+1+14+1=0+1+1+1=3.

4. Chceme binarni fetézce, ve kterych se jednicka vyskytuje presné t¥ikrat.
Algebraicky pristup: Indexy k, pro které je ¢ = 1, ddme do mnozZiny a zjistime, zda ma spravnou velikost.

M = {(co,... ,en); N € No, ¢, € {0,1} pro k € {0,... ,N}, [{k; ¢, = 1}| = 3}.
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Induktivni pristup: Mame problém. Pokud dovolime pfidavat jednicku v indukénim kroku, tak nedokézeme uziva-
tele donutit, aby jej pouzil presné trikrat. Pokud bychom t¥i jednicky chtéli vnutit v zdkladnim kroku, tak bychom
tam museli de facto dat po jednom celou mnozinu a nebylo by zadné indukéni pravidlo, coz ztraci smysl. Tohle
neptjde.
Mimochodem, zpét k algebraickému piistupu: Pro binarni fetézce existuje trik na zjisténi poctu jednicek:
M = {(co,... ,cn); N € Ng, ¢ € {0,1} pro k € {0,... ,N}, Ycp =3}.
Ale uz by to nefungoval tieba u ¢isel v desitkové soustave, zatimco puavodni feSeni ano.

5. Chceme binarni fetézce, ve kterych se nikdy nevyskytuji dvé jednicky po sobé.

Algebraicky pristup: Museli bychom do definice mnoziny zakomponovat podminku ¢, =1 = c¢;y11 = 0 pro
k < N, coz by §lo, ale bylo by méné praktické nez induktivni piistup.

Induktivni pfistup: Pouzity format (pro objekty uz v mnoziné ptidej dalsi objekt) nedovoluje pfidat podminku
(pokud fetézec konéi nulou, mtizes prilepit jedni¢ku). Musi se na to jinak. Na vylouéeni po sobé jdoucich stejnych
znaki existuje klasicky trik: Dovolime ptidat jednicku zprava, ale povinné s nulou pred ni. Prvni nastiel:

(0)0e M, 1€ M,
HweM = w0e M,
weM = wileM.

Toto opravdu vyrabi fetézce bez jednicek vedle sebe, ale ne vSechny. Neumi totiz vyrobit legitimni fetézec 01.
Abychom to napravili, pfiddme jej do zdkladniho kroku. Slo by misto toho ptidat prazdny fetézec, coz by v teorii
fungovalo, u pocitacovych binarnich fetézct spis ne. Takze druhy pokus:

(0)0e M,1e M, 01 € M;
HweM = w0e M,
weM = wlleM.

Toto uz je spravnd definice. Jak to vime? Dobra otdzka. Naértneme diikaz modifikovanou indukei (s dvéma
potfebnymi daty v indukénim piedpokladu) na délku fetézce, Ze tato definice umi vyrobit vSechny povolené
binarni fetézce.

Retézce délky 1 jsou 0 a 1, oba povolené, oba v zdkladnim kroku.

Retézce délky dva jsou povoleny tii, 00, 01, 10. Prvni a tfeti se ziskaji pfidanim nuly ke znaku ze zékladniho
kroku, prostredni je v zadkladnim kroku.

Pro n > 2 pfedpoklddejme, ze umime vyrobit vSechny povolené fetézce délky n a n—1. Méjme libovolny povoleny
fetézec délky n + 1. Pokud napravo kon¢i nulou, pak vznikl pfidanim nuly k povolenému fetézci délky n, ktery
podle predpokladu umime vyrobit. Pokud konéi jednic¢kou, pak pfed ni musi byt nula a néjaky fetézec délky
n — 1, ktery také nesmi mit dvé jednicky za sebou, pricemz n — 1 > 1. Tento fetézec délky n — 1 umime vyrobit
a prilepenim skupiny 01 ziskdme zkoumany fetézec. A je to.

A

Piiklad 7c.l: Prfirozend ¢isla je mozné vnimat také jako fetézce ¢islic. Potfebujeme na to zédkladni znaky neboli
abecedu C' = {0,1,2,...,9} a ¢isla odpovidaji sloviim nad touto abecedou. Obvykle je piSeme zleva doprava,
¢emuz odpovida tato definice:
(0)ceC = ce M;
(HweM, ce M = wce M.

Pokud bychom nechtéli, aby ¢isla za¢inala nulou, upravili bychom zékladni krok takto:
(0) ce C\{0} = c € M,

Co kdybychom také nechtéli nulu na druhém konci (tedy nechceme ¢isla délitelnd nulou)? Tak méme problém.
Protoze néjaké nuly v éislech byt mohou, tak musime dovolit je pfidavat v kroku (1), ale induktivni definice
neumoznuje zakazat uzivateli, aby toto pravidlo nepouzil jako posledni.

Pokud bychom stavéli ¢isla zprava doleva, tak sice umime zakazat nulu na pravém konci, ale zase se mtze objevit
na levém.

Co kdybychom povolili pfidavat nulu jen s nenulovym znakem za ni? Vypadalo by to néjak takto:

(1) we M, ce C\{0} = wlc € M.

Bohuzel pak neumime vytvorit legitimni ¢islo 1001. Pokud jesté pridame pravidlo s w00c, ta nevytvoiime 10001,
atd. Potiebovali bychom nekone¢né mnoho pravidel, coz nejde.

Zajimavy napad je dovolit pridavat nulu doprostied. Ovsem format pravidel nAm neumozni vzit stavajici fetézec
a rozseknout, takze to budeme muset délat jinak, spojovat dva existujici fetézce s nulou mezi:

(0) ce C\{0} = c€e M,
(la) we M, ce C\{0} = wce M.
(Ib)ve M, we M = v0w € M.
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Treba ¢islo 130742 vyrobime tak, ze pomoci pravidel (0) a (la) pfipravime segmenty 13 a 742 a pak spojime
pomoci (1b). Jenze: Jak vyrobime 1300427 Na to bychom potfebovali pravidlo pro vkladani dvou nul, také t¥i,
¢tyt atd. Nekonecné pravidel ovSem pouzit nemtiizeme.

Vidime, Ze zakazovat na jednom konci je pro induktivni definici snadné, na obou v zasadé nemozné. Podobné
jsme neméli v predchozim piikladé problém vynutit jednicku na levém ¢i pravém konci, ale vynutit ji na obou je
indukci nemozné, zatimco algebraicka verze by to zvladla podminkou cg = 1, ¢y = 1.

Poradi si s tim rozsifeny format, kterd je v nékterych aplikacich k dispozici. Dovoluje objekty na vstupu struk-
turovat, v nasem pripadé by se hodilo umét v predpokladu spojovaciho pravidla misto w € M napsat wyws € M,
¢imz se mysli jedno existujici slovo, které je ale ve chvili nacteni rozfiznuto na dvé podslova. Pravidlo ve formeé
(1) wiwy € M — w10we, € M
uz umozni vkladat nulu libovolné dovnitf existujiciho slova.

Tento trik také umi elegantné vytesit dalsi zapeklity problém. Jak bychom zadefinovali ¢isla, ve kterych se
nevyskytuje tfinactka jako podietézec, tedy 3 neni nikdy hned po jednicce? Zaméfme se na problematicky indukéni
krok. Je zjevné, Ze netrojkové Cislice mizeme piilepovat zprava dle libosti. Aby prilepenim trojky nevznikla
tfinactka, budeme muset zaroven dat néco pred ni. Nabizi se myslenka na devét pravidel typu

weM — wddeM, weM — w23eM, weM — widdeM,..., weM — w93 e M.
Pro¢ jsme neumoznili pfilepeni ,13“ je jasné, ale co vynechana 337 Pokud by se prilepila k fetézci koncicim
jednickou, mame problém. Takze takto je to spravné. Az na to, Ze nevytvorime legitimni fetézec 233. Opét jde
o velmi zapeklity problém. Rozsifeny format umoziuje testovat na posledni znak fetézce takto:

w0eM — w3eM, w2eM — w23e M, wdeM — w33eM,..., wIe M — w93 € M.

Je to skvélé, ale neni to soucasti strukturdlni indukce coby matematické teorie, takze to pouzivat nebudeme.

A

Musime se tedy smifit s tim, Ze nékteré vzorce strukturalni indukce nezvladne. Ale v jinych situacich je vyborna.
Pomoci pravidel se da vybudovat naptiklad vstupni filtr, ktery pfijme jen spravné utvorené vyrazy urcitého typu.
Casto nam je zaroven piedpfipravi pro dalsi pouziti tim, Ze ukaze vnitini strukturu vstupnich dat, nap¥iklad
vytvofenim odvozovaciho stromu. Intuitivné to nékdy déldme i my, napiiklad kdyz se pri derivovani komplikova-
néjsiho vyrazu rozhodujeme, jakd pravidla pro derivovani pouzit a jakém poradi. Programy, které uméji derivovat,
pracuji s odvozovacimi stromy. Coz néas privadi k poslednimu piikladu.

Piiklad 7c.m: Mmnozinu M korektnich algebraickych vyraz skladajicich se z ¢isel a malych pismen anglické
abecedy lze definovat naptiklad takto:

(0a) ae M,be M, ..., ze M.

(b)) o e R = a € M.

(1) Jestlize o, B € M, pak (o) + (8) € M, (a) — (B) € M, (o) - (B) € M, 5 € M, (@)®) e M, Ja e M.

Podle této definice je t¥eba (1) + (%) spravné utvoreny zapis, ale ((1 + a)3_5) & 3z 4+ —7+ -v/3 nejsou z M.

Ctenaie asi napadlo, ze nase pravidla vyzaduji zbyte¢né mnoho zévorek, napiiklad vyraz 2 - a + z je spravny, ale
podle nasi definice vytvorit nejde, ta umi jen ((2) - (a)) + (2). V nasich definicich ale zavorky mit musime, protoze
kdybychom je tieba v souctu vynechali, tak by nékdo takové pravidlo mohl aplikovat na vstupy x a —y a dostal
by z 4+ —y, coz neni spravny vyraz. Optimalizace zapisu by vyzadovala vyrazné komplikovanéjsi mechanismus.

A

Takovéto ,gramatiky“ se pouzivaji napfiklad v teorii jazykt (matematickych, programovacich). Tento ptistup
ma zajimavé predchidce. Jiz cca 500 pt.n.l. se hindsky ucenec jménem Panini rozhodl sepsat gramatiku sanskritu.
Pouzil na to strukturalni indukci a vysla mu z toho basen o 3959 versich. Byl to prvni forméalni popis pfirozeného
jazyka v historii.

Cviceni
Cviceni 7c.1 (poucné, zkouskové): Definujte mnozinu vSech neprazdnych bindrnich slov, ktera:
a) neobsahuji vice nul jdoucich po sobég;
b) koné¢i nulou;
¢) nekonc¢i nulou;
d) maji sudy pocet znak;

e) maji lichy pocet znak;
f) obsahuji nékde v sobé kombinaci 101.
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Cviceni 7c.2 (poucné, zkouskové): Definujte mnozinu vSech slov nad abecedou C' = {1,2, 3,4}, ktera:
a) neobsahuji vice trojek jdoucich po sobé;

b) zaéinaji dvojkou;

c) nekonéi jednickou.

d) maji sudy pocet znak;

e) maji lichy pocet znaki.

Pokud to zadani dovoluje, udélejte verzi s prazdnym fetézcem A a verzi bez ni.

Cviceni 7c.3 (poucné, zkouskové): Napiste néjakou rekurzivni definici mnoziny M vSech pfirozenych ¢isel coby
Fetézcu cifer, které jsou palindromy, tj. ¢tou se stejné zleva doprava a zprava doleva.

Vyuzijte znaceni C' = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Pro zjednoduseni zde pripoustime cisla, kterd maji vlevo ,zbyte¢né“ nuly, tieba 01310.

Cviceni 7c.4 (poucné): Napiste néjakou rekurzivni definici mnoziny vSech polynomu s redlnymi koeficienty.
Néapovéda: Indukce muze zvysovat stupern.

Cviceni 7c.5 (poucné): Napiste néjakou rekurzivni definici spravnych mnozinovych vyrazu slozenych z velkych
pismen, N, U, —, a zavorek.

Cviceni 7c.6 (poucné, dobré): Napiste rekurzivni definice téchto mnozin:
a) M ={(a,b) € NxN; a+ b liché};

b) M = {(a,b) € NxN; a|b};

¢) M ={(a,b) € N x N; a nebo b liché}.

Dokazte, ze vase definice jsou spravné.

Cviceni 7c.7 (poucné, dobré): Uvazujte mnozinu M neprazdnych fetézct nad {a, b, c} zadanou pravidly
(0) aa € M;

(la) re M = raa € M,

(IA)re M = arae M,

(Ib)reM = rbe M,

(Ie)re M = rce M,

(IB)yre M = bre M,

(1) re M = cr e M.

Dokazte, ze kazdy Tetézec z M obsahuje sudy pocet znakd a.

Néavod: Uvazujte funkci f(r) na M udavajici pocet znakl a v fetézci r.

Cviceni 7c.8 (poucné, zkouskové): Uvazujte mnozinu ¢éisel M definovanou induktivné takto:
(0) 23 € M,

(I)meM = 13-m € M.

Dokaizte, ze M = {n € N; 3k € No: n = 23 -13*} = {23 - 13%; k € Ny}.

Cviceni 7c.9 (pouc¢né): Pouzijte strukturdlni indukei k dikazu, ze ¢isla zadana
(0) a(0,0) = 0;

(1a) a(m +1,0) = a(m,0) + 1 pro m € Ny,

(1b) a(m,n 4+ 1) = a(m,n) + 1 pro m,n € Ny

spliuji a(m,n) = m + n pro m,n € Ny.

Cviceni 7c.10 (poucné): Pouzijte strukturalni indukei k dikazu, Ze ¢isla zadana
(0) a(1,1) = 5;

(la) a(m +1,1) = a(m,1) + 2 pro m € N,

(Ib) a(m,n 4+ 1) = a(m,n) + 2 pro m,n € N

spliuji a(m,n) = 2(m +n) + 1 pro m,n € N.

Reseni:

7c.1: a) (0a) 0 € M, (Ob) 1 € M, (Oc) 10 € M;
(la) we M = wle M, (Ib) we M = wl0 € M.
Poznamka: Bez (0Oc) nelze ziskat 10 nebo tfeba 101.
Alternativa:

(0a)0e M  (0b)le M,  (0c) Ol € M;

(la) we M = 1lwe M, (Ib) we M = 0lw € M.
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b) (0) 0 € M;

(la)we M = Owe M, (Ib)we M = lwe M.

Poznédmka: Nutno pridavat nalevo, zprava nejde zarucit spravné ukonceni.

c) (0) 1 € M;

(la) we M = 0w e M, (Ib)we M = 1w e M.

Poznamka: Nutno pridavat nalevo, zprava nejde zarucit spravné ukonceni.

d) (0a) 00 € M, (Ob) 01 € M, (0c) 10 € M, (0d) 11 € M;

(la) we M = w00 € M, (Ib) w e M = w0l € M. (Ic) we M = wl0 € M,
(Id) we M = wll e M.

e) (0a) 0 € M, (Ob) 1 € M;

(la) we M = w00 € M, (Ib) we M = w01 € M. (Ic) we M = wl0 € M,
(Id) we M = wll € M.

f) (0) 101 € M;

(la) w e M = 0w € M, (Ib) w e M = 1w e M, (Ie) w e M = w0 € M,
(Ild) we M = wle M.

7c.2:a) (0a) ce C = c€ M, (0b) ce C — {3} = 3 € M;

(la)we M, ce C—{3}) = wce M, (Ib)we M, ce C —{3} = wc3 € M.

Poznamka: Bez (0b) nelze ziskat 13.

Alternativa: a) (0a) A € M, (Ob) 3 € M;

(la)we M, ce C—{3} = wce M, (1b) we M, ce C—{3} = we3 € M.
Poznamka: V obou pfipadech mozna i verze s pridavanim zleva.

b) (0) 2 € M; HweM, ce C = wce M.

Poznamka: Nutno pridavat napravo, zleva nejde zarucit spravné ukonceni.

Zadani neptipousti A.

c) (0)ceC—{l} = ceM; HweM, ceC = cwe M.

Poznédmka: Nutno ptidévat nalevo, zprava nejde zarucit spravné ukonceni.
Alternativa:

(0a) A € M, (0b) ce C — {1} = ce M; HweM, ceC = cwe M.
d) (0) c,de C = cd € M, (H)weM, ¢,de C = wed e M.

Poznamka: Verze s pfidavanim zleva také mozné, také verze s pridavanim cwd.
Alternativa:

(0) X € M, HweM, ¢,de C = wed € M.

Poznamka: Verze s pridavanim zleva také mozna, také verze s pridavanim cwd.

e) (0)ceC = ce M, (H)weM, ¢c,de C = wed e M.

Poznamka: Verze s ptidavanim zleva také mozné, také verze s pridavanim cwd.

Verze s A zde nedava smysl.

7c.3: (0a) ce C = ce M, (0b) c€ C = cc € M; HweM, ceC = cwce M.

7c4: (0)a e R = a € P; () peP,aeR = z-p+acP.

Alternativa (méné elegantni): (1) p€ P,a€e R,n e N = p+az™ € P.

Pozndmka: Pro¢ by nefungovala definice (1) p € P,a € R = (x —a) - p € P? Co% takhle 22 + 17

7c.5: (0) A,B,... ,Z € M,

(la)veM = 1M, (Ib) vi,v2 e M = (1 Uwg) € M,

(Ic) vi,v2 € M = (v1 Nvg) € M, (1d) vi,v2 e M = (v1 —v2) € M.

7c.6:a) (0) (2,1) € S, (2,1) € S;

(1a) (a,b) € S = (a+2,b) €S, (1b) (a,b) € S = (a,b+2) € S.

S C M strukturalni indukei: (0) 1+ 2 = 3 liché, proto (1,2),(2,1) € M.

(1) Predpoklad: (a,b) € S spliwije (a,b) € M. Pak a + b je liché a tudiz je i a + b+ 2 liché, proto prvky ze zavéru
(1a) a (1b) spliuji (a + 2,b) € M a (a,b+2) € M.

M C S nejlépe slabou indukci na a + b. Vlastnost V(n): Kazda dvojice (a,b) € N? s vlastnosti a + b = 2n + 1 lezi
v S. Protoze a,b > 1, je nejmensi mozny lichy soucet 3, proto bereme n > 1.

(0) n = 1: Jestlize a + b = 3, pak z a,b € N plyne, ze (a,b) = (1,2) nebo (a,b) = (2,1), kazdopadné dle (0)
v definici (a,b) € S.

(1) Predpokladame platnost pro jisté n € N. Necht (a,b) € N2 spliiuje a+b=2(n+1)+1=2n+3. Paka+b>5
a proto je alespoi jedno z ¢isel a, b vétsi nez 2. Moznost a > 3: Pak (a —2,b) € N? a (a—2)+b = 2n+1, proto dle
indukéniho pfedpokladu (a —2,b) € S. Pak ale dle (1a) také (a,b) = ((a —2) 4+ 2,b) € S. Moznost b > 3 obdobné.
b) (0) (1,1) € 5;

(1a) [(a,b) € SAce N] = (ac,bc) € 5, (1b) [(a,b) e SAceN] = (a,bc) € S.

261



Diskrétn{ matematika 7d. Indukce a teorie pHabala 2026

S C M lehce strukturalni indukci. M C S nejlépe ve dvou krocich. V prvnim kroku indukci na a dokazat, ze
(a,a) € S. V druhém kroku silnou indukef na £ dokézat M C S.

0 (0) (1,1) €8, (1,2) € 5, (2,1) € 5,

(la) (a,b) € S = (a+2,b) € S, (1b) (a,b) € S = (a,b+2) € S.

S C M lehce strukturalni indukci. M C S nejlépe silnou indukci na a + b, protoze a + b — 2 znamena, ze a — 2 ¢i
b — 2 mé stejnou paritu jako a ¢i b, tedy z lichého bude liché.

7c.7: Uvazujme f(r) na M udéavajici pocet znakt a v fetézci r. Dokdzeme, ze f mé v M sudé hodnoty.
Strukturalni indukce. (0) V pravidle (0p) vznikaji prvky aa, pro né f(aa) = 2.

(1) Necht r je prvek z M, indukéni predpoklad je, ze f(r) je sudé.

Pak pro prvek vznikly z (1a) plati f(raa) = f(r) + 2, coz je také sudé. Pro prvek vznikly z (1A) plati f(ara) =
f(r) + 2, coz je také sudé. Pro prvek vznikly z (1b) plati f(rb) = f(r), coz je také sudé. Podobné pro ostatni
pravidla.

7c.8: Dvé inkluze

1) W(k): 23 - 13* € M indukci (slabym principem):

(0) k= 0:23-13° = 23 € M dle (0p).

(1) k € Ny, necht W (k) plati, tedy 23 - 13* € M. Pak podle (1p) je v M také 13 -23 - 13% = 23 . 13k+1  tedy
W(k + 1) plati.

Proto W plati pro véechna k € Ny a {23 -13%; k € No} C M.

2) V(m) vlastnost, Ze pro m € M existuje k € No: m = 23 - 13%. Diikaz strukturdlni indukei, ze V(m) plati pro
vSechna m € M.

(0) Zékladni pravidlo obsahuje jen 23, a 23 = 23 - 13°. V plati pro prvky ze zékladniho kroku.

(1) Vezméme prvek m € M z piedpokladu indukéniho pravidla. Pedpoklad: V' pro néj plati, tj. existuje k € Ny
spliiujici m = 23 - 13%. Zavér pravidla do M dava prvek 13m. Pro néj mame 13m = 13-23-13F = 23 . 13%*1, tedy
i pro néj plati V.

Podle (0), (1) a strukturdlni indukce V plati pro véechna m € M, tedy M C {23 -13*; k € Ng}.

7¢.9: Definujme mnozinu M = NZ strukturdlni indukei takto:

(0) (0,0) € M; (la) (m,0) e M = (m+1,0) € M, (Ib) (myn) e M = (m,n+1) € M.

Vlastnost V(m,n) na mnoziné M: pro (m,n) € M plati a(m,n) = m+ n. Platnost dokdzeme strukturdlni indukeci
dle definice M:

(0) Pro prvek a(0,0) = 0 to plati.

(1) Pravidlo (1a): Predpoklddejme, ze V(m,n) plati pro prvek (m,0) € M, tedy a(m,0) = m + 0 = m. Pak dle
(1a) plati a(m + 1,0) = a(m,0) + 1 = (m + 1) + 0, tedy V(m,n) plati také pro prvek (m + 1,0).

Pravidlo (1b): Pfedpokladejme, ze V(m,n) plati pro prvek (m,n) € M, tedy a(m,n) = m + n. Pak dle (1b) plati
a(m,n+1)=a(m,n) +1=m+ (n+ 1), tedy V(m,n) plati také pro prvek (m,n + 1).

7¢.10: Definujme mnozinu M = N? strukturalni indukeci takto:

(0) (1,1) € M; (la) (m,1)e M = (m+1,1) € M, (Ib) (myn) e M = (m,n+1)e M

Vlastnost V' (m,n) na mnoziné M: pro (m,n) € M plati a(m,n) = 2(m + n) + 1. Platnost dokdzeme strukturdlni
indukci dle definice M:

(0) Pro prvek a(1,1) =5 to plati, 5=2- (1 +1) + 1.

(1) Pravidlo (1a): Pfedpokladejme, ze V (m,n) plati pro prvek (m,1) € M, tedy a(m,1) =2(m+1)+1=2m+3.
Pak dle (1a) plati a(m +1,1) = a(m,1)+2 =2m+5=2((m + 1) + 1) + 1, tedy V(m,n) plati také pro prvek
(m+1,1).

Pravidlo (1b): Pfedpokladejme, ze V (m, n) plati pro prvek (m,n) € M, tedy a(m,n) = 2(m+n)+2 = 2m+2n+2.
Pak dle (1b) plati a(m,n + 1) = a(m,n) +2 =2m+2n+4 =2(m + (n + 1)) + 2, tedy V(m,n) plati také pro
prvek (m,n +1).

7d. Indukce a teorie

V této kapitole si polozime kliGovou otazku: Jak vlastné vime, Ze principy indukce funguji? Za¢neme tim, co uz
naznadily nase ptiklady. U silného i modifikovaného principu jsme prislusny inspiracni priklad fesili také slabou
indukci pomoci pomocné vlastnosti. Funguje to obecné. UkdZeme, Ze silny ani modifikovany princip vlastné ne-
prinaseji nic navic, tedy kromé pohodli. Protoze ,modifikovany princip* neni bézné zavadén, formulujeme to pro
princip silny.

Véta 7d.1.
Slaby a silny princip matematické indukce jsou ekvivalentni.
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Tim fikdme nésledujici: Pokud plati jeden, pak plati i druhy a naopak. Z praktického pohledu to znamena, ze
vlastnosti, které jdou dokazat slabym principem, jdou dokézat i tim silnym, a naopak.

Dukaz (pou¢ny, drsny): 1) =>: Predpokladejme, Ze plati slaby princip indukce. Ukazeme, ze plati i silny.

Uvazujme tedy ng € Z a né&jakou vlastnost V' (n) definovanou pro n > ng, ktera spliuje:

(S0) V(ng) plati.
(S1) Pro v8echna n > ng: Jestlize plati V' (ng), V(ng + 1) az V(n), tak platii V(n +1).

Potfebujeme ukazat, ze pak V(n) plati pro vSechna n > ng neboli Ze silny princip funguje.

Pouzijeme pfistup z piikladu 7b.b. Uvazujme vlastnost W definovanou pro n > ng takto: W(n) plati pravé
tehdy, kdyz plati V (k) pro ng < k < n. Ukdzeme, Ze tato vlastnost W spliiuje pfedpoklady slabého principu:
(s0) n = ng: Dle (S0) pfedpokladame platnost V'(ng), coz je presné platnost W (ng).

(s1) Dano n > ng. Pfedpoklad: W (n) plati. Pak podle definice W plati V(ng) az V(n), proto podle pfedpokladu
(S1) plati i V(n + 1). Takze plati V(ng) az V(n + 1) neboli plati W(n + 1). Implikace W (n) = W(n+ 1)
potvrzena.

Protoze W spliuje pfedpoklady slabého principu, o kterém piedpokladame, ze plati, musi platit i jeho zavér,
tedy W (n) plati pro vSechna n > ng. Podle definice této vlastnosti tedy plati V(n) pro vSechna n > ny.

Ukézali jsme, Ze pokud V spliiuje (S0) a (S1), tak V' plati vSude, tedy plati silny princip indukce.

2) <: Predpoklddejme, Ze plati silny princip indukce. Ukédzeme, Ze plati i slaby.
Uvazujme tedy ng € Z a néjakou vlastnost V' (n) definovanou pro n > ng, kterd spliuje:
(s0) V(no) plati.
(s1) Pro vSechna n > ng: Jestlize plati V'(n), tak platii V(n + 1).
Potfebujeme ukazat, Ze pak V' (n) plati pro vSechna n > ng neboli ze slaby princip funguje.
Potvrdime, Ze tato vlastnost V' spliiuje i podminky silného principu.
(S0) n = ng: Platnost V(ng) vyplyva z (s0).
(S1) Dano n > ng. Pfedpoklad: Plati V' (ng) az V(n). Pak mimo jiné plati V(n) a podle (s1) musi platit V(n+1).
Implikace [V (no) A ... AV(n)] = V(n+ 1) potvrzena.
Protoze V splituje predpoklady silného principu, o kterém predpokladame, ze plati, musi platit i jeho zavér,
tedy V'(n) plati pro vSechna n > ny.
Ukazali jsme, ze pokud V spliiuje (s0) a (s1), tak V' plati vSude, tedy plati slaby princip indukce.

g

Ekvivalence modifikovaného principu se dokazuje obdobné. V jednom sméru je to snadné, protoze kdyz v mo-
difikovaném principu pouzijeme hodnotu m = 1, tak dostavame pfimo slaby princip indukce. Dukaz opac¢ného
sméru opét vyuzivd pomocnou vlastnost W, podobné jako v ptikladé 7b.h. Pfesné, fekli bychom, ze W (n) plati
pravé tehdy, pokud plati V(n), V(n — 1) az V(n — m + 1). Detaily nechdme ¢tenari.

Dalsi na fadé je strukturalni indukce.

Véta 7d.2.
Princip strukturalni indukce vyplyva z principu matematické indukce.

Dukaz (drsny): Predpoklddejme, ze plati silny princip indukce. Ukéazeme, ze pak plati princip strukturalni
indukce.

Uvazujme tedy néjakou mnozinu M danou zadkladnimi pravidly (0i) a indukénimi pravidly (1j). Uvazujme
také vlastnost V definovanou na M a spliujici predpoklady strukturalni indukce:

(s0) V plati pro vSechny prvky zdkladnich kroki.
(s1j) Jestlize je V splnéna pro vSechny prvky z pfedpokladu j-tého pravidla, pak plati i pro prvek z jeho zavéru.

Ukézeme pomoci silného principu indukce, ze V' pak musi platit pro vSechny prvky z M. Definujme proto
novou vlastnost W (n) na N takto: W (n) plati, jestlize je V splnéno pro vSechny prvky M s vyskou n.

Tvrdime, ze tato vlastnost W spliiuje predpoklady silného principu matematické indukce.

(S0): Necht n = 1. W(1) plati, pokud je V splnéno pro vSechny prvky M vysky jedna, tedy prvky ze zakladnich
pravidel. To ale plati dle (s0).

(S1): Pfedpokladejme, ze plati W (1) az W(n). To znamend, ze V plati pro vSechny prvky mnoziny M, jejichz
vyska je nejvyse n.

Plati W (n + 1)? Mame ukazat, ze V plati pro vSechny prvky mnoziny M vysky n + 1. Vezméme tedy jeden
takovy prvek m. Protoze je to prvek z M a mé vysku n + 1 > 1, tak se v M ocitnul na zidkladé néjakého
induk¢éniho pravidla. Vezméme tedy jeho derivacéni strom, ktery dava vysku n + 1, a vidime, Zze m vzniklo
pouzitim néjakého indukéniho pravidla (15). Toto pravidlo ma ve svém predpokladu néjaké prvky m; € M,
které se v nasem deriva¢nim stromé pro m objevi o troven vys. Maji proto derivac¢ni strom, jehoz vyska je
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urcité mensi nez vyska pro m, tedy vSechny m; maji vysku nejvyse n. Podle indukéniho piredpokladu pro né
V plati, a proto podle predpokladu (slj) strukturdlni indukce musi V' platit i pro prvek m, pfesné jak jsme
potiebovali.
W (n+1) tedy plati. Ukazali jsme, ze W spliiuje (S0) a (S1), proto podle silného principu matematické indukce
W (n) plati pro vSechna n, tedy V plati pro vSechny prvky M.
O

Naopak je to trochu slozitéjsi. Pokud plati princip strukturalni indukce a akceptujeme Peanovu definici pfiroze-
nych ¢isel, tak zjevné plati také slaby princip indukce a tedy vSechny klasické indukéni principy.

Ted vime, Ze bud naSe principy vSechny plati, nebo naopak vSechny neplati. Jak to tedy s nimi je? Pravda je
takova, ze je to jeden z axiomi matematiky, tedy platnost indukce mizeme pfijmout, nebo také ne. Standardné se
prijima, ovSem mezi obvyklymi axiomy princip indukce nenajdeme, protoze uz tam je v prevleku, viz Princip 6b.16.

Véta 7d.3.
Princip matematické indukce je ekvivalentni s principem dobrého usporadani.

Dukaz (drsny, pouény): Ukazeme ekvivalenci principu dobrého usporadéani se silnym principem indukce.
1) = Predpokladejme, ze plati silny princip matematické indukce. Chceme ukézat, ze (N, <) je dobfe uspo-
fadana mnozina.

Necht je tedy M néjaka neprazdnd podmnozina N. Uvazujme pro n € N vlastnost n ¢ M.

Protoze M # (), nemiiZe tato vlastnost platit pro vSechna n € N, podle silného principu tedy nemohou platit
zaroven obé nasledujici tvrzeni:
(0) 1 ¢ M;
(1) Pro kazdé n € N: Jestlize k ¢ M pro k € {1,... ,n}, pak (n+1) ¢ M.

Jestlize neni pravda (0), tak 1 € M. Jelikoz M C N, tak 1 < x pro vSechna x € M, tedy 1 je nejmensi prvek
M.

Druhé moznost je, ze neplati (1). To znamend, Ze existuje n € N takové, Ze plati pfedpoklad implikace, tedy
1¢ M,2¢ M azn ¢ M, ale neplati zavér, tedy platin+1 € M.

Protoze M neobsahuje ¢isla 1,2,... ,n, tak pro vSechna z € M mame n 4+ 1 < z. Toto a zavér predchoziho
odstavce ukazuji, ze n + 1 je nejmensi prvek M.

Rozborem moznosti jsme ukazali, Ze M mé za vSech okolnosti nejmensi prvek.

Vsechny neprazdné podmnoziny N maji nejmensi prvek vzhledem k <, tedy (N, <) je dobfe usporadana.
2) <—: Predpokladejme, ze plati princip dobrého usporadani. Z toho vyplyva, ze pro kazdé ng € Z je

M={neZ;n>ng}

dobie usporddana mnozina vzhledem k relaci <, viz piiklad 6b.n.

Oveétime, ze plati silny princip inkluze.

Zvolme ng € Z a uvazujme néjakou vlastnost V' na odpovidajici mnoziné M. Predpokladejme, Ze spliuje
nasledujici:
(S0) V(ng) plati.
(S1) Pro kazdé n € M: Jestlize plati V(ng),... ,V(n), pak platii V(n +1).

Potfebujeme ukézat, ze pak V plati na M. Uvazujme podmnozinu

N = {n € M; V(n) neplati}.

Ukazeme sporem, ze je prazdna.

Pokud by N prazdna nebyla, tak by podle principu dobrého uspofadani (M, <) musela mit nejmensi prvek
m € N. Pokud m = ng, tak by V(ng) neplatilo, coz je ve sporu s (S0).

Pokud m > ng, tak ¢isla ng az m—1 nelezi v N, tedy plati V(ng) az V(m—1). Diky m > ng neboli m—1 > nyg
je mozné aplikovat (S1), proto V' (m) neplati, coz je ve sporus m € N.

Ukézali jsme, ze N = (), a proto V plati na M.

Dokéazali jsme, ze z podminek (S0) a (S1) plyne platnost V' vSude neboli plati silny princip inkluze.

g

Dobra otézka: Pro¢ jsme v ¢asti 1) nepouzili obvykly trik a nedokazovali indukei V(n): kazda n-prvkova pod-
mnozina N mé& minimum? ProtoZe definice dobrého usporadani zahrnuje i minima nekone¢nych podmnozin, takze
by to nestacilo. S tim se ale d& vyrovnat, moznych pristupt je vic, takze lze poriznu najit také jiné dikazy této
véty. Ten nas je zajimavy tim, Ze vyuziva princip indukce v situaci, kdy dokazovana vlastnost neplati.

Prirozenym zobecnénim je podivat se na obecné dobie usporadané mnoziny.
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Véta 7d.4. (o dobfe uspotddané indukci)

Necht (A, <) je dobfe uspofddand mnozina, < jeji odvozené ostré usporadéani. Necht V' (a) je
vlastnost prvku a € A.

Predpokladejme, Ze je splnéna nésledujici podminka zvand indukéni krok:

(I) Pro vSechna a € A: Jestlize V(z) plati pro vSechna x € A spliyjici z < a, pak plati také
V(a).

Pak plati V(a) pro vSechna a € A.

Dukaz (pouc¢ny): PouZijeme nepiimy dukaz neboli dokdZeme obménu: Pokud neni pravda, zZe vlastnost V plati
na mnoziné A, tak pro ni také nemize platit (I).

Jestlize neni V' vzdy splnéno, pak je mnozina M = {y € A; V(y) neplati} neprazdna a diky dobrému uspofa-
dani mé sviij nejmensi prvek, nazvéme jej a. UkdZeme, Ze pro néj neplati (I).

Uvazujme mnozinu X = {z € A; x < a} pfedchidci a. Chceme ukazat, Ze neplati nasledujici:

(I) Jestlize V(z) plati pro vSechna x € X, pak plati také V(a).

Duikaz neplatnosti (I) rozdélime na dva piipady. Pokud je X prazdnd, tak je pfedpoklad implikace automaticky
splnén, ale neplati zavér V' (a) a implikace (I) neplati.

Druhé moznost je, ze X prazdna neni. VSechny prvky = € X spliiuji < a, proto podle faktu 6a.3 (ii) nemohou
splnovat a =< x. Nemohou tak byt v M, protoze a je nejmensi prvek M a tedy pro y € M plati a < y. Jelikoz
prvky z X nejsou v M, znamena to, ze pro x € X plati V(x) a je splnén predpoklad implikace (I). OvSem a
coby nejmensi prvek M v této mnoziné lezi, tedy V' (a) neplati, a proto neplati ani implikace (I).

Takze ve vSech pfipadech (I) neplati a ditkaz je hotov.

OJ

Tato indukce je zvlastni v tom, Ze mé jen jeden krok. Ve skutec¢nosti je tam i zdkladni krok (0), ale zamaskované.
Je to vidét v dikazu vyse.

Predstavme si, ze chceme na mnoziné A dokazat néjakou vlastnost pomoci podminky (I). Potfebujeme dokazat
platnost prislusné implikace pro vSechny prvky a, coZ se nutné rozpadne na dva pripady.

Pokud a nemd predchidce, tak je pfedpoklad implikace (I) automaticky splnén. Abychom ukézali jeji platnost,
musime ukazat platnost V'(a) pfimo, bez pomoci od pfedchozich pfipadi. To pfesné odpovida tradi¢nimu kroku
(0), tedy pfimo dokazujeme platnost V' pro prvky a bez predchidci.

Pokud a ma predchudce, tak se pomoci informace, Ze spliiuji V', musime dostat k tomu, ze také a spliuje V. To
odpovida klasickému kroku (1).

V praxi se tedy (I) chova jako (0) nebo (1) podle typu a.

Pro bézného ¢tenare je toto maskovani spi$ na obtiz, ale matematic¢ti nadSenci oceni eleganci, se kterou jsme
cely proces indukce schovali do jednoho stru¢ného vyjadieni.

Existuje jesté obecnéjsi verze tohoto tvrzeni. Lze dokézat, Ze princip matematické indukce plati na usporadané
mnoziné (A, %) pravé tehdy, kdyZ je tato mnozina fundovand neboli nemuze obsahovat nekonecnou klesajici
posloupnost (viz 6¢). Coz nas pfivadi k jesté jednomu indukénimu principu, ktery se nékdy pouziva, ukazeme
verzi pro N. Cesky se mu fik4 ,sestupna indukce®.

7d.5. Princip sestupné indukce (Infinite descent proof).
Necht V' (n) je vlastnost pfirozenych ¢isel.
Predpokladejme, ze splnuje nasledujici:
(1) Pro kazdé n € N je pravdiva implikace:
Jestlize neplati V (n), pak existuje k € N takové, ze k < n a V (k) neplati.
Potom V'(n) plati pro vSechna n € N.

Argument, pro¢ toto funguje, je nasledujici: Kdyby ndhodou V(n) neplatilo pro néjaké n, tak by to podle (1)
muselo platit i pro mensi ¢islo, takze podle (1) pro jesté mensi ¢islo a tak dale, ¢imz by vznikla nekoneéné klesajici
posloupnost v N. To ovSem neni mozné, protoze N je dobre usporddana a tedy fundovand, viz poznamka 6c¢.3.

Tento argument je platny i obecné, v ptripadé N se lze k tomuto principu dostat pfimo z principu silné indukce.
Zacéneme tim, Ze jeho podminky (0) a (1) slou¢ime do jedné, jak jsme to vidéli vyse:

(I) Jestlize plati V (k) pro vSechna k < n, k € N, tak plati V(n).

Ta méa byt platnd pro vSechna n € N. Pfechodem k obméné dostavame ekvivalentni verzi
(I) Jestlize neplati V' (n), pak nemize V (k) platit pro vSechna k < n, k € N.

Vidime, Ze princip sestupné indukce je vlastné jen pfepisem silné indukce a je tedy zase ekvivalentni klasickym
indukénim principtm.
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Mnohdy se pouziva intuitivné. Postupuje se sporem: Predpokladda se, Ze pro ¢islo ar néco neplati, pomoci ¢ehoz
se prejde k ¢islu apy1, které je mensi nez ay. Protoze ax € N a tvori klesajici posloupnost, tak se zda zjevné, ze
proces se nékde zastavi a nastane spor. My uz ovSem vime, ze ta zjevnost je vlastné axiom.

Poznamenali jsme, Ze pfechodem k negaci lze vlastnosti také indukci vyvracet. Zrovna u tohoto principu je to
popularni a nékdy tak také byva uvadén:

e Predpokladejme, zZe vlastnost V' (n) pfirozenych ¢isel spliuje pro kazdé n € N nésledujici:
Jestlize plati V(n), pak existuje k € N takové, ze k < n a V (k) plati.
Potom V'(n) neplati pro zadné n € N.

Priklad 7d.a: Tento pricnip pouzil uz Euklid k diikazu, #e v/2 neni racionalni &slo. Definujme tuto vlastnost:
e V(n): existuje pfirozené ¢islo p splitujici v/2 = B,

To, 7e /2 ¢ Q, je ekvivalentni pravé tomu, ze V(n) neni splnéno pro zadné n € N.

Dokazeme to sestupnou indukci. Pokud by platilo V(n), tak v/2 = D Pak 2= Z—z neboli p? = 2n%. To znamen4,
ze 2 déli p?, a protoze je 2 prvocislo, musi délit rovnou p. Mame tedy p = 2a pro néjaké a € N. Pak 4a® = 2n?
a stejnym argumentem ukéZeme, Ze také 2 déli n, tudiz n = 2k pro néjaké k € N. Pak jde ve zlomku zkratit
a mame /2 = £. Nagli jsme tedy k € N takové, ze k < n a V(k) plati.

Podle principu sestupné indukee to jiz dokazuje, ze Zadné V(n) nemuze platit.

A

Sestupna i klasicka indukce hraji vyznamnou roli v analyze algoritmii.

Priklad 7d.b:

KdyZz navrhneme néjaky algoritmus, tak bychom spravné méli dokazat, ze vidy déla to, co méa. Presnéji feceno,
chceme, aby se pro libovolné vstupy algoritmus po koneéném poctu kroktd zastavil a dal spravny vystup. Jde
vlastné o dva pozadavky, které se pro zjednoduseni situace typicky zkoumaji kazdy zvlast.

Odborny nazev parcidlni korektnost znamend, ze pokud dany algoritmus skondi, tak da spravny vystup. Zajima-
vym nastrojem je invariant, coz je néjaky ukazatel, ktery souvisi s Zddanym vystupem a u kterého lze dokazat, ze
se v jednotlivych krocich algoritmu neméni. To je obvykle prilezitost pro indukci, viz napriklad dikaz, ze Eukliduv
algoritmus poskytne ged(a, b), v kapitole 14.

Indukce se uplatni zejména u rekurentnich algoritmii i v piipadé, ze invariant nepouzijeme. Uvazujme nésledujici
algoritmus.

procedure factorial (n: nezaporné celé ¢islo)
if n = 0 then factorial (n):= 1
else factorial (n):= n-factorial (n — 1);
Tvrdime, Ze vystup procedury je n!. DokdZeme to pro n > 0 indukci.
(0) n = 0: ano, podle specifikace je factorial(0) = 1 = 0.
(1) Necht n € Ny. IP: vystup factorial(n) je nl. Pak vystup factorial(n + 1) je roven (n + 1)-factorial(n), coz
podle IP je (n + 1) -n! = (n+ 1)L
0

To ovsem plati jen tehdy, pokud k néjakému vystupu dojde neboli pokud algoritmus skon¢i. Zkusme si predstavit,
ze onen aloritmus vyse postveme na ¢islo 1.7. Nas algoritmus zjisti, Ze to neni nula, tudiz zavold sam sebe znovu,
tentokrate se vstupem 0.7. To zase neni nula, tudiz se zavola se vstupem —0.3. A tak déle, program nikdy neskon¢i.

Ctenaf patrné namitne, Ze jsme $patni programatofi, protoze jsme zapomnéli doplnit vstupni filtr. To je pravda,
jenze jsme méli snadny algoritmus. Pokud je komplikovanéjsi, tak viibec nemusi byt jasné, co je tim vhodnym
vstupnim filtrem.

Snad kazdy rekurentni algoritmus ma mnozinu zakladnich hodnot, které umi rovnou, vypise vysledek a skonci.
Pokud dostane hodnotu jinou, tak ji vSelijak upravuje a sdm sebe spousti znovu a znovu, dokud se netrefi do jedné
z téch zékladnich hodnot. Podobné funguji algoritmy, které maji smycku c¢ekajici na spravny vysledek. Ostatné i
ten faktorial bychom mohli ziskat také jinym programem (dokonce by to bylo zddouci, protoze rekurze je elegantni,
ale z praktického pohledu problematicka).

procedure factorial (n: nezdporné celé ¢islo)

a:=1;

while n > 0 do
a:=a-n;
n:=n-—1;

output: a;
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Clovék by fekl, ze vzhledem ke zmensujicimu se n se musi dfive ¢ pozdéji dojit k situaci, kdy n > 0 neplati,
a algoritmus skonci.

Zde se vlastné odvolavame na princip sestupné indukce 7d.5, pouzila by se vlastnost V' (n): algoritmus se po cyklu
s indexem n nezastavi.

To je inspirace pro oblibeny typ diikazu, zZe se algoritmus jisté drive ¢i pozdéji zastavi. Pokud se podafi vygenero-
vat néjaky ukazatel ry, tradi¢né zvany variant, ktery je z N ¢i Ny a pri kazdém volani rekurze ¢i kazdém pribéhu
cyklu se zmensi, tak algoritmus nutné€ musi skoncit. Jinak by se totiz vyrobila nekonecna klesajici posloupnost
r1 > 1o > T9 > .- prirozenych d¢isel.

Ovsem ne vzdy se to povede a k setkani s problémem ani neni t¥eba néco komplikovaného. Uvazujme nasledujici

zobrazeni T: N — N dané predpisem

1 ..
57, n sudé;

T(n) = iy
3n+1, n liché.

Je to jednoduchy piedpis, tieba T'(8) = 38 =4 (8 je sudé) a T(13) = 3- 13 + 1 = 40 (13 je liché).

Zajimavé otazka zni, co se stane, kdyz T za¢neme aplikovat opakované (neboli kdyZ uvazujeme mocniny 7
tohoto zobrazeni). Kdyz tfeba zacneme s n = 13, tak mame T'(13) = 40. To je sudé, takze dalsi aplikace 7' dava
T?(13) = T(40) = 340 = 20. To je zase sudé, tedy T3(13) = T(20) = 10, pak T*(13) = 5 a tak dale, dostavame
Tetézec

13— 40—20— 10— 5— 16— 8— 4+ 2 — 1,

tedy T9(13) = 1.

Lidé si mysli, Ze at uz za¢neme jakymkoliv n, vzdycky dfiv nebo pozdé&ji dojdeme k 1. Zatim to ale nikdo neumél
ani dokazat, ani vyvratit, takze se to prosté nevi. Coz nas pfivadi k tomuto algoritmu:

procedure T (n: pfirozené ¢islo)

while n > 1 do;
1

if n even then n := sn
elsen:=3n+1;
output: n;

Toto je jednoduchy rekurzivni program, ktery, pokud jej zavolame jako T(13), skon¢i po deviti cyklech. Pokud
se zastavi, tak d& vystup 1, coz je cilem, je tedy parcidlné korektni. Jenze my nevime, zda se zastavi.

Termina¢ni podminku méa (n = 1), ale z toho, co jsme o zobrazeni T' Fekli, vyplyvda, Ze neni zndmo, zda k ni
pro vSechna vstupni data tento program nékdy dojede. To je smutné, soucasna véda neumi u tohoto algoritmu
dokazat, ze vzdy skonci. Coz mimo jiné znamenad, ze pro néj zatim nikdo neumél vymyslet variant.

YA\

7e. Bonus: Dalsi dikazy indukci

Zde ukazeme nékteré dalsi zajimavé aplikace indukce.

Piiklad Te.a: Uvazujme ¢tvercovou Sachovnici se stranou o velikosti 2™ poli.

Jinak fedeno, uvazujme ¢tverec zformovany z (2)2 malych étverctl, kde n € N. Zacernéme jedno z poli. |
Tvrdime, Ze to, co zbyde, lze zcela pokryt dlazdicemi slozenymi ze 3 étvereckii ve tvaru L (tzv. trimin,
viz obrazek) tak, aby se nepiekryvaly.

Dikaz provedeme to matematickou indukci.

(0) Je-li n = 1, pak jde o ¢tverec o strané 2! = 2. Po zadernéni jednoho pole ve étverci 2 x 2 zbude pravé jedno
trimino, které samoziejmé triminy vydlazdime.

(1) Vezméme libovolné n € N a predpokladejme, ze umime vydlazdit ,Ctverec 2"
minus pole“. Potfebujeme ukazat, ze pak lze dlazdit i ,¢tverec 2"+! minus pole“.

Postupujeme nésledovné. Sachovnici o strang 27! (bez pole) rozdélime na stejné u
velké ¢tvrtiny. Pak vyjmeme jedno trimino hned u stfedu tak, aby zmizela pravée tii
ze CtyT poli okolo stfedu, a to ta, kterd nejsou ve stejné ¢tvrtiné jako to chybéjici ‘
pole. Timto zptsobime, Ze ted v kazdé étvrtiné chybi jedno pole, a kazda z téch
¢tvrtin je ¢tverec o strané 2.

Podle indukéniho predpokladu dokazeme kazdou z téchto ¢tvrtin pokryt triminy,
pak jesté doplnime jedno navic do vynechaného stfedu a jsme hotovi, pokryli jsme
¢tverec o strané 2711 bez pole.

O
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Praktické pokryti konkrétni Sachovnice mizeme udélat opakovanou aplikaci rekurzivniho kroku, tedy opako-
vanym ¢tvrcenim, dokud nedojdeme k velikosti 2 x 2, a pak naslednym zpétnym chodem. Mimochodem, dobra
otazka: Kolik je pro dané n potfeba trimin? Pokud tento pocet oznacime jako t,,, pak ndm nase dekompozice
déva nasledujici rovnici: t,41 = 4t, + 1. Jak vypadaji prvni hodnoty? Pro Ssachovnici 2 x 2 stac¢i jedno, tedy
t1 = 1. Pak mame:

t1 =1,
to=4-141,
t3=44-14+1)+1=4%+4+1,
ta=4(4%+4+ 1)+ 1=4>442+4+1,...
Tipujeme, ze t, = 4" 1 +4""2 ... 4 4! + 49 a pro soucet geometrické posloupnosti mame vzorec.

n—1 1—4n
th =Y 4% = =1(4"-1).

Ovéreni spravnosti tohoto vzorce indukci nechame na ¢tenafi, viz kapitola 10.

AN

Priiklad 7e.b: Uvazujme turnaj, jehoZ Gicastnici hraji kazdy s kazdym. Pro zjednoduseni budeme pfedpoklé-
dat, Ze kazdy s kazdym hraje pouze jednou, a budeme znacit = > y fakt, ze hra¢ x porazil hréce y (nehrajeme
na remizy). Jak jsme poznamenali v kapitole 6, nedd se ¢ekat, ze by tato relace dala uspofadani, protoze se
casto vyskytuji cykly.

Pfipomenme, ze cyklem délky n (pro n > 2) rozumime situaci, kdy mame hrace hy,ho,... , h, takové, Ze
hi > hy > -+ > hy a h, = hy. (Na néem podobném je zaloZena znama skautska deskova hra, kdy slon pobije
tygra, tygr vlka, vlk psa, pes kocku, kocka my$, ale my$ zazene slona).

Protoze kazdé dvojice hi, ho spolu hraje jen jednou, neni mozné mit hy > ho a he > hi, tedy neni mozné mit
cyklus délky 2, jen delsi.

Dokazeme indukci na délku cyklu, Ze jestlize se ve vysledcich turnaje najde cyklus, pak se v ném najde i cyklus
délky 3.

(0) n = 3: trividlni, uz mame cyklus délky 3.
(1) Mé&jme libovolné n > 3. Predpoklddejme, Ze kazdy turnaj s cyklem délky n mé podcyklus délky 3. Chceme
ukazat, ze podcykly délky 3 maji i vSechny turnaje s cyklem délky n + 1.

Uvazujme proto néjaky cyklus hy > he > --- > hy > hp41 > hy. Podivejme se na dvojici hy, hs.

Jestlize hg > hi, tak mame 3-cyklus h; = ho > hs > h1 a je hotovo.

Jestlize naopak h; > hg, tak lze hy z ptivodniho cyklu vynechat a dostaneme novy cyklus délky n h; > hs >
hg > -+ > hp > hpy1 > h1, v ném podle indukéniho predpokladu umime najit 3-cyklus.

O
Pravé jsme vidéli aplikaci indukce v oblasti zvané teorie grafd, viz kapitola 12.
A

Priklad 7e.c: UkaZeme aplikaci z teorie her.

Méjme dvé hromadky zapalek a dva hrace. Ti se stfidaji, v kazdém tahu si hra¢ vybere jednu hromadku a z ni
pak odebere alesponl jednu zapalku. Hrac, ktery vezme posledni zapalku, vyhraje.

Ukazeme, Ze pokud je na zac¢atku v obou hroméadkéch stejné zapalek, tak ma druhy hra¢ vyherni strategii (tedy
algoritmus, ktery vede vzdy na vyhru, at uz déla prvni hraé¢ cokoliv).

Dale ukazeme, ze pokud se pocet zapalek v hromédkach rizni, tak ma prvni hra¢ vyherni strategii.

Poznamka: Je to tedy jedna z her, u které je jiz na zacatku rozhodnuto, jak to dopadne, pokud hréci hraji
alespon trochu inteligentné. Kupodivu i takové hry se hraji, napiiklad v Severni Americe tolik popularni piskvorky
na ¢tverci 3 x 3 zvané tic-tac-toe.

1) Nejprve dokazeme silnou indukei pro n > 1: Pokud je na zac¢atku v obou hromadkach n zapalek, pak ma druhy
hrac¢ vyherni strategii.

(0) n = 1: Prvni hra¢ musi vzit jednu zapalku, nemtze vzit obé (jsou na riznych hromadkach), druhy pak vezme
druhou neboli posledni a vyhral.

(1) Necht n > 1. Pfedpokladejme, ze druhy hra¢ ma vyherni strategii pro vSechny hry, ve kterych je na zadatku
na obou hroméadkéch stejné zapalek, a to nejvyse n. Chceme ukazat, ze pak ma vyherni strategii také pro situaci
s n 4+ 1 zapalkami na obou hromadkéach.

TakZze mame dvé hromadky po n + 1 zapalkach. Nechme udélat prvniho hrace prvni tah, odebere r > 1 zapalek
z jedné hromadky. Pokud » = n + 1, tak uz vzal vSechny, druhy hra¢ odebere druhou hroméadku a vyhral. Pokud
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r < n+ 1, tak v prvni hroméadce zbylo n + 1 — r zapalek, druhy hrac¢ pak na to reaguje tak, ze odebere r zapalek
z hromadky druhé. Ted je v obou hromadkach n + 1 — r zédpalek a je na tahu prvni hrag, ¢ili jakoby hra zacinala
znovu, a protoze obé hromadky maji po n + 1 — r zépalkdch, kde 1 < n+ 1 —r < n, ma podle indukéniho
predpokladu druhy hra¢ vyherni strategii.

Tim je dokdzan indukéni krok (1), spolu s (0) to potvrzuje existenci vyherni strategie pro druhého hréce.
O
2) Pokud neni na hromadkach stejné, tak prvni hra¢ prvnim tahem odebere z vétsi hromadky tolik, aby srovnal
pocty. Ted je na obou hromadkéach stejné a druhy hrac jakoby zacind, ¢imz se role prohodily a prvni hra¢ ma
vyherni strategii.

Jako obvykle nam nase dikazy zaroven daly algoritmus k feSeni problému, v tomto pfipadé strategii pro vyhru.
Pokud miize, hra¢ prosté vidy dorovnava hromadky na stejny pocet a nakonec vyhraje.

Teorie her je zajimava oblast matematiky s aplikacemi v mnoha oborech, u nékterych to nepiekvapi (ekonomie,
diplomacie, vojenské védy), u nékterych mozné ano (genetika).

A

Nerutinni situace nékdy byvaji u indukce zradné, protoze chyba se da udélat nejen ve strukture, ale také je
mozné piehlédnout zadrhel pii pfechodu mezi ptipady n a n + 1.

Piiklad 7e.d: ,Dokazeme“ indukeci, Ze v kazdé (neprazdné) t¥idé jsou vzdy vSichni studenti stejni.

(0) Pfipad n = 1 je zfejmy, ve t¥idé s 1 studentem to plati.

(1) Necht n € N je libovolné. Pfedpokladejme, Ze stejnost studentt plati pro vSechny t¥idy s n studenty. Ted
méjme né&jakou t¥idu 7' s n + 1 studenty. Zvolme néjakého studenta a € T' a uvazujme tiidu A = T'\ {a}. Tato
ma n studenti, tudiz podle indukéniho predpokladu jsou v ni vSichni stejni. Zbyva ukéazat, ze i a musi byt stejny
jako ostatni studenti z A. Protoze n + 1 > 2, 1ze najit b € T takové, Ze b # a. Uvazujme tfidu B = T\ {b}. I ta
ma n studentd, i v této tfidé musi byt vSichni stejni.

Ted zvolme né&jaké ¢ € T'\ {a, b}, ¢ili studenta, ktery je v.Aiv B. Protoze ¢ € A, jsou vSichni z A stejni jako c;
protoZe také ¢ € B, jsou vsichni z B stejni jako c¢. A protoze T = AU B, jsou v8ichni z T stejni jako ¢ neboli jsou
vsichni stejni.

Diukaz je hotov.

Kde je chyba? Rozhodné ne v indukci, struktura dikazu je zcela spravné. Problémy musime hledat v jednotlivych
argumentech. Prvni odstavec ¢asti (1) je spravné, tomu neni co vytknout. Problém je v druhém odstavci: Jak vime,
ze se takové ¢ da najit? Kdyby T = {a, b}, pak zadné ¢ neni, tudiz cely dikaz pada. Z toho je vidét, ze implikace
V(n) = V(n+ 1) plati pro vSechna n > 2, ale neplati pro n = 1 a to uz staci, aby cely diikaz indukci neplatil.

Zaroven se tim ukazuje, pro¢ v matematice vyzadujeme, aby byl kazdy krok v diikkazu opravdu nécim podepfen.
Kdyz matematik v onom dikazu ¢te ,zvolme néjaké ¢“, tak se okamzité pta: Opravdu mizeme? Chrani se tim

ptred chybami z pfehlédnuti. Matematici jsou detailisti z nutnosti, nikoliv dobrovolné.
A

Piiklad 7e.e: ,Dokdzeme“ indukeci, Ze pro vSechna x,y € N plati z = y (tedy vSechna pfirozena ¢isla jsou si
rovna).

Pouzijeme indukci podle toho, jak jsou x a y velkd, coz ndm fik4 hodnota max(z,y). Tu tedy pouZijeme v indukci
jako krokovaci parametr. Formalné:

Pro n € N dokdzeme: Jestlize z,y € N a max(z,y) = n, pak x = y.
(0) Jestlize x,y € N a max(z,y) =1, pak 1 <z <lal<y<1,tedy opravdux =1 =y.
(1) Pfedpokléddejme, ze pro jisté (libovolné) n € N plati V(n), potfebujeme ukazat, ze plati také V(n + 1). Méjme
tedy néjaké x,y € N takové, ze max(x,y) = n + 1. Pak max(x — 1,y — 1) = n, tudiz dle indukéniho pfedpokladu
xr—1=y—1, proto x = y. Dtikaz je hotov.

Kde je chyba tady? Tu casto odhalime, kdyz néjaky podezrely prfipad zkusime projet rekurzivnim algoritmem,
ktery je vlastné v indukci schovany. Jak tfeba ukdZzeme, ze 2 = 47 Mame max(2,4) = 4, podle indukéniho kroku
se pak odvoldvame na pfipad max(1,3) = 3, z toho zase na pfipad max(0,2) = 2 a hned mame problém, protoze
nas postup s nulou nepocital. Kde je tento problém schovan v nasem ,dikazu“? Pravé provedeny zpétny chod
naznacuje, ze je to n€kde v aplikaci indukéniho piredpokladu. Pokud chceme v diikazu néco pouzit, musime hlidat,
zda ona véc nemé néjaké zabudované podminky. U indukéniho predpokladu to vzdy byva to, Ze jej mizeme pouzit
jen pro naSe konkrétni n, ale uz ne pro jina cisla. Nékdy ma ale indukéni predpoklad zabudovany dalsi podminky.
Projdéme to v nasem prikladé.

Pouzivame jej se zvolenym n, to je v poradku. Pak je tam ovSem omezeni, na které pary cisel jej mtizeme
aplikovat. Je dvojice x — 1,y — 1 v poradku? Urcité plati max(x — 1,y — 1) = n, to je zdkladni algebra, takze tato
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podminka je v poradku. Pak je tam ale jesté jedna véc: méame mit x —1 € Na y—1 € N. A jak jsme vidéli, v tom
je pravé zadrhel. Pro x = 1, popf. y = 1 se dostaneme k nule, kterd uz neni v N a indukéni pfedpoklad nejde
pouzit. Tim je cely dtkaz Spatné.

A

Jako domaci kol matematickou indukci dokazte, ze do autobusu jezdiciho z koleji do skoly se vejde libovolny
pocet lidi.

Piiklad 7e.f: Tento problém je zndm po nazvem Hanojské véze. Piedstavte si tfi tycky, na jedné je navleéeno n
disku (s dirkou uprostfed) pékné podle velikosti od nejvétsiho dole po nejmensi nahote. (Chtél jsem udélat obrazek,
ale misto toho vés poslu do nejblizsiho hrackaistvi, kde v oddéleni pro mriata urc¢ité tycku s kolecky maji.) Cilem
je dostat tyto disky do stejné pozice, ale na jiné tyc¢ce, pomoci série taht. Tah funguje takto: Vybereme disk, ktery
je na nékteré z ty¢i nahote, a pfeneseme jej bud na prazdnou ty¢é nebo na jiny disk, ktery lezi nahofe a je vétsi
nez ten, ktery presouvame.

V pribéhu feseni se tak disky pfesouvaji a vytvafeji na tycich ,pyramidy“, protoze se podle pravidel nikdy
nemuze stat, ze by vétsi disk lezel na mensim. V libovolném okamziku tedy na kazdé tyci budou disky v poradi
od nejvétsiho dole po nejmensi nahote. Pokud prohlésime i prazdnou ty¢ za pyramidu, tak povolenym tahem je
prenést jeden disk z vrcholu jedné pyramidy na jinou.

Je mozné tuto tlohu vytesit?

Af uz vymyslime jakykoliv zptisob, nakonec musi pfijit okamzik, kdy pfesouvame dolni, nejvétsi disk na cilovou
ty¢. Abychom to mohli udélat, je nutné vSechny disky nad nim dat nékam jinam, ale Zadny z nich nesmi pFijit
na cilovou ty¢, to bychom totiz ten nejvétsi nemohli dat na néj; konec konct, my ten nejvétsi stejné chceme dat
az doli. Vidime tedy, Ze nutnou pfipravou pro presunuti nejvétsiho disku je, aby vSechny ostatni byly na té treti
ty¢i, a to samoziejmé podle velikosti (jinak to nejde). Shrnuto, chceme-li pfenést celou pyramidu feknéme na ty¢
2, musime tam dat dolt nejvétsi disk, coz vyzaduje preneseni pyramidy disk® nad nim na ty¢ ¢islo 3.

Dostavame tim jasnou rekurzi. Za¢neme s pyramidou n diskd na tyci 1, a abychom ji pfenesli na ty¢ 2, musime
nejprve prenést hornich n — 1 disk na ty¢ 3. Tuto mensi pyramidku o n — 1 discich pfeneseme tak, Ze jeji nejvétsi
disk chceme prenést na cilovou ty¢ 3, ale na to potiebujeme to, co je nad nim, tedy pyramidku velikosti n — 2,
prenést na tyc¢ 1 ¢i 2 atd. Drive ¢i pozdéji dojdeme k tomu, Ze mame nékam prenést jeden disk, a to ten nejmensi,
coz lze bez problémt.

Proveditelnost by tedy mélo jit dokézat indukci. Jedind trochu nejasna véc je, Ze uprostied feSeni budeme
v situaci, kdy mame pfenést reknéme pyramidu s 13 disky, ale dalsich 5 diskt z pfedchoziho rekurzivniho rozkladu
uz se nékde potuluje. Nedojde pri pokusu o skutecnou realizaci naseho algoritmu ke konfliktu s pravidly? Nastésti
ne. VSechny ty disky z pfedchoziho rozkladu jsou totiz vétsi nez ty v nasi pyramidé, tudiz je mizeme v dané chvili
povazovat za podlahu; v pfesouvani té pyramidy nés neomezi. Radéji to zapracujeme do naseho dikazu.

Zkusime tedy dokézat indukci, ze dokdZeme prenést pyramidu n diskd z libovolné tyce a na libovolnou jinou ty¢
b, pfi¢emz na ty¢ich (i pod pyramidou) jiz mohou byt dole néjaké vétsi disky.

(0) n = 1: Jeden disk ur¢ité pieneseme na cilovou ty¢, pfi¢emz ndm nebude vadit, kdyz uz tam bude né&jaky veétsi
disk.

(1) Piedpokladdme, ze pyramidu o velikosti n umime. Mé&jme pyramidu o n + 1 discich na tyé¢i a (pod kterou
mohou byt vétsi disky), potfebujeme ji dostat na ty¢ b, pfi¢emz na tyéich b a ¢ uz jsou t¥eba néjaké disky vétsi nez
ty v nasi pyramidce. Nejprve pouzijeme indukéni predpoklad a pfesuneme hornich n diskd nasi pyramidy na ty¢ c
(v tom nam piipadny vétsi disk dole nebude vadit), pak pfesuneme spodni disk nasi pyramidy na ty¢ b (ani v tom
nam pripadny vétsi disk nebude vadit), nacez opét vyuzijeme indukéni predpoklad a pfesuneme hornich n diska
nasi pyramidy z tyce c na tyc b, kde uz lezi disk s ¢islem n + 1, ktery je vétsi nez disky pyramidky nad nim, i to
je v poradku.

Tim je dtkaz hotov.
jako H,, pocet tahil, které nas algoritmus spotiebuje na pfesun pyramidy o n discich. Je jasné, ze H; = 1. Postup
v kroku (1) pak tik4, ze H,+1 = H, + 1+ H,, = 2H,, + 1.

Jde o klasickou rekurentni definici posloupnosti. K jejimu uréeni pouZijeme trochu optimismu a Vétu 8c.5.

H,=2H, 1+1=22H, »+1)+1=2H, 5 +2+1
=22(2H, 3+ 1)+2+1=2%H, 3+22+2+1
=20Q2H, 4 +1)+22+2+1=2"H,_ 4 +2°+22424+1="--.

n—1
1—2n
=9 g o2 4 4224941 = ok ==~ _—om_ 1,
14 +o 422424 E_O -
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Ta ¢éast se tfemi teckami je samoziejmé podezield, to byl ten optimismus. Proto jsme zatim nedokézali, ze mame
spravnou odpovéd, ale mame uz rozumného kandidata, pro kterého spravnost dokdZzeme snadno indukci:
(0) H; =2 — 1 =1, to souhlasi.
(1) Pfedpokladejme, ze pro néjaké n > 1 mame H, = 2™ — 1. Pak
Hy1=2H,+1=2-(2"-1)+1=2"" _1.

Souhlasi, nas vzorec je spravny.

Reseni hadanky zvané Hanojské véze pro n diskl tedy zabere 2" — 1 piesunil, pokud pouZijeme nas algoritmus.
Zajimavé je, ze 1ze dokazat (to uz je tézsi), ze hadanku nelze vytesit za méné taht, nas algoritmus je tedy optimalni
feSeni.

K této tloze se vaze legenda o jakémsi klastere ve Vietnamu, kde mnisi zkouseji uz nekolik staleti vyfesit tuto
ulohu s 64 disky (samoziejmé zlatymi a velkymi), a az to udélaji, tak svét skonéi nebo néco. Pokud nasleduji
optimalni strategii a jeden disk pfenesou za sekundu (coz je hodné optimistické, jak asi sami znate, kdyz nékdy
doma pienasite velké kusy zlata), tak jim to zabere 264 — 1 ~ 18- 10'® vtefin, coz vychazi na néjakych 600 miliard
let. Zatim tedy asi nema smysl rozfofrovat penzijni fond.
si zapisovat do svitkd, ve které fazi kterého podprogramu zrovna jsou a kam se maji vracet, to nevypada moc
prakticky. Nastésti existuje jednoduchy névod.

Algoritmus: Vyberte nejmensi disk, kterym lze legdlné tahnout a ktery nebyl pouzit v pfedchozim tahu, a
premistéte jej smérem doprava na nejblizsi ty¢, kam vam to pravidla dovoli, pfi¢emz se to bere cyklicky (z posledni
tyCe se vracite na prvni).

Mimochodem, v lichych tazich se vzdy prenési ten tiplné nejmensi disk, v sudych néjaky jiny a je jediny kandidat.

Pokud je n liché, cela pyramidka se presune o jedno doprava, pokud je n sudé, pfesune se o jedno doleva
(cyklicky). Chcete-li to naopak, Soupejte disky na opa¢nou stranu.

Zkusime to se ¢tyrmi disky:

1
2 2
3 3 3 3 1 1 1
411 = 411 = 412 = 4 12 = 432 = 4 3 2
1 1
12 2 2 21 1
- 431 = 431l = 134 = 134 = 2314
1
2 2
1 1 3 3 3 3

= 234 = 214 = 214 = 114 = L1 1L 4
Je vidét, ze v kazdém kroku, kdy nenosime disk 1, mame opravdu jen jednu jinou moznost tahu.

Mimochodem, zkoumayji se také varianty tohoto problému. Jedna z nich (Reve’s puzzle) je, Ze ty tycky jsou Ctyfi,
a zajimavé na ni je, ze trvalo az do roku 2014, nez se zjistilo, kolik je optimalni pocet tahd.

Jako doplnkové ¢teni doporucuji povidku A.C. Clarka Devét miliard bozZich jmen.

A

Cviceni
Cviceni Te.1l (poucné): Hra Nim se hraje takto. Na zac¢atku je hromadka s n zapalkami. Hraji stfidavé dva hrédi,
kazdy z nich v jednom tahu odebere 1,2 nebo 3 zapalky. Hrac, na kterého zbyde posledni zédpalka, prohrava.
Dokazte, zZe jestlize n po déleni 4 da zbytek 1, tak mé druhy hrac¢ vyherni strategii. Jinak ma vyherni strategii
prvni hrac.
Néapovéda: Rozmyslete si, Ze jestlize je na tahu soupef a je tam presné 5 zapalek, tak at uz udéla cokoliv, dokazete
zahrat tak, aby v dalsim tahu prohral.

Cviceni Te.2 (pou¢né): Zde se podivame na $ifeni neoficidlnich informaci. Pfedstavme si n osob, kazdé z nich zna
na zacatku urcitou informaci, kterou ostatni neznaji. Tyto osoby zacnou spolu portznu po dvou hovotit, a vzdy
kdyz dvé osoby spolu hovori, tak si sdéli vSe, co zrovna znaji.

Ozna¢me jako G(n) nejmensi pocet takovych vzajemnych rozhovort nutny k tomu, aby nakonec vsichni védéli
vsechno.

Je snadné si rozmyslet, ze G(1) =0, G(2) =1, G(3) =3, G(4) = 4.
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Dokazte, ze G(n) < 2n — 4 pro vSechna n > 4.
Poznamka: Da se ukazat, Ze ve skute¢nosti je tam rovnost, neni mozné to provést za méné nez téch 2n — 4 hovort.
To uz je ale tézky problém.

Reseni:

Te.1l: V(n): Jestlize je 4n + 1 zapalek, tak ma druhy hra¢ vyherni strategii.

(0) n = 0: Je jedna zéapalka, zbyla na prvniho hrace, ten prohral.

(1) n > 0: IP: Druhy hra¢ umi vyhrat hru s 4n + 1 zapalkami. Uvazujme hru s 4(n + 1) + 1 = 4n + 5 zapalkami.
Prvni hra¢ vezme zapalky, povoleny pocet je 1,2,3. Cokoliv vezme, druhy hra¢ muze vzdy vzit tak, aby zbylo
4n + 1 zapalek a je na tahu prvni, tedy hra znovu zacina s 4n + 1 zapalkami a druhy mé vyherni strategii.
Ditikaz, Ze jinak ma vyherni strategii prvni hrac: Jestlize je pocet zapalek 4n + 2, 4n + 3 nebo 4n + 4, tak prvni
hrac¢ odebere tak, aby zbylo 4n+ 1 a je na tahu druhy hrac. Zacna hra s 4n + 1 zapalkami, ve které ptivodné prvni
hrac hraje roli druhého a ma vyherni strategii.

7e.2: 1) Indukci: (0) n = 4: G4) =4 <2-4—-4. (1) n > 4: IP: G(n) < 2n — 4. Ted uvazujme n + 1 osob.
Jedna z nich nékomu ze skupiny fekne svou informaci. Pak se odpoji, zbyvajici skupiné o n lidech staci G(n)
hovori k tomu, aby v ni uz vsichni védéli vsechno, véetné informace prvni osoby. Podle indukéniho predpokladu
na to staci 2n — 4 hovorti. Pak nékdo ze skupiny jesté fekne vSechny informace té prvni osobé. Celkem staci
1+ (2n —4) 4+ 1 = 2n — 2 hovort. Nevime ale, jestli zrovna tato strategie je optimalni, takze je to horni odhad,
mame tedy G(n+1) <2n—-2=2(n+1) — 4.

2) Pfimo: Pro n = 4 to plati. Necht n > 5. Oznacéime néjaké ¢tyfi osoby jako 1,2,3,4. VSichni ostatni si promluvi
s nékym z této ctverice. Pak tedy tato ¢tvefice jako skupina vi vsechno.

Pak si informace navzajem vymeéni, na to staci ¢tyri rozhovory 1-2, 3—4, 1-3, 2—4, tim kazdy ze skupiny vi vSechno.
Nakonec tfeba 1 promluvi s témi n — 4 mimo skupinu. Celkem tedy sta¢i (n —4) +4 + (n — 4) = 2n — 4 hovort.
Poznamka: Kolik by bylo tfeba hovori, kdyby vSech n — 1 feklo svou informaci ¢lovéku 1, ten pak zna vse, tak to
fekne ostatnim?

Kolik by bylo tfeba hovort, kdyby v té specidlni skupiné byli 2, poptipadé 3 1idi? A pét lidi?
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