Diskrétni matematika 8a. Zobrazeni: Zakladni vlastnosti a operace pHabala 2026

8. Zobrazeni a posloupnosti

Pojem zobrazeni je jednim ze zdkladnich matematickych néstroji. V této kapitole probereme jejich klicové
vlastnosti a pak se podivame na svébytnou podskupinu zvanou posloupnosti.

8a. Zobrazeni: Zakladni vlastnosti a operace

Jednim se zékladnich nastrojt pro zkouméani ptirody je pojem funkce. Ctenaf se uz s nimi jisté setkal, tieba s
kvadratickou funkci y = 22 ¢i f(x) = 2. Bé&zné pouziti svadi k tomu, abychom funkce spojovali se vzorci, ale to
by bylo prili§ omezujici.

Priklad 8a.a: Predstavme si, Ze v ¢ase nula hodime kdmen, ktery nasi ruku opousti rychlosti vy, a chceme
védét, jak se od nés vzdaluje. To zachytime funkci d(t), ktera tiké, jak daleko od nés kdmen je v ¢ase ¢ pro ¢ > 0.
Evidentné d(0) = 0.

Pokud jsme kamen hodili uprostfed prazdnoty vesmiru, kde neni nic, ani gravitace, pak se vzdaluje po pfimce
stale stejnou rychlosti a pro jeho vzdalenost mame povédomy vzorec d(t) = vot. Puntic¢kaii dodaji, Ze tento vzorec
plati jen do doby, nez se kdmen dostane do oblasti s gravitaci ¢i mezihvézdnou hmotu.

Pokud jsme kdmen hodili z véze postavené na Mésici smérem dolti, tak je urychlovan mésicni gravitaci a vzdaluje
se od nas po (svislé) pfimce, pricemz vzdalenost se méni dle vzorce d(t) = vt + %thQ, ktery si ¢tendf mozna
jesté vybavi. Tentokrat vzorec plati do chvile dopadu.

Pokud jsme kamen hodili ze stfechy mrakodrapu na Zemi smérem dolt, tak se ke gravitaci pfida ptisobeni odporu
vzduchu. Kamen poleti po svislé piimce dolti a néjaké métici zafizeni nam bude schopno pro kazdé t > 0 zjistit
jeho vzdélenost od nas. Vzdalenostni funkce d(t) tedy existuje, pro konkrétni éas ¢t > 0 je uréena ¢iselnd hodnota
d(t). Jenze neexistuje algebraicky vzorec, ktery by tuto funkci dokéazal vyjadfit.

A

My samozrejmé preferujeme funkce dané vzorcem a ve skole se s jingymi prakticky nesetkavame, ale jak ptiklad
ukazuje, nelze se omezovat jen na né. Co je tedy funkce? Intuitivné vzato je to ,,posilatko”, které bere ¢isla a posila
je na jin4 ¢isla. Napiiklad funkce f(z) = 2% posila 13 — 169. Mtizeme si funkci pfedstavit jako krabicku se vstupem
a vystupem. Podstata konkrétni funkce je pravé ve specifickém vztahu mezi ¢isly na vstupu a ¢isly na vystupu.

V kapitole o relacich jsme se naucili takové vztahy zaznamenavat pomoci uspofadanych dvojic. Bude to fungovat
i pro funkce. Funkci f(x) = 22 Ize reprezentovat jako (mozna nekoneénou) mnozinu dvojic typu (z,z?) a je témito
dvojicemi pfesné uréena. Kdyz budeme chtit védét, kolik je f(—7), tak najdeme v seznamu dvojici (a, b) takovou,
kde a = —7, coz je dvojice (—7,49). Proto f(—7) = 49.

Zde vyuzivame dvou nevyslovenych predpokladii, které jsou podstatné. Tim prvnim je, Zze musime védét, jaka
Cisla lze pouzivat coby vstupy. Podobné jako u relaci, také u funkci je podstatny nejen mechanismus vztahu, ale
i mnozina, na které je aplikovan. Jak brzy uvidime, uvazovanim ptedpisu f(x) = 22 pro z € R vznikne jin4 funkce,
nez kdyz stejny predpis uvazujeme na mnoziné (0, 0o). Spofivy ¢tendf muze chtit pouzit tento pfedpis na mnoziné
{—2,0,2}, takto vzniklou funkci pak jednozna¢né zachytime skromnou mnozinou dvojic

{(-2,4),(0,0),(2,4)}.

Druhy nevysloveny ptedpoklad je, ze kdyz najdeme jednu dvojici (a,b) s a = —7, tak uz se dozvime f(—7),
protoze vic takovych dvojic neni. Diky tomu ma f(—7) jednoznaény smysl, coz je pro fungovani funkei kli¢ové. To
znamend, ze na rozdil od relaci se nespokojime s jen tak néjakou mnozinou dvojic, ale budeme vyzadovat, aby se
kazdé ¢islo posilalo jen na jeden cil.

Smétfujeme k definici, kdy vnimame funkce jako specidlni typ relace. ProtoZe se matematici neradi zbytecné
omezuji, nabizi se napad aplikovat tuto myslenku také na jiné objekty nez cisla. Mizeme si predstavit treba
¢ernou skrinku, které déavame pismenka a ona na oplatku vydava ruzna lizatka. I fungovani takovéto skriinky
by 8lo zachytit jako mnozinu dvojic (pismenko,lizdtko). Abychom ukazali, Ze jsme od pfizemnich funkei presli k
nécemu abstraktnimu, pouzijeme vznesenéjsi jméno.

! | Definice.

Necht A, B jsou mnoziny. Podmnozina T mnoziny A X B se nazyva zobrazeni z A do B, jestlize
pro kazdé a € A existuje pravé jedno b € B spliujici (a,b) € T.

Zobrazeni T' z A do B znadime T: A — B.

Namisto (a,b) € T také piseme T'(a) = b.

Mnozina A je defini¢ni obor 7', znac¢eno D(T'), mnozina B je cilovd mnozina 7.

Definujeme také obor hodnot 7' jako

ran(T) = {T(a); a € A} = {b € B; Ja € A: T(a) = b}.
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By a mapping we mean any subset T' of A x B satisfying the following condition: For every a € A there is
exactly one b € B such that (a,b) € T. We denote this T'(a) = b. The set A is called the domain of T', denoted
D(T), and the set B is called the codomain of 7. We also define the range of T as ran(7T") = {T'(a); a € A}.

Podminku z definice lze formalné zapsat Va € A 3lb € B: (a,b) € T.

Néktefi autofi pojem ,zobrazeni“ nezavadéji a hovoti o funkcich. Jde tedy o rovnocenné pojmy, jedni autori
si vyberou jeden, jini druhy, néktefi to stfidaji dle nalady. J& patfim mezi autory, kteii se dobrovolné rozhodli
dodrzovat nasledujici tmluvu: Nézev ,funkce® si Setfime pro ta zobrazeni, kterd pracuji s ¢isly (redlné funkce,
komplexni funkce, funkce na N), zatimco pouzitim slova ,zobrazeni“ ¢tenaii posilame vzkaz, Ze pravé pracujeme
s obecnéjsi situaci. Ptijde mi to praktické, ale upozoriiuji, ze to neni univerzalné prijimano.

Definice vlastné rika, Zze zobrazeni jsou specialni pfipady relaci. Nabizi se otdzka, pro¢ po usporadanich nepfisla
kapitola nazvana Specialni relace: Zobrazeni. Divodem je, Ze podminka jednoznacné existence b z definice ma
masivni dopady na to, jak zobrazeni funguji, a to zcela jinak nez ostatni typy relaci. VétSina poznatka z kapitol
o relacich nedava pro zobrazeni smysl, naptiklad aplikace mnozinovych operaci na funkce nemé rozumnou inter-
pretaci a navic to ani obecné nejde, protoze bychom jako vysledek nejspiSe nedostali zobrazeni, viz cvic¢eni 8a.14.
Stejné tak se na relace neaplikuji vlastnosti relaci, protoze nenesou uzite¢nou informaci, viz cviceni 8a.15. Naopak
je tieba zavést nové néastroje, které pro zménu nefunguji u béznych relaci. Jak zahy uvidime, dokonce i pojmy, které
jsou pro relace a zobrazeni spoleéné, budou u zobrazeni specifické. Proto se s nimi nezachézi jako se specidlnimi
relacemi, ale zobrazeni se bere jako samostatny pojem.

Je to ostatné vidét jiz v definici. Znaceni (a,b) € T odkazuje k relacim a v nékterych teoretickych tivahach s
nim budeme pracovat. Pro praktické pouziti se nabizi alternativni zapis T'(a) = b, pouzivé se také (zfidka) verze
T: a — b, ktery odkazuje na intuitivni pfedstavu zobrazeni coby posilatka a dava smysl pravé diky tomu, Ze b je
pro kazdé a jednoznacné urceno. Pro obecné relace toto znaceni nefunguje.

Je s tim spojena terminologie, T'(a) = b se d& vyjadrit slovy, Ze b je obraz a (je pfesné jeden), zatimco a je vzor
b (ten uz nemusi byt jedineény, napiiklad vzhledem k f(x) = 2% ma b = 4 vzory a = +2).

Mimochodem, tim 7'(a) se nesnazime naznacit, Ze se dosazuje do né&jakého vzorecku, protoze ten ani nemusi
existovat. Spi§ to chdapeme tak, Ze jsme a vsunuli do vstupu Cerné skiinky a cekdme, co z ni vyleze na druhém
konci.

Priklad 8a.b: Uvazujme mnoziny A = {¢,e} a B = {1,2,13}. Pak R = {(¢,13)} neni zobrazeni A — B,
protoze prvku a = e neni nic pfitazeno. Také S = {(¢,13), (e,1), (¢,2)} neni zobrazeni, protoze prvku a = ¢ jsou
prifazena dvé razna b.

Jak se da cekat, ted pfijde zobrazeni, tteba T' = {(¢,1), (e,13)}. Toto je spravny formélni zapis podle definice,
ale mame k dispozici také prirozenéjsi zapis ve formé vyctu T'(o) = 1, T'(e) = 13.

Toto zobrazeni ma definiéni obor D(T') = A a obor hodnot ran(T") = {1, 13}.

A

Piiklad 8a.c: Uvazujme A coby mnozZinu vSech studenti, ktefi ispésné slozili alespon jednu zkousku, a B = R.
Pro pevné zvoleny den definujeme zobrazeni T: A — B predpisem, Ze pro studenta a € A udava T'(a) studijni
prumér studenta a k onomu zvolenému dni. Pak by 7" mélo byt zobrazeni.

Je zaroven jasné, Ze prifazeni (student,pfedmét zapsany v tomto semestru) s vysokou pravdépodobnosti nebude
zobrazenim. ZaleZi to na tom, zda se v mnoziné A najde student, ktery nam to sabotuje a zapsal si vice predmét;
pak je tieba jako nastroje pouzit relace.

Dobra otazka je, zda je zobrazenim relace (obfan CR,rodné ¢islo). Cisla se rozdéavaji pii narozeni a ziskani
obcanstvi, takZe kazdy obcan je v néjaké dvojici, tohle by fungovalo. Mame ale zaruceno, Ze je v pravé jedné, tedy
m4 jen jedno RC? Teoreticky by tomu tak byt mélo.

A

8a.1 Poznamka: V praxi se zobrazeni obvykle pouzivaji v situaci, kdy mnoziny A, B nejsou prazdné, abychom
meéli s ¢im pracovat.

V pripadé, ze A = 0, je také A x B = () a tedy existuje jedina relace z A do B, jmenovité T = (). Tato relace
je také zobrazeni, protoze ke kazdému a € A (z4dné neni) opravdu existuje dvojice v T. Pokud to ¢tenéfi ptijde
podivné, pak lze argumentovat tak, Ze v A neexistuje protipfiklad proti tvrzeni, Ze T je zobrazeni.

Pokud je B = (), tak v ptipadé A = () existuje ono prazdné zobrazeni () — (), jinak zobrazeni z neprazdné A do ()
neexistuje viibec. Pokud by totiz v A existovalo néjaké a, tak by mu pfipadné zobrazeni muselo prifadit néjaky
prvek z B, ale neni co.

A
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Je dobré zdirazit, ze zobrazeni (a funkce) jsou kombinaci ti{ informaci: O tom, jak posild vstupy na vystupy,
coz je reprezentovno symbolem 7', a také tim, jaké vstupy se berou neboli identita mnoziny A (jinak nemtizeme
v definici zkontrolovat splnéni podminky) a kam se posilaji vystupy. VSechna tfi pismenka v obrazku ,T: A — B
jsou tedy podstatna a prakticky se to projevi tfeba ve chvili, kdy chceme dvé zobrazeni porovnavat.

Definice.

Necht T: A+ B a S: C + D jsou zobrazeni. Rekneme, Ze jsou si rovna, znaceno 7' = S, jestlize
A=C, B=D apro viechna a € A plati T(a) = S(a).

Struc¢né: Shodné zobrazeni musi posilat stejnym zptisobem a musi se shodovat vstupni a cilova mnozina. Ovérit
shodu posilani u zobrazeni, které nelze zapsat vzorcem, miize byt dobrodruzné. Casto vzorce mame a potiebujeme
je porovnat. Zde je zajimavé védét, Ze neexistuje a nemuze existovat spolehlivy algoritmus na rozpozani, zda dva
algebraické vzorce jsou si rovny. Ale v béznych situacich ndm nase obvyklé triky staci. Pak je tfeba pamatovat,
7e kdyZ mame t¥eba T'(n) = n? —1a S(n) = (n—1)(n+ 1), tak nebudeme jésat predéasng, ze T' = S, ale nejdiive
jeSté porovname, jak vypadaji defini¢ni obory a cilové mnoziny téchto zobrazeni.

P1i praci se zobrazenimi ¢asto pomiize jejich grafické znézornéni. Vzhledem k tomu, Ze zobrazeni jsou specialni
pfipady relace, mizeme pouzit graf tak, jak jej chiapou relace. Nize vidime grafy pro relaci S a zobrazeni T z
prikladu 8a.b.

A 5 3 B A T B

—~

U funkci na takovéto znazornéni nejsme zvykli, ale u obecnych zobrazeni je velice vyhodné. V konkrétnich
prikladech snadno vidime dulezité vlastnosti, napfiklad obor hodnot v ném vidime jako vSechny body z B, do
kterych vede Sipka. Hned také vidime, kdy néjakd podmnozina A x B neni zobrazeni, bud pro ni néjaké a nemé
Sipku zadnou, nebo jich ma vice. Vysoce uzitecna je tato predstava také pti teoretickych tvahach.

Jak do tohoto pribéhu zapada graf bézné pouzivany pro realné funkce? Je dan jako mnozina B
bodti (z, f(z)) v R U obecného zobrazeni T jde o mnoZinu (a,T(a)), coz je vlastné T 134 o e
samotné coby relace. Je mozné tyto dvojice zaznacit v tradi¢nim obrazku pro A x B, coz je
obdélnikov sit bodit. V ni zvraznime dvojice lezici v T. Vidime to na obrazku pro zobrazeni 2| © °
T z pf"ikladu 8a.b. 14 ) fo)
Hned vidime, Ze néjakou informaci bychom asi z toho obrazku vykoukali, ale je to méné
vymluvné nez Sipkovy obrazek vyse. Tim se vysvétluje, pro¢ se v obecné teorii zobrazeni <1> —A
[ ]

tento pristup nepouziva.

Jakmile umime posilat nékam prvky, tak uz umime posilat i celé mnozZiny, prosté je posleme po jednotlivych
prvcich. Miazeme také vzit néjakou ¢ast cilové mnoziny a zeptat se, kdo vSechno je do ni poslan.

Definice.
Necht T: A+ B je zobrazeni. Pro M C A definujeme obraz (image) M jako

T[M] ={T(a); a € M} ={be B; Ja € M: T(a) = b}.
Pro N C B definujeme vzor (pre-image) N jako
T7'N)={a€ A; T(a) € N}.

Vratime-li se k piikladu 8a.b, tak
T{o}] = {T (o)} = {1}.
Také méame
T{o,e}] = {T(0),T(e)} ={1,13}.
Vlastné jsme pocitali T[A] = ran(T).
Méame také T {1} = T71[{1,2}] = {0}, T71[{2}] = 0.
Vzdy T~ 1[B] = A, protoze kazdé a € A se zobrazi nékam do B podle definice zobrazeni.
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Znaceni T—1 pro vzor se miiZe plést se znacenim pro inverzni zobrazeni (viz niZe); vzor mnoziny se pozné podle
hranaté zavorky. Existuje vzdy, i kdyby to méla byt prazdnd mnozina.

V pripadé, Ze nase zobrazeni pracuje s nekoneénymi mnoZinami, je nemuzeme nakreslit celé, ale Sipkové znéazor-
néni mize byt stale uzitecéné.

Priklad 8a.d: UvaZzujme funkci f(z) = 22 coby zobrazeni R — R. Vime, 7e jejim grafem je parabola, ale jako
posilatko ji 1épe vystihne Sipkovy graf. V ramci tspory mista jej oto¢ime, Sipky ted vedou shora doli, takze nahote
vidime defini¢ni obor jako vodorovnou pfimku a dole cilovou mnozinu.
1
1 5

!
: T !

Snadno si rozmyslime, Ze f[{—2,0,2,13}] = {0,4,169} a f~1[{1,2}] = {-1,1,—v2,v2}.

Rozmyslime si, ze intervaly se pfenaseji zase na intervaly, neboli Ze obraz intervalu je interval. Napftiklad
T[{—1,1)] = (0,1) a T[{0,2)] = (0, 4). Sipkové vizualizace to dokaze zachytit.
— 1

| 1 0 L 2
R R
il \ l il l
R I | R | 1
0 1 0 4

Vzory intervali uz nemusi byt zase intervaly, naptiklad f~1[(1,4)] = (—2,—1) U (1,2).
A

Nékteré pojmy méa smysl prenést z relaci na zobrazeni, i kdyz s urcitymi specifiky. Za¢neme situaci, kdy mame
zobrazeni T: A — B, ale zjistime, Ze nés vlastné zajima jen na néjaké podmnoziné M definiéniho oboru A. U
relaci k tomu slouzi pojem restrikce, ktery umozinuje zazit vstupni ¢i cilovou mnozinu. U zobrazeni je ale zuzovani
cilové mnoziny problematické, protoze by se tim mohla vyloucit néjaka klicova dvojice.

Proto u zobrazeni omezujeme pouze vstupni mnozinu, tedy pfi pfechodu z D(7T') na podmnozinu M vybereme
jen takové dvojice z T, jejichz prvni soufadnice je v M. Snadno si rozmyslime, Ze ve vysledné mnoziné dvojic se
kazdy prvek M vyskytne v pravé jedné dvojici, tedy tato nova mnozina dvojic je zase zobrazeni. ProtoZe jsou
dvojice prebrany z ptvodniho zobrazeni, nové zobrazeni posila prvky z M stejnym zpiisobem jako to ptivodni,
coz vede na definici restrikce v jazyce zobrazeni.

Definice.
Necht T: A — B je zobrazeni, nechtf M C A. Definujeme restrikci zobrazeni T' na M, znaceno
Ty, jako zobrazeni z M do B definované

T|p(a) =T(a) pro a € M.

Zobrazeni T z piikladu 8a.b miize byt omezeno naptiklad na podmnozinu M = {o}, vznikne pak restrikce T'|;:
M +— B definovana vzorcem T'|,(¢) = 1.

Restrikce je u funkci velmi uzZite¢nym nastrojem, napiiklad bychom se bez ni neobesli pfi definici funkci jako
odmocnina ¢i arkustangens.

Vyznamnou roli hraje u zobrazeni sklddani. Jeho definici 1ze pfimo pfevzit od relaci, jako obvykle budeme chtit
pracovat jazykem pfifazeni. Uvazujme zobrazeni T: A — B a S: B +— C. Dvojice (a,c) je ve slozené relaci S o T
(upozornime na pofadi, T jde prvni, S druhé), pokud existuje b € B takové, ze (a,b) € T a (b,c) € S.

8a.l, 8a.d 276 8a.1, 8a.d



Diskrétni matematika 8a. Zobrazeni: Zakladni vlastnosti a operace pHabala 2026

SoT:a—c

Protoze je T zobrazeni, tak nemédme u b na vybér, je jen jeden prvek spliujici (a,b) € T, jmenovité b = T'(a).
Aby tedy vznikl navazujici dvojkrok, musi mit S né&jakou dvojici (b, c), coz ale mé, je to totiz také zobrazeni a
b € B. A navic mé jen jednu, tu kde ¢ = S(b).

Vidime dvé véci. Za prvé, na rozdil od relaci nemusime u zobrazeni zkoumat, kde vznikaji ¢i nevznikaji navazujici
dvojice, zde z kazdého a € A vznikne pfesné jedna navazujici dvojice a tedy presné jedna dvojice do SoT. Coz je
ta druhé podstatna véc: Pokud slozime zobrazeni T' a S jako relace, bude také vysledna relace S o T' zobrazenim.

Ohledné znaceni vidime, ze u vysledné dvojice (a,c) mame ¢ = S(b) = S(T'(a)). Takze ,posilatko“ S oT funguje
tak, Ze se nejprve vstup a posle posildtkem T' a jeho vystup se pouzije jako vstup do posilatka S, presné€ jak jsme
zvykli od funkci. Ted uz vime, co chceme.

! | Definice.
Necht T: A +— B a S: B +— C jsou zobrazeni. Definujeme jejich sloZzené zobrazeni ¢i kompo-
zici SoT: A — C predpisem

(SoT):aw S(T(a)) pro a € A.

Znacime také So T = S(T).

Consider mappings 7: A — B and S: B — C. We define their composition as the mapping So7: A — C
defined by (S oT)(a) = S(T(a)) for a € A.
Tak jsme se koneéné dozvédéli, pro¢ se kdysi matematici rozhodli pro neprirozené potradi ve znaceni skladani.
Dosazeni a totiz vypada takto: T'(S(a)), prvni pouzité zobrazeni je vpravo, to nésledné vlevo. Odtud zkratka S(T')
pro sloZené poradi, coz zase dava S oT. Mi to tedy prijde jako dost chaba vymluva, ale co s tim nadélam.

Priklad 8a.e: Uvazujme nase znamé T z piikladu 8a.b a také zobrazeni S z B do C = {a, b, ¢, d} dané S(1) = a,
S(2) = d, S(13) = b.

Vidime, Ze vznika zobrazeni z A do C, které posild ¢ — a a ® — b. Ovéfime to prvni podle definice: (SoT)(¢) =
S(T(0)) =5(1) = a.

Je také vidét, ze S(2) je pro slozené zobrazeni irelevantni.

Ctenai si miize rozmyslet, ze pokud bude k zobrazenim pfistupovat podle definice, tedy

T ={(0,1),(e,13)}, S={(1,a),(2,d),(13,b)},
tak skladani podle definice pro relace da stejny vysledek jako podle definice pro zobrazeni.

A

Poznamka: Vidime, Ze napad s navazovanim funguje vzdy, kdyZz je mozné hodnoty 7" dosadit do S. Vlastné tedy
nepotiebujeme, aby se cilovd mnozina T rovnala defini¢nimu oboru S. Klidné bychom mohli definovat skladani
pro zobrazeni T: A +— B a S: C — D s podminkou, ze ran(7") C C. Vznikla by zcela funkéni a navic obecnéjsi
definice, ktera by 1épe odpovidala tomu, co potkdvame bézné u funkci. Nicméné neni to v obecné teorii zobrazeni
zvykem. Pokud se s takovou situaci potkame, dokdzeme se pozadavku nasi definice prizptisobit tim, Ze misto S
vezmeme restrikci S|z, kde uz mnoziny navazuji jako v definici a z hlediska vysledku to vyjde nastejno.

A
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Diskusi o spravném znaceni skladani bychom se mohli vyhnout, kdyby platilo SoT = T'o S (komutativni zédkon).
V to ale doufat nelze. Problém je zasadni. Pokud prohodime pofadi na S: B+ C, T: A — B, tak neni zaruceno
spravné navazani mnozin. Moznd budeme mit $tésti a A = C', ale ani pak jesté neni vyhrano.

Priklad 8a.f: Uvazujme mnozinu A = {1,2} a zobrazeni U, V: A — A definovana takto:
Uil 2,21, Vil—= 1,21
neboli U = {(1,2), (2,1)} a V = {(1,1), (2,1)}.
Pak zobrazeni V o U posila 1 — V(U(1)) = V(2) = 1, zatimco U o V posila 1 — U(V(1)) = U(1) = 2. Neplati
tedy VoU=UoV.
A

Priklad 8a.g: Vratme se ted k tomu, co ¢tenaf dobfe zn4, k realnym funkcim. Uvazujme funkce f(z) = 22 a

g(z) = x 4+ 13 coby zobrazeni R — R, miZeme je tedy sloZit v libovolném pofadi. Slozeni g o f posila
z = g(f(2)) = g(2*) = 2* + 13,

nahradili jsme nejprve f(z) pfislusnou hodnotou a pak jsme tento vysledek pouzili jako vstupni hodnotu pro g.
Mtzeme také zacit vyhodnocenim g a dopadne to stejné,

z— g(f(2)) = f(z) + 13 = 2 +13.
Kazdopadné (g o f)(x) = 22 + 13. Rozmyslete si, Ze v opa¢ném potadi skladdni dostaneme (f o g)(x) = (z + 13)?,
znaceno také f(g)(z) = (z + 13)2. Je to jiny vzorec, takze bychom é&ekali, ze ptijde o jiné zobrazeni. Potiebujeme
ale jistotu, muZe se stat, Ze rizné vzorce daji stejné zobrazeni (viz cviceni 8a.3). Riznost zobrazeni nejsnéze
dokazeme ukazkou, ze se neshodnou na néjakém prvku. Zkusime dosadit tfeba jednicku a uvidime.

(go /)(1)=1*4+13=14,  (fog)(1) = (1+13)> = 196.
Ted uz jsme si jisti, Ze zménou pofadi skladani dostdvame jinou funkci.

A

Takze na poradi zélezi, ¢lovék se musi opravdu snazit, aby vytvoril tfeba dvé funkce, u kterych f(g) = g(f), viz
cviceni 8a.8. Proto se na komutativitu ned4a spoléhat, nastésti ji obvykle ani nepotfebujeme. Mnohem vyznamnéjsi
prakticky dopad maé asociativita, kterou u skladani relaci mame a zdédi ji tedy také skladani zobrazeni.

Véta 8a.2.
Necht T: A+ B, S: B+ C a R: C — D jsou zobrazeni. Pak plati (Ro S)oT = Ro(SoT).

Forméalné je to dusledek faktu 4a.9, ale kdyz bereme zobrazeni jako svébytnou kategorii, tak budeme chtit i
dtikaz jazykem prifazeni.

Dukaz (rutinni): Nejprve si rozmyslime, ze (RoS)oT a Ro (S oT) jsou oboji zobrazeni z A do D (nakreslete
si obrazek), takze se shoduji vychozi a cilové mnoziny. Ted ukdzeme, Ze obé zobrazeni davaji stejné hodnoty na
prvcich z A.

Vezméme libovolné a € A. Zobrazeni (Ro S)oT vznika jako slozeni T'a Ro S. Podle definice se tedy a nejprve
dosazuje do T' a vysledny prvek pak do Ro S. Dostavame (R o S)[T'(a)], pouzili jsme hranaté zavorky, abychom
vizualné vyznacili dosazeni, které nas zrovna zajima, ale rizné typy zavorek jsou samoziejmé porad jen zavorky.
Podle definice skladéni si rozmyslime, jak slozené zobrazeni R o S pusobi na prvek T'(a).

a = (RoS)[T(a)] = R(S[T(a)]) = R(S(T(a)))-

Stejné rozebereme R o (S o T'). Podle definice se ma R aplikovat na slozeni (S o T')(a), coz pfepiseme pomoci
definice:

a— R((SoT)la]) = R(S(T(a))),

tedy hodnoty ((RoS)oT)(a) a (Ro(SoT))(a) jsou stejné.
U

U relaci byla jesté jedna zajimava operace, pfechod k inverzni relaci (obraceni sméru Sipek). Podobna véc
by se ndm hodila také u funkeci a zobrazeni. Pokud napiiklad mame zobrazeni ,élovek — RC¥, pak jisté nékdy
potfebujeme proces opacny, kdy k ¢islu hledame ¢lovéka. V tomto pripadé ovSem neni mozné jen aplikovat rela¢ni
definici na zobrazeni.

8a.2, 8a.h 278 8a.2, 8a.h



Diskrétni matematika 8a. Zobrazeni: Zakladni vlastnosti a operace pHabala 2026

Piiklad 8a.h: Uvazujme zobrazeni T z pfikladu 8a.b. Pokud jej bereme jako relaci T' = {(¢, 1), (o,13)}, pak
existuje inverzni relace T—! = {(1,¢), (13, e)}. Toto ale nen{ zobrazeni z B do A, protoZe chybi dvojice pro 2 € B.
A

My samoziejmé potfebujeme, aby operace provadéné se zobrazenimi zase vyrabély zobrazeni. Priklad ukazuje,
ze u myslenky obraceni sméru Sipek se musime smifit s tim, Ze to obcas nepijde. Nabizi se udélat definici, ktera
by fikala, Ze inverzni zobrazeni se déla jako inverzni relace za predpokladu, zZe zase vznikne zobrazeni. Fungovalo
by to, ale preferujeme vyjadieni jazykem prifazeni.

Neprijata definice fungovala tak, Ze aplikaci relacni inverze na zobrazeni T vznikne kandidat S, ktery bude
pfijat, pokud je to zobrazeni. My to oto¢ime: Budeme prochéazet kandidaty S, coz uz budou libovolna zobrazeni,
a testovat, zda spravné souviseji s T'. Co tedy od zobrazeni vzniklého obracenim Sipek ocekavame?

Uvazujme dvojici (a,b) € T neboli T'(a) = b. Pokud néjaké inverzni
zobrazeni S existuje, tak by mélo mit (b, a) € S neboli S(b) = a. Obrazek
veelku vystizné naznacuje, o¢ jde. Jestlize T" nékam posle a, tak S by
ten cil mélo pieposlat zpét.

Zajimava interpretace je, kdyz vnimame T jako jakousi akci, ktera
néco provede s prvkem a, tfeba jej transformuje v néco jiného. Spravny
kandidat S na inverzni zobrazeni by tuto akci mél neutralizovat, tedy
dostavame zpét to, s ¢im jsme zacali. Vznikéd tak kolecko, které mate-
maticky vyjadiime rovnosti S(7'(a)) = a.

Tato podminka je v jazyce zobrazeni, tedy mé spravnou podobu. Chtéli bychom ji mit splnénou pro vSechny
prvky a.

Ukazuje se nicméné, ze tato podminka jeSté nezarudi, ze S mé stejné dvojice jako 7', jen v opa¢ném poradi, viz
priklad 8a.i 2b. Je proto nutné piidat jesté jednu podminku, kdy to kolecko za¢neme v prvku b € B a pouzivame
nejdiiv S a pak T: T'(S(b)) = b.

Ukazeme, Ze tato dvé kolecka neboli to, ze se T a S navzijem neutralizuji, pozné spravné zobrazeni otacejici
Sipky z T'. Pro uplnost pfiddme dalsi praktickou podminku, kterd vznikne z podminky (i) prostym pfepisem do
jazyka prifazeni.

Fakt 8a.3.
Necht T: A — B je zobrazeni. Nésledujici vyroky jsou ekvivalentni.
(i) S ={(b,a) € B x A; (a,b) € T} a je to zobrazeni B — A.
(ii) S je zobrazeni B — A a spliiuje
S(T'(a)) = a pro vSechna a € A,
T(S(b)) = b pro vSechna b € B.
(iii) S je zobrazeni B +— A a pro vSechna a € A, b € B plati
S(b) = a pravé tehdy, kdyz T'(a) = b.

Vsimneme si, Ze jsme u vSech tfech podminek museli zahrnout pozadavek, ze S je zobrazeni B — A. U (ii) a
(iii) jsme zobrazeni potifebovali na to, aby slo psat S(b) a tedy mélo smysl formulovat testy, ale ty samy o sobé
jesté nedokazou vynutit, aby toto S slo B — A, takZe i to musime zahrnout do podminek.

Dukaz (pou¢ny):
1) (i)==(ii): Podle (i) je S zobrazeni B — A.

Vezméme néjaké a € A, oznaéme b = T'(a). Pak (a,b) € T, proto (b,a) € S neboli S(b) = a. Odtud
S(T'(a)) = S(b) = a.

Vezméme b € B. Protoze je podle (i) S zobrazeni B — A, tak musi existovat a = S(b) € A, tedy (b,a) € S.
Podle definice S pak (a,b) € T neboli T'(a) = b. Pak T'(S(b)) =T'(a) =b
2) (ii)==(i): Mame zobrazeni S: B +— A, ¢imz je splnén druhy pozadavek z (i). Uvazujme S jako mnozinu
dvojic.

Necht (b,a) € S. Pak S(b) = a, tudiz také T'(a) = T'(S(b)) = b podle druhé podminky v (ii). To znamend
(a,b) € T. Ukazali jsme, ze S C {(b,a) € B x A; (a,b) € T'}.

Ted vezméme (b,a) € {(b,a) € B x A; (a,b) € T}. Pak T'(a) = b a tedy S(b) = S(T'(a)) = a podle (ii), tedy
(b,a) € S. Proto {(b,a) € B x A; (a,b) € T} CS.
3) ()<= (iii): S = {(b,a); (a,b) € T} 1ze ekvivalentné piepsat podminkou

Vac AVbe B: (b,a) €S < (a,b)eT.
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Protoze predpokladame, ze T' i S jsou zobrazeni, muZzeme to pfepsat do jazyka pfifazeni a dostaneme (iii) a
naopak.
O

Vime, jak definovat, co potifebujeme.

Definice.

Necht T: A — B je zobrazeni. Rekneme, 7e zobrazeni S: B — A je inverzni k T, jestlize plati
nasledujici podminky:

e pro vSechna a € A je S(T(a)) = a;

e pro vSechna b € B je T'(S(b)) = b.

Pak jej zna¢ime T~ 1.

Pokud T—! existuje, tak fekneme, ze T je invertibilni.

Let T: A — B be a mapping. We say that a mapping S: B — A is an inverse mapping of T if it satisfies
S(T(a)) = a for all a € A and T(S(b)) = b for all b € B. If such a mapping exists, then we denote it 7! and
say that T is invertible.

Pokud ¢tenari vyrazy S(T'(a)) a T'(S(b)) pfipomnély skladani, tak mifi spravné. Vratime se k tomu v ¢asti 8a.7.

Jako diisledek faktu 8a.3 dostéavame, ze pokud T~ ! existuje, tak je jediné mozné, jmenovité jde o onu inverzi
ve smyslu relace. M4 tedy prakticky smysl zavést pro néj znaceni T—!. Podminky z definice pak maji podobu
T=YT(a)) = aaT(T7(b)) = b. To mé uzitetnou interpretaci: Pokud se ve vyrazu potkaji 7' a T~! vedle sebe,
tak se jakoby navzajem zkrati a zmizi. To se obcas hodi, tfeba pri feseni rovnic.

Zatim jsme se soustfedili na otazku, jak poznat existenci inverzniho zobrazeni. Jak poznédme, Ze dané T inver-
tibilni neni? Podle definice bychom méli vyzkouSet vSechna moZna zobrazeni S: B — A a vylouéit je, coz neni
praktické. Nastésti nam fakt 8a.3 fikd, Ze jediny mozny kandidat pfichazi z rela¢ni inverze, poptipadé predpisu v
(iii), a pokud selze, tak jiz vice nemusime zkouset.

Priklad 8a.i:
1. Necht A = {13,14,23}, B = {a, 3,7}. Uvazujme zobrazeni T: A +— B definované takto: 13 — «, 14 — ~,
23 — (8. Mohli bychom také psat T'(13) = a, T'(14) = ~, T'(23) = (. Podle definice ovsem

T ={(13,a),(14,7),(23.8)}.

Phvodni myslenka byla, Ze vyuzijeme inverzi ze svéta relaci. Dostavame novou relaci

S = {(Ck, 13)7 ('77 14)7 (Bv 23)} = {(av 13)a (,3, 23)7 (% 14)}-
Prvky jsme seradili podle prvni soufadnice, abychom snadno ovéfili, Ze tato relace je zobrazeni B — A. Spliuje
tedy pozadavky na to, co o¢ekdvame od inverze. Diky tomu, Ze toto zobrazeni vzniklo rela¢ni inverzi, spliuje také
podminku (iii) z faktu 8a.3, jmenovité pro vSechna a € A, b € B plati ekvivalence
S(b)=a < T(a)=0.

Ovétime podle definice, ze T je invertibilni a S = T—1.
S je zobrazeni z B do A, to souhlasi, testy:

S(T(13)) = S(a) =13,  T(S(a)) = T(13) = a,
S(T(14)) =S(y) =14,  T(S(B)) =T(23) =B,
S(T(23)) =5(B) =23, T(S(v))=T(14)=1.

Potvrdili jsme, ze S = T1.
Priklad naznacuje, ze definice pozna, kdy jsou véci tak, jak je chceme.

Spravna definice by ovSem také méla poznat, kdy véci nefunguji, jak by mély.

2. Zde nase T pozménime, nové bude fungovat takto:

T(13) = o, T(14) = v, T(23) = a neboli T' = {(13, ), (14,7), (23, ) }.

Kdyz pfejdeme k inverzni relaci, dostavame S = {(a, 13), (o, 23), (7, 14)}. Toto
neni zobrazeni, protoze pro o € B se najde vic nez jedna dvojice, ve které na prvnim
misté vystupuje toto .. Navic neni dvojice, ktera by na prvnim misté méla 5. Kdyz to
neni zobrazeni, tak automaticky nevyhovi zadné z podminek faktu 8a.3 ani definici.
Protoze neumime dosadit 8 do S, nelze aplikovat ony dva ,koloto¢ové“ testy.
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Zobrazeni T tedy neni invertibilni. Intuitivné by piipadné inverzni zobrazeni mélo ,,0déinit“ to, co T déla, a
vracet prvky tam, odkud pfisly. U naseho modifikovaného T' ale nevime kam vréatit a (dva kandidéti, kterého
vybrat?), a nevime, kam vratit f.

Zkusime relaci S modifikovat tak, aby se stala zobrazenim, tedy vynechidme jednu z dvojic zacinajicich a a
pfiddme dvojici s 8. Zkusime tieba toto: S = {(«a,13),(5,23), (v,14)}.

Je to uz zobrazeni, ma tedy smysl psat S(«) = 13, S(8) = 23, S(v) = 14. Protoze nevzniklo obracenim dvojic z
T, tak to samozrejmeé neni to, co chceme. Zajimavéa otdzka je, zda to poznd definice, protoZe ted je prvni pozadavek
splnén (mame zobrazeni B — A) a je to na algebraickych testech.

Neprve projdeme pomoci a mnozinu A: S(T(13)) = S(a) = 13, zatim dobré. S(T(14)) = S(y) = 14, OK.
S(T(23)) = S(a) = 13 # 23 a selhani. Prvni podminka z definice tedy rozpoznala, ze S neni dobry kandidat na
inverzni zobrazeni.

Neplati ani druhd podminka: T'(S(5)) = T'(23) = a # S.

Ctenarf se miize presvédéit, ze nezalezi na tom, kterou z dvojic (o, 13), (o, 23) z piivodniho S vynechdme a jaké
¢islo svazeme s 3, vidy podminky z definice poznaji, Ze S neni inverzni zobrazeni. Zda se tedy, Ze jsou rozumné
zvoleny.

2a. Modifikované T' mélo dva problémy pii vytvareni T—!. Zkusime je izolovat.

Zde budeme uvazovat T = {(13, ), (14,7), (23, )} jako zobrazeni z A do mnoziny
B’ = {a,~}, tedy odpadne problém s tim, jak vracet (. Stdle méme problém, kam
poslat a.. Inverzni relace jej posle na dvé mista a tudiz nebude inverznim zobrazenim,
proto ani takto modifikované 1" neni invertibilni.

Vyzkousime definici a zobrazeni S vytvorené tak, Ze vybereme jednu moznost.
Uvazujeme napiiklad S = {(a, 13), (v, 14)}. Toto je zobrazeni z {a,~} do A, ale
neni inverzni k 7. Rozpozna to prvni podminka, S(7'(23)) = S(«) = 13 # 23.

Pro volbu S(a) = 23 zase selze S(T'(13)) = S(a) = 23 # 13.

Zajimavé je, ze druhd podminka z definice bude pro oba kandidaty fungovat (¢tendf snadno ovéri).

2b. Ted se zaméfime na problém chybéjici Sipky.

Budeme uvazovat uvazovat restrikci 7' na A’ = {13,14} jako zobrazeni do B: A’ T B
T‘{13714} = {(]—37 a)a (14a7)}~ o«
Opét neni invertibilni, protoze inverzni relace neni zobrazenim, nikam neposila 5. o3
Vyzkousime definici s kandidatem S, ktery vznikne z inverzni relace doplnénim
pfifazeni pro 8. Zkusme napiiklad S = {(a, 13), (B, 13), (v, 14)}. o

Tentokrate prvni test z definice projde: T'(S(13)) = T'(«) = 13, T(S(14)) = S(y) = 14. Selze druhy test:

T(5(p) =T(3) = a # p.
VAN

Poznamka: Priiklad 2b ukézal nejen potiebnost druhého testu, ale také vyznam piitomnosti B v podmince
inverzniho zobrazeni. Pfedstavme si, Ze by pozadavek na S vypadal takto: S je zobrazeni, které spliiuje
e pro vSechna a € D(T) je S(T'(a)) = a;
e pro vSechna b € D(S) je T(S(b)) = b.
Pro T z piikladu 2b by tyto podminky spliiovalo zobrazeni S = {(«a, 13), (y,14)}. Neni to ale zobrazeni B — A.
Pokud bychom ovSem zacali T uvazovat jako zobrazeni A — B’ = {«,~}, tak uz by bylo invertibilni a toto S
by bylo jeho inverznim zobrazenim. Vidime, Ze to, zda je zobrazeni invertibilni, lze nékdy ovlivnit volbou cilové
mnoziny. Blize se na to podivame v nésledujici sekci.
A

Obvykle potkavame zobrazeni dané algebraickym vzorcem.
P¥iklad 8a.j: Uvazujme mnoziny A = Msy2(R) vSech ¢tvercovych matic 2 x 2 nad realnymi ¢isly a B = R%.

Zobrazeni T: A — B definujeme vzorcem
b
T{(Z d)} = (a,b,c,d).

(Protoze se obyéejné zavorky pouzivaji pro matice a vektory, budeme ted pro vymezeni argumentu pouzivat
hranaté zavorky.) KdyZ toto pfifazeni oto¢ime, dostavame zobrazeni S: B +— A dané vzorcem

S[(a,b,c,d)] = <Z 2)
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Ovéiime podle definice, ze S = T 1:

v(j 2) cA: S[T[(Z 2)“ _ S[(a,b, c,d)] = (g g),

Y(a,b,c,d) € B : T[S[(a,b,c,d)]]:TKa b>} = (a,b, ¢, d).
A

I pii praci s inverzi mtize pomoci vizualizace.

! Priklad 8a.k: VysSetiime nékolik zobrazeni zaloZenych na pfifazeni n — n + 1.
1. Uvazujme zobrazeni T: Z +— Z dané vzorcem T'(n) =n + 1.
Podstatu zobrazeni vystihuje obrazkem napravo. U defini¢niho oboru jsme Zn):

-1 0 1 2 3
poznamenali, Ze pouzivame proménnou n, a v cilové mnoziné budeme pouzivat N N N O\'" ’
teba m. Tl \ \ \ \

. ..\o o o o O-...

-1 0 1 2 3

Jako relace T obsahuje dvojice typu (n, n+1), pfirozenym kandiddtem na in- Zm):
verzni zobrazeni je tedy mnozina dvojic (n + 1,n) neboli (n,n — 1).

Méme proto kandidata vyjadfitelného vzorcem S(m) = m — 1. Je to zobrazeni a podminky z definice potvrdi,
ze opravdu S = T~!. Nejprve bereme n € Z, ¢imz se mysli ta ,,prvni® celé ¢isla, tedy definiéni obor 7. U druhé
podminky bereme m € Z, coz je jiné Z, tentokrate cilovd mnozina T'. Obréazek to vymluvné naznacuje.
encZ = ST(n)=Sn+1)=n+1)—-1=n,
emeZ = T(S(m))=T(m—-1)=(m—-1)+1=m.

Vyslo to. Slozené funkce jsme rozbalovali ,,zevniti“, tedy nejprve jsme vyhodnocovali vnitini zobrazeni a vysledny
vyraz dosazovali do vnéjsiho. Nékdy lze postupovat i opacné a nejprve vyhodnocovat vnéjsi zobrazeni.
enc?Z = S(T(n)=Tn)—1=(n+1)—1=n,
emeZ = T(S(m))=Sm)+1=(m—-1)+1=m.

Toto zobrazeni bylo extrémné jednoduché. Mnohdy nedokézeme ptislusnou inverzi odhadnout intuitivné, po-
pripadé z grafu (ktery tfeba ani nelze rozumné naértnout). Pak je tfeba pracovat algebraicky zptsobem, ktery
¢tenaf nejspise zna: NapiSeme, jak cilovou proménnou ziskdme pomoci vychozi proménné, a pak z této rovnosti
vyjadiime ptvodni proménnou. Tim zjistime, jakym zptisobem se posila v opac¢ném sméru. V nasSem pripadé jde
o jednoduchou tpravu:

m=n+1 = n=m-—1.
Tim ziskdme kandidéta na inverzni zobrazeni S(m) = m — 1 a pomoci test z definice ovéfime, Ze je to opravdu
T-1.

Tento priklad ukazuje, Ze vhodna volba proménnych—v tomto pripadé disledné pouzivani proménné m pro prvky
z ran(7T")—usnadiniuje porozuméni zejména v situaci, kdy jsou D(T') a ran(7") mnoziny stejného typu.

2. Ted uvazujme T'(n) = n + 1 coby zobrazeni N — N.

Coby relace je T'= {(1,2),(2,3),(3,4),...}, tedy jediny kandidat na inverzi je N[n]: (1) (2) (?; g
S =1{(2,1),(3,2),(4,3),...} Teto piedpis ovSem nezahrnuje dvojici typu (1,7) o \
a proto S neni zobrazeni N — N. To znamend, ze T neni invertibilni. Obrazek TlTS \\\\
ukazuje, kde je problém. Dokazali bychom to poznat i bez néj? m: <1> <2> (‘33 Z e

Standardni postup je odvodit algebraicky z rovnice m = n+1, ze m = n — 1 neboli S(m) = m —1 je kandiddtem
na inverzni zobrazeni. Nejprve musime ovérit, ze predpis definuje zobrazeni N — N, ovSem to neni pravda, protoze
S(1) = 0 ¢ N. Z toho plyne, Ze S neni vhodnym kandidatem. Muze uspét jiny? Z faktu 8a.3 (iii) vime, ze
S(m) = m — 1 je jedind moznost pro m > 2, takze je otazka, jestli je mozné presmérovat S(1) do mnoziny N a
ziskat tak zobrazeni, které bude fungovat coby inverzni.

Zkusme tfeba S(1) = 1. Mame tedy nové zobrazeni, zase mu budeme fikat S, jehoz celd definice se zapisuje
takzvanou ,funkci rozpisem®. V tomto piipadé

S(m) = { 1, m=1,
m—1, meNm2>2.
Je to T71? Je to zobrazeni N — N, zatim dobré. Ovéiime prvni podminku z definice, tam se hodi pozorovani, ze
pron € N je T'(n) > 2, a proto se S(T'(n)) vyhodnocuje dle druhého vzorce v definici S. Pro n € N = D(T) tedy
mame S(T(n)) =S(n+1)=(n+1) —1=n, to funguje.

Zbyva druha podminka. Vezméme m € N, kde ted N je to ,,druhé“ neboli cilovd mnozina T'. Pokud m > 2, pak
podle definice S mame 7'(S(m)) = (m — 1) + 1 = m, zatim dobré. Pokud m =1, tak T(S(1)) =1+1=2#1a
je problém. Nage nové S také neni 7 1.
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Ctenéi by mohl zkouset jiné cile pro S(1), ale bude opakované zklamavan. Snadno se ukaze, Ze z4dna volba S(1)
situaci nezachrani, 7" neni invertibilni.

3. Na zavér uvazujme T'(n) = n + 1 coby zobrazeni N — N\ {1}.
Tato definice mé smysl, protoze pro n € N je T'(n) = n+1 > 2, tedy T Nin]:

1 2 3 4
opravdu posild vstupy do N\ {1}. ' xR O\; o
Obvykly algebraicky pfistup nabidne kandidata S(m) = m — 1. Nejprve se TlTS \\\
ptdme, zda je to zobrazeni N\ {1} — N. Tentokrate je odpovéd kladna, takze N\ {1}[m]: <2> (‘33 Z e
postoupime k testtm.

Pro n € N mame S(T'(n)) = S(n+1) = (n+ 1) — 1 = n, v pordadku. Pro m € N\ {1} pak mame 7'(S(m)) =
(m —1) + 1 = m. Ovérili jsme, ze S = T~L. Toto zobrazeni T je tedy invertibilni.

V poslednich dvou piikladech jsou zobrazeni T coby mnoziny dvojic shodné, shoduji se i vzorcem. Lisi se pouze
deklarovanou cilovou mnozinou a vidéli jsme, Ze to vyraznym zpusobem ovlivnilo jejich vlastnosti. To ukazuje, Ze
jsme v definici rovnosti zobrazeni opravnéné zahrnuli také porovnani cilovych mnozin.

JAN

M Poznamka: Zobrazeni definovana rozpisem jsou uziteénym a jednoduchym konceptem. Defini¢éni obor se rozdéli
na ¢asti a pro kazdou se vybere vzorec pro generovani hodnot funkce. Pouziva se to pak pfirozenym zptisobem.
Kdyz chceme néjaky objekt dosadit do zobrazeni, tak najdeme, do které ¢asti specifikované v definici spada, a
vybere se pfislusny vzorec.

S témito funkcemi jsou spojeny urcité konvence. Miizeme napiiklad zjednodusit urcité specifikace tim, ze dopfedu
deklarujeme, na jaké mnoziné zobrazeni definujeme. Oblibend je také specifikace ,,jinde“, coz je formalné vzato
na vsech ¢astech D(T'), které nejsou zminény v ostatnich variantéach. Zobrazeni S(m) z piikladu vyse tedy mohlo
byt (po deklaraci, ze jde o zobrazeni na N) definovéno tfeba takto:

1, m=1; 1, m=1; m—1, m>2;
S(m) = = . = .
m—1 m2>2 m —1, jinde 1, jinde.

Ctenai nejspiSe zna realnou funkci absolutni hodnota definovanou jako
x, x>0;
|z =

—z, x<0,
0 néco méné popularni je redlna funkce signum neboli urcéeni znaménka:
1, z>0;
sgn(x) = 0, ==0;
-1, = <0.

Konceptualné jde tedy o snadnou véc, z pohledu praktického je to nudna komplikace, protoze se dikazy musi
délat prinejmensim dvakrat (pro kazdou verzi zobrazeni jeden).
A

Shriime algebraicky postup

S Algoritmus 8a.4.
pro nalezeni inverzniho zobrazeni 7: A — B daného vzorcem.
0. Pokud neni zadano, vymyslime oznaceni pro proménnou z cilové mnoziny.
1. Fungovéani daného zobrazeni zachytime rovnosti b = T'(a), pokud tedy je nezavisla proménnd (vstup) oznacena
a a vystupni proménné b.
7 této rovnosti vyjadiime a jako funkci b.
2. Pokud krok 1 tspésné vygeneroval algebraicky vzorec, vyuzijeme jej jako definici zobrazeni S.
Ovéfime, Ze tento vzorec definuje zobrazeni B +— A.
3. Pokud krok 2 skoncil iispésné, ovérime, zda plati
e S(T(a)) = a pro vSechna a € A = D(T),
e T'(S(b)) = b pro vSechna b € B = D(S5).
Pokud ano, je T invertibilni a S = T~1.
JAN

Pri pohledu na obrazky se zda dost jasné, Ze kdyz obratime smér Sipek dvakrat, dostaneme zpét pivodni
prirazeni. Fungovalo to pro relace, v matematickém jazyce to vypada takto.
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Véta 8a.5.
Necht T: A — B je zobrazeni.
Jestlize je T invertibilni, pak je také T~ invertibilni a (77!)~! = T.

Dtikaz (pou¢ny): Piedpokladejme, ze T je invertibilni, takze mdme T~ !: B — A. Chceme ukazat, 7e existuje
néjaké zobrazeni S, které je inverzni k T—!. To znamend, Ze jde naopak nez T, tedy S: A — B, a spliiuje
rovnosti S(T~1(b)) =ba T 1(S(a)) =aprob e B, ac A.

Zobrazeni T presné toto spliiuje, tudiz je inverznim zobrazenim k 71 a T—! je invertibilni.

O
Umime délat inverzi a také umime skladat, jak to jde dohromady? SoT
Radi bychom nalezli zpiisob, jak najit (.S o7)~! pomoci znalosti 7~} T g
a S7!. Obrazek dosti jasné naznacuje, jak to funguje, zejména to, Ze o=— o o
\_/
pfi hledani inverzniho zobrazeni pro skladani musime obratit poradi ¢ 71 b g—1 ¢

slozek. Je to vidét uz z toho, Zze nam museji navazovat mnoziny. V
. ] SRV T s . , P -
puvodnim pofadi mdme A — B — (, u inverznich zobrazeni ma (SoT)™ 1

—1 —1
smysl jediné toto potadi: C' °,BLS A

Véta 8a.6.
Necht T: A — B a S: B — C jsou zobrazeni. Jestlize jsou invertibilni, tak je také S o T
invertibiln{ a plati (SoT)"! =T"10o S71.

Dukaz (rutinni, pouény): Pfedpokladejme, Ze T' a S jsou invertibilni. Potfebujeme dokazat, Ze existuje zobrazeni
inverzni k S o T. UkazZeme, Ze zobrazeni U: C +— A dané U = T~! o0 S~! spliiuje pozadavky.
Abychom ¢tenafri pomohli se ¢tenim, budeme pouzivat hranatou zavorku pro dosazovani, které se zrovna
chystame Tesit, a oblou pro vyznaceni slozeného zobrazeni, popfipadé dosazeni, které budeme tesit pozdéji.
Pomoci definice skladani aplikované opakované na rozli¢na zobrazeni odvodime pro a € A

(T o S™H((SeT)a]) = (T oS H[S(T(a)] = T~ H(STH(S(T(a))))-
Ted pouzijeme definici S™! s prvkem b = T'(a), poté definici 7! a dostdvame
(T o S7)((SoT)a]) = -+ = T-H S HS[T(@) = T-1(T(a)) = a.
Obdobné pro vSechna b € B plati
(SoT)((T1 0 §7H)[b]) = (S o T)TL(S~L(b))] = ST [~ (B))))
= S(S71p]) =b.

Potvrdili jsme, ze T—! o S~! je to spravné zobrazeni.

Alternativni dtkaz je ve cviceni 8a.10.

8a.7 Dalsi poznatky o skladani

Je jedno zajimavé zobrazeni, které existuje pro kazdou mnozinu.

Definice.
Necht A je libovolnd mnozina. Zobrazeni A — A dané vzorcem

ar»a proa€ A

se nazyva identita ¢i identické zobrazeni na A a znaci se iy4.

Mame tedy i4(a) = a. Toto zobrazeni uz jsme vlastné potkali v kapitole 4b pod jménem A(A), jako relace je
to mnozina v8ech dvojic typu (a,a). Ve cvi¢eni 8a.9 by mél ¢tenatr hravé dokazat, Ze i4 je vZdy invertibilni a jak
vypadé inverzni zobrazeni. V teorii zobrazeni hraje velmi zajimavou roli.

Fakt 8a.8.
Necht T: A — B je zobrazeni. Pak ipoT =T a Toiy=T.
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Tohle by mélo byt jasné, kdyz si ¢lovék predstavi spravny obréazek.
A T B iB B A 1A A T
_—

7 obrazku je také jasné, proc¢ je v jednom vzorci potieba ¢4 a v druhém ip.

Dukaz (rutinni): Nejprve dokazeme, ze ig o1l = T. Protoze T: A+ B aip: B — B, mnoziny spravné navazuji
a toto skladani mé smysl. Vzniklé zobrazeni ig o T vede A — B stejné jako T, takze méa smysl postoupit ke
kontrole, Ze ig o T dé&la totéz co T. Nechf a € A. Pak

(ip o T)(a) = ip(T(a)) = T(a),
protoze T'(a) je prvek z B a zobrazeni ip takové prvky nechava, jak jsou.

Podobné dokazeme druhou rovnost.
O

Zobrazeni i4 umozni pfepsat podminku S(7'(a)) = a z definice inverzniho zobrazeni jako (S o T)(a) = ia(a),
porovnavame tedy hodnoty dvou zobrazeni. Jejich defini¢ni obory i cilové mnoziny souhlasi, takze prvni podminka
z definice inverzniho zobrazeni se zachyti zapisem S oT = i4. Obdobné je to s druhou podminkou.

Fakt 8a.9.
Necht T: A — B je zobrazeni. Je invertibilni a S: B +— A je jeho inverzni zobrazeni praveé tehdy,
kdyz SoT =ipaT oS =1ip.

Uvazujme zobrazeni T: A — A. Fakt 8a.8 pak fiké, ze i qoT = T ois = T. To znamena, Ze zobrazeni i 4 se chova
vici skladéani jako ¢islo 1 pfi nasobeni ¢isel. Neni to jedina podobnost. Vysledek cvic¢eni 8a.9 silné pfipomina znamy
vzorec 171 = 1. Fakt vyse pak iikd, ze T~! se d4 poznat podle splnéni podminek T-1oT =iy a ToT ! =iy, coz
opét velmi silné pfipomina znamé z=! -z =1 a zo~! = 1. Vidime tedy velice blizkou analogii mezi nisobenim a
jednickou na strané jedné a skladanim zobrazeni typu A — A a zobrazenim i 4 na strané druhé. V obou pfipadech
také neexistuje inverzni prvek vzdy. Jediny podstatnéjsi rozdil je v chybéjici komutativité skladani. Nekteré autory
tato analogie inspiruje natolik, Ze pro zobrazeni ¢ 4 pouzivaji znaceni 1 4.

Nasobit umime i vice ¢isel nez dvé. Pti pohledu na obrazek znazornujici skladani zobrazeni se zdé, ze by nemél
byt problém navézat jich vice za sebou, vynechdnim vSech prostfednikti pak vznikne jedno slozené zobrazeni.
Formalné se takovato operace pro vice prvki obvykle zavadi indukei/rekurzi (viz kapitola 7). Funguje to rozumné
u operaci, které spliiuji asociativni zédkon, coz jsme u sklddani zobrazeni potvrdili vétou 8a.2, takze miizeme bez
obav definovat.

Definice.

Necht n € N, n > 2. Uvazujme mnoziny Ay, Ay, ..., A, Apy1 a zobrazeni Ty: Ap_1 — Ag pro
k=1,... ,n+1.

Jejich slozeni definujeme vzorcem

Tpi10Tpo0Ty 1001y =Thy10(T,0T,—10---0T7).

Podobné jako u relaci, také u zobrazeni je zajimavym specidlnim pfipadem sklddéani zobrazeni se sebou samym,
¢imz vznikne mocnina. Aby T o T fungovalo, musi byt cilovd mnozina T stejna jako defini¢ni obor, jsme tedy zase
u pripadu T: A — A.

Definice.

Necht T: A — A je zobrazeni, n € Ny. Pak definujeme n-tou mocninu T znacdenou T takto:
(0) TO = iq;

(1) Tt =T oT™ pron > 1.

Poznamenejme, e diky faktu 8a.8 mame 7! = Tt =T oT° =T 0iy = T, coz dava smysl.
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Priklad 8a.l: Mocninu ilustrujeme na nékolika pfikladech.

1. Uvazujme mnozinu A = {1,2,13}.
Zobrazeni U z A do A definujeme jako 1 +— 1, 2 — 13, 13 — 1. Pak mame nésledujici:
Ul=U:1+—1,2+13,13 +— 1.
U2=UoU:1—1—1,2—13—1,13— 1~ 1, tedy U%(a) = 1 pro vSechna a € A.
U2=UoU?*1—1—~1,2—~1—1, 13— 1+~ 1, tedy U? = U%. Rozmyslete si, Ze u tohoto zobrazeni jsou
vsSechny dal$i mocniny stejné, posilaji vSechno z A do 1.
Nyni uvazujme zobrazeni V z A do A dané 1 — 2, 2 — 13, 13 — 1. Pak
Vi=V:i1—2 213 13— 1.
VZ2=VoV:i1—2—13,2—~ 13— 1,131+ 2, tedy V2: 1+ 13,2+ 1, 13— 2.
V3 =VoV21—=13+— 1,2 1 2,13+ 2+ 13. Takze vlastné V3 = i, je identické zobrazeni na A.
Rozmyslete si, 7e VA=V V5 =V2 V6l =i, , VI =V, V8 =V2 VY =i, atd.
2. Uvazujme zobrazeni T: N — N dané vzorcem T'(n) = 2n.
Vime, 7ze T° =iy a T* = T. Déle poéitame dle induktivni definice:
e T%(n)=(ToT)(n)=T(T(n))=2-T(n) =2-2n = 4n,
e T3(n) = (ToT?)(n) =T(T?*(n)) =2-T?(n) =2-4n = 8n = 23n,
e T4(n) = (ToT?)(n)=T(T3(n)) =2-T3(n) =2-23n = 8n = 2'n.
Tipneme si, Ze pro k € N plati 7%(n) = 2¥n, coz snadno dokézeme indukci.
A

Vzorec pro inverzi slozeného zobrazeni se snadno zobecni.

!| vita 8a.10.
(i) Necht n € N, n > 2. Uvazujme mnoziny Ao, Aq,..., A, a zobrazeni Tj: Ax_1 — Ay pro
k = 1,...,n. JestliZe jsou vSechna tato zobrazeni invertibilni, pak je také slozené zobrazeni

T, o---0oTy invertibilni a
(Tno---oTl)_1 :Tflo---oTn_l.
(ii) Necht je T: A — A invertibilni, n € Ny. Pak je také T™ invertibilni a (7™)~! = (T~1)".

Dtikaz se déla indukei a je rutinni, viz cviceni 8a.12 a 8a.13. Mimochodem, ten druhy vztah vlastné zname z
redlngch &sel, 2 = (1)".

’ xn T

Zobrazeni hraji vyznamnou roli v fadé matematickych obori. Uvidime to hned v pristi kapitole. S tim se také poji
specializovanéjsi pojmy a znaceni spojené se zobrazenim, které pri bézné praci nejsou potfeba. Jednim takovym
tuto kapitolu zakonc¢ime.

Definice.
Necht A, B jsou mnoziny. Mnozina vSech zobrazeni A — B se znaéi B4,

Tato mnozina se nam bude hodit v kapitole 9d, kde mimo jiné uvidime, pro¢ se zobrazeni z A do B znaci zrovna
takto zvlastné. O poctech rtznych zobrazeni pojednava ptiklad 1la.n.

Cviceni
Cvicéeni 8a.1: Ktery z nasledujicich pfedpist definuje zobrazeni?
a) Bindrnimu Fetézci r pfifazujeme pocet vyskytt znaku 1 v r;
b) Bindrnimu Fetézci r pfifazujeme pozici prvniho vyskytu znaku 0 v r;
c¢) Pfirozenému ¢éislu pfifazujeme pfirozené ¢islo se stejnym cifernym souctem;
d) Pfirozenému ¢islu pfifazujeme jeho posledni éislici (ta nejvic vpravo neboli jednotky v dekadickém zépisu).

Cviceni 8a.2 (rutinni): Pro nésledujici zobrazeni urcete jejich defini¢ni obor a obor hodnot.
a) Zobrazeni pfifazuje kazdému prirozenému ¢islu jeho posledni ¢islici.

b) Zobrazeni pfifazuje kazdému pfirozenému ¢islu ¢islo o jedno vétsi.

c) Zobrazeni pfifazuje kazdému vektoru (z,y) € R? jeho délku.

d) Zobrazeni ddva maximum ze dvou realnych ¢isel.
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Cviceni 8a.3: Pro nésledujici dvojice zobrazeni rozhodnéte, zda jsou si rovna.
a) T: N +— N dano T'(n) = |n|, S: N+ N dano S(n) = n;

b) T: No — N déno T'(n) =n+ 13, S: Ny — N déno S(n) = n + 14;

¢) T: {—1,0,1} — Z dano T'(n) = n?, S: {—1,0,1} — Z déno S(n) = n*;

d) T:Zw— Z déno T'(n) =3n+1, S: Z — Q déno S(n) =3n+1;

e) T: Z +— N déno T'(n) = cos(2mn), S: Z — N déno S(n) = 1.

Cviceni 8a.4: Pro nasledujici zobrazeni T: N — N spoéitejte T'(1), T(2), T'(3) a T'(4):
n—1 n>3;
a) T(n) =

n+1, n<2;
b) T(n):{

n, n sudé;
2n, n liché;
c) T(n) = {

1, n = k? pro néjaké k € N;

0, jinde;
13, n=1;
d) T'(n) =< 14, n prvodislo;
0, jinde.

Cviceni 8a.5: Zobrazeni T pfifazuje kazdému studentovi jeho studijni primér a zobrazeni S pfifazuje k jednot-
livym studijnim primértm stipendia. Co je zobrazeni S o T'?

Cviceni 8a.6 (poucné): Pro nasledujici dvojice funkci f, g: Z — Z rozhodnéte, zda ¢islo 13 lezi v oboru hodnot
slozené funkce g o f:

a) f(z) =2%+2, g(x) =2z + 1; c) f(x) =23 + 4, g(z) = 22 — 11;

b) f(x) = 23 — 1, g(z) = 13x; d) f(z) =4z, g(z) =2 — 1.

Cviceni 8a.7 (rutinni, pou¢né): Pro nasledujici dvojice funkci f, g: R — R najdéte go f a fog. Na zdkladé toho
rozhodnéte, zda g = f~1.

a) f(x) = sin(z), g(z) = z; £) f(z) =a® -1, g(@) = Vo +T1;

b) f(x) = =z, g(z) = e”; g) f(z) =27, g(z) = \/|a[;

c) f(x) =1+a?% g(x) =1+ a% h) f(z) = e, g(x) = In(|z[) pro = # 0 a g(0) = 0;
d) f(0) =g(0) =0,z #0: f(z) =2, g(z) = ; ) f(x)=1-z g(x)=1-uz

e) f(z) =a?, g(z) = 13; Df@) =14z g(z)=1+a

Cviceni 8a.8 (pou¢né): Necht f(z) = ax + b, g(x) = cx + d. Pro kterd a,b,c,d plati, ze fog=go f?
Cviceni 8a.9 (pou¢né): Dokazte, ze pro kazdou mnozinu A je zobrazeni i4 invertibilni, a najdéte i a L
Cviceni 8a.10 (pou¢né): Pfipomerite si alternativni charakterizaci inverzniho zobrazeni pomoci i4 a ip. Pouzijte
tento pifstup a vlastnosti i4 k dikazu, ze pro T: A+ B a S: B+ C plati (SoR)™! = R~ 10§71,

Cviceni 8a.11 (poucné, *dobré): Pro nasledujici zobrazeni odhadnéte vzorec pro mocninu 7.

a) T:N— N, T(n) =n+1; )T Z—Z,T(n)=1—-mn;

b) T: N N, T(n) = n?; d)*T: N— N, T'(n) = max(1l,n — 1).

Népovéda: Zejména u (iv) pomohou Sipkové obrazky.

Cviceni 8a.12 (rutinni, pouc¢né): Necht n € N, n > 2. Uvazujme mnoziny Ao, A1,...,A, a zobrazeni Tj:
Ap_1+— Ag pro k=1,...,n. Dokazte, Ze jestliZze jsou vSechna tato zobrazeni invertibilni, pak je invertibilni také

Thno---oTya(Tho---oTy) L =T, o oT; ! (viz véta 8a.6 a 8a.10).

Cviéeni 8a.13 (rutinni, pou¢né): Necht T: A — A je invertibilni zobrazeni. Dokazte, Ze pro n € N plati (T")~! =
(T—1)" (viz véta 8a.10).

Cviceni 8a.14 (poucné, dobré): Uvazujme mnoziny A, B a zobrazeni T: A — B a S: A — B. Pfipomenme, Ze
formélné jde o mnoziny dvojic z A x B.
Rozmyslete si, za jakych okolnosti by T'N.S, TUS a T\ S zase byly zobrazenim.

Cviceni 8a.15 (poucné, dobré): Uvazujme redlnou funkci f definovanou na R, podivejme se na ni jako na relaci,
tedy mnozinu jistych dvojic ¢isel (z, f(z)) € R x R.

Jestlize se dozvime, Ze coby relace je funkce f reflexivni, co ndm to o ni ¥ika? (Napovéda: Zde existuje velice
jednoduché odpovéd.)

Jestlize se dozvime, Ze coby relace je funkce f symetrickd, co nam to o ni ¥ika? Toto jesté neni otazka, ale navod
k zamysleni. Otazka: Umite najit ptiklad funkce, kterad je coby relace symetricka? Umite najit jesté jiny priklad?
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Cviceni 8a.16 (pou¢né, dobré): Necht U je universum. Pro M C U definujme tzv. charakteristickou funkci
M jako
1, ze M;

Xar () = { 0, z€U\M.

Také se ji fika indikatorova funkce, protoze jednickami indikuje, které body z U jsou v M. Dokézte nasledujici:
a) Pro libovolné M C U: x37 =1 — xum-

b) Pro libovolné M, N C U: xpaN = XM - XN-

c¢) Pro libovolné M, N C U: xpunv = XM + XN — XMAN-

Reseni:

8a.1: a) ano. (ii): ne. Co kdyz r neobsahuje 07 b) ne. Naptiklad 13 — 4 a 13 — 22. ¢) ano.

) D(T) = N, ran(T) = {0,1,2...,8,9}. b) D(T) = N, ran(T) = {2,3,4,...} = N\ {1}. ¢) D(T) = R?,
ran(T) = (0,00). d) D(T) =R x R = R? ran(T) = R.

) T = S: Mnoziny souhlasi. Pro n € N je n > 0, proto T'(n) = |n| = n = S(n). b) T" # S: Napiiklad
T(1) = 14, S(1) = 15. ¢) T = S: Mnoziny souhlasi. Pro n = 0 je T(0) = 02 = 0 = 0* = S(0), pro n = £1 je
T(+1) = (£1)2 = 1 = (£1)* = S(+£1). d) T # S: Nesouhlasi cilové mnoziny. e) T' = S: MnoZiny souhlasi. Pro
n € Z je T(n) = cos(2mn) =1 = S(n).
Ba.d:a) T(1)=2,T(12)=3,T(3)=2aT(4) =3.b)T(1) =2,T(2) =
T(2)=0,T(3)=0aT(4) =1.d) T(1) =13, T(2) = 14, T(3) = 14 a T(4
8a.5: Prirazuje studentovi jeho stipendium.

2, T(3) =6 aT(4) =4.c) T(1) = 1,
= 0.

~—

8a.6: Hledame z € Z tak, aby z EN y % 13. Nejprve y, pak z.

a)2y+1=13 —y=6,22+2=6 — = +2. Ano, g(f)(+2) = 13, proto 13 € ran(g o f).

b) 13y =13 — y=1,23 —1 =1 — 23 = 2 nem4 feSeni v Z. Proto 13 ¢ ran(g o f).

)2y —11=13 — y =12, 23 +4 =12 — x = 2. Ano, g(f)(2) = 13, proto 13 € ran(g o f).

d) y—1=13 — y = 14, 42 = 14 nema4 feSeni v Z. Proto 13 ¢ ran(g o f).

8a.7: a) (g o f)(z) = g(f(x)) = msin(z), (f o g)(x) = f(g(z)) = sin(rz), ne. b) (g o f)(fﬂ) = 9(f(2)) = ¢,
(f 0 9)(x) = H{g(x)) = %, ne. ©) (g0 f)(x) = g(f(@)) = 1+ (1 + )%, (f 0 g)(x) = Flg(&)) = 1+ (1 +22)2, je to
vlastné f? (ve smyslu skldddni zobrazeni, ne ve smyslu nasobeni funkci, pozor), ne. d) (g o f)(z) = g(f(x)) = z,
(fog)(x) = f(9(z)) =z,an0, g = fLaf=g ' e)(gof)(x)=g(f(x)) =13 (cokoliv dosazené do konstantni
funkce je ta konstanta), (f 0 g)(z) = £(g(z)) = 13, ne. f) (go f)(z) = g(F(z)) = 2, (f 09)(x) = F(9(x)) = 2, ano,
g=f"1af=g"1g) (g0 f)x)=g(f(z) = |z|, 9(f(2)) = |z|, ne. h) (g0 f)(z) = g(f(x)) = z nebot e* >0 a
tedy g(f(z)) = In(|e”|) = In(e”) = z, (f o g)(x) = f(g(x)) = || pro = # 0 (takZe neni g = f~1) a (f 0 g)(0) = L.
i) (9o f)(@) =g(f(z)) ==, (fog)(x) = fl9(z)) =z, ano, g = f~ta f=f"1]) (g0 f)x) =g(f(z)) =2+2,
(fog)(@) = fg(x)) = 2+ 2 = f*(x), ne.

8a.8: Musi platit ad + b = be + d neboli b(c — 1) = d(a — 1).

8a.9: Prosté: ia(x) =ia(y) —  =y. Na: Ddno b € A, pak proa=b € A platiis(a) =a =b. Plati ia ' =ia:
Proa€ Ajeia(ia(a)) =iala) =a.

8a.10: (T 1oS 1) o(SoT)=((T" 1o ) SYoT =(T1o(S71oS)oT =(Ttoig)oT=T"toT =i,
(SoT)o (T toS™Y) = ((SoT)oT DoS 1 =(So(ToT 1))oS™ 1 :(SOZB)OS =805 =ic.

8a.11: a) T%(n) = T(T(n)) = (n—l—l):( +1)+1=n+2,T%n)=T(T*@n)) =T(n+2) = (n+1)+1—n+3
THm) = n+ k. b) T2(n) = T(n?) = (%) = 14, TS(n) = T(n*) = (n)? = n®, T(n) = n?". ¢) T*(n) =
T(l—-n)=1—-(1-n)=mn,T3n) = )T()—l—n T4 (n) =T(1—-n)=1—(1—-n) =n, T*(n) =1 —n pro

k liché, T*(n) = n pro k sudé. d) T(1) =1 aT(n) =n—1pron > 2; T?>(1) = T(1) = 1, T?(2) = T(1) =
a T?(n) = T(n —1) = n — 2 pro n > 3 neboli T?(n) = max(l,n —2); T3(1) =T(1) =1, T32) = T(1) = 1,
T3(3) =T(1) =1aT3(n) =T(n—2) =n—3 pron > 4 neboli T3(n) = max(1,n — 3); T*(n) = max(1,n — k)
neboli T%(n) =1 pron < k a T*(n) =n — k pro n > k.

8a.12: Indukce: (0) n = 2: Ty o T} je invertibilni a (T, o T1)~' = T, ' o Ty ! podle véty 8a.6.

(1) n > 2,1IP: Pokud T, . .. , T, splituji pfedpoklady, pak T;,0- - -oT} je invertibilni a (T},0- - -0oTy) ™! = Ty to---oT;7 1.
Méjme T1,...,T,,Th+1 spliujici pfedpoklady, oznaéme S = T,, o --- o Ty, podle indukéniho pfedpokladu je S
invertibilni a mame vzorec pro S~!. Podle véty 8a.6 je pak i T)41 o S invertibilni a (T,,4105) ! =S"1to Tn_jl,
kdyz dosadime, dostaneme, ze T}, 1107, 0---0T} je invertibilni a (7,41 0T, 0" oTl)_1 = Tl_1 o--- oTn_1 oTn_J:1
8a.13: (0) n=1: (TH =Tt = (T"HL

(1) n > 1, IP: (T™)~! = (T~H™ pro kazdé T invertibilni. Mé&jme ted invertibilni T, ozna¢me S = T". Pak
je dle indukéniho piedpokladu S invertibilni a S=! = (T~!)". Podle véty 8a.6 je potom T o S invertibilni a
(ToS)™t =85"1oT™t podosazeni (T"H) 1 =(ToS) t=S"toT = (T")oT 1= (Tt
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8a.14: Aby byla relace zobrazenim, musi mit kazdé a € A pfesné jednu dvojici v této relaci.

T NS: Pro kazdé a € A chceme néjaké (a,b) € T NS, musi tedy byt v T'1 S. A protoze jsou T, S zobrazeni, jiné
dvojice s a uz v nich byt nemohou. Zavér: TN S je zobrazenim pfesné tehdy, kdyz T' = S.

T U S: Necht a € A. Protoze v zobrazeni nesmi byt vice dvojic s a a kazdé z T, S pfida tu svou, pak nutné musi
jit o tutéz dvojici. Zavér: T'U S je zobrazenim presné tehdy, kdyz T = S.

T\ S: Zadna z dvojic v T nesmi byt odebrana, tedy zobrazeni vznikne tehdy, kdyZ S nema shodné dvojice s 7T
Zavér: T\ S je zobrazenim pfesné tehdy, kdyz S(a) # T'(a) pro vSechna a € A. Pak T\ S =T.

Spole¢ny zavér: Mnozinové operace vedou na zobrazeni jediné v pripadech, kdy je pak vysledkem zase T', takze to
nema smysl délat.

8a.15: R: Pro kazdé = € R musi platit (x,z) € f, tedy funkce f musi posilat kazdé x zase na z. Pfelozeno do feéi
funkci, je to linearni funkce f(x) = x. Zadn4 jin4 funkce na R nemiize byt reflexivni.

S: Pro kazdou dvojici (z,y) € f by také mélo platit (y,z) € f. Pfelozime do fec¢i funkci: Pokud mame f(z) =y
neboli dvojici (z,y), tak by v f méla byt také dvojice (y,x) neboli by mélo platit, Ze f(y) = z. OvSem také
fo1(y) =z, tedy f(y) = f-1(y).

Zavér: funkce je jako relace symetricka, pokud je sama sobé inverzni.

Jaké jsou to funkce? Takové, jejichz grafy jsou symetrické vzhledem k hlavni diagonale y = z. Nakreslit jich
miizeme nekonecné mnoho, tloha ma tedy nekonecné mnoho feseni. Otazka se ovSem stane znacné zajimavejsi v
okamziku, kdy budeme chtit funkce zadané (pokud mozno jednodussim) vzorcem.

Pfiklady: Uréité tak bude fungovat funkce f(x) = x neboli x — x, ktera se sestava coby relace z dvojic (z, ), ty
jsou symetrické.

Dalsi zajimavy piiklad: f(z) = —x. Obsahuje dvojice typu (x, —x), ke kazdé z nich také symetrickou dvojici
(—z,z) = (—x,—(—=z)). Ukazte, ze obecné plati, Ze pro kazdou volbu parametru ¢ splni funkce f(xz) = ¢ — =
podminku.

Napada mé jesté zajimava funkce f(z) = %, ale ta nepatii do této otazky, protoze jsme chtéli funkci definovanou
na R, zatimco tato je definovana jen na R\ {0}. Ze stejného divodu vylou¢ime f(z) = % Jsou to ale funkce,
které jsou samy sobé inverzni, coz je zajimavé.

Bonus: Dobra otazka je, které z funkci ve tvaru f(z) = ‘;ﬂfig splituji f~! = f. Peclivd analyza vede nakonec na
podminku a = —d, tedy funkce typu f(x) = %js. Vsimnéte si, ze tento typ zahrnuje vSechny ptiklady vyse.

8a.16: a) x7(z) =1 <= 2z €M < ¢ M << xu(zr)=0 < (1-xu)(®) =1, podobné
X37(®) =0 <= (1 —xum)(z) = 0, tato dvé zobrazeni tedy maji stejné hodnoty. Druhou ekvivalenci nebylo tieba
dokazovat, protoze obé funkce maji jen dvé mozné hodnoty, 0 a 1, jestlize tedy nabyvaji jednicky ve stejnych
ptipadech, pak nabyvaji i nuly ve stejnych pfipadech (téch ostatnich).

b) xmMan(z) =1 <= z€ MNN <= zeMANzeN < xu(z)=1Axn(z)=1 <= (xm-xn)(z) =1
Posledni ekvivalence plyne z toho, Ze x4 muze byt jen 0 nebo 1.

c) Dikaz se nejlépe déla rozborem podle prfislusnosti  k mnozinam. 1) Jestlize x € M N N, pak xpyun(z) =1 a
(xpr + XN — xXmnn) () =141—1=1.2) Jestlize x € M, x ¢ N, pak xpun(z) =1 a (xar + x5 — Xmnn)(z) =
1+0—-0=1.3) Jestlizex € N,z ¢ M, pak xprun(z) =1a (xpr + xnv — Xmnn)(z) =0+ 1—0=1. 4) Jestlize
x¢ M,z ¢ N, pak xpun(z) =0a (xar + xv — Xmnw)(2) =0+0—-0=0.

Tyto dvé funkce tedy maji vzdy stejné hodnoty.

8b. Zobrazeni prosté, na, bijekce

Priklady ukazaly, Ze ne kazdé zobrazeni je invertibilni. Podle definice se neexistence inverzniho zobrazeni potvrdi
vyloucenim vSech kandidati, coz je nepraktické. Priklad 8a.i naznacuje, ze vytvoreni inverzniho zobrazeni mohou
branit jisté konkrétni situace, které jsou snadno rozeznatelné. Vyplati se je pojmenovat.

Uvazujme zobrazeni T: A — B. KdyZ se pro b € B snazime vytvofit inverzni zobrazeni, miZzeme narazit na
dva problémy. Tim prvnim je, ze do b vede vice Sipek, takze nevime, kterou z nich vybrat k otoceni. Pokud
tomu chceme zabranit, musime pozadovat, aby se nemohly dvé Sipky z rozdilnymi zacatky sejit ve stejném cili.
Matematicky:

e Pro kazdé = # y z A musi platit T'(z) # T'(y).

Toto je vystizné, ale nepraktické. Abychom platnost takovéto podminky dokazali, musime pracovat s ,neni rovno®,
kde nam chybi néastroje. Proto se v praxi tato podminka chéape jako implikace

eV, yc Aix#y = T(x) #T(y)

a pracuje se s jeji obménou, ve které se misto ,nerovnd se“ objevuji rovnosti, se kterymi si rozumime.

oVr,ye A:T(x) =T(y) = z=y.

Tato praktickd podoba se tradiéné dévéa rovnou do definice, coz pak definici ¢ini méné intuitivni (¢tenaf si pro
pochopeni musi obménou najit ptivodni verzi).
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Druhy mozny problém je, ze do b nevede zadna Sipka, takZe nevime, kam se vracet. Abychom tomu zabranili,
musime pozadovat, aby do kazdého b z cilové mnoziny néaka Sipka vedla, neboli chceme, aby platila vlastnost
e Pro kazdé b € B existuje a € A spliujici T'(a) = b.

Zde je naopak tato formulace prakticka, zatimco v definici je zvykem dévat elegantnéjsi vyjadreni. Podminka
vlastné 1ikd, ze T[A] = B, tedy ze ran(T") = B.

! | Definice.

Necht T: A — B je zobrazeni.

Rekneme, 7ze T je prosté ¢i injektivni, jestlize pro viechna z,y € A plati
Tx)=THy) = z=y.

Rekneme, 7e T je na ¢i surjektivni, jestlize ran(T) = B.

Rekneme, ze T je vzajemné jednoznaéné ¢ bijekce, jestlize je prosté a na.

A mapping T: A — B is called one-to-one (often denoted 1-1) or injective, if for all distinct elements
x #y € A one has T'(z) # T'(y). It is called onto or surjective if ran(7") = B. If it is both 1-1 and onto, then
we call it a bijection.

Nazev ,vzajemné jednoznacné“ je tradicnéjsi a péknéjsi, nicméné delsi, takze zde budeme preferovat nazev
,bijekce”, ktery je také vSeobecné srozumitelny.

Casto potfebujeme nazev pro vlastnost. Zobrazeni mfize byt bijektivni, této vlastnosti miizeme ¥ikat ,bijektivita®.
Stejné tak vlastnosti ,byti prosty“ muzeme fikat ,prostota® (tfeba ,vySetfete prostotu funkce“). OvSem pro
vlastnost ,byti na“ se neujalo ,natota* a musime se uchylit k cizimu nazvu ,surjektivita“.

! Piiklad 8b.a: Uvazujme nasledujici tfi zobrazeni.

A~_R, B 4 ~_S5, B A ~_T 6 B

Vidime, ze R je na, ale neni prosté; S je prosté, ale neni na a T" mé obé vlastnosti, je to tedy bijekce. Vidime
také, ze u R a S bychom nedokézali vytvorit inverzni zobrazeni, viz priklad 8a.i.

A

P¥iklad 8b.b: Uvazujme zobrazeni T' z mnoziny ob¢anti CR do mnoziny piirozenych éisel definované tak, Ze
T(z) je dano jako rodné ¢islo ¢lovéka = (doufame, Ze je to urceno jednozna¢né). Ur¢ité neni na, napiiklad neni
mozné se narodit ve tfindctém mésici, tudiz desetimistna cisla zacdinajici xx13 nebudou dosazitelnd pomoci T
Dobré otazka je, zda je toto zobrazeni prosté. Skutecnost je takova, ze my chceme, aby bylo prosté, dlouho jsme si
to i mysleli, ale v devadesatych letech se ukazalo, ze obc¢as nékdo nékde néco spletl a toto zobrazeni prosté nebylo.
Ufady se to snazily napravit, ale kdo vi.

A

S Poznamka: Studenti se ¢asto snazi vyhnout matematickym symboltim, citi se lépe u pfirozeného jazyka. Je
pak tfeba byt opatrny na vyznam. Obcas se setkavam s nasledujicim pokusem o definici prostého zobrazeni: ,,Ke
kazdému a existuje pravé jedno b € B tak, aby T'(a) = b.“ Toto ale neznamend prostotu, je to podminka, kterd v
definici specifikuje zobrazeni jako specidlni typ relace.

Setkavam se také s verzi ,pro kazdé b € B existuje pravé jedno a € A takové, ze T'(a) = b“. To je pro zménu
overkill, takto vypada definice bijekce. Pokud uz chceme popsat prostotu timto zptisobem, tak spravné je ,pro
kazdé b € B existuje nejvyse jedno a € A takové, ze T'(a) = b“.

A

Pokud byly nase iivahy pred definici spravné, pak by prostota a surjektivita dohromady mély poznat, zda je dané
zobrazeni invertibilni. To by znamenalo, Ze bijekce jsou mezi zobrazenimi v urcitém smyslu ty lepsi. Potvrdime to.

!| Véta 8b.1.
Zobrazeni je invertibilni pravé tehdy, kdyz je to bijekce.

8b.1, 8b.b 290 8b.1, 8b.b
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Dukaz (pou¢ny): Méjme T: A — B.
1) =: Piedpokladejme, ze T je invertibilni, tedy existuje 7~ *.

Nejprve ukdzeme, ze T je prosté. Vezméme prvky z,y € A takové, ze T(x) = T(y). Dosadime tyto shodné
prvky do zobrazeni T~!, musime pak dostat stejny vysledek neboli 7-!(T(x)) = T~'(T(y)). Podle definice se
T a T~! spolu jakoby ,zkrati“ a dostavame x = y. Prostota je dokézéana.

Ted ukaZeme, 7e je na. Necht b € B. Potfebujeme najit néjaky jeho vzor. Zvolme a = T—1(b). Pak a € A a
T(a) =T(T~1(b)) = b. Surjektivita je dokézana.

2) <: Predpokladejme, ze T je bijekce. Ukdzeme, Ze je invertibilni. Uvazujme relaci S z B do A, ktera vznikla
jako inverzni relace k T'. Ukazeme, Ze je to zobrazeni. Vezméme néjaké b € B, musime ukazat, Ze je v praveé
jedné dvojici v S.

Protoze je T na, uréité existuje a € A takové, ze T'(a) = b, tedy (a,b) € T a tudiz (b,a) € S. Je takovych
dvojic vice? Necht = € A je takové, ze (b,x) € S. Pak (z,b) € T neboli T'(z) = b, také T'(a) = b, z prostoty T
tedy nutné x = a. To znamend, Ze a je jediny prvek z A takovy, ze (b,a) € S, a S je zobrazeni.

Podle faktu 8a.3 (i) = (ii) pak S = T~ 1.

O

Surjektivita (vlastnost byti na) je zvlastni v tom, Ze nezdvisi jen na samotném fungovani T' (tedy jak posild
prvky), ale také na tom, jak deklarujeme cilovou mnozinu B. Pokud ji miZeme zménit (coZ v mnoha aplikacich
neni problém), tak ndm nic nebrani zvolit B = ran(7’). Fungovani T' ztistava stejné (jde stale o stejnou mnozinu
dvojic) a najednou je to zobrazeni na neboli surjekce. Opét se potvrzuje, ze volba cilové mnoziny je soucasti
identity zobrazeni, mtZe totiz rozhodnout o platnosti ¢i neplatnosti jedné z vlastnosti.

Rovnou si také rozmyslime, ze kdyZ zména cilové mnoziny neovlivni fungovani zobrazeni (samoziejmé za pod-
minky, Ze nové B potrad obsahuje ran(7')), tak také nemiize ovlivnit prostotu, kterd pro zménu zavisi ¢isté na akci
T. To znamend, ze kdyZ mame prosté zobrazeni, tak sta¢i zvolit B = ran(7") (pokud nam to okolnosti dovoli) a
rovnou mame bijekci. Tento postup je velmi oblibeny u realnych funkci.

Nasli jsme trik, ktery umi (nékdy) udélat z daného zobrazeni surjekci. Slo by néco takového také s prostotou?
Tam je to komplikovanéjsi, protoze odstranit sbihavé Sipky lze jediné tak, Ze zasdhneme pfimo do fungovani
zobrazeni. Ztracime tak ¢ast informace, kterou ptvodni 7" neslo, je tfeba s tim pocitat. Nékdy to stoji za to, k
vyrfazeni nevhodnych dvojic se pak obvykle pouziva restrikce. V realné analyze je to standardni nastroj k vyrabéni
prostych funkci.

Priklad 8b.c: Pro nasledujici zobrazeni rozhodneme, zda jsou prosté, na ¢&i bijekce. Pfipadné najdeme inverzni
zobrazeni.

1. Uvazujme T: Z +— Z dané vzorcem T'(n) = 2n.

Je prosté? Vezméme libovolné z,y € Z takové, ze T'(z) = T'(y). Pak2x =2y . -2 -1 0 1 2 3
a tedy x = y. Obrazek hodné naznadil. Iy S NG N
Je na? Protoze vystupy 7T jsou sudé cisla, asi ne. Dikaz: Vezméme m = 13. lT l \ \
Neexistuje n € Z spliiujici 2n = 13, proto neexistuje n € Z spliujici T'(n) = m 7. 02 01 8 (1) (2) (3) e

a T opravdu neni na. I zde obrazek naznadil.
Zaveér: T je prosté a neni na. TakZe to také neni bijekce. To je dobra zprava, nemusime hledat inverzni zobrazeni.

2. Uvazujme T": Z > N dané vzorcem T'(n) = |n|.

Protoze T'(0) = 0 neleZi v cilové mnoziné, je to nekorektné zadané zobrazeni, jinak feceno blba otazka. Nemusime
tedy nic zkoumat.

Slo by néjakou mirnou tpravou vyrobit korektné zadanou otazku? Jedna moznost je pridat nulu do cilové
mnoziny, tedy uvazovat T: Z — Ny. Druhd moznost je vhodnym zptisobem ,,posunout® obrazy. Vyzkousime to.

3. Uvazujme T Z +— N dané vzorcem T'(n) = |n| + 1. 7. —2 -1 0 1 2 3

Je prosté? Vezméme libovolné x, y € Z takové, ze T'(x) = T(y). Pak |z|+1 = OO &4 ° o\~‘~ '
ly| + 1 neboli |z| = |y|. ZkuSenost fikd, ze jakmile jsou u z,y povolena obé lT N
znaménka, tak z posledni rovnosti uz r = y nevymlatime. Proto zkusime o Yo P*o...
najit protiptiklad: x = —1 a y = 1 jsou oba v Z, spliuji T'(z) = 2 = T'(y) a N: L2 3
pritom x # y. Zobrazeni T tedy neni prosté.

Je na? Vezméme libovolné m € N. Potfebujeme najit n € Z spliujici T'(n) = m neboli |n| + 1 = m. Zvolme
n=m — 1. Pak n € Z. Protoze m € N, jen >0 aproto T'(n) =|n|+1=n+1=(m—-1)+1=m.

Zavér: T neni prosté a je na.

Vsimnéte si, ze restrikce T'|y, by uz byla prosta. Z rovnosti T'(x) = T'(y) bychom se dostali ke stejné ,podezielé”
rovnosti |z| = |y|, ale ted uz bychom protiptiklad hledali marné. Protoze |z| = x, |y| = y pro z,y € Ny, rovnost
|x| = |y| vlastné Fika = = y. Tato restrikce je jako zobrazeni také na, tedy bijekce. Mélo by proto existovat inverzni
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zobrazeni S: N — Ny, obrazek naznacuje, Ze obraceni Sipek da S(m) = m — 1. Test z definice to potvrdi, jde
vlastné o mirnou modifikaci prikladu 8a.k.

4. Uvazujme T Z +— Z dané vzorcem T'(n) =1 — n. 7. —2 -1 .0 1 2 3

Je prosté? Vezméme libovolné z,y € Z takové, 7e T'(x) = T'(y). Pak 1 —z = RN =
1 — y neboli x = y. Ano, je prosté. lT ><

Je na? Vezméme libovolné m € Z (cilova mnozina). Hleddme n € Z spliiujici Y -..0« 0 o o ™o >o-...
T(n) = m neboli 1 —n = m. Zvolme n = 1 —m. Pak n € Z a plati T'(n) = Zi -2 -1 0 1 2 3

1—(1—m)=m.

Zavér: T je prosté a na, je to tedy bijekce.

Meélo by proto existovat inverzni zobrazeni. Kdyz zkusime v obrazku obratit Sipky a ¢teme je zdola nahoru, tak
vidime, Ze jde vlastné o stejné prifazeni, tedy T~!(m) = T(m) = 1 — m. Tento ne¢ekany napad potvrdime podle
definice. Pro rozliseni budeme pouZivat n pro cela éisla coby D(T') a m pro ¢isla z oboru hodnot.

ne?Z = T(T(n)=TA1-n)=1—-(1—-n)=mn,

meZ = T(T(m)=T1-m)=1—(1—m)=m.
Vyslo to. Toto zobrazeni je samo sobé inverzi, coz neni zrovna béZny jev, ale evidentné se to stat muze. Viz také
cviceni 8a.15.

A

Poznamka: V piikladé 3 vedlo zkoumani prostoty na rovnost |z| = |y|. Neuméli jsme z toho odvodit z =y, ale
to jesté neznamena, ze jsme vyloudili prostotu, jen netspéch urc¢itého postupu. Ostatné stejnd rovnost nepokazila
prostotu u restrikce tohoto zobrazeni. Selhani prostoty potvrdilo teprve predvedeni konkrétniho protipiikladu,
ktery jsme diky D(T') = Z dokazali najit, ale pro restrikci nikoliv. I pfi zkoumani prostoty a surjektivity je tedy
selhani vlastnosti nutno dokazovat konkrétnimi protipriklady.

A

Vsimnéte si zajimavé véci. U piikladt 3 a 4 odpovidalo nalezené inverzni zobrazeni vzorci, ktery jsme pouzili v
ditkazu surjektivity. Neni to ndhoda, uz jsme dokézali, Ze hodnota a = T~!(b) musi spliiovat T'(a) = b, tedy lze ji
najit feSenim stejné rovnice, jako jsme res$ili u zkoumani surjektivity.

S 8b.2 Jak na vlastnosti zobrazeni zadaného algebraickym vzorcem.

Prostota: Chceme-li urcit, zda je T prosté, vychézime obvykle z definice. Vezmeme dva libovolné prvky z,y € A
(tedy obecné prvky, nemuzeme si vybrat dva pékné konkrétni) a napiseme rovnost 7'(z) = T'(y). Prepiseme T'(x)
a T'(y) vzorcem z definice T a dostaneme rovnici, ze které se pokusime odvodit informaci o vztahu z a y. Pokud
se podafi dojit k x = y, mame prosté zobrazeni. Pokud se to nékde zadrhne, tak to obvykle naznaci, kde hledat
protipriklad.

Nékdy (zejména u snadnych piikladti) je pohodlnéjsi dokézat prostotu pomoci obmény definice (viz diskuse pred
definici), tedy dolozi se, ze kdyz x # y, pak urc¢ité T(x) # T(y). U redlnych funkci je zase Casto lepsi zkoumat
prostotu pomoci metod matematické analyzy, viz nize.

Surjektivita: Chceme-li uréit, zda je T' na, tak vezmeme libovolny prvek b € B (z cilového prostoru) a zkusime
k nému najit a € A takové, aby T'(a) = b. Vznikne tak algebraicka rovnost, ze které se snazime vyjadfit a, pfitom
bereme b coby parametr. Cilem neni najit iplnou mnozinu feseni, ale staci jedno, tfeba i uhodnuté. Pokud se vzdy
najde, tak je zobrazeni na.

Pokud se postup nékde zadrhne, obvykle to naznaci, kde hledat protipiiklad.

Inverzni zobrazeni: Postup je obdobny jako u surjektivity, z rovnosti T'(a) = b zkusime vyjadfit a ve formé
vzorce s proménnou b. Pokud jej najdeme, ziskdme kandidata S na inverzni zobrazeni 7'~!. Jeho spravnost ovéfime
pomoci dvou testi z definice: S(T'(a)) =a proa € A aT(S(b)) =0b pro b e B.

Vse: Pokud se po nas nechce samostatny dikaz pro kazdou z vlastnosti, jen rozpoznat platnost/neplatnost, pak
je mozno pouZit tento postup: Z rovnosti 7'(a) = b zkusime vyjadfit a. Moznosti:

e Pokud fesSeni existuje pro kazdé b a je vzdy jediné, je T bijekce a dostavame vzorec pro inverzni zobrazeni.

e Pokud feseni existuje, ale nékdy je jich vice, je T na, ale neni prosté.

e Pokud feseni existuje jen pro néktera b, ale pak je jedinecné, je T prosté, ale neni na.

e Pokud feseni existuje jen pro nékterd b, a navic je jich nékdy vic, pak T neni ani prosté, ani na.

Tento postup funguje velmi dobie zejména u jednodussich zobrazeni.

A
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Priklad 8b.d: Uvazujme zobrazeni T: N3 — N? daném vztahem T (r,s,t) = (r3, st).

Prostota: Mame vzit libovolné z,y € D(T), v tomto pfipadé jsou to tiislozkové vektory. Méjme tedy tieba
x = (r,s,t) ay = (u,v,w) pro n&jaké neznamé r,s,t,u,v,w € N. Vychozi rovnost T'(x) = T(y) z testované
implikace pak dava T'(r,s,t) = T(u,v,w) neboli (13, st) = (u?,v®).

Rovnost vektorti znamena rovnost vSech soufadnic, mame tedy 7> = u> a s = v™. Z toho chceme odvodit rovnost
soufadnic u vstupnich vektor z,y. Co mame k dispozici? TFeti mocnina je prostd funkce, proto z prvni rovnice
vyjde r = u. U druhé rovnice ale nic tak o¢ividného neni, takze v takovém pripadé je dobré zacit experimenovat,
zkouset rizna ¢isla a vzpominat na predchozi zkusenosti. Zde se rychle ukaze, ze dvojic davajicich stejnou mocninu
muze byt vic, tieba 3* = 92. To ukazuje, Ze dané zobrazeni nebude prosté, a mame i protipiiklad na prostotu:
T(1,3,4) = (1,81) =T(1,9,2), ale neplati (1,3,4) = (1,9, 2).

Na: Vybirdme b z cilového prostoru N2, je to tedy n&jaky vektor, tieba b = (u,v) pro u,v € N. Hleddme
a = (r,s,t) € N> = D(T) tak, aby platilo T'(r, s,t) = (u,v) neboli (r3,s') = (u,v). Dostdvdme rovnice r® = u,
st = v a tuto soustavu zkousime fesit pro r, s, t.

U rovnice s = v si viimneme, Ze feSeni urcité méa bez ohledu na volbu v, sta¢i prosté vzit s = v a t = 1. To
je dobry zacéatek, pomoci T a vektoru z A se dokézeme dostat do libovolné druhé soufadnice. Ted se podivame
na tu prvni: Existuje ur¢ité néjaké r» € N takové, aby r3 = u? Protoze u je libovolné, zkuseny ¢tenai hned tusi, ze
je zle, protoze napiiklad tfeti odmocnina z 2 existuje, ale neni to celé ¢islo. TakZe nenajdeme r € N takové, aby
r3 = 2, tim padem ani nelze najit (r,s,t) € N3 tak, aby T(r,s,t) = (2,v). Zobrazeni T proto neni na.

A

3 t

Podobné jako u relaci, také u zobrazeni muZeme pozadat o ,vySetfeni vlastnosti“ daného zobrazeni. Ocekavaji
se odpovédi na otazky, zda je zobrazeni prosté, zda je na, popripadé zda je bijekce, a dikazy spravnosti téchto
odpovédi. U bijekci se také ocekava nalezeni inverzniho zobrazeni a dikazu, Ze je nalezeno spravné.

Priklad 8b.e: VySetfime vlastnosti dvou zobrazeni.
1. Uvazujme zobrazeni T: Z? +— Z? dané vztahem T(r,s) = (r + 1,7 + s).
Prostota: (r,s), (u,v) € A lib., pak

T(r,s) =T(u,v) — (r+1,r+s)=(u+1l,ut+v) —

r+l=u+1 r=u
. [

r+s=u-+v r+s=u-+v
Prvni rovnost ndm umozni z druhé odvodit s = v. Mame tedy r = u a s = v, to ale nestaci. Definice prostoty
vyzaduje dojit od T'(z) = T'(y) k * = y (rovnost objekti), tedy spravnym zavérem je (r,s) = (u,v).

T je prosté.
Na: Déno (u,v) € Z? (cilovy prostor). Hleddme (r, s) € Z? aby T'(r,s) = (u,v). Tedy chceme:
r+l=u r=u—1 r=u—1 r=u—1

+Lr+s)=(yu —>[
(r r+s) = (u,v) s=v—u+1

r+s=v r+s=v u—1l+s=v
Mame kandidata (r,s) = (u — 1,0 —u + 1). Zjevné (u —Lv —u+1) € Z* a

rs)=Tu—-lLv—u+1)=((u—-1)+1,(u—1)+ v —-u+1)) = (u,v).

S

T je na.
Je to tedy bijekce a mame také kandidata S(u,v) = (u — 1,v — u + 1) na inverzni zobrazeni. Potvrdime: S je
zobrazeni Z? + Z? (naopak nez T) a pro (r,s) € Z* = D(T), pop¥. (u,v) € Z* = D(S) méme
S(T(r,s))=Sr+1r+s)=(r+1)—1,(r+s)—(r+1)+1)=(rs),

T(S(u,v)=Tu-1lLv-—u+1)=((u—-1)+1,(u—1)+ (v—u+1)) = (u,v).
Potvrzeno, T~ (u,v) = (u — 1,v —u + 1).

2. Uvazujme zobrazeni T: N? — N dané vztahem T'(r,s) = r + s.

Prostota: Mé&jme (r, s), (u,v) € N2. Z rovnosti T(r, s) = T'(u,v) dostavame r + s = u + v. Nenabizi se cesta, jak
z toho ziskat r = u a s = v, proto hleddme protiptiklad a najdeme: T'(4,1) = 5 = T'(2,3), pficemz (4,1) # (2,3)
v N2, Lze i jinak, tfeba T'(2,1) =3 = T(1,2) a (2,1) # (1,2). T neni prosté, proto ani bijekce.

Na: Déno b € N. Hledame (u,v) € N?> = D(T) tak, aby T'(u,v) = b neboli aby u + v = b. Ziskat ¢islo jako soudet
se zd4 byt lehké, nabizi se naptiklad toto: 7 = b, s = 0. Pak r + s = b, ale musime ovétit, ze (r,s) € N2. To ale
selze, protoze 0 ¢ N.

Modifikace: r=b—1,s=1. Pakr+s=bas=1€ N. Platitoipror =b—17 Prob=1 je r = 0 a mame
problém. To nas nasméruje k b = 1. Umime vyjadiit 1 jako soucet dvou pfirozenych ¢isel? Ne.

T tedy neni na. Protipiiklad: zvolme b = 1. Protoze libovolné r,s € N spliwji r,s > 1, plati T'(r,s) = r + s >
1+1=2> 1, takze nemutze platit T'(r,s) = 1. Ukézali jsme, ze 1 ¢ ran(T).
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Pozndmka: Kdybychom toto T definovali stejnym vzorcem jako zobrazeni N2 +— Ny, tak uz by bylo na, ukazuje
to volba r = b, s = 0.
A

S Poznamka: Piiklad 2. nam pfipomnél, Ze pro vyvraceni prostoty je potfeba uvést konkrétni protiptiklad. Po-
dobné pro vyvraceni surjektivity je tfeba uvést konkrétni protipiiklad, tedy prvek cilové mnoziny B, pro ktery
neexistuje a € D(T') spliwujici T'(a) = b.

V pripadé surjektivity je tieba byt konkrétni také v dikazu platnosti ve smyslu, Zze musime zadat piedpis, ktery
k danému obrazu urcéi jednoznacné jeho vzor. V idedlnim piipadé jde o vzorec ¢i vzorce, které maji onen obraz
jako vstup, jak jsme to predvedli vyse.

Rozhodné by nestacilo v prvnim prikladé napsat toto: ,,Zvolime r, s tak, aby platilo r +1 =w ar + s = v.“
Podstatou dikazu surjektivity je pravé otazka, zda lze vzdy takto zvolit. Zodpovédéli jsme ji kladné konkrétnimi
vzorcir =u — 1, s = v —u+ 1. V zadsadé spravné ale nikoliv idedlni by bylo ,,Zvolime r = u — 1, s = v — ¥,
protoze vzorec pro s nema jako vstup dané data u,v. Nutime tak ¢tenare si argument dokondit.

Nebezpecdi ukazuje druhy priklad. ,,Zvolime 7, s tak, aby platilo r + s = b“ zni lakavé, ale jak jsme vidéli, ne vzdy
to jde. Nékdy pokus o vzorce dopadne takto: ,Zvolme r = b — s, s = b — r“. Vznikd pak zacarovany kruh, kdy se
vzorec pro r odvolava na s a vzorec pro s pro zménu na r. Ve vysledku nevime, co jsou jejich hodnoty, tedy neni
to spravny argument.

A

Piiklad 8b.f: Prozkoumame prostotu a surjektivitu pro nékolik funkci coby zobrazeni R — R. U redlnych funkci
se tradi¢né pouziva y pro hodnoty, proto se u testovani prostoty prizptisobime a pracujeme s x1, 5.

1. Uvazujme f(z) = 2z — 1. Grafem této funkce je sikma pfimka. Takova funkce nemuze nabyt vicekrat stejnou
hodnotu, coz ukazuje na prostotu. Graf se ve svislém sméru tdhne od —oo do oo a zZadnou hodnotu nevynecha
(funkce je spojitd), coz ukazuje na surjektivitu. Vypada to, Ze tato funkce je bijekce z R na R. Nyni vSe spravnym
zpusobem potvrdime. Pouzijeme stru¢ny zapis:
Prostota: x1, x5 € R libovolné, pak

flx1) = flxo — 251 —1=229—-1 — 1 =xs.

Dokéazali jsme podle definice prostotu f.
Na: Déno y € R. Najit: zg aby f(z¢) = y neboli 2zg — 1 = y. Odtud z¢ = ”%1 Pak zp € R a

flzo) =229 —1=24 —1=1y.
Potvrdili jsme i surjektivitu, tedy f je bijekce. Také jsme z f(z) = y odvodili z = 1(y + 1). Potvrdime, Ze
g(y) = %(y + 1) je inverzni funkce k f.

v €R=D(f): g(f(2)) =920 - 1) = 5((22 ~ 1) + 1) =z,
yER=D(g): flg() = f(zy+1) =25y +1) —1=y.
2. Uvazujme f(r) = z? + 1. Grafem je klasickd parabola obricena nahoru a posunutd nahoru o 1. Vime, Ze
téméf vsechny hodnoty se nabydou dvakrat, coz naznacuje, ze tato funkce neni prosta. Vime také, ze tato funkce
nedokaze poskytnout hodnoty mensi nez 1, proto nemtize byt na R.
Nyni ji vysetiime standardnim zptisobem.
Prostota: x1,z2 € R, piedpoklad f(x1) = f(z2). Pak 23 +1 = 23 + 1, tedy 2% = 23. Z toho z; = x5 neodvodime a
méme inspiraci na protiptiklad prostoty: Zvolme x; = 1, x5 = —1. Pak f(1) =2 = f(—1), ale 1 # 1, coz vyvraci
prostotu f.
Na: Zvolme y = 0 € R. Protoze pro = € R plati 2% > 0, mdme f(z) = 22 + 1 > 1 a tedy nemiiZe existovat r € R
splnujici f(z) = 0.
Jiny argument: Pro y = 0 hleddme x € R spliiujici f(z) = 0. Pak 22 + 1 = 0 neboli 22 = —1, coZ je nemozné.
Bonus: Uvazujme restrikci g = f| .- Toto je jiz prosté zobrazeni: Ddno x1, 22 € (0, 00), pfedpoklad f(z1) = f(22).
Pak

:L‘%—I—lz:n%—i—l — m%:mg — |xy] = w2

Protoze x1,x2 > 0, absolutni hodnotu lze odebrat a mame x; = .

Toto zobrazeni je na mnoZinu (1,00). Diikaz: Déno y € (1,00). Chceme, f(x) = y neboli 2% + 1 = y, odtud
x = +/y — 1. ProtoZe y > 1, odmocnina ma smysl a mizeme zvolit zo = \/y — 1. Pak xg € (0,00) a plati

@) =f(Vy—1)=\y—T1 +1=(y—1)+1=y.

Dokazali jsme, Ze f je bijekce, a také nasli kandidata na inverzni funkci g(y) = /y — 1. Jeho spravnost se potvrdi
obvyklym zptsobem.
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3. Uvazujme f(z) = 2% — x. Neni problém si naértnout graf této funkce: Zac¢ind v levém dolnim rohu (utiké
do minus nekonecna), pfi své cesté nahoru protne osu x v bodé —1, pak se oto¢i a zase jede doll, protne osu
v pocatku, pak se zase oto¢i nahoru a utece do nekone¢na, protinaje osu x v bodé 1. Vidime, Ze tato funkce dokaze
nabyt libovolné realné hodnoty, je tedy na R. Zaroven také vidime, Ze neni prostd, protoze napiiklad f(0) =0 a
také f(1) =0, tedy f(0) = f(1), ale neplati 0 = 1. Tim jsme nasli protipfiklad. Protoze nejde o bijekci, nemé ani
inverzni funkci.

Zjistit to standardnim postupem vede na problémy. Testovani prostoty nas zavede od f(z1) = f(z2) k rovnosti
r3 —xy = o3 — 1y, se kterou algebraicky nic nesvedeme, ale moznéa nékoho napadne, 7e pro z; = 1 a x5 = 0 je
pravdiva, coz vede na protipiiklad. Je to ovsem nejisté. Testovani surjektivity vede od f(z) = y ke snaze vyjadrit
z rovnice 23 — x = y proménnou z, coz je nemozné. To oviem neznamena, 7e f neni na; moznéa spravné x existuje
(taky Ze ano), jen ho neumime najit.

Bonus: Uvazujme restrikci tohoto f na mnozinu (1,00). Je to bijekce z (1,00) na (0,00), ovSem standardnim
postupem to nemame Sanci dokazat, dokonce ani rozpoznat, protoze to vede na stejnou problematickou algebru
jako u puvodniho f. Zde pomohou nastroje matematické analyzy. Napiiklad pomoci derivace snadno ukazeme, ze
f je na intervalu (1, co) rostouci, coz jiz implikuje prostotu.

A

Poznamka o redlnych funkcich:

Prostota a pojem inverzni funkce hraji vyznamnou roli v redlné analyze.

Prosté funkce pozname podle toho, Ze jejich grafy nikdy nenabyvaji stejnou hodnotu vicekrat. Vizualné to
znamena, ze neexistuje vodorovna primka, kterd by graf protla vicekrat. V praxi se prostota obvykle dokazuje
pomoci ryzi monotonie, tedy dokaze se (pomoci derivace), ze zkoumana funkce je rostouci, popiipadé klesajici.

U realnych funkci je prostota priméarni, protoze cilovd mnozina nebyva dana, ale urcuje se podle potieby. Jakmile
tedy mame prostou funkci, tak si jako cilovou mnozinu vezmeme jeji obor hodnot a hned mame i bijekci, tedy
také inverzni funkci k ni.

Navzajem inverzni funkce se pii skladani navzajem ,vykrati, napiiklad e™*) = z pro z > 0 a In(e”) = x pro
x € R. To se velmi hodi pfi praktické praci s témito funkcemi.

Z pohledu teorie zde méame problém se zapisem. Redlné funkce (stejné jako ¢isla) nasobime a umociujeme,
napiiklad f2 zna¢i f - f- f & f~2 znadi ﬁ Zcela logicky pak f~! = %, tfeba (e*)~! = e~%. Ovsem zde v
obecné teorii pouzivame f~! pro inverzni zobrazeni neboli inverzni funkci, pficemz nejde o totéz, v tomto smyslu
(€*)~1 = In(x).

Tento rozpor se nepodafilo vyfesit. Pokud u redlngch funkci pouzijeme znaceni f~!, je nutno dbat na to, aby
byl vyznam zfejmy. Casto je to nastésti poznat z kontextu (obvykle je to ta mocnina), ale musime byt ostraziti
a pripadné pfipomenout, o¢ kra¢i. Nékteri autofi (tfeba ji) zavadéji u redlnych funkei specialni znaceni f_; pro
inverzni funkce, diky C¢emuZ se vyhneme nejasnostem. Napiiklad u funkce ¢islo 2 v predchozim prikladé mame
f-1(y) = /y — 1. Tteba se to ¢asem ujme.

Na mnohych stiednich skolach se studenti uéi pfejit u inverzni funkce zase k proménné z, tedy psali by f_1(x) =
%(m + 1). Casto je to pfimo sou¢ast algoritmu, ktery je presentovan coby ,Napiste rovnost f(z) = y, prohodte
proménné a vyslednou rovnici vyieste pro y.“

Neni to dobry nédpad. Nejenze to neni viibec tfeba, ono to dokonce -
vysila Spatny vzkaz. My totiz pracujeme s dvéma kopiemi mnoziny R|x] '

1 0 1 2 3
| | | |
readlnych cisel, v jedné mame prvky x a v druhé y. Obrazek jasné
ukazuje, ze funkce f_; viubec neumi s prvky x pracovat, protoze ma fq f f
jako vychozi mnozinu plné jiny svét. Nem4 tedy smysl tyto proménné fa
prohazovat, naopak zachovanim y Ctenari jasné sdélujeme, odkud a
[ [ [ [
1 0 1 2 3

kam funkce f_; jde. R[y] i

Rozdil se jesté zvyrazni v aplikacich, kdy maji jednotlivé proménné svij vyznam. Jestlize ¢ znaci Cas, s pozici
a funkce s = f(t) mi fik4, kde jsem byl v rozlicnych casech, pak zcela logicky musi inverzni zobrazeni mit jako
proménnou pozici, tedy t = f_1(s).

A

Poznamka: V poznamce 8a.1 jsme vidéli, ze pro A = () existuje jediné, a to prazdné zobrazeni do n&jaké mnoziny
B. Takové zobrazeni je prosté. Pokud je také B = (), tak je prazdné zobrazeni bijekce.
A

Zavedli jsme t¥i nové vlastnosti a hodi se védét, jak interaguji s operacemi.
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Véta 8b.3.

Necht T: A+ B a S: B — C jsou zobrazeni. Pak plati:

(i) Jestlize jsou T' a S prosté, tak je také S o T prosté.

(ii) Jestlize jsou T" a S na, tak je také S o7 na.

(iii) Jestlize jsou T" a S bijekce, tak je také S o T' bijekce A na C.

Dukaz (pou¢ny): (i): Prostotu dokdzeme pomoci podminky z definice aplikované na S o T.

Necht z,y € A spliuji (S o T')(z) = (S o T)(y). To se da napsat jako S[T'(x)] = S[T'(y)], je to tedy S aplikované
na néjaké dva body. Protoze je S prosté, tak odtud nutné T'(z) = T'(y). A protoze je T prosté, tak x = y. Prostota
je dokazana.

(ii): Dokazeme podle definice, ze S o T je na. Necht ¢ € C. ProtoZe je S na, musi existovat b € B takové,
ze S(b) = c. Protoze T je na, musi existovat a € A takové, ze T'(a) = b. Nasli jsme tedy a € A takové, ze
(SoT)(a) = S(T(a)) = S(b) = c.

(iii): Jestlize jsou T" a S bijekce, tak jsou prosté, a tudiz podle (i) je i S o T prosté.

Jestlize jsou T" a S bijekce, tak jsou na, a tudiz podle (ii) je i S o T' na. TakZze S o T je bijekce.

(Vsimnéte si, jak jsme pékné vyuzili jiz udélané prace.)

Alternativa: Jestlize jsou T a S bijekce, tak jsou dle véty 8b.1 invertibilni, tudiz dle véty 8a.6 je i SoT
invertibilni, tudiz bijekce.

O

Stru¢né feceno, sklddani nepokazi dobré vlastnosti (bude se nam to hodit déle). Jako obvykle se zeptdme, jak
je to s opaénym smérem: Vime-li, ze S o T' ma né&jakou vlastnost, museji ji mit nutné i slozky S a T'? Pfechodem
k obméné ziskdme jiny pohled na stejny problém: MuzZe skladani vylepsit nedostatek vlastnosti? Podivejte se na
cviceni 8b.7.

Spojenim véty 8b.1 a faktu 8a.5 dostaneme nasledujici.

! vata 8b.4.
JestliZe je zobrazeni T bijekce, tak T—! existuje a je to také bijekce.

Bude se nam to hodit.
Cviceni

Cviceni 8b.1 (rutinni, zkouskové): Pro nasledujici funkce R — R rozhodnéte, zda jsou prosté a zda jsou na. Své
odpovédi dokazte.
Pokud je nékteré f bijekce, najdéte k nému inverzni zobrazeni a dokazte, Ze je spravné.

Fre, T
) f(z) =23+ 1‘:’); f) f(z) = s'1n7(a:).

Cviceni 8b.2 (rutinni, zkouskové, *dobré): Pro nasledujici zobrazeni rozhodnéte, zda jsou prosté a zda jsou na.
Své odpovédi dokazte.
Pokud je nékteré T bijekce, najdéte k nému inverzni zobrazeni a dokaite Ze je spréwné.

a) T(n) =n+1 zeZ do Z; f) T(n) = ze Z do Z

b) T(n)=n+1 zNdoN; g) T'(z) = 3 z (0, )doR;

c) T'(n) =13n ze Z do Z; h) T'(n) = L%J ze 7 do Z;

d) T(z) =13z z Q do Q; )* f(n)=(— )nzNodoZ

e) T'(n) =n (mod 3) z N do Ny; i) fn)=(=1)"|2H] 2z Ny do Z.

Cviceni 8b.3 (rutinni, zkouskové, *dobré): Pro nasledujici zobrazeni rozhodnéte, zda jsou prosté a zda jsou na.
Své odpovédi dokazte.
Pokud je nékteré T bijekce, najdéte k nému inverzni zobrazeni a dokazte, ze je spravné.

a) T(n)=(n+1,2n) zNdo N xN; g) T(m,n)=(m-+n,m—n) ze ZxZdoZ X Z;
b) T(n) = (n?,n% +2n) ze Z do Z x Z; h) T'(m,n) =2m —n ze Z x Z do Z;

c) T(m,n)=(m+1,m—n) ze ZxZdo Z X Z, i) T(m,n)=m+n+13 ze ZxZ doZ

d) T(m,n) = (m+1,mn) ze Z x Z do Z x Z; ) T(m,n)=m—-n zNxNdoZ

e) T(m,n) = (m? mn) ze Z x7Z do Z x Z; k)* T'(m,n) =2"3"™ ze Nx Ndo N;

) T(z,y)=(z+y,z—y) zQxQdoQ x Q; )* T(m,n) =m? —n? ze Z x Z do Z.
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Cviceni 8b.4 (poucné): a) Uvazujte nasledujici predpis: T'(p, q) = %. Dostavame tak bijekci ze Z x N na Q7
b) Uvazujte nésledujici predpis: T(%) = (p, q). Dostavame tak bijekci z Q na Z x N7

1 ’
=n, n sudé;
Cviceni 8b.5 (poucné, dobré): Uvazujte zobrazeni T: N — N definované takto: T'(n) = 2 o
3n+1, n liché.
Rozhodnéte, zda je toto zobrazeni bijekce N na N.

Viz poznamka 7d.b.

Cviceni 8b.6 (poucné, dobré): Ukazte ptiklady funkci z N do N (tedy vymyslete vzorecky), které by pokryly
vSechny kombinace vlastnosti prostoty a na (kazdé z nich ma dvé moznosti, plati/neplati, celkem tedy ¢tyfi mozné
kombinace téchto vlastnosti).

Vymyslete ¢tyii obdobné funkce ze Z do N.

Napovéda: Pokud vam to nejde jednim vzorcem, zkuste zobrazeni definované po ¢astech.

Cviceni 8b.7 (pou¢né, dobré): Necht 7: A — B a S: B — C jsou zobrazeni. Rozhodnéte, zda nasledujici
implikace plati, ty pravdivé dokazte, ty nepravdivé vyvratte protipiikladem.
U vsech implikaci napiste i jeji obménu, mtize vAm pomoci s rozhodovanim, zda dotyc¢né tvrzeni plati nebo neplati.

a) Jestlize T neni prosté, tak S o T neni prosté. d) Jestlize S neni na, tak S o 7T neni na.
b) Jestlize S neni prosté, tak S o T neni prosté. e) Jestlize T neni bijekce, tak S o T neni bijekce.
c) Jestlize T neni na, tak S o T' neni na. f) Jestlize S neni bijekce, tak S o T neni bijekce.

Obrazky mohou vyznamné pomoci.

Cviceni 8b.8 (poucné): Necht T: A — B je prosté zobrazeni.

a) Dokazte, ze pro libovolnou podmnozinu M mnoziny A je restrikce T'|,, prosté zobrazeni.

b) Dokazte, Ze jestlize pro libovolnou nadmnozinu D mnoziny B uvazujeme zobrazeni S: A — D dané S(z) = T'(x)
pro x € A, pak S je prosté.

Poznamka: Prosté zachovame 7', jen mu zmeénime cilovou mnozinu, ¢imz vznikné formalné jiné zobrazeni.

Cvic¢eni 8b.9 (rutinni, pou¢né): Necht n € N, n > 2. Uvazujme mnoziny Ao, A;,...,A, a zobrazeni T;:
A;_ 14— A;proi=1,...,n. Dokazte nasledujici:

a) Jestlize jsou vSechna tato zobrazeni prostd, pak je prosté i T, o---oTj.

b) Jestlize jsou vSechna tato zobrazeni na, pak je nai T, o---oTj.

c) Jestlize jsou vSechna tato zobrazeni bijekce, pak je bijekce i 1), 0 --- 0 T7.

(Viz fakt 8b.3.)

Cviceni 8b.10 (poucné, *dobré): Necht T: A — B je zobrazeni, M, N C A. Dokazte, Ze pak plati:
a) T[M UN]=T[M]UTI[NJ;

b) T[M N N] € T[M] N T[N].

c)* Je-li T prosté, pak T[M N N| = T[M]NT[N].

d) Ukazte, ze obecné T'[M N N] = T[M] N T[N] neplati.

Cviceni 8b.11 (poucné, dobré): Uvazujte zobrazeni T: A — B. Dokazte nasledujici tvrzeni:

a) Jestlize je T invertibilni, pak pro kazdou podmnozinu M C A plati T~}[T[M]] = M a pro kazdou podmnozinu
N C B plati T[T7[N]] = N.

b) T je bijekce/invertibilni pravé tehdy, pokud existuje zobrazeni S: B — A takové, ze pro kazdou podmnozinu
M C A plati S[T[M]] = M a pro kazdou podmnozinu N C B plati T[S[N]] = N.

Vidime, ze ke ,kraceni“ T a T~! dochdazi i pii zobrazovani mnozin a dalo by se to pouZit jako alternativni definice
inverzniho zobrazeni.

ReSeni:

8b.1: a) Je prosté: f(x) = f(y) — 2x+4=2y+4 —zx=y. Jena:y e R, 2x+4=y — Jz = (y 4) € R. Je
to bijekce, f_1(y) = 3(y —4). Ovéfent: f_1(f(2)) = f-1(20+4) = (v +4) —4) =, f(f-1(y)) = [(5(y—14)) =
25(y—4)+4=y.

b) Neni prosté, tieba f(1) =0 = f(—1). Neni na: nelze T'(x) = 13 pro x € R nebof 1 — 2% < 1.

c) Je prosté: f(x) = (y)—wv +13=9y3+13 — 2 =y. Jena:y € R, 23 +13—y%§|x—( —13)Y/3 ¢ R.
Je to bijekce, f_1(y) = (y — 13)/3. Ovitent: f1(f(2) = f1(2° + 13) = ((#° + 13) — 13)'/% = 2, f(f-1(y)) =
F((13 - )V = ((y— 13)/4) + 13 = y.

d) Neni prosté, tieba f(1) =1 = f(—1). Neni na: nelze f(x) = —13 pro = € R nebot |z| > 0.
e) Je prosté: f(x) = f(y) e? = e¥ — z = y. Neni na: nelze f(x) = —13 pro = € R nebot e* > 0.
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f) Neni prosté, tieba f(0) = f(27). Neni na: nelze f(x) = 13 pro z € R nebot |sin(z)| < 1.
8b.2: )Jeproste T(x) =T(y) —>w+1:y—|—1—>a::y. Jena:beZ,n+1=b—In=0—-1€Z. Jeto
bijekce, T—1(b) = b— 1. Ovétent: T~ (T(a)) = T_1(a+1) = (a+1)—1 = a, T(T~(b)) = T(b—1) = (b+1)—1 = b.
b) Je prosté: T'(x) = T(y) — z+1 =y+1 — x = y. Neni na: neexistuje n € Naby n+1 = 1, proto 1 ¢ ran(7T).
c) Je prosté: T'(x) = T'(y) — 13z = 13y — = = y. Neni na: neexistuje n € Z aby 13n = 23, proto 23 ¢ ran(T).
d) Jeprosté:T(a:):Ty)—>13:1:—13y—>:1:—y Jena yEQ—)EIx— 13y€(@ T(z ):T(ﬁ) =13- ﬁ—y
Je to bijekce, T~ (y) = y. Ovéreni: T~1(T(z)) = T_1(13z) = & (132) =z, T(T"(y)) = T(5y) = 135y =y.
e) Neni prosté, tfeba T'(1) = T'(4) = 1. Neni na: neexistuje n € Z aby n (mod 3) > 3, proto 23 ¢ ran(7T).
f) Je prosté: T(x) = T(y) — 2® = 4> — = = y. Neni na: neexistuje n € Z aby 2> = 2, proto 2 ¢ ran(T).

g) Je prosté: T(x) = T(y) — 23 = y> — = = y. Nen{ na: neexistuje x > 0 aby 23 = —1, proto —1 ¢ ran(T).

h) Neni prosté, tieba T'(2) =1 =T(3). Jena: b€ Z — In=2b € Z: T(n) = T(2b) = |b] = b.
i) Je prosté: T(z) = T(y) — (—1)"a = (—1)%y — [(=1)%a] = |(~1)7y| —> |o]| = |y|. Pak také (—1)* = (~1)7,
tedy z (—1)*z = (—1)Yy je x = y. Neni na: neexistuje n € Z aby (—1)"n =1, proto 1 ¢ ran(7T).
j) Je prosté: T'(x) = T(y) pak musi mit T'(z), T'(y) stejné znaménko, proto maji z, y stejnou paritu, tedy y = x+2k.
Plati také |T'(z)| = |T(y)| a tedy |ZL] = Lyglj tedy |2 | = |28 + k| =k + ], proto k=0az =y.
Je na: Necht b € Z. Pokud b > 0, pak existujen =2b € Nga T(n) =1- [b+ 3| =b+ |3]| =0.
Pokud b < 0, pak —2b > 2 a existuje n = —2b — 1 € Ny takové, ze T'(n) = (—1) - [—b] = b. Je to bijekce,
T~1(b) =2]b| pro b >0 a T~ 1(b) = 2|b| — 1 pro b < 0. Ovéfeni nechdme ctenaii.
8b.3: a) Je prosté: T'(x) = T(y) — (x 4+ 1,22) = (y + 1,2y) — 22 = 2y — x = y. Neni na: neexistuje n € N
abyn+1=1a2n=1, proto (1,1) ¢ ran(T).
b) Je prosté: T'(z) = T(y) — (2,22 +22) = (v}, 2 +2y) — 22 =y> A2? + 22 =y + 2y
— 2 = 2y — x = y. Neni na: neexistuje n € Z aby n? = 0 a n? + 2n = 1, proto (0,1) ¢ ran(T).

—~~
<

c)Jeprosté:T(m,n):T(u,v)—>(m—|—1,m—n):(u+1,u—v)—>m+1:u—|—1/\m—n:u—v—>
m=uAm-n=m-v —m=uAn=uv — (mn) = (y,v). Je na: (u,v) € Q%, (m+ 1,m —n) =
(u,v) — IMm =u—-1ln=u—-1—v € Z aT(mmn) = (u )JetobuekceT( ):(u—l,u—l—v.

Ovéteni: T~Y(T(m,n)) = T_1(m+1,m—n) = (m+1) — ,(m +1)—1—(m—n)) = (m,n), T(T" (u,v)) =
Tu—l,u—1—-v)=((u—-1)+1,(u—1) = (u—1-2)) = (u,v).

d) Neni prosté: T'(m,n) = T'(u,v) — (m~+1,mn) = (u+1,uv) — m+1 = u+1Amn = uv — m = uAmn = mo.
Z toho nejde ziskat n = v pokud m = 0. Takze 7'(0,13) = (1,0) = 7°(0,23). Neni na: neexistuje m,n € N aby
m+ 1 =23 amn = 13, proto (23,13) ¢ ran(7"). Taky nejde m + 1 =1 a mn nenulové.

e) Neni prosté, tieba T'(2,0) = (4,0) = T(—2,0). Neni na: neexistuji m,n € Z aby m?> = 0 a mn = 1, proto
(0,1) ¢ ran(T'). Taky nejde m? = 2 atd.

f) Je prosté: T(m,n) = T(u,v) — (m+n,m—n) = (u+v,u—v) — m+n=u+vAm—n=u—wv, seCteme:
2m = 2u — m = u, odecteme: 2n = 2v —» n = v, proto (m,n) = (u,v).

Je na: (u,v) € Q% (m+n,m—n)=(u,v) — Im=L(u+v),n=31(u—v) € QaT(mn)=(uv).

Bijekce, inverze T~ (u,v) = (1 (u+v), 1 5(u —v)). Ovéfeni standardni.

g) Je prosté: T'(m,n) = T(u,v) — (m+n,m—n) =(u+v,u—v) — m+n=u+vAm-—n=u—wv, seCteme:
2m = 2u — m = u, odeéteme: 2n = 2v — n = v, proto (m,n) = (u,v).

Neni na: Soustava m +n = 1, m — n = 0 nema FeSeni v Z, proto (1,0) ¢ ran(7T).

h) Neni prosté, tfeba T'(1,2) =0=T(0,0). Jena: b€ Z — Im =0,n=—-b € Z: T(m,n) = 0.

i) Neni prosté, tieba T'(1,—1) =13 =T(-1,1). Jena: b€ Z — Im =b,n=—-13 € Z a T'(m,n) = b.

j) Neni prosté, tfeba T'(1,1) = 0 = T'(2,2). Je na: Necht b € Z. Pokud b = 0, volime m = 1, n = 1. Pokud b > 0,
volime m=b+1,n=1€NaT(m,n)=>. Pokud b <0, volime m =1,n=—-b+1€ NaT(m,n)=b.

k) Je prosté: T'(m,n) = T(u,v) — 2M3" = 23" — m = u A n = v dle jednoznacnosti rozkladu, proto
(m,n) = (u,v). Neni na: Pro m,n € Z nelze 23" = 13, proto 13 ¢ ran(T).

1) Neni prosté, tfeba T'(1,1) = 0 = T(0,0). Na: Zkusime tieba 2 € Z. Existuji cela ¢isla m, n tak, aby m? —n? = 2?
Kupodivu ne Omezime se na nezaporna m, n. Aby vysel vysledek kladny, musi byt m > n. Dvé moznosti. m = n+1
dava m? —n? = 2n + 1, to nikdy nebude 2. Pro m > n + 2 zase m? —n? > 4n +4 > 2. TakZe 2 ¢ ran(T') a T nenf
na.

8b.4: a) Je evidentné na, ale neni prosté 7'(2,4) = 2 = 2 = T'(1,2). Takze to neni bijekce.

b) Toto viibec neni zobrazeni! Mame 0.5 € Q, ale nevime, jestli 7(0.5) = T'(3) = (1,2) nebo T'(0.5) = T'(2) = (3,6)
nebo ...

8b.5: Neni prosté, protoze T'(1) = 4 = T'(8). Je na, pro b € N existuje n = 2b € N takové, ze T'(n) = b.

8b.6: N +— N: T'(n) = n je prosté a na. T'(n) = 2n je prosté ale neni na. T'(n) =n — 1 pron > 2, T(1) = 1 neni
prosté a je na, nebo T'(n) = [in] + 1. T(n) = (n — 3)? + 2 neni prosté ani na, nebo T'(n) = |3n| + 2.

298



Diskrétn{ matematika 8c. Posloupnosti pHabala 2026

2n+1; n>0;

—2n; n <0
neni prosté a je na, 7'(n) = n? + 1 neni prosté ani na.

: , 2n+3; n=>0; . ,
je prosté a na; T'(n) = je prosté a neni na; T'(n) = |n| + 1
—2n; n <0

Zv— N:T(n)= {
8b.7: Obmeény: a) Jestlize je S o T prosté, tak T je prosté. b) Jestlize je S o T prosté, tak S je prosté.

c) Jestlize je S o T na, tak T je na. d) Jestlize je S o T na, tak S je na.

e) Jestlize je S o T bijekce, tak T je bijekce. f) Jestlize je S o T bijekce, tak S je bijekce.

a) Plati, T neni prosté— 3z # y € A: T'(z) = T(y), pak S(T(x)) = S(T(y)) neboli (SoT)(z) = (SoT)(y).

d) Plati, dokdZzeme tu obménu. Zvolme ¢ € C libovolné. Protoze S o T je na, da € A: (S oT)(a) = ¢ neboli
S(T(a)) = c. Ozna¢me b = T'(a) € B, pak S(b) = ¢. Tedy Ve € C najdeme b € B aby S(b) = ¢, tedy S je na.

b), ¢), e), f) nepravda. Tfeba A = {1}, B = {a,b}, C = {a}. Necht T: 1 — a, S: a,b — a. Pak T neni na, S neni
prosté, ale S o T je bijekce.

8b.8: a) Nechf x,y € M splnuji T'|,,(x) = T|;;(y). Podle definice restrikce tedy T'(x) = T'(y) a z,y € A, proto
dle prostoty T plati x = y.

b) Necht z,y € A spliji S(x) = S(y). Podle definice pak T'(z) = T'(y) a T je prosté, proto = = y.

8b.9: Hromadny dikaz pro a) az c¢). (0) Pro n = 1 zjevné plati.

(1) n > 1, IP: viz vlastnosti. Necht dany 71,75, ... , Ty, Tht1, které maji ptislusnou vlastnost (prosté pro (i), na
pro (ii), bijekce pro (iii)). Podle indukéniho pfedpokladu mé i S = T;, o --- o T} pfislusnou vlastnost, pak podle
faktu 8b.3 tu vlastnost méa i 7T}, 41 0 .S neboli T),41 07, 0---0Tj.

8b.10: a) b € TIM UN] — Ja € M UN: T(a) = b. Dvé moznosti. a € M — T(a) € T[M] — b =T(a) €
TM]JUTI[N]. Neboa € N — T(a) € T[N] — b=T(a) € TIM]UT|[N].

Naopak: b € T[M] U T[N], dvé moznosti. b € T[M] — Ja € M: T(a) =b. Paka € MUN a tedy b = T(a) €
T[M U N]. Nebo b € T[N] atd.

b)be TI[MNN] — Ja € MNN:T(a) =b.Paka € M, tedy b = T'(a) € T[M], také a € N, tedy b = T'(a) € T[N].
Proto b € T[M]NT[N].

c)beTIMINT[N] <= beTM|ANbeT|N] <= (Ja; € M: T(a1) =b) A (Jaz € N: T(az) = b). Protoze je T
prosté, musi nutné byt a; = as, oznaéme a = a; = as a vidime, ze a € M NN, proto a € M NN a T(a) = b, tedy
be T[M N NJ.

d) A={1,2,3}, B={a,b}, M ={1,2}, N={2,3}, T(2) =b, T(1) =T(3) = a.

8b.11: a) Necht a € A. Pak T(a) € T[M] a tedy i T-Y(T(a)) € T T[M]]. Ovsem T~Y(T(a)) = a, takze
a € T7YT[M]]. Ukdzali jsme, ze M C T—1[T[M]]. Jesté naopak.

Necht a € T—[T[M]]. Pak existuje b € T[M] takové, ze T~1(b) = a, tedy T(a) = b. Protoze b € T[M], musi
existovat a € M takové, ze T(a) = b. Protoze je T prosté, nutné a = a, tedy a € M. Opravdu T [T[M]] C M.
Druhé tvrzeni: b € N — T7'(b) € T'[N] — b = T(T~*(b)) € T[T [N]]. b € T[T [N]] — Ja € T~ [N]
aby T'(a) = b. Pak 3b € N aby T-1(b) = a, tedy b = T(T (b)) =b € N.

b) == je-li T invertibilni, pak podle (i) splituje S = T~! podminku.

<. Aplikujeme-li podminku na M = {a} proa € Aa N = {b} pro b € N, dostaneme ptresné podminku z definice,
podle které S = T1.

8c. Posloupnosti

V tadé aplikaci jsme v situaci, kdy ndm postupné prichéazeji data, jedno ¢islo po druhém. Radi bychom to
matematicky zachytili. Pfirozeny pristup je ta prichazejici ¢isla oznacit jako prvni, druhé, tieti atd. a ulozit tieba
ve vektoru. Pokud napiiklad pfisla ¢isla 1, 3,5, tak bychom je ulozili jako (1,3,5), coz pfirozené vede na znacéeni
(a1,az2,a3), kde a1 =1, as = 3, ag = 5. Mohli bychom tedy pracovat s prostory vektort, tfeba R™.

To ovsem nestaci v pripadé, ze pocet dat neni omezen a je tedy potfeba mit misto na nekone¢né mnoho. Pomohlo
by néco jako ,nekoneény vektor”, ale budeme tomu fikat posloupnost. Potfebujeme ji néjak zavést pomoci pojmi,
které uz zname, a na to se vratime k predstavé, ze si jednotliva data ocislujeme a znacime a; = 1, ax = 3 atd.
Vznika tak pfifazeni neboli zobrazeni, v nasem pfipadé a z {1,2,3} tfeba do R, které spliuje a(l) =1, a(2) = 3,
a(3) = 5. Pokud nam pfichéazi nekoneéné dat, tak ¢islovani prvni, druhé, atd. vede pfirozené na zobrazeni z N do
R.

Jsme skoro zrali na definici, zbyva poznamenat, ze nékdy je praktické necislovat pfichazejici data jako prvni,
druhé, ..., ale spiSe nulté, prvni, druhé, ... , nebo tifeba Sesté, sedmé, osmé, ... Abychom to umoznili, dovolime
zobrazenim, kterd takova data zachycuji, aby mély defini¢ni obor typu {n € Z; n > ng} pro néjaké ng € Z.
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! Definice.
Posloupnost je libovolné zobrazeni a z néjaké mnoziny {ng,no + 1,79 + 2,...} do R, kde
ng € 2.
Takovou posloupnost znac¢ime (ax);Z,,,, kde ax = a(k).

By a sequence we mean any mapping a from a set {ng,no + 1,n0 + 2,...} into R, where ngy € Z.

Such a sequence is denoted (ax)72,, , where a = a(k).

Rovnou varujeme ctenére, ze v ¢eském prostiedi je pro posloupnosti obvyklejsi znaceni {ak}?:no, také ja jsem na
ném vyrostl a dlouho jsem je pouzival (tfeba i v piivodni verzi této knihy), nez jsem usoudil, ze bych mél byt na
strané rozumu a ne tradice. Znacky {} zna¢i mnozinu, tedy kolekci, ve které na pofadi nezalezi a kazdy konkrétni
prvek se pocita jen jednou, i kdyz jej do mnoziny vlozime vicekrat. Takze {1,1,1,...} je jednoprvkovd mnozina
{1}.

Na druhou stranu posloupnost je kolekce hodnot, u kterych na potadi zalezi a hodnoty se mohou opakovat,
aniz by z posloupnosti zmizely. Koneény pocet usporadanych hodnot, které se mohou opakovat, se standardné
zaznamenava jako usporddand n-tice neboli vektor, je tedy prirozené vidét posloupnost jako nekonecény vektor a
znaceni (1,1,1,...) je intuitivni.

Priklad 8c.a: Pro¢ zavddime nové jméno, kdyz uz méame zobrazeni? ProtoZe u posloupnosti ménime thel
pohledu natolik, Ze to vede na odlisné postupy.

Predstavme si, ze ndm jako data postupné prichazeji vSsechna kladna licha ¢isla 1,3,5,7,9,11,13,... Zachytime
je jako posloupnost (1,3,5,7,...) a jednotlivé ¢isla miuzeme ¢islovat jako prvni, druhé tieti, atd. To vede formélné
na zobrazeni a(1) = 1, a(2) = 3 atd. U posloupnosti ovSem preferujeme zapis a; = 1, ay = 3, atd. Dokonce mame
obecny vzorec ar = 2k — 1 pro k > 1.

Pokud se ovSem rozhodneme data éislovat jako nulté, prvni, druhé, atd., pak dostdvame zobrazeni b(0) = 1,
b(1) = 3 atd. Toto je jiné zobrazeni nez a, protoze pfitazuje jinak: a posila 2 — 3, zatimco b posila 2 — 5. Proto
jde o dvé rtizna zobrazeni. Posloupnost je to nicméné stejna. To ukazuje, Ze tyto dva tihly pohledu jsou opravdu
rozdilné.

Pokud pfejdeme ke znaceni by, dostavame by = 1, by = 3 atd., obecny vzorec je by, = 2k + 1 pro k > 0. Vzorce
ar =2k —1,k>1aby,=2k+1, k>0 jsou ruzné, ale generuji stejnou posloupnost. To znamené, Ze pokud nas
zajimaji jen data 1,3,5,7,..., tak se vyjadieni zobrazenim ¢i vzorcem stava jen technickym nastrojem k ziskéni
hodnot, pro praci s témito daty budeme potiebovat specializované postupy. Vyvineme nastroje, které respektuji,
ze posloupnosti pochazeji ze zobrazeni, ale zohlednuji, Zze jedna posloupnost mtize pochazet z riznych zobrazeni
(vzorct).

Zvoleny nastroj se odviji od tcelu. Zobrazeni T'(n) = n? pro n € N vygeneruje ¢isla 1, 4,9, 16, .. .. Pokud by pro
nés byla podstatna vazba devitky na trojku nebo tieba 81 na 9, pak bychom chtéli pracovat s timto zobrazenim.
Pokud by nas ale zajimala ¢isla 1,4,9,25, ... jako takova, pak by byly vhodnym pfistupem posloupnosti.

A

Abychom mohli s posloupnosti pracovat, potfebujeme néjak zadat jeji hodnoty. V jednoduchych pfipadech lze
pouzit slovni popis (posloupnost kladnych lichych ¢isel usporadanych dle velikosti, konstantni posloupnost jednicek

vz

atd.), ale perspektivnéjsi je exaktnéjsi ptistup. Jsou tii populdrni moznosti specifikace posloupnosti.

1. Explicitni vzorec udava pfimy vypocet hodnoty k-tého prvku posloupnosti pro k ze specifikovaného rozsahu.
Moznych zapist je vice, ukdzeme to pro nasi posloupnost lichych ¢isel:

eap,=2k—1,k>1,;

eqr,=2k—1prok>1;

e (2k —1)22, nebo (2k — 1)i>1 nebo (2k — 1)ken;

[ {2](3 — 1}2‘;1 nebo {2]43 — 1}k21 nebo {2]{3 — 1}k€N~

Vsimneme si, ze prvni dva zapisy ndm zaroven poskytly pro posloupnost jméno, coz je ono ,,a“, zatimco dalsi dva
zapisy ne. Je také mozno psat (ax)ren = (2k — 1)ken, tim je posloupnost pojmenovand a definovana.

Rovnou pozornime, ze rozsah pro indexy je klicovou soucasti specifikace. Pokud bychom napsali jen a = 2k — 1,
tak nevznikne posloupnost, protoZze nejsme schopni uréit jeji ¢leny. Co je jeji prvni ¢len? Nevime. Teprve specifikace
k > 7 by nam rekla, ze prvni ¢len je a7 = 13. My jsme vysSe pouzili k > 1, pak je prvni ¢len a; = 1. Jinak Feceno,
rozsah pro indexy mé na identitu posloupnosti stejné vyznamny dopad jako algebraicky vzorec.

2. Implicitni specifikace je jen jiné jméno pro induktivni definici, naptiklad
(0) ay = 1;
(1) ag41 = ar +2 pro k > 1.
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3. Specifikace ,,vypisem* zada nékolik prvnich ¢lent nasledovanych tfemi teckami, ¢imz naznacujeme, Ze posloup-
nost pokracuje ,stejnym zpusobem*, napiiklad (1,3,5,7,...). Jak uz jsme zminovali, toto ve skute¢nosti neni
definice, protoze neni jasné, co to je ten ,stejny zpusob“. Jde nicméné o Ucinny zpusob prezentace, budeme jej
tedy pouzivat k ilustrativnim tceltim.

Piiklad 8c.b: Vratme se k posloupnosti (1,3,5,7,...). Nasli jsme explicitni pfedpisy ar = 2k — 1, k > 1.
Uvedeni rozsahu pro index je povinné, nicméné volba proménné pro index je nepodstatnéd a lze ji ve specifikaci
zaménit za jinou (ovSem vsSude). Naptiklad specifikace a,, = 2n — 1, n > 1 udava stejnou posloupnost, a; = 1,
as = 3, atd. Index je jen pracovni proménna, kterad je v definici lokalni.

Vidéli jsme také implicitni specifikaci, podivejme se blize na ,t¥iteckovy* pokus (1,3,5,7,...). Varovali jsme, ze
to neni korektni specifikace, coz lze vidét napriklad na tom, Ze viibec neni jasné, jaké ¢islo prijde po sedmicce.

Mohlo by jit o posloupnost a;, = 2k — 1, k > 1 lichych ¢isel, pak by dalsi ¢islo v seznamu bylo 9. Klidné by
to ovSem mohlo byt ¢islo 11, pokud by to byla posloupnost lichych neslozenych ¢isel (tedy jednicka a pak licha
prvocisla). Tato alternativni verze neni nijak méné pfirozena nez ta prvni (mé snad nékdo méné rad prvocisla nez
licha ¢isla)?

Ovsem také by to dalsi ¢islo mohla byt tfinactka, pokud by $lo o posloupnost definovanou predpisem
(0) C():l, 61:3, 62:5;
(1) ek41 = ck + 2¢c—o pro k > 2.
I toto je dozajista pékny vzorec. No a také by dalsim c¢islem mohla byt dvojka, pokud by Slo o posloupnost
dy, = %k‘ — %kQ + 2k+1 — k! pro k > 0. Mo#n4 to neni nejpéknéjsi vzorec, ale na to se nehraje.

A

Studium posloupnosti za¢neme otézkou, jak pozname, ze dva zapisy (ak)k>n, @ (bk)k>m, specifikuji stejnou
posloupnost. Rozhodne, zda generuji stejné hodnoty. Chceme, aby obé posloupnosti mély shodny prvni ¢len, tedy
Gny = bm,, shodny druhy c¢len, tedy an,4+1 = bmy+1, shodny teti Clen, tedy an,+2 = bimg+2 atd.

Definice.
Posloupnosti (ax)k>ne & (bk)k>m, jsou shodné, psano (ax)k>n, = (bk)k>my, jestlize pro vsechna
n € Ny plati any+n = bmg+n-

Pokud jsou obé posloupnosti zadany explicitné, pak tento test odpovida otazce, zda lze jeden vzorec prevést
na druhy ,substituci v indexu. Posun indexu je u posloupnosti (a sum) oblibeny nastroj, ktery nékdy mize
zjednodusit vzorec pro ¢leny posloupnosti, jindy zase umozni nastavit zacatek indexace na zddanou hodnotu (coz
se hodi, kdyz chceme posloupnosti séitat ¢i odéitat a podobné).

Substituce je proces, kdy jednu indexacni proménnou, feknéme k, chceme nahradit jinou proménnou, feknéme
n, pomoci konkrétniho vzorce k = f(n). P¥i tomto procesu musi byt posloupnost zachovana, tedy nesmi se zadné
Cleny ztratit ani pribyt a musi ztustat v pavodnim poradi. To klade striktni ndroky na substituéni funkci f:

e f musi byt rostouci,
e f musi pfevadét mnozinu {k € Z; k > ng} indext k na mnozinu typu {n € Z; n > mg}.

Témto pozadavkiim vyhovi jediné posuny, tedy substituce typu & = n+ ¢ pro néjaké ¢ € Z. Substituce se provede
takto:

S Algoritmus 8c.1.
Substituce indexu v posloupnosti (f(k)) pro k > ng.
0. Zvolime ¢ € Z urcujici posun, novy index n = k — ¢ spliuje k = n + c.
1. VSechny vyskyty k nahradime vyrazem n + ¢, dostaneme tak posloupnost (f(n + ¢)) pro n + ¢ > ng.

2. Upravime specifikaci rozsahu, nékdy také vzorec pro posloupnost a obdrzime piedpis (g(n)) pro n > ng — c.
A

Priklad 8c.c: Vratme se k piikladu 8c.a. Chceme zjistit, zda se rovnaji posloupnosti ap = 2k — 1 pro k> 1 a
by =2k—1,k>0.

Podle definice méame ovéfit, zda pro vSechna n € Ny plati aj4,, = bg4r. To znamena testovat rovnost 2(1+n)—1 =
2(0 + n) + 1 neboli 0 = 0, coz plati.

Alternativni postup: Mame posloupnost (2k — 1);>1. Zkusime posunout index tak, aby zacinal ¢islem 0, a
uvidime, zda se pak ¢leny budou shodovat s posloupnosti (b,,). Novy index n ma byt 0 kdyz k = 1, coz zatidi
posun n = k — 1. Pak k = n + 1 a substituce do (ay)xr>1 déava posloupnost

(2(n+1) = Dng1z1 = (2n+ )nxo.
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Shoda s (b, )n>0 potvrzena.

Jako trénink jesté odvodime vzorec pro stejnou posloupnost, jehoz indexace zacne feknéme pétkou. Vyjdeme ze
vzorce (ak)r>1 a v pfipadé k = 1 chceme mit m = 5, coz zafidi posun m = k + 4. Pak k = m — 4 a dostavame
novy vzorec

(2(m - 4) - 1)m—421 = (2m — 9)m25

Oznaéme tfeba c,, = 2m — 9 pro m > 5, pak c5 = 1, cg = 3, ¢; = 5 atd., to souhlasi.

A

Pti zkouméani posloupnosti ndm poméaha jejich vizualizace. Coby zobrazeni je miZeme zobrazit pomoci grafu.
Vlevo vidime graf posloupnosti (1, 3,5,7, .. .) vyjadiené pfedpisem by, = 2k+1, k > 0. Svislou osu jsme naskélovali,
aby se nam téch bodu veslo do obrazku vic. Na obrazku vpravo vidime tutéZz posloupnost, tentokrate coby graf
posloupnosti dy = 2k + 5, k > —2.

by, . dy,

9 o 9 °

7 ° 7 o

5— ° 5-9

3 ° o 3

1-¢ ° 1 \
o0 1 2 3 4 5 ka0 o5 5k

Vidime, Ze druha posloupnost mé stejné hodnoty, jen posunuté doleva, coz z hlediska posloupnosti neni podstatné.
Vodorovna pozice posloupnosti na grafu je tedy irelevantni.

Kromé posunu lze u posloupnosti délat jesté jeden uziteény trik: vynechani zacatku. Déla se to snadno, prosté
se misto pivodniho ny pouzije néjaké vétsi ny. Pokud napfiklad namisto (2k + 1);> uvazujeme (2k + 1)>3, tak
jsme z puvodni posloupnosti vynechali ¢leny 1,3,5 a naSe posloupnost ted zacind (7,9,11,13,...). Neni to nic
hlubokého, ale obcas se tato predstava hodi.

Pro posloupnosti existuji dvé zakladni operace: Posloupnosti mtzeme sé¢itat (popfipadé od¢itat) a nasobit kon-
stantou. Jako inspirace poslouzi operace s vektory. Abychom mohli operace definovat, potfebujeme mit posloup-
nosti popsany a ke sc¢itdni dvou posloupnosti je potieba, aby piislusné popisy pouzivaly stejnou indexaci. To se
pro dvé dané posloupnosti snadno zafidi posunem indexu.

Definice.
Necht (ax)k>ne @ (bk)k>n, jsou posloupnosti a ¢ € R. Definujeme nasledujici operace:

(ak)k>no + (bk)k>no = (ak + bk)k>no.

c(ar)k>ne = (Cak)k>no-

Napriklad (1,1,1,1,1,1,...)+(1,2,3,4,5,6,...) = (2,3,4,5,6,7,...) a3-(1,2,3,4,5,6,...) = (3,6,9,12,15,18, ... ).

MnozZina vSech posloupnosti s témito operacemi tvori vektorovy prostor. Pro nas budou tyto operace uzitecné
zejména v kapitole 10.

Posloupnosti se tradi¢né studuji v matematické analyze, zde se proto omezime jen na vlastnosti, které jsou
uziteéné pro diskrétni matematiku a informatiku. Protoze nechceme zavadét analytické nastroje (tfeba derivace),
u fady tvrzeni dikazy vynechame, ¢tenafr se s nimi seznami v predmétu matematické analyzy neboli kalkulu.

Definice.
Necht (ax)r>n, je posloupnost. Rekneme, %e je omezena, pokud existuje M € R takové, Ze
lax| < M pro vSechna k > ny.

Protoze u vSech posloupnosti mame |a| > 0, tak je zjevné, ze M spliiujici podminku z definice musi také spliiovat
M > 0, je zbytecné zkouset zadporné kandidaty.
Piiklad 8c.d: UvaZujme posloupnost (%)]Ql = (1, %, %, i,...). Tvrdime, ze tato posloupnost je omezena.
Zvolme M = 1.3. Pro k > 1 pak plati £ <1 < 1.3 neboli |a;| < M.

Je zjevné, Ze stejnou praci by pro nas udélalo tfeba M = 13, v podstaté jakékoliv ¢islo M > 1. Jakmile néjaké
vhodné M podle definice najdeme, tak uz jich je nekoneéné mnoho.
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Obrazek ukazuje smysl pojmu. Posloupnost je omezena, pokud jeji hodnoty dokézeme v grafu zaviit do vodo-
rovného pruhu vymezeného hodnotami —M a M.

Pripomerime posloupnost ar = 2k — 1, £ > 1. Tato posloupnost neni omezend, coz naznacuje jeji graf, ktery
zjevné utikd do nekonecna a neda se zavtit do vodorovného pruhu. Formélné: Zvolme néjaké M > 0. Pak existuje
k € N spliujici & > M — 1, potom také |ax| = 2k +1 > k+ 1 > M, tedy M nespliiuje podminku z definice
omezenosti. Vylou¢ili jsme vSechny kandidaty, proto (aj) neni omezena.

Zde je dobré upozornit, Ze opakem omezené posloupnosti neni posloupnost utikajici do nekoneé¢na (popfipadé do
minus nekoneéna). Na to, aby posloupnost pokazila podminku z definice, nemusi nikam utikat, sta¢i, aby obcas
»zazlobila“. Uvazujme nasledujici posloupnost. Prvnich 9 ¢lend jsou nuly, desaty je 1. Dalsich 89 ¢lent jsou nuly,
sty je 2. DalSich 899 ¢lend jsou nuly, tisici je 3. Dalsich 8999 ¢lend jsou nuly, ¢len na pozici 10000 je 4. A tak
pokracujeme dale, skoro vSechny ¢leny posloupnosti jsou nula s vyjimkou ¢lent s indexem typu 10", jejich hodnota
je n. Tyto ¢leny zaruci, ze posloupnost nelze omezit, ale rozhodné nelze Fict, Ze by jeji ¢leny byly néjak velké,
protoze naprosta vétSina z nich jsou nuly.

A

V matematické analjze se zavadi také pojmy omezend zdola a omezena shora, ale zde je vynechame.

Poznamka: Vime, ze koneéné mnoho ¢isel ma své maximum a minimum, tedy lze je omezit nerovnosti typu
lak| < M. Pokud toto vztdhneme na prvni ¢leny z néjaké zkoumané posloupnosti, tak vidime, Ze o jeji omezenosti
¢ neomezenosti tyto prvni ¢leny nerozhodnou. Omezenost posloupnosti je tedy rozhodnuta tim, co se déje na
jejim konci“, kterému se také neformalné iika ,ocas“ (tail).

V situaci, kdy ndm jde ¢isté o omezenost néjaké posloupnosti, tak vlastné ani nemusime védét, jak vypada jeji
zacatek, tedy kde zacinaji jeji indexy.

A

Situace, kdy posloupnost opravdu utikd do nekonecna, nas bude velmi zajimat, je to vlastné hlavni téma nasle-
dujici casti. Formalné jde o pojem limity.

Definice.
Necht (ax)k>n, je posloupnost.
Rekneme, Ze tato posloupnost jde do nekoneéna, popiipadé Ze m4 limitu nekonecéno, znaceno
lim(ay) = oo popfipadé ar — oo, jestlize
pro kazdé K > 0 existuje ko tak, aby ar > K pro vSechna k > k.

Let (ak)r>n, be a sequence.

We say that it goes to infinity, or that its limit is infinity, denoted lim(ax) = oo or ap — oo, if
for all K > 0 there is kg such that a; > K for all k > k.

Piiklad 8c.e: Intuice nam ika, ze (2k — 1)x>1 = (1,3,5,7,...) jde do nekone¢na. Abychom to potvrdili podle
definice, musime vyhrat nasledujici hru:

Kdykoliv nam nékdo zada K > 0, coz je specificka roven pro hodnoty ¢lentl posloupnosti, tak bychom méli byt
schopni najit ,odfezévaci index“ kg takovy, ze pokud ignorujeme zacéatek posloupnosti pfed timto indexem, tak
jejl zbytek uz zustava nad zadanou trovni K.
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Kdy plati a, > K? Chceme 2k + 1 > K, coZ nastane pro k > %(K —1). Toto je specifikace typu ,pro dost velka
k*, coz vyhovuje. Zvolime tfeba ky = K, pak pro k > kg plati ap, =2k +1>2kg+1=2K +1 > K.

S definici nebudeme piilis pracovat, je uziteéné ji rozumeét. Nejprve si vSimneme, ze limita posloupnosti je opét
urcena tim, co se déje na jejim konci, protoze pfi testovani podminky z definice stejné jeji zacatky ignorujeme.

Dale si vsimneme, ze kdyz jde posloupnost do nekonec¢na, tak neni vyzadovano, aby tam sla néjak sporadané, jak
to délé tfeba nase (2k — 1);. Hodnoty mohou klidné poskakovat nahoru a dold, podstatné je, ze nakonec ztstanou
nad libovolnou zvolenou trovni.

Kdyz napfiklad uvazujeme (ay) zadanou jako ar = k pro k liché a ay = 1 pro k sudé, dostavame posloupnost
(1,1,3,1,5,1,7,...), kterd nejde do nekone¢na. Kdyz nam totiz nékdo zada K = 2, tak tuto posloupnost neumime
donutit, aby ztstala nad touto trovni, odfiznutim né&jakého jejiho zacatku. Af zvolime jakékoliv kg, tak se vzdy
najde vétsi sudy koeficient k a pak ary = 1 nesplni a > K.

Nyni tuto posloupnost modifikujeme, pro k sudé definujeme a; = %k‘ Vznikne posloupnost (1,1,3,2,5,3,7,4,...),
kterd uz jde do nekone¢na. Dano K > 0, zvolime jako kg libovolné prirozené cislo vétsi nez 2K. Pak pro k > kg
plati nasledujici: Pokud je k liché, tak ap = k > kg > 2K > K. Pokud je k sudé, tak ax = %k‘ > %k‘o > %-QK =K.
A

Videéli jsme, zZe pii praci s limitou ¢i omezenosti vlastné nepotfebujeme védét, kde zacina indexace posloupnosti.
Pak je zbytecné to uvadét.

Umluva.

V situaci, kdy u dané posloupnosti nepotiebujeme u rozsahu k > ng pro index znat konkrétni
ng, mizeme namisto plného zapisu (ay)i>n, také psat jen (ay), popiipadé (ay )i, zejména pokud
je ve vzorci pro ay vice proménnych a my potiebujeme urcit, kterd z nich je index.

Budeme také pouzivat frazi ,,pro vsechna k“ a myslet tim ,pro vSechna k z mnoziny indext
dotyc¢né posloupnosti“.

V matematické analyze se také definuje limita pro pfipady, kdy (ax) jde do minus nekoneéna, popiipadé kon-
verguje k ¢islu L, ale zde to v zdsadé nebudeme potiebovat s jednou vyjimkou, u které se dokdzeme vyhnout
technické podmince.

Definice.
Necht (ay) je posloupnost.
Rekneme, Ze tato posloupnost konverguje k nule, popiipadé Ze m4 limitu nula,

znaceno lim(ax) = 0 popfipadé ai — 0, jestlize Ile\ — 00

Protoze 2k — 1 — 00, dostavame ﬁ — 0. U posloupnosti (1, %, %, %,) nas to nejspise neptekvapuje.
Obdobné % — 0 a graf této posloupnosti vyse ukazuje, jak si to mame pfedstavit. I tento pfipad je prilis pékny,

u posloupnosti konvergujici k nule se jeji ¢leny nemuseji zmensovat néjak organizované, ale mohou rtizné kolisat.

Podivejme se na limitu posloupnosti, které jsou zajimavé z hlediska informatiky.
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Fakt 8c.2.

(i) Necht a > 0. Pak k% — oc.

(ii) Jestlize ¢ > 1, pak ¢* — oo.
Jestlize |¢| < 1, pak ¢* — 0.

(ii) k! — oo.

(iv) k¥ — oc.

(v) Necht b > 0. Pak [In(k)]® — oc.

Ve faktu jsme pouzili pfirozeny logaritmus, ale v computer science se ¢asto dava prednost logaritmu dvojkovému.
I pro né&j plati tvrzeni z faktu, protoze mame piepis log,(k) = — In(k). Pak také mame rovnost [log,(k)]® =

1

In(a)

W[ln(k‘)]b, takze se pii zméné zdkladu jen modifikuje rychlost riistu konstantou, pri libovolném zdkladé a > 1

logaritmus porad utikéd do nekonecna.
V pristi ¢asti si polozime otazku, které z téchto posloupnosti jdou do nekonecna rychleji a které pomaleji.
Jedna z posloupnosti ve faktu je specidlnim pripadem zajimavého typu. Podivime se na néj blize spolu s dalsi
popularni posloupnosti.

Definice.

Uvazujme posloupnost (ax)gZ,, -

Rekneme, Ze je to aritmeticka posloupnost (arithmetic sequence), jestlize existuji a,d € R
tak, aby pro vSechna k > ng platilo ar = a + dk.

Rekneme, Ze je to geometricka posloupnost (geometric sequence) jestlize existuji a,q € R
tak, aby pro vSechna k > ng platilo ai = ag”®.

1 Priklad 8c.f: Posloupnost (1,3,5,7,9,...) vSech lichych pfirozenych Cisel je aritmeticka, protoze se da zapsat
jako ar =1+ 2k pro k > 0.
Konstantni posloupnost (1,1,1,1,...) je aritmeticka, protoze se d& zapsat jako ay = 14 0k pro k > 0. Je ovSem
také geometricka, protoze se da zapsat jako ap = 1-1F pro k > 0.

A

Byva tradi¢ni indexovat tyto posloupnosti od nuly. Nikterak se tim neomezujeme, kazdou aritmetickou a geome-
trickou posloupnost lze takto upravit. Napiiklad posloupnost (137,13%,13%,...) je pfirozené zapsat jako aj = 13*
pro k > 7 a v mnoha situacich to bude nejlepsi. Jsou ale situace, kdy se hodi indexovani od nuly, pak pouzijeme

tieba toto: Cislo a = 137 se da vytknout ze vSech ¢lentl, pak vidime, Ze nasi posloupnost popisuje také vzorec
by, = 137 - 13* pro k > 0.

Aritmetické a geometrické posloupnosti pozname snadno.

Fakt 8c.3.
Uvazujme posloupnost (a ).
Je to geometricka posloupnost pravé tehdy, kdyz existuje ¢ € R takové, ze
Ak+1
a
Je to aritmeticka posloupnost praveé tehdy, kdyz existuje d € R takové, Ze
ag+1 — ar = d pro vsechna k.

= ¢ pro vSechna k.

Napriklad licha ¢isla maji mezi sebou vzdy rozdil 2, proto tvofi aritmetickou posloupnost. Kdyz je ale postupné

délime, 2, 5 I

’ 19 37 59
’ v 8
mame vzdy % =13

.., tak nedostavame totéz, neni to proto posloupnost geometricka. Naopak v tom piikladé s 13*

, % =13, % =13, ..., je to tedy posloupnost geometricka.

Tento fakt nas inspiruje k nasledujicim rekurzivnim neboli induktivnim definicim:
Aritmeticka posloupnost:

(0) ap = a.

(1) ag+1 = ax + d pro k € N.
Geometrickd posloupnost:

(0) ap = a.

(1) agy+1 = ag - q pro k € Ny.

Snadno dokazeme indukci, ze tato definice souhlasi s nasi ptivodni definici. Podivejme se na né blize.

8c.3, 8c.g
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Priklad 8c.g: Aritmetickd posloupnost a; = a + dk jde do nekoneéna, pokud d > 0, pak také neni omezena.
V pripadé d = 0 dostavame konstantni posloupnosti ay = a neboli (a,a,a, ... ), které jsou omezené.

A

Priklad 8c.h: U geometrickych posloupnosti existuje nékolik typickych chovani. Uvazujme posloupnost danou
vzorcem aj = q~.

e Pokud ¢ > 1, tak a; — 0o a nejde o omezenou posloupnost. Typickym zastupcem je tfeba posloupnost (2k)k20 =
(1,2,4,8,16,- - - ), kterad se casto vyskytuje v informatice.

e Volba ¢ = 1 dava konstantni posloupnost (1,1,1,...), kterd je omezena.

e Pro |g| < 1 dostavame posloupnost, ktera jde k nule. Asi nejzndméjsim piikladem je posloupnost ap = (%)k

neboli ( ) k>0 (1, ;, }1, é, .. .), kterou lze potkat napiiklad v oblibenych paradoxech typu Achilles a Zelva.
e Volba ¢ = —1 vede na alternujici posloupnost ((—1)k)k>0 = (1,-1,1,—-1,1,...), kterd je velmi uzite¢nd

v situacich, kdy chceme modelovat stiidani znamének, popiipadé dalsi periodické zmény v posloupnosti. Tato
posloupnost je omezena.

a
19 o o o o
I I I I I I I I L
1 2 3 4 6 7 8
—14 o) (@) o o

e Pro ¢ < —1 dostavame posloupnost, kterd v sobé spojuje alternujici znaménko a hodnoty, jejichz velikost utika
do nekoneéna, napiiklad aj = (—2)¥ = (=1)*2* pro k > 0, tedy (1,—2,4,—8,16,...). Tyto posloupnosti nejsou
omezené, ale také nejdou do nekonecna. Cleny takové posloupnosti se rozbihaji st¥idavé do plus a minus nekone¢na,
coz nema néjaky specialni nazev.

AN

8c.4 Konecné posloupnosti, sumy

Pro tcely diskrétni matematiky se vyplati definovat také koneéné posloupnosti (ay); . ,- Ly pak slouzi jako
jeden z moznych matematickych modelt pro fetézce znaku cili slova.

Vzhledem k tomu, Ze u pocitacid pracujeme vyhradné s koneénymi Tetézci znakl, mé viibec smysl zabyvat
se nekoneénymi posloupnostmi? Ano, ze dvou davodi. Za prvé, jsou situace, kdy nevime dopiedu, kolik znakt
budeme mit ke zpracovani. Je pak mozné pracovat s mnozinou koneénych posloupnosti vSech moznych délek, ale
prodlouZenim na nekonec¢né posloupnosti nékdy usetfime formalni komplikace napfiklad u operaci. Druhy duvod je
ten, Ze nas casto zajima otazka dlouhodobych trendi, pak nam prechod na nekonec¢né posloupnosti nabizi uzitecné
nastroje.

Nékdy se ale hodi jako nastroj i koneéné posloupnosti, ted uz je mame zavedeny. Jedou takovou situaci je, kdyz
mo

se pokousime s¢itat ¢isla. Sumu jsme zavedli v kapitole 7, a pokud chceme se¢ist > ay, tak ta ¢isla nejdiive
kZTLo
musime mit, neboli potfebujeme prislusnou koneénou posloupnost.
Podobné jako u posloupnosti je také u sum index k jen pracovni proménnou, kterd existuje jen uvnit¥ vypoctu.
4
DRE+1) =2 1+1)+(2-2+1)+((2-3+1)+(2-4+1)=3+5+7+9=24
k=1
Da se tedy libovolné prejmenovat ¢i dokonce pomoci substituce posunout, coz se nékdy hodi. Postup je obdobny
jako u posloupnosti.

7
Priklad 8c.i: V dané sumé > aj posuneme index tak, aby ten novy zacinal jednic¢kou. Zvoleny vzorec i = k—2
k=3

vede na vyraz k = i+ 2, pomoci kterého nahradime vSechny vyskyty k véetné specifikace mezi, které pak upravime.

k=7 i+2=7

1=k—2
DU ki ST S
k=3 i+2=3
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Je také mozné dopiedu spocitat novou dolni a horni mez pomoci substitucni rovnice.

t=k—2

7 . 5
)OI PN E SIS S
— k=3—1=3-2=1 —
k=7—i=7—-2=5
Je nova suma opravdu stejna jako ptivodni? Porovname je:

7
E ar = as + a4 + as + ag + ay,
k=3

5

E Qi+2 = G142 + Q242 + 342 + Q442 + a542 = a3 +ag + a5 + ag + ar.
i=1

JAN

Posuny indexu se hodi naptiklad v situaci, kdy potfebujeme sumy s¢itat pomoci vzorca.

! | veta 8c.5. (soucet geometrické posloupnosti)

Uvazujme g € R. Pak

n l_qn—‘,-l
— q7F L

S gk = ¢ #

k=0 n+1, ¢g=1

Ditikaz se snadno provede indukci, coz jsme udélali ve cviceni 7a.14, ovSem ta nedokaze spravny vzorec objevit.
Proto ukazeme jesté jiny dikaz.

n
Diikaz (pouény): Oznaéme s, = >. ¢* =1+q+¢*>+---+q¢* Pak q-s, = ¢+ ¢*> + ¢ +--- + ¢"*!, proto
k=0

q5n — 5p = ¢"T1 — 1, tedy (¢ — 1)s,, = ¢" T — 1. Jestlize je ¢ # 1, miizeme vydélit a mame s, = qnq+j;1
n
Kdyby ¢ = 1, tak rovnou vidime, ze >, 1 =1+1+---+1, s¢itame 1 celkem (n + 1)-krat (opravdu? zac¢iname

k=0
s indexem 0, tim to vysko¢i o jedno, zkuste si par sum), takze s, = n + 1.

0

Sc¢itani useki obecnych geometrickych posloupnosti se pak prevadi na tento zakladni vzorec vytknutim a posunem
indexu.
n n n i=k—N n—N
Zaqk:Zanqk*N:anqu*N: k=3—1=N-N=0 :anZqi.
k=N k=N k=N k=n—i=n—N i=0

Dalsim popularnim typem vyrazu, ktery ¢asto s¢itdme, jsou mocniny.

Véta 8c.6. (soucty mocnin)
Nasledujici vzorce plati pro vSechna n € N:

() > 1=m

k=1

—~~
=
~
(=]
o
I

%n(n +1);

>
I
—

M=
e
[\&]
I

(iii) in(n+1)(2n+1);

e
Il
—

—
—
<
~—
(7=
oy
w
I

inz(n +1)2

i
1.

Takovéto vzorce se evidentné dokazuji matematickou indukci, (ii) a (iii) mame jako cviceni 7a.3 v kapitole o
indukci, (iv) si laskavy ¢tenar béhem 17 vtefin dodéla sdm. Spravna otézka ale zni, jak se na ty vzorce ptijde. Tak
(i) je snadné, prosté s¢itdme n jednicek. Coz takhle (ii)?

Vzorec pro tento soucet vymyslel Gauss, kdyz byl malé nechutné chytré dité. Ucitel jej nechal secist prvnich 100
¢isel, at ma od né&j chvili pokoj, takze byl notné prekvapen, kdyz mu maly Johann za chvili hlésil vysledek. Jak
na to prisel? Predstavme si takovy soucet, pro zacatek pro sudé n:
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I+2+3+---+(n—2)+(n—1)+n.
Vsimnéte si, ze prvni a posledni ¢islo daji dohromady n + 1. Také druhé dislo zleva a zprava daji dohromady

n + 1. Také tieti ... Takovych dvojic je pfesné 7, takze soucet je 5 (n + 1).

Co kdyz je n liche? Pak méme ;(n — 1) dvojic a prostfedni ¢islo zustane osamocené je to ¢islo £ (n+1) (zkuste
si to na néjakém prikladé). Celkovy soucet je tedy 3(n —1)(n+1)+ i(n+1) = (n +1).

Jiny trik jak to vidét: NapiSeme tu sumu dvakrat pod sebe, jednou Jako s=1 + 24 -+ (n—1)+n, podruhé
jako s =n+(n—1)4---+ 2+ 1, kdyZ seCteme, dostaneme nalevo 2s, napravo n dvojic se sou¢tem n + 1, ted uz
nemusime rozlisovat mezi sudymi a lichymi n.

Nekteii autofi tu pithodu s Gaussem povazuji za bajku, takze si ukdzeme jiny postup. Vime, ze (k +1)% — k? =
2k 4+ 1. Co dostaneme, kdyz takovéto ¢leny zacneme scitat? Nejprve priklad:

3
DUk+1)? =k =22 = 17|+ [3° - 2] + [4* = 3] =4 — 17,
k=1
Jinymi slovy, vSechny ,,prostfedni“ ¢leny se pokrati, je to teleskopickd suma, viz priklad 7a.j. V dikazu to prove-
deme obecné.

Ditkaz (pou¢ny): (ii): Se¢tenim rovnosti (k + 1)2 — k% = 2k + 1 pro k mezi 1 a n ziskdme nalevo
S Ik+1)? =k =(n+1)* 17
k=1

zatimco napravo je

D (k+1)* = k7] =Zn:2k+1 _2Zk+21_2zk+n
k=1 k=1 k=1
Proto

(n+1)2—1:2ik—|—n = ik‘:%[(n+1)2—1—n]:%n(n+1).

(iii): Se¢tenim (k + 1)3 — k3 dostaneme nalevo
n
DIk +1? k] = (n+1)* - 1%,
k=1
zatimco napravo je
n

Ik +1)2 -k = Z[3k2+3/~c+ —3Zk2+3 Zk+21_32k2+ Sn(n+1)+n.
k=1 k=1
Maéme tedy

(n+1)3—-1= 321@2—1— sn(n+1)4+n = Zk2 F((n+1)*—-1-2n(n+1)—n) = in(n+1)2n+1).
k=1 k=1
(iv): Obdobny trik. VSimnéte si, Ze pii nalezeni souctu Y k? jsme potiebovali znat soucet > k a soudet > 1.
Ted si budeme hréat s (k+ 1)* — k* a budeme potiebovat znat soucty > k%, >k a > 1. Pfenechdme to ¢tenafi.
U

Pro vyssi mocniny k se odvozeni vzorce stava neprilis pfijemnym. V informatice ale Casto sta¢i jen priblizny
vzorec. Ten se da odvodit snaze a navic je vyrazné jednodussi, viz pfiklad 10b.n.

Snadno si rozmyslime, ze Gaussiv trik funguje na vSechny aritmetické posloupnosti, dokonce ani nemusime
zaCinat s indexem on nuly. Uvazujme néjakou posloupnost (ax)}_,, ktera je aritmetickd s krokem d. Opét si
mizeme predstavit ¢leny napsané ve dvou fadcich pod sebou, ve druhém pozpatku.

aN aN41 0 Ap—1  Gp
anp, Ap—1 e anN+1 aN
Vidime celkem n — N + 1 dvojic pod sebou. Soucet té prvni a posledni se shoduje. Jak je na tom druha a
predposledni? Mame ayi+1 =any +d a a,—1 = a, — d, proto
aN+1+ap-1 =any +d+a, —d=an + an.

Obdobné ukézeme, ze vSechny dvojice maji stejny soucet, celkovd suma je tedy (n — N + 1)(ay + ay,). Zaroven
jsme ale secetli vSechny cleny dvakrat.
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Véta 8c.7. (soucet aritmetické posloupnosti)
Predpokladejme, ze (ag)}_ pro N <n je aritmeticka posloupnost. Pak

Zak— (n—M+1)(an + an).

Neboli se¢teme prvni a posledni ¢len, vydélime dvéma (¢imz zjistime, jaky je vlastné prumérny ¢len posloupnosti)
a vynasobime poctem c¢lenti. Dava to smysl. Nékdy se hodi vzorecek pracujici s parametry posloupnosti, uvedeme
zékladni verzi.

Véta 8c.8. (soucet aritmetické posloupnosti)
Uvazujme ¢isla a,d € R. Pak

n

> (a+dk) = (n+1)a+ %n(n +1)d.
k=0

Dukaz (rutinni): Toto je snadné,

n

Z(a+dk)—ia+dik—(n+1)a+;n(n+1)d.

k=0 k=0 k=0
(|

Alternativni zptusob, jak najit uzaviené vzorce pro rozliéné soucty, ¢tenafr najde v kapitole 10, viz piiklad 10b.n
a cviceni 10b.5.

V informatice také ¢asto potkdvame vice sum vnofenych do sebe. Vyhodnocujeme je postupnym ,rozbalovanim*
souctll, nékdy to jde lépe zevnitt, jindy zvendi.

2 3
Priklad 8c.j: 1. U vyrazu >, > i%j to vyjde v zdsadé nastejno. Nejprve ukdZeme postup, kdy zacneme rozepi-
i=1j=1
sovat vnéjsi sumu, pak postup, kdy Zaéneme zevnitt.

ZZH—ZﬁHZzQ;— (12- 1412 2412.3) + (22-1+22.2+22.3) = 30,

=1 j=1
Zzi2j22(12‘1+i2‘2+i2-3)=Z6z‘2:6-12+6.22=30.
i=1j=1 i=1 1

2. U nasledujici sumy je rozvijeni zvenci vyrazné snazsi, protoze pak se dozvime, jaké jsou vlastné meze vnitini
sumy. Pokud zac¢neme zevnit¥, budeme muset séitat Z . j s proménnymi mezemi.

:[1+1) (1+2) (1+3)] [(2+2)+(2+3)]+[(3+3)] =24
3 3 3 3 3 3 ,
;;(Hrj):; Z;:l—l—;:]} =;[¢.(3—i+1)+;(3—i+1)(z+3} ;Z 9i — 3i2 4 12)

1 3 ' 3 . 3 1 1
:2[912@—3;@2“2;1:2[ .3.4-3. 6 3.4.7412. 3} 548 =24.

3. Pokud ale vnéjsi suma nemé konkrétni meze, pak rozvijenim zvenci stejné nic neziskame, ani to dokonce nejde
(kdyz nevime konkrétné, Jake indexy VneJSI suma pouziva). Pak nezbyva neZ se s tim poprat zevnitf.
J
LD HWES TR S 9
i=1 j=1k= =1 j=1
1

=3 [én(n +1)(2n+1) + %n(n + 1)} = én(n +1)(n+ 2).
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Cviceni
Cviceni 8c.1 (rutinni): Jsou dény nasledujici posloupnosti. Najdéte vzdy prvnich feknéme deset ¢lent.
a) (0)a;=1,a2 =—-1,a3 =1, (1) ak+1 = ax — ax—2 pro k > 3;
) ar = |Vk], k €N;
ar je pocet pismen v c¢islovce oznacujici k, k € N;

c)
d) ax je nejvétsi celé ¢islo, jehoz bindrni zapis ma k bitd, k € N;
e) ay je nejvétsi n takové, ze n! < k pro k € N.

oo

Cviceni 8c.2 (dobré, poucné): Najdéte alesponi tii rizné pravidla pro definici posloupnosti tak, aby jeji prvni
tfi ¢leny byly

a) 1,2,4; b) 1,2, 3.

Pro kazdé takové pravidlo dopocitejte dalsi dva ¢leny.

Cviceni 8c.3 (*dobré): Pro nésledujici seznamy celych ¢isel najdéte jednoduchy vzorec ¢i pravidlo, ktery je
generuje, a pomoci néj odhadnéte dalsi ¢len.

a) 1,0,1,1,0,0,1,1,1,0,0 0,1, o i) 3,6,11,18,27,38,51,66, 83,102, .
)122344566788 3)1,8,27125216
¢) 1,0,2,0,4,0,8,0,16,0,. k)* 2,3,7,25, 121,721,5041,40321,...;
d) 7 11 15 19, 23,27, 31, 35 39 43,. 1)* 2,16, 54,128,250, 432, 686, .
e) 1,— 27 81, 243,729,..., m)* 1,10,11,100,101,110, 111, 1()00 1001, 1010,1011,.
f) 15,8 —13,-20,-27,...; n)* 0,2,8,26,80, 242,728,2186,656(), 19682, .. .;
g) 3,6 ,12 24 48 96, 192 0)* 1,3,15,105,945, 10395, 125125, 2027025, 34459425, . . . ;
h) 1,4,9,16, 25, 36, 49, 64 p)* 2,4,16,256,65536, 4294967296, . . ..
Reseni:

8c.1:a) 1,-1,1,0,1,0,0,-1,-1,-1,0,1,2,2,1,-1,-3,—4,-3,0,4,7,7,3, —4,—-11,-14,-10, 1, 15.

Nevidim pro tohle néjaky rozumny vzorecek, je to zajimava posloupnost. Vzorec ale urcité existuje, viz kapi-
tola 10b. b) 1,1,1,2,2,2,2,2,3,3. c) 5,3,3,5,3,4,4,3,5,5.

d) 1,3,7,15,31,63,127, 255,511, 1023. e) 1,2,2,2,2,3,3,3,3,3.

8c.2: a) Tak tieba A) ary1 = 2ay, pak 1,2,4,8,16; B) ary1 = 2%, pak 1,2,4,8, 16;

C) ag+1 = ar + k pro k € N, pak 1,2,4,7,11; D) posloupnost vSech prirozenych ¢isel, kterd nejsou délitelna
tfemi, pak 1,2,4,5,7; E) a, je n-té prvocislo minus jedna,

F) a,, = n pro n sudé, a,, = [%n]z pro n liché, vyjde 1,2,4,4,9,6,16, 8, 25,10, ...

b) Tak tieba A) ay, = k pro k € N, pak 1,2,3,4,5, vzorec ap+1 = ar + 1 dava totéz;

B) ax4+1 = ar + ax—1, pak 1,2,3,5,8; C) ap = k® + 2 pro k > —1, pak 1,2, 3,10, 29.

D) posloupnost vSech pfirozenych ¢isel, kterd nejsou slozena, pak 1,2,3,5,7.

8c.3: a) 1. b) 9. ¢) 32. d) 47, a1 = ax + 4. ) —2187, apy1 = ap - (—3) nebo ap = (=3)*, k > 0. f) —34,
api1 = ap — 7. g) 384, apy1 = 2ay, ap, = 3-2°"1. h) 81, ap = k2. i) 123, ary1 = ar + 2k + 1, tedy symbolicky
+3,4+5,+7,... j) 343, ar, = k3. k) 62881, ap = k! + 1. 1) 1024, ay = 2k>. m) 1100, ar+1 = aj + 1, ale bindrné!. n)
59048, a1 = 3ay + 2. 0) 654729075, ary1 = ay - (2k + 1), symbolicky -3,-5,-7,... p) 1.844 - 10'%, a; = 922"

8d. Asymptoticka rychlost rastu

V fadé€ situaci pracujeme s rozlicnymi vyrazy, které jdou do nekonecna, a zajima nas, které tam jdou rychleji a
které pomaleji. Typickym piikladem je teorie algoritmi, kdy dulezitym porovnéavacim kritériem je jejich ,vypocetni
narocnost“. Algoritmus fesi ur¢ity problém, pfi¢emz vstupni data mohou pfichazet v riznych poctech ¢i velikostech
vyjadrenych ¢islem k € N. Vypocetni naro¢nost algoritmu je funkce f(k), ktera rikd, kolik operaci tento algoritmus
musi provést k vyfeseni tlohy pii vstupu velikosti k. Obvykle se pfitom bere ten nejpesimic¢téjsi ptipad. Co je to
,operace“ zavisi na kontextu, prakticky vzato vypocetni narocnost souvisi s tim, za jak dlouho nam algoritmus
da vysledek.

Zname to také z vlastni praxe. Kdyz s¢itame dvé k-ciferna ¢isla, tak v hlavé s¢itame jednotlivé pary dcislic, tedy
potifebujeme provést piiblizné k operaci. Pokud je nasobime, tak v hlavé nasobime kazdou cifru prvniho d¢isla
s kazdou cifrou druhého &isla, coz je k2 operaci. Vime, Ze k? roste do nekone¢na rychleji nez k, coz souhlasi s
intuitivni predstavou, ze pisemné scitani jde 1épe nez nasobeni.

Ovsem 4k také roste rychleji nez k, chvili je dokonce vétsi nez k2, ale k? nakonec vyhraje i nad 4k. To ukazuje,
ze ,roste rychleji“ mize znamenat ,trochu rychleji“, ale také ,podstatné rychleji“. Prakticky pohled ze svéta
algoritmizace to pékné ilustruje.
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Priklad 8d.a: Porovnadme nékolik algoritmu s rozdilnymi vypocetnimi naro¢nostmi. Nechdame algoritmy pro-
béhnout na imaginarnim pocitaci schopném zvladnout milion operaci za vterinu a zjistime, jak dlouho jednotlivé

algoritmy pobézi, kdyz se velikost dat zvétsuje. Poznamenejme, Ze velikost dat 10® neni nijak vyjimeéna.

Cas je udavan v milisekundach ,ms“, ,s“ je sekunda, ,,m“ minuta, ,h“ hodina, ,d“ den a ,r* rok.

k= 10 100 1000 | 10000 | 10° 106 107 108
e log,(k):]0.0033ms| 0.0066ms| 0.010ms| 0.013ms| 0.017ms| 0.020ms| 0.023ms| 0.027ms
° k:1 0.01lms 0.1ms 1ms 10ms 0.1s 1s 10s 1.6m
2k: | 0.02ms 0.2ms 2.0ms 20ms 0.2s 2s 20s 3.2m
ﬁk‘Q: 0.00lms | 0.0lms 10ms 1s 1.7m 2.8h 11.6d 3.2r
° k?:| 0.1ms 10ms 1s 100s 167m 11.7d 3.2r 317r
k? +100k:| 1.1ms 20ms 1.1s 101s 167m 11.7d 3.2r 317r
° E3:| 1ms 1s 16.7s 11.6d 31.7r 10%r 107r 1010y
. 2% 1ms 10y | 10%7r
° ﬁk!: 3ms 10141y

Radky s teckami predstavuji typické vypocetni naro¢nosti. Logaritmickou naro¢nost ma napiiklad binarni vy-
hledavani v sefazeném seznamu, linearni pak vyhleddvani v seznamu nesefazeném, ale tieba také s¢itani velkych
¢isel. Kvadratickou naro¢nost ma tireba sefazovani polozek podle abecedy nebo nasobeni velkych ¢isel. Narocnost
k3 pak vyzaduje nasobeni matic nebo jejich iprava Gaussovou elimina¢ni metodou. Na zavér jsou dvé naro¢nosti,
kterym se v praxi snazime vyhnout. Exponencialni praci vyzaduje tfeba laméni Sifry RSA v zavislosti na bitové
délce klice, ale také feseni problému obchodniho cestujiciho (viz kapitola 12c).

Faktorial jsme vydélili tisicem, coz se da vnimat tak, ze jsme tento algoritmus spustili na tisickrat vykonnéjsim
pocitaci. Chtéli jsme odlozit nastup velkych vysledki, ale jak je vidét, moc to nepomohlo, délka béhu programu
zahy prekro¢i odhadované dosavadni trvani vesmiru. Exponencidlni a faktoridlni fadky pak nemélo smysl dokon-
covat.

Vsechny tyto béhy se pro malé velikosti dat lisi, ale nikterak masivné. Pro velkd data je mezi nimi rozdil
propastny, dny versus roky versus miliardy let. Jde tedy o podstatny rozdil v rychlosti jejich ristu do nekonecna.
Budeme chtit zavést matematicky pojem, ktery dokaze takovyto podstatny rozdil v ristu dvou vyrazt rozeznat.

N 4

také to mutize byt tentyz algoritmus spustény na dvakrat pomalejSim stroji. Vypocty samoziejmé trvaji déle nez
u narocnosti k, ale pofad je to srovnatelné, vyrazné lepsi nez kvadratickd narocnost. Pro srovnani jsme pridali
také fadek odpovidajici algoritmu kvadratické narocnosti spusténému na stonasobné vykonné€jsi masin€. Pro malé
mnozstvi dat je toto drazsi feseni lepsi, ale pro vétsi data se ukaze, Ze jsme investici do Zeleza ten kvadraticky
algoritmus nezachranili, linedrni (i na pomalej$im stroji) vychézi lépe.

ez

investici do vybaveni nezachrdnime. Z pohledu této sekce ndm to fika, Ze rozdil v rychlosti rdstu mezi néjakou
f(k) acf(k) (kde c je konstanta) sice existuje, ale neni podstatny. Takze ten matematicky pojem na rozpoznavani
podstatného rozdilu v rychlosti riistu by mél ignorovat nasobici konstanty.

Inspiruje nas to také k zavedeni dalsiho pojmu, ktery naopak rozpozna, ze dva vyrazy rostou v zasadé obdobné
rychle, neni mezi nimi podstatny rodil. I tento pojem by tedy mél ignorovat nésobici konstanty.

Nyni porovnejme vyraz k? s nasledujicim fddkem k2 + 100k. Téch k jsme ptidali docela hodné, coz se pro malé
hodnoty projevi narustem doby béhu. OvSem pro vétsi k se rozdil mezi k2 a k? + 100k zmenSuje, az nakonec
zmizi. To znamen4, Ze pro uéely porovnavani lze u vyrazu k2 + 100k tu linearni ¢ast vynechat, aniz by to ovlivnilo
vysledek. Souvisi to s tim, Ze jsme pied chvili rozeznali, Ze k? jde do nekoneéna podstatné rychleji nez k, coz také
znamend, Ze pro velké hodnoty k je vyraz k (i s pfipadnou nésobici konstantou) zanedbatelny ve srovnani s k2.

To znamend, Ze nas druhy nastroj rozpoznavajici porovnatelné risty bude ignorovat nejen nasobici konstanty,
ale také ¢asti vyrazu, které jsou méné vyznamné. S rozeznanim dulezitého a nedilezitého ndm pomiZe ten prvni
pojem, takze spolu budou souviset.
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Alternativni pohled na podstatné a nepodstatné rozdily v rustu L= 10| 20 30 100
nabldne/ otazka ,,ékaloy‘atelno?,,‘m“. Ovakle se .syste‘m (E)oéltaé a pro- log,(k): [ 1s| 1.3s 1.5s %
gramové vybaveni) pripravuji pro urcitou situaci. Predstavme si, bl 1sl 2s 3g 10s
7e obsluhujeme firmu, kterd se stara o deset zdkazniku. Pozaduje, -

I . . . o . , 20k: | 1s| 2s 3s 10s
abychom jim data zpracovali do jedné vteriny, a my jsme takovy NG
systém pripravili. Pak se stane, Ze firma je necekané tispéSna a po- 80k + l; 1| 1s] 2.0s 3.0s 9.9s
¢et jejich zakaznikt se zdvojnéasobi ¢i dokonce zdesetinasobi. Co to k2] 1s| 4s 9s 1m40s
udélé s nasim systémem? V tabulce uvadime riizné mozmosti podle _ 2k* +5k: | 1s| 3.6s 7.8s 1m22s
vypocetni naro¢nosti pouzitého algoritmu, vzhledem k ptvodnimu E3:|1s| 8s 27s 16m40s
nastaveni systému zacinaji vSechny fadky v tabulce jednou vtetinou 2k. 1 1s| 17mds 12d 4%10Y%r
pro 10 zékaznikt. Radky k a 80k +k, respektive k? a 2k + 5k uka- k- 1s] 21x1031| 2% 1018

8d. Asymptotickd rychlost ristu

pHabala 2026

zuji, ze nasobici konstanty a pritomnost ¢lent nizsiho riistu nemaji
na skalovatelnost vliv a tedy nejsou podstatné.

A

Nez zavedeme potiebné pojmy, vyjasnime otazku jazyka. Vypocetni naro¢nost je zobrazeni ¢i funkce z N obvykle
do N. Mohla by to tedy také byt posloupnost. Striktné vzato je pojem funkce vhodnéjsi, protoze vypocetni
narocnost svazuje velikost vstupnich dat s poc¢tem operaci, tedy vazba n +— f(n) je pfimo v zékladech pojmu.
Mnoho autortd proto pracuje s funkcemi. Na druhou stranu nas vlastné nezajimé, kolik operaci potfebujeme
na vynésobeni dvou matic tisic na tisic; zajimé nas srovnéni, jak rychle rostou naro¢nosti toho ¢i jiného algoritmu
pro tento ukol. Podstatné jsou tedy hodnoty, navic nas ty prvni ani nezajimaji, to dilezité se déje pro velka cisla.
To je chovéni typické pro posloupnosti, které pouzivaji zase jini autofi.

Legitimni a pouzivané jsou tedy oba piistupy, ostatné kdyz prohlasime, ze k? roste fadové rychleji nez k, tak nejde
poznat, jestli se bavime o funkci f(k) = k2 nebo posloupnosti a, = k?. Nakonec jsem zvolil jazyk posloupnostf,
protoZe a; ma polovinu znaki v porovnani s f(k). Pokud étenéf preferuje jazyk funkci, staci v definicich a vétach
zameénit znaceni a vznikne prislusna teorie.

Rozeznat mezi podstatnym a nepodstatnym rozdilem v rychlosti ristu ndm pomuze otazka, kolikrat je jeden
vyraz vétsi nez druhy. Takové porovnani se déje podilem. Srovnejme 2k? + 5k a k?:

2k? + 5k 5
—— =2+ —.
k2 k
Pro velka k je % ~ 0, tedy lze Fict, ze 2k? + 5k je piiblizné dvakrat vétsi nez k2. To obvykle roli hraje, ale v této
sekci to neni podstatné. Ted porovname k3 a k:
k3
=
Nés zajimé chovani pro strasné velkd k a pak lze nepfesné ale vymluvné Fict, Ze k3 je nekoneéné krat vétsi nez k,
coz uz podstatné je. Nékdy lze tutéz informaci vidét z vypoctu
k 1
w0
Takze k* dominuje k tak masivné, ze kdyz jej vydeéli, tak to k zmizi.
Protoze nas zajima chovani pro velka k, nepotfebujeme znat zacatky indexace a tedy nebudeme psat specifikaci
pro indexy. A protoZe se nechceme omezovat, zavedeme tento pojem také pro posloupnosti, které do nekonecna
nejdou.

k2.

! Definice.

Necht (ag), (br) jsou posloupnosti nenulovych ¢isel.

Rekneme, 7e ay je o(by), psano také ap = o(by), jestlize % — 00 neboli Z—: — 0.
Rekneme, 7e ay je w(by), psano také az = w(by), jestlize “Z—:l' — 0o neboli Z—’; — 0.

ProtoZze néas nezajima pocatek indexace, podminka na nenulovost efektivné znamené, ze se v posloupnostech
nuly vyskytovat mohou, ale jen kone¢né mnoho.

Znaceni a,, = o(by) se ¢te ,ai je malé 6 by, podobné s omegou. Znacka = zde neznamend klasickou rovnost,
ale je to soucasti specifického znaceni, je to jakasi zkratka pro slovo ,je“. Néktefi autofi to vnimaji jinak, berou
o(by,) jako mnozinu vSech posloupnosti (a) spliiujicich lim(i—:) = 0. Pak namisto naseho znaceni s rovnosti piSou
ar, € o(bg).

Kromeé oficidlniho cteni je také rozsifena fada alternativ, které souviseji s vyuzitim v aplikacich. Nejen v diskrétni
matematice je velmi rozsifena fraze ,posloupnost (ay) roste asymptoticky pomaleji nez posloupnost (by)“, také by

8d.a
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slo Tict ,asymptoticky fad ristu ax je mensi nez asymptoticky rad ristu bi* a dalsi obdobné formulace. Symetricky,
lze Tici ,,bi roste asymptoticky rychleji nez ai“, ,,br ma vétsi asymptoticky rad riastu nez ai“ a podobné. Kdyz se
objevi slova ,asymptoticky“, ,rychlost ristu“ ¢i ,fad rastu“ v néjaké podobé, tak jde s vysokou pravdépodobnosti
pravé o vztah ay = o(b). Z pohledu vzajemné interakce jsou také uzite¢nd vyjadieni ,by dominuje ax*, popfipadé
»ak je zanedbatelné vzhledem k by“. Ten posledni pohled se jesté bude hodit.

Da se Tici, ze je to jakasi hodné silnd nerovnost, v nékterych oblastech matematiky ¢i aplikacich se také pouziva
znaceni ap < bi. Podobné jako u béZné nerovnosti nékdy lidé citi potfebu mit i nerovnost opac¢nou, a; > by, coz
nabizi druhy pojem w(by). Jiz z definice je jasné, Ze pojmy o a w jsou dudlni:

e a; = o(by) pravé tehdy, kdyz by = w(ag).
Tu omegu tedy opravdu nepotiebujeme a pouziva se ziidka. Oba pojmy se jako ostra nerovnost také chovaji.

Fakt 8d.1.

Uvazujme posloupnosti (ax), (br), (cx) nenulovych ¢isel.
(i) Nikdy neplati ax, = o(ag).

(ii) Jestlize ar, = o(by) a b = o(ck), pak ar = o(ck).
(iii) NemiZze najednou platit ar = o(by) a by = o(ax).

Dukaz (pou¢ny): (i) Posloupnost lasl — 1 nejde do oc.

lak]
(ii) Pomoci pfedpokladu spocitame

lewl _ lewl | [kl

= — 00 - 00 = 0.
lag] [br]  lak]

(iii) Jestlize ar = o(bg), pak “2—’;% — o00. Proto % — 0 a tedy nemuze zaroven platit % — 0.

O

Jinak fefeno, pokud vnimame vztah a; = o(bg) jako relaci na mnoziné posloupnosti, pak je antireflexivni,
tranzitivni a antisymetricka neboli je to ostré usporadani. Obdobné to plati pro vztah w.

Chtéli jsme, aby pojem podstatného rozdilu v rychlosti ristu ignoroval nasobici konstanty. Potvrdime to.

! | Fakt 8d.2.

Necht (ag), (bx) jsou posloupnosti nenulovych ¢isel. Jestlize ar = o(by), pak pro A, B # 0 plati
Aay, = o(Bby).

Je to vlastné ekvivalence, protoze kdyz na predpoklad Aaj = o(Bby) aplikujeme tento fakt s konstantami %, %,
dostaneme aj = o(b). Nejprve jej oviem musime dokézat.

Dukaz (rutinni): Predpoklad a; = o(by) dava % — 00. Pak diky A # 0 mame
[Aar| _ Al ax| . |A]

= =7 00 = 00.
[Bok| |B||bk| |B]

O

Nyni potvrdime dojem, ktery jsme ziskali z tabulky. Pfipomenme, ze logaritmy o rtiznych zakladech se lisi jen
nasobici konstantou, coz by naSe pojmy mély ignorovat. Budeme proto psat log, s tim, Ze logaritmy o jinych
zakladech (vétsich nez 1) se chovaji stejné.

Véta 8d.3.
(i) Necht a,b > 0 a ¢ > 1. Pak plati:
a) [logy()]* je o(k"),
b) " je o(q"),
c) ¢* je o(k!),
d) k! je o(k").
(ii) Jestlize 0 < a < b, pak plati:
a) [logy()]° je o logy (1)),
b) k% je o(k®).
(iii) Jestlize 1 < ¢ < r, pak ¢* je o(r").
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Symbolicky 1ze ¢ast (i) vyjadfit obrazkem
logg(k) < k' < ¢" < k! < K~
Kazd4 polozka zde reprezentuje celou skupinu vyrazt, naptiklad k® obsahuje vSechny mocniny jako vk, k, k7 a
podobné, ale také jejich nasobky. Kazdy vyraz z jedné z téchto skupin dominuje jakémukoliv vyrazu ze skupin
jmenovanych diive, tfeba 2k! dominuje 13k2. Podle definice to znamena, Ze % — 00, tedy pro velka k bude 2k!
libovolnékrat vétsi nez 13k2; pro mald k to neznamena nic.

Body (ii) a (iii) iikaji, ze v rdmci kazdé skupiny o hierarchii rozhoduji hodnoty parametru, tfeba 3* roste
asymptoticky rychleji nez e, co# roste asymptoticky rychleji nez 2¥, podobné k7 roste asymptoticky rychleji nez
k* a to roste asymptoticky rychleji nez vk.

Témto vztahiim se ¢asto rika ,Skala mocnin® a jeji znalost umozni rychle porovnavat rdsty rtiznych vyrazi.

Dukaz (naznak): Podle definice mame zkoumat podily. Protoze jsou vSechny vyrazy kladné, nemusime psét
absolutni hodnoty.
(i): a) Toto se dokazuje metodami matematické analyzy.
b) Nejprve odvodime, Ze k je o(q*) pro libovolné ¢ > 1. Zvolme tedy K > 0 a ozna¢me d = ¢* — Kk. Protoze
g > 1, plati ¢* — oo a proto musi existovat takové ng, aby pro k > ng platilo ¢* > %. Pak pro k > ng plati
(¢ —1)¢* > K + 1 neboli ¢"*! > ¢* + K + 1, tedy
o1 ="' —Kk+1)>¢"+K+1-Kk—K=q¢" -Kk+1=d,+1.

S kazdym zvySenim k o jednicku se alesponn takto zvétsi také di, tedy musi platit dp — co. To mimo jiné
znamena, Ze existuje ko takové, ze pro k > ko plati d > 0 neboli ¢* > Kk neboli % > K. Ovéfili jsme
podminku z definice limity.

Pro libovolné b > 0 pak mame

k k/b\b 1/b\k | b
¢ (@) (@) b_

W kb _( i >_>°° =
|

c¢) Ve vyrazu clzik méme pro k > 1 shodny pocet ¢lenti v Citateli i jmenovateli a miizeme je sparovat.
K1 2 3 k-1 k
@ q q q a q

Protoze pfi vypoctu limity zvétSujeme k do nekonecna, diive nebo pozdéji dojde k tomu, ze k > 2q. Necht K

je nejmensi takové prirozené ¢islo. Oznacme % L2, K-, % = A. Pro k > K pak mame

q q
R_12 K K+l k-1 k_ K+1 k-1 k
@& 9 q q q ¢ q q qa q
A
_ k—K __ k
>A4-22=4.2"F = 12" 5 oo

d) Ve vyrazu E" mame pro k > 1 shodny pocet ¢lent v Citateli i jmenovateli a mtzeme je sparovat.

k!
A A AT AN P I [ A
K123k 123 k-1 >
(ii): Z—Z = kP~ — o0, nebot b — a > 0. Podobné pro logaritmy.
(iii): Z—z = (g)k — 00, nebot Z > 1, je to zase geometrickd posloupnost.

g

Tyto vyrazy jsme uz porovnavali ve cviceni 7a.4 a prikladech 7a.e a 7a.l, ale tam jsme dokazovali jen nerovnosti,
tfeba ze 3% > k2. Ted uz vime, Ze 3* je nejen vétsi, ale dokonce ,nekonecnékrat® vetsi.

Nékdy se setkavame také s kombinacemi vyrazii ze skaly mocnin, obvykle jeji znalost stac¢i k jejich analjze.

Piiklad 8d.b: Chytré fadici algoritmy dokazou sefadit seznam k prvki s naroénosti k log, (k). Protoze kl%"’(k) =

log, (k) — oo, plati k = o(klogy(k)). Vyraz klogy(k) tedy jde do nekoneéna fadové rychleji nez k, coz nas asi
neptrekvapuje. Na druhou stranu je oproti £ navysen o logaritmicky ¢len, ktery je ve skale dominovan libovolnou
(kladnou) mocninou. To naznacuje, ze klog,(k) = o(k®) pro libovolné a > 1. Dikaz:

ka - ka—l
klog, (k) log, (k)

diky a — 1 > 0. Vyraz klog,(k) je tedy na $kale mocnin zasunut do skupiny mocnin k%, a to tésné za k'. Totéz
plati, pokud pouzijeme logaritmus o jiném zakladé vétsim nez 1.

— 00
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Ted uvazujme vyraz k2*. Ten je intuitivné k-krat neboli nekone¢nékrat vétsi nez 2%, tedy odekavame 2% = o(k2F).
Snadno to potvrdime vyhodnocenim podilu. Je tedy nad skupinou vSech geometrickych posloupnosti? Nikoliv.

Uvazujme 6*. To se da napsat jako 6% = 3% . 28 coz mtiZeme porovnat s k - 2¢ a vidime, jak se lisi. Protoze 3*
dominuje k, bude i 6% dominovat k2F, coz opét snadno potvrdime zkouméanim p¥isluiného podilu. Vyraz k2% je
tedy vsunut do skupiny ¢*. Kam piesné? Z libovolného ¢ > 2 lze vzit stranou dvojku a néco zbude, podobné jako
jsme to délali s Sestkou. Pak porovnavame (%)k2k versus k2* a diky £ > 1 bude ¢4st (%)k dominovat tomu k.
Formalné lze napriklad takto:

¢ _ 9"

[

To ukazuje, ze vyraz k2" je do skupiny ¢* zasunut hned za 2, nasledujici geometrické posloupnosti (ty s ¢ > 2)
mu dominuji.

JAN

Ted zavedeme pojmy pro ptiblizné porovnavéani vyrazu.

Definice.

Necht (ag), (bx) jsou posloupnosti nenulovych ¢isel.

Rekneme, Ze ay je O(by), jestlize existuji K > 0 a ko € N takové, Ze |a| < K|bg| pro k > ko.
Rekneme, 7e ay, je Q(by), jestlize existuji L > 0 a ko € N takové, Ze |ay| > L|bx| pro Vk > k.
Rekneme, Ze aj je ©(by) nebo ze ar < by, jestlize existuji K,L > 0 a kg € N takové, ze
L|bk‘ < ]ak] < K’bk| pro Vk > ko.

Vztah ap = O(b) Steme ,ay je velké 6 by“. Rikdme také, Ze ,ap m4 stejnou asymptotickou rychlost riistu jako
br.

Jako obvykle nés zajima déni jen u ocasu posloupnosti, proto ndm v definici to kg umoziiuje ignorovat jejich
zacatky. Pro velkd k pak vztah O vyzaduje |ax| < K|bk|, coZ znamend, Ze aj, mohou byt vétsi nez by, ale ,ne o
moc*“. Je to takova ,benevolentnéjsi nerovnost“.

Pro zjednoduseni predpoklddejme aj a by kladné, coz u slozitosti algoritmi méme. Graf posloupnosti (by)
predstavuje jakési horni ohrani¢eni a bézna nerovnost ay < by pak vybirad ty posloupnosti (ay), jejichz grafy jsou
pod timto ohrani¢enim. Pojem aj;, = O(by) funguje obdobné, jen se jako horni ohrani¢eni nebere pouze posloupnost
(br), ale také jeji kladné nasobky. Napiiklad vztah ar = O(k) splni vSechny posloupnosti, jejichz grafy se daji
omezit shora néjakou ptimkou. Takovych je jisté mnoho, ale urcité mezi né nepatii tieba ay, = k2, protoze parabola
roste prili§ rychle na to, aby se dala shora omezit néjakou primkou.

Druhy pojem predstavuje opac¢nou ,benevolentni nerovnost“ a jako obvykle jej nutné nepotfebujeme a také se
moc nepouziva.

Tteti pojem obé nerovnosti spojuje. Spojenim nerovnosti < a > ziskdme rovnost, ob- %k

Jby =k
dobné a; = O(by) predstavuje ,benevolentni rovnost“. Vezmeme graf posloupnosti (bx) a 5 ok
. » . . [ . : RN A
vyrobime z néj dva modifikované tvary vynasobenim konstantami. Ty pak vytvori jakysi e
pas a vSechny posloupnosti, jejichz grafy jsou v tomto pésu, spliuji vztah ay = O(by). ‘e . =T
Je intuitivné jasné, ze pomoci pojmu O(by) dokédzeme docela efektivné kontrolovat, jak 11 ®.--
rychle posloupnosti rostou. o1 9 3 4 5 k

Vyraz ap, = O(b;) ¢teme ,ay je téta by“, ale v diskrétni matematice (a dalsich aplikacich) ¢asto slySime také
yasymptoticka rychlost ristu ag je bg“, ,ar je fadu bip“ a podobné.

Priklad 8d.c: Uvazujme ar = 13k a by, = 23k. Pak pro v8echna k > 0 plati ap = 13k < 23k = 1 - b, neboli
ar < Kby, pro K =1, proto a; = O(bg).

Pfepisem této nerovnosti na by, > 1-ay, se dozvime, ze také by, = Q(ay). Jde tedy jen o jiny zapis stejného vztahu.

Obdobné muzeme pro vSechna k£ > 0 odhadovat by = 23k = %13]{ = %ak neboli by < Lag pro L = %, proto
bi = O(ay). I tuto nerovnost lze prepsat jako aj > %bk a dostavame ay = Q(by).

Zjistili jsme, ze ar = O(bg) a by = O(ay), tedy ,benevolenni nerovnost“ plati v obou smérech.

Oba odhady aj 1ze spojit do jednoho napriklad takto: %bk < ap < bg. To ukazuje, ze ap = O(b;). Nebo je
mizeme prepsat tak, abychom ziskali omezeni pro by: ax < by < %ak. Takze také plati by, = O(ay).

Vysledky 13k = O(23k) a 13k = ©(23k) naznacuji, ze tyto relace splituji nase oc¢ekavani ohledné toho, ze maji
ignorovat nasobici konstanty, viz cviceni 8d.5.

Nyni uvazujme ¢, = 13k + 23. Evidentné plati a; < ¢, proto ary = O(ci). UkdZeme, Ze to plati i naopak.
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Zvolme kg = 23. Pro k > ko pak plati 23 < k, a tedy také
14
e, =13k 4+ 23 < 13k + k = 14k = El?)lc:Kak, kde K = %.

Proto ¢ = O(ag).
Alternativné lze pouzit kg = 1 a pro k > 1 odhadovat
36
cx = 13k +23 < 13k + 23k = 36k = 1513k = 38 ar,.
Spojenim obou odhadt opét odvodime, Ze ¢ = O(ag).
Zda se, ze tyto pojmy také uméji ignorovat nepodstatné ¢asti vyrazt. Potvrdime to ve vété 8d.6.
A

Prepisovani nerovnosti na vhodné tvary lze provést i obecné a dokazat tak nésledujici tvrzeni o vztahu mezi

porovnavacimi pojmy.

!| Fakt 8d.4.
Pro libovolné posloupnosti (ax), (bx) nenulovych ¢isel plati nésledujici:
(i) ar = O(by) pravé tehdy, kdyz b, = Q(ay)
(i) ar = O(bg) pravé tehdy, kdyz ar = O(bx) a by = O(ay),
coz je pravé tehdy, kdyz ar = O(bg) a ar, = Q(bg).

Obdobné vztahy spojuji nerovnosti <, > a rovnost =. Ukazeme, Ze vlastnosti téchto znamych relaci plati v

podstaté také pro jejich benevolentni verze.

!| Fakt 8d.5.

Uvazujme posloupnosti (ax), (br), (cx) nenulovych ¢isel.

(i) ap = O(ak), ap = Q(ak), ap = @(ak)

(ii) ar = O(by) pravé tehdy, kdyz by, = O(ax).

(iii) Jestlize ap = O(by) a by, = O(cx), pak ap = O(cy).
Jestlize a, = O(by) a b = O(ck), pak ar = O(cg).
Jestlize a, = Q(by) a by, = Q(ck), pak ar = Q(ck).

Dtikazy nechdme jako cviceni 8d.6.

Vidime, 7Ze relace © je reflexivni, symetrickd a tranzitivni, coz jsou pravé ty vlastnosti, které od rozumného
pojmu shody ocekavame. Je to vlastné ekvivalence. Ptiklad 8d.c ukazuje, Ze tato relace na rozdil od rovnosti neni

antisymetrickd, ale to se od ni ani necekd, u rovnosti je to takova kuriozita.

Relace O a € jsou reflexivni a tranzitivni. Na rozdil od nerovnosti ale nejsou antisymetrické, jak jsme vidéli
v prikladé 8d.c. V praxi to ale nevadi, podstatné je, ze nam fakt 8d.4 ukazuje ,benevolentni* obdobu antisymetrie:
Pokud jsou spolu dvé posloupnosti ve vatahu O neboli benevolentni nerovnosti v obou poradich, pak jsou spolu

také v relaci © neboli benevolentni rovnosti.

Prenéseji se i vztahy, které spojuji béznou ostrou nerovnost s nerovnosti a rovnosti.

! Fakt 8d.6.

Uvazujme posloupnosti (ax), (bx) nenulovych ¢isel.

(1) Jestlize ar, = o(by), pak ar = O(by) a nemuze platit ar = Q(by) ani ar = O(by).
(ii) Jestlize ar, = w(by), pak ar = Q(bx) a nemtze platit ap = O(bg) ani ar = O(by).
(iii) Jestlize ay = ©(by), pak nemuze platit a = o(by) ani by, = o(ay).

Dukaz (pouény): (i): Zvolme libovolné K > 0. Z pfedpokladu mame platnost % — oo a podle definice limity
musi existovat kg takové, aby pro k > kg platilo % > K. Pro tato k pak mame i |ag| < %\bﬂ, coz dokazuje

ap — O bk .
Pokucg b))f zaroven platilo ay = Q(by) nebo ay, = O(by), tak pro néjaké L > 0 a ko mame |ax| > L|bg| neboli

fi—’;“ < L pro vSechna k > kg, coz ale znemoznuje splnéni podminky z definice Z—’Z — oo pro volbu hladiny L,

spor.

(ii): Dukaz je obdobny.

(iii): Z definice ay, = O(bx) najdeme K, L > 0 a kg takové, ze pro vSechna k > ko plati L < lak| < K. Jestlize

[bk |
ovSem pro vSechna k > kg plati % < L, pak pro hladinu L neni mozné splnit podminku z definice limity oo,
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tudiz neplati, ze % — oo neboli neplati, ze ay = o(by). Z % < K pro vSechna k zase vylouc¢ime % — 0 a
neplati b = o(ag).

O

Relace © coby ekvivalence muze slouzit k tomu, abychom konstatovali, ze dva dané vyrazy se chovaji stejné.
V praxi ji ale obvykle pouzivame jinak. Zapisem ay = ©(by) sdélujeme, ze néjaky zkoumany a mozna komplikovany
vyraz ap mé stejnou asymptotickou rychlost riistu jako jednoduchy vyraz by, ktery typicky vybirdme ze Skély
mocnin. Nékdy nepotiebujeme znat presnou rychlost riustu, staci nam konstatovani, Ze to neni zase tak Spatné.
Pak bychom pouzili a; = O(by). Napiiklad ar = O(k*) fikd, Ze a) jde do nekoneéna v nejhorsim jako polynom,
coz také muze byt docela rychle, ale rozhodné to neni takovy narust jako tfeba u geometrickych posloupnosti.

Priklad 8d.d: Prozkouméame asymptotickou rychlost riistu vyrazu 4k — 100k% + 15log, (k).

Skala mocnin ndm ik4, Ze £ dominuje ostatnim ¢lentim, tudiz by se chovani daného vyrazu mélo pro velka k Fidit
praveé jim. Vliv nasobici ¢tyfky bychom pro nase ticely také méli ignorovat. Nase intuice tedy vede k nasledujicimu
tvrzeni.

1. 4k3 — 100k% + 151og, (k) = O(k?).

Argumenty nam zjednodusi fakt, ze (pro velka k) je dand posloupnost kladna, takze nebudeme psat absolutni
hodnoty.

a) Nejprve dokdzeme, Ze 4k3 — 100k* + 151og, (k) = O(k?).

Definice vyzaduje nalezeni horniho odhadu ve tvaru Kk3.

Podle $kaly mocnin log,(k) = o(k®), proto také log,(k) = O(k?) a tedy existuje ko € N a K; > 0 takové, Ze
log, (k) < K;k3 pro k > ko. Mimochodem, znalci elementarnich funkci védi, Ze prosté log,(k) < k® pro vsechna
k € N. Kazdopadné pro k > ko miizeme odhadovat

4k — 100k? + 151log, (k) < 4k® + 15logy (k) < 4k% + 15Kk* = (4 + 15K;)k>.
Nasli jsme pozadované K =4 + 15K.
b) Nyni dokéZzeme, ze 4k> — 100k? + 15 log, (k) = Q(k3).
Zde narazime na problém. Vime, ze k? < k3, coz nabizi nasledujici odhad:
4k — 100k? + 151ogy (k) > 4k® — 100k? > 4k3 — 100> = —96k>.

Bohuzel, kandidat L = —96 je zaporny a tedy nevyhovujici. Musime byt opatrnéjsi. Zamérné zvolime zbytecné
komplikovanou strategii, abychom ukazali, jak by se dalo postupovat v p¥ipadé, ze bychom misto 4k méli tfeba
1.3

k.

2

Protoze zména konstanty u k> neovlivni celkovou rychlost riistu, miizeme si z nasobku 4 vypijéit néjaky a-
nasobek pro a < 4 a vyuzit jej k neutralizaci ¢lenu 100k%. Zvolime a = 2 a mame

4k* — 100k? = 2k> + (2k* — 100k?).

Vime, ze 100k? = o(2k?) neboli 1(2)0% — 00. Proto existuje ko € N takové, Ze pro k > k uz mame % > 1 neboli
100k? < 2k® neboli 2k — 100k? > 0. Pak také

4k% — 100k2 + 15log, (k) = 2k + (2k® — 100k?) + 151og, (k) > 2k 4+ 0 + 0 = 2k3.
Volba L = 2 tak potvrdi, ze 4k® — 100k? + 15log, (k) = Q(k3).

Dokazali jsme, Ze ,asymptoticka rychlost riistu 4k — 100k% + 15log, (k) je k*“. Nékdy bychom také fekli, ze
dany vyraz roste fadové jako k3, nebo je typu k3, popiipadé ze jeho dominantnim ¢lenem je k3.

Tento vysledek ukazuje, ze pojem © spravné rozpoznal nedulezitost nékterjch ¢lenii a také ignoroval nasobici
¢tyrku u dominantniho ¢lenu.

2. 4k® — 100k? + 15log, (k) = O(13k3).
Toto tvrzeni neni tak vymluvné, ale je také pravdivé. Vyplyva snadno z prvni ¢asti v cviceni 8d.5.
3. 4k3 — 100k? 4 151og, (k) = O(k®).
Diikaz: Vime, ze pro k > 1 je k3 < k° a log,(k) < k®, proto
4k — 100k? + 151logy (k) < 4k® + 15logy (k) < 3k° + 15k° = 18K°.
Vysledek jsme potvrdili. Je spravny, nicméné neni optimalni (plytva). Podle prvni ¢asti uz totiz vime, ze také
plati 4k3 — 100k? + 15log,y (k) = O(k?), coz danou posloupnost omezi vjyrazngji.

Podle skaly mocnin a tranzitivity relace O vyplyva, ze jakmile jsme jednou pro dany vyraz dokazali fad rustu
O(Kk?), tak uz plati také O(k?) pro libovolné a > 3, plati také O(¢*) a podobné. Takové odhady ale nejsou
optimalni, obvykle se snazime najit nejlepsi variantu. Poznamenejme, Ze nékdy v praxi takovato neoptimalni
omezeni maji svou cenu, a to v pripadé, ze zkoumany vyraz je natolik komplikovany, ze ,spravnou“ rychlost rastu
nejsme schopni urcit. Pak jsme radi, kdyz jej alespon néjak omezime shora.

A
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bk |

1 VSechny porovnavaci pojmy spojuje otézka, co vime o 1-*;. Jsou tii hlavni moznosti. Pokud jde tento podil do

lak]
nekonecna, tak by dominuje ay, popfipadé ay, je zanedbatelné vzhledem k by, a piseme ar = o(by). Pokud Z—: — 0,
tak by = o(ay), tedy by je zanedbatelné vzhledem k ai. Pokud je tento podil néjakym zpiisobem omezeny, tak se
dostavame k pojmtim O, €2 ¢i ©. V praxi byva zajimava zejména ta posledni moznost a vede k ni zajimava cesta,
vhodnd zejména pro priznivce limity.

! véta 8d.7.

Uvazujme posloupnosti (a), (bx) nenulovych éisel.

Jestlize m4 % nenulovou (a kone¢nou) limitu, tak a = ©(by).

Dtikaz je snadny pfimo z definice limity, kterou jsme zde ovSsem neprobrali.

P¥iklad 8d.e: Znovu dokézeme, ze 4k> — 100k? + 15log, (k) = O(k3).
Diky gkale mocnin vime, Ze k? dominuje logaritm@m a proto log]j# — 0. Odtud
4k3 — 100k + 15 log, (k 1 log, (k
00k + 151og, (k) 4100 + 15 og, (k)

5 - 5 4 —100-0+15-0=4>0.

Hotovo.

A

Poznamka: Tento pfiklad vysvétluje, pro¢ jsme zde zavadéli pojem nulové limity, kdyz je pfevoditelny na limitu
nekonecno. Formalné by ndm pro studium dominance opravdu stacilo pracovat s limitou nekoneénou, ale vypocet
vyse by pak zacal takto:
Ze skaly mocnin vime, ze IOL — 00. Odtud
g2 (k)
k3
%3 — 100k2 + 151ogy (k)
Namisto jednoduchého roznasobeni zlomku méme problém. Je zvladdnutelny trikem

k3 1 1 1
= = — — e e
4k3 — 100k2 + 151og, (k) 4k3—100kj;1510g2<k> 4-100f +15—%5—  4-100-0+ 151 ’
loga (k)
ale je to zbytecnéd komplikace. Moznost vybrat si mezi % a % je velmi vyhodna.

A

Poznamka: Zajimavéa situace nastane, kdyz podil 2—’; konverguje k jedné. Tato situace se obvykle znaci ay ~ by
a je to néco jako vyssi kvalita vztahu ©. Pro velkd k jsou takové posloupnosti nejen porovnatelné, ale prakticky
stejné. To je velmi uziteéné, kdyz délame vypocty s velkymi ¢isly, staci dosadit do néceho pékného namisto do
komplikovaného vzorce.

Jako ukédzku dosadime k = 13 - 10° do vyrazti 4k® — 100k? + 15logy(k) a 4k3. Dostévame 8.78798 - 10?1 a
8.78800 - 102!, coz je dost dobra aproximace. Se zvySujicim se k se piesnost aproximace dale zlepsuje.

Takovouto aproximaci najdeme snadno. Postupujeme jako pifi hledani dominantniho zastupce pro O, u kterého
ponechame prislusny néasobici koeficient.

A

Poznamka: Vratme se k otézce porovnavani rychlosti ristu dvou vyrazi ax a bg. Podivame se na chovéni podilu
b [ oy . o
Ll pro velkd k£ a muzeme pozorovat nasledujici:

lak]
Pokud méame stésti, tak limita % existuje. Protoze % > 0, nemtze byt zaporna. Pripady:
e Limita je nekonecénd, pak ax = o(bg).
e Limita je kone¢na a kladnd, pak ay = O(by).
e Limita je nula, pak by = o(ay).
Pokud limita neexistuje, pak je jesté Sance, Ze ten zlomek umime néjak omezit.

e Pokud najdeme K, aby pro velké k platilo % < K, tak by = O(ag).

e Pokud najdeme L, aby pro velka k platilo fg—’;“ > L, tak ar = Q(bg).

e Pokud se povede oboji, tak a = ©(bg).

e Pokud se podil neda odfiznout od nekonecna ¢i minus nekonecna, tak mezi a; a by neni zddny z hledanjych
vztahi.
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V praxi se k tomuto postupu uchylujeme spi§ v nouzi, pro bézné situace lépe funguje pfistup, ktery zahy
odvodime.

YA\

Pfi zkoumdni vyrazu 4k3 — 100k? + 15log,(k) jsme idealniho zéstupce k> nasli ignorovanim ¢asti, které nam
prisly nevyznamné. Vlastné tim propojujeme obé skupiny pojmi, které zde probirdme, tedy dominanci a pfiblizné
porovnavani. Obecné to funguje takto:

Véta 8d.8.
Uvazujme posloupnosti (ax), (bx) kladnych ¢isel jdouci do nekone¢na.
Jestlize by, = o(ak), pak ap + by = @(ak)

Dukaz: Podle predpokladu plati Z—’; — 0. Pak
lar +bi| ‘awbk) -
|6Lk| Qg

b
‘1+—’“‘—>\1+0|:1.
ag
O

Indukci to pak rozsifime na vice s¢itanci, ¢imz dostaneme algoritmus pro hledani dominantniho typu v kombinaci
vice ¢lent.

Poznamka: Je dobré si uvédomit, Ze vynechavani zanedbatelnych ¢lenti funguje pouze v souctech (a rozdilech).
Ve vyrazu k + log, (k) se k relativné velkému ¢islu k pfida relativné malé ¢islo log, (k) (zde je dulezité to vzajemné
porovnani), ¢imz se vysledek pfili§ neovlivni.

Na druhou stranu ve vyrazu klog,(k) se velké ¢islo k nasobi né¢im, co je vyrazné mensi nez k, ale porad je to
velké (logaritmus jde do nekonecéna), tedy dojde k vyznamnému navyseni vysledku oproti k a logaritmus ignorovat
nelze.

Podobné ve vyrazu 28H1°8:(F) by vynechanim logaritmu doslo jen k malé zméné v souctu, ale exponenciala ten
maly rozdil zase nafoukne, ¢ili nelze Fict, ze 2511°82(F) roste stejné rychle jako 2F. Ve skutecnosti 2+t1og2(k) —
2k2log>(k) tedy 2F se nasobi ¢islem jdoucim do nekoneéna, rozhodné ten logaritmus nelze ignorovat.

Dobra zpréava je, ze v praxi obvykle ¢elime pravé souctiim a nékdy rozdilim, pfi¢emz sé¢itame zakladni vyrazy ze
skaly mocnin nasobené konstantami. Jinak feSeno, zajimaji nas hlavné linearni kombinace vyrazi ze skaly mocnin.

A

S Algoritmus 8d.9.
pro urc¢ovani asymptotické rychlosti ristu vyrazu vhodného typu.
0. Predpoklad: Dany vyraz ax je linearni kombinace vyrazi ze skaly mocnin, poptipadé jejiho rozsifeni.
1. Jednotlivé ¢leny rozdélime do skupin, které maji nasledujici poradi dominance:
K> > 8 > k> logh (k) > ¢,
pfi¢emz nés zajimaji jen éleny s a > 0, b > 0 a ¢ > 1 (tedy jdouci do nekoneéna).
Predpokladejme, 7e tam alespori jeden takovy ¢len je. Pak lze ¢leny ¢* pro |q| < 1 a k°, logj(k) pro a,b < 0
ignorovat.
2. V tomto kroku uvazujeme jen ty ¢leny, které patfi do dominantni skupiny (podle $kdly mocnin) mezi témi
zastoupenymi v kroku 1.

Vybereme z nich ten, ktery mé nejvétsi konstantu a, b, popt. q. Pokud je jediny, stdva se dominantnim c¢lenem
celého vyrazu, ozna¢me jej by.

3. Plati ar = ©(by). Dokdzat to lze napiiklad vypoctem limity 3%.
A

Casto srovnavame jen mocniny, z vysledkil vyse pak okamzité plyne, Ze pro velka k je chovani polynomu uréeno
jeho nejvyssi mocninou.

Priklad 8d.f:

1. 4k? 4 257k = ©(k?). 3. k3% +20k3 +5 - 38 = ©(k3").
2. 38 — TEP27 4 23 . k2F — 131log, (k) = O(3F). 4. 20k! + 160k3 — 3% = ©(k!).
A
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Poznamka: Algoritmus dobfe poslouzi ve vét§iné pfipadi, ale mohou se objevit komplikace, se kterymi nadm
pomuze dobra znalost pojmt a myslenek. Jiz jsme vidéli, jak se vyporadat se smiSenymi typy, napiiklad pro dané
b > 0 vyrazy k’log§ (k) tvofi rodinu, kterd dominuje mocniné k°, ale je dominovéana libovolnou mocninou £ pro
B > b. Skupina ¢*z® pro jisté ¢ > 1 zase dominuje geometrické posloupnosti (exponenciale) ¢”, ale je dominovéna
libovolnym Q¥ pro Q > g.

P#i zkoumani vypocetni naro¢nosti se to nestava, ale v jinych oblastech se mohou ve vyrazu objevit také ¢*
se zakladem ¢ < —1. Protoze pak |¢*| = |q|¥ — oo, Gi¢astni se hry na dominanci a spadaji do skupiny ¢*. O
dominanci mezi jednotlivymi vyrazy tohoto typu pak rozhoduje |g|.

Pokud se dominantnim stane ¢* pro ¢ < —1, pak celj vyraz nejde do nekonec¢na, ale jeho absolutni hodnota
tam jde, a to rychlosti |¢|*. Chovani vjrazu samotného pak dobie vystihuje chovani ¢*, coz je posloupnost, ktera
stiidavé utikd do 400 a —oo, vidime oscilaci s amplitudou rostouci do nekonecna.

Mtize se také stat, ze se objevi zastupci z jedné skupiny, mezi kterymi neumime rozhodnout. V zéasadé se to
tyka pravé exponencial, kde se naptiklad ve vyrazu objevi 2* a také (—2)*. Pak se pro sudé k tyto ¢leny scitaji
a daji dominantni hodnotu, ale pro k liché se od¢itaji a tim nejvétsim se ve vyrazu stava nékdo jiny. Celkové
chovani vyrazu tak nelze popsat jednoduchym vzorcem, tedy nelze néjak jednoduse urcit jeho fad. Viz napiiklad
13% + (—13)* + k2, které se pro suda k rovna 2 - 13* + k2 rostouci fadem 13*, zatimco pro liché k se rovna k2. Pii
zkoumani vypocetni naroc¢nosti algoritmi takovéto komplikace necekame.

Tam necekame také situaci, ktera se jinak stat mize, a to pripad, kdy zadny z ¢lenti vyrazu nejde do nekonecna.
Pak tam také nejde ani cel&d posloupnost a jeji dominantni ¢len je tfeba hledat mezi témi cleny, které obvykle
ignorujeme. To uz se ale dostavame mimo oblast diskrétni matematiky.

JAN

Ignorovani zanedbatelnych ¢lent lze aplikovat nejen pri hledani idealniho zastupce, ale také prfi porovnavani

vvvvvv

!| Fakt 8d.10.

Uvazujme posloupnosti (ay), (ug), (b ), (vi) nenulovych ¢isel. Pfedpokladejme, ze a = O(uy) a
by, = ©(vi). Pak plati:

(i) ar = O(by) pravé tehdy, kdyz uy = O(vg).

(i) ar = o(by) pravé tehdy, kdyz uy = o(vg).

Na zavér se vratime k poznamce, Ze ndm naSe nastroje umoznuji také zjednodusit vypocty tim, Ze pro kom-
plikovany vyraz najdeme jednodussi aproximaci. To ndm ale nemusi byt moc platné, kdyz ten zjednodusujici
vyraz je faktorial, jehoZ prfesny vypocet zabere pro vétsi k dost ¢asu. Nabizi se napad, Ze bychom jej také mohli
aproximovat.

Zacneme jendoduchym odhadem.

Fakt 8d.11. . .
Prok26plati§—k<k!<§—k.
Dukaz (rutinni s vyjimkou): Tou vyjimkou je netrividlni fakt, ze zlomek (1 + %)k = (%)k je pro k € N vzdy

mezi 2 a 3, na coz jsou rozliéné triky, které sem spis nepatii, a da se to najit v kazdé tlustsi ucebnici analyzy.
[ . k . k k
Pro nés to znamena, ze % < (kkk?) < % neboli 3(,{%1) >1a 2(%“) <1.
Dokézeme ted indukci, Ze g—k < k.
(0) k = 6: Plati 5 = 26 < 6!, co¥ urcité plati.

(1) Pro dané k > 6 predpokladejme, ze ’;—: < k!. Pak

P k* 3P (k+ 1)k EoNF (k+ 1)L (k+ 1)k
(k+1)!:(k+1)'k!>(k+1)37: (k+ 1)k+1 3kt :S(k—i—l) gkl = gktl
Dtikaz hotov. .
Ted dokdzeme indukci, ze k! < 157

(0) k = 6: 6! < 36 = & plati.
(1) Déno k > 6, predpoklédejme, 7e k! < & . Pak
k* 2k (k+ 1)k

IP
(k+1)!:(k+1)-k!<(k+1)27=(kﬂ)m h+1 :2(

BB+ DM (k4 D)F
k+ 1) 92k+1 - 2k+1
g
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Faktorial je tedy nékde mezi (%)k a (g)k Nésledujici tvrzeni ik, ze kdyZ misto 2 nebo 3 v tomto odhadu dame

e, tak uz viceméné dostaneme faktorial.

Véta 8d.12. (Stirlingtv vzorec)
Pro velka k plati k! ~ / 27rk‘(§)k.

Je to vysledek tézky, ale stoji za to, ta aproximace je opravdu vynikajici. Dokonce az neuvéfitelné. Normalné
kdyz ¢lovek slysi, ze néco je aproximacni vzorec, tak ¢ekd dobré aproximace pro vétsi ¢isla, feknéme v fadu tisict
¢i miliont1, nékdy musi pockat jesté déle, ale tento vzorec se trefuje hodné blizko dokonce od zacatku. Ukazeme
to v tabulce, kde jsme dali i procentuélni chybu vzhledem k zékladu, ktera o presnosti vypovidé nejvice.

k:] 1 |2]3]| 4 5 | 6 7 8 9 10 20 30
El:] 1 [ 2] 6 | 24 [120]720 5040 | 40320 | 362880 | 3628800 | 2.433 - 10'® | 2.653 - 1032
Stirling : | 0.92 1.9 5.8 |23.5 | 118 | 710 | 4980 | 39902 | 359536 | 3598696 | 2.423 - 10*® | 2.645 - 1032
chyba % :] 8 | 5 33| 2 [1.7]1.4] 1.2 1 0.9 0.8 0.4 0.3

Pro inzenyrské vypocty je chyba 0.3% moc, ale pro informatiku to bohaté staci.

Cviceni
Cviceni 8d.1 (rutinni): Seradte podle asymptotické rychlosti ristu (od nejméné k nejvice dominantnimu) vyrazy
5k +logy(k), k? — 100k, klogy(k), 2k3, Vk.

Cviceni 8d.2 (rutinni): Najdéte asymptotické rychlosti ristu nasledujicich vyrazu.

a) Vk + log, (k); c) 2% + k% + 2k;

b) k3 + 13k% + 14; d) 2k + k.

Cviceni 8d.3 (poucné): Dokazte podle definice nasledujici tvrzeni:

a) 100k? = O(k%), 100k? = o(k*); c) k* = o(k!);

b) 3k + 7 = O(k); d) k+3sin(/~c) = 0(k).

Cviceni 8d.4 (pou¢né): Dokaite, Ze pro kazdé a > 0 plati 2 — occ.

Napovéda: Nejprve dokazte, Ze pro a > 0 existuje K takove Ze pro > % (Pomitize otazka, jaka
je limita toho podilu.) Pak pro a € N chytfe zlomek rozdélte. Pro neceld a pouzute srovnani pomoci nerovnosti.

Cviceni 8d.5 (poucné): Necht (ay), (bx) jsou posloupnosti nenulovych ¢isel a A, B # 0. Dokazte nasledujici:
a) Jestlize ar, = O(by), pak Aar = O(Bby).
b) Jestlize ar — @(bk), pak Aak == @(Bbk)

Cviceni 8d.6 (poucné): Uvazujme posloupnosti (ay), (bx), (cx) nenulovych ¢isel. Dokazte nésledujici:
a) ap = O(ax), ar = Qag), ar, = O(ag).

b) ar = ©(by) pravé tehdy, kdyz by, = O(ay).

C) Jestlize ap — O(bk) a bk == O(Ck), pak ar — O(Ck)

Jestlize ap, = O(bx) a by, = O(cx), pak a = O(cy).

Viz véta 8d.5.

ReSenti:

8d.1: Pofadi je vk, 5k 4 log,(k), klog,(k), k? — 100k, 2k3.

8d.2: a) ©(Vk). b) O(k?). c) ©(2%). d) O(k!).

8d.3: a) 100k% = o(k*): 10]?’“2 = 1,%20 — 0. 100k% = O(k*): plyne z predchoziho nebo pifmo: K = 1, kg = 10, pak
k>10 = k*>100 = 100k* < k?-k*=1-k*

b)L=1 K=4ky=T,pakk>7 = 1-k<3k+T7ak>7 = 3k+7<3k+k=4k.

c) Predpoklad k > 5, pak £ =1-2--(k — 5)%;3ﬂ@k2@%%’“ Lk —1-1-1-1-00=o0.
d)L:%,K_2k0_6pakk:>6:>k + 3si +3 =2k adiky 3 < 1k také k > 6 =
k+3sin(k) > k—3>k— k= 1k

8d.4: Necht a € N. Existence K plyne z k%“ — 1. Pro k > K pak

! 12 k a k 1k} a —_ —a —a a
fe = (k)( ) > ke B > R B > ()7 oo
Pro obecné a > 0 je k* < kel

8d.5: a) Méme K > 0 aby |ax| < K|by|, pak [Aay| = [A] - |ax| < |A|K[bg| = LLE - [Bby|. b) obdobné.

8d.6: a) \ak\ S 1- \ak\ b) L|bk‘ S \ak\ S K‘bk’ <~ %\ak\ S ‘bk’ S f\ak\ C) a d) |ak| S K1|bk‘ S K1K2‘0k|,
obdobné dolni odhad.
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