9. Mohutnost mnozin (kardinalita)

Tématem této kapitoly je velikost mnozin. Navazuje piimo na kapitolu o zobrazenich.

9a. Konecné a nekoneéné mnoziny

S koneénymi mnozinami jsme se setkavali od détstvi. V této sekci uvidime, Ze to, co jsme se naucili v materské
skole, funguje.

Pfirozenym zacatkem jsou mnoziny typu {1,2,3,4,5}, u kterych hned vidime, kolik maji prvka. Abychom si
usnadnili jejich zapis, udélame v této sekci vyjimku a oficidlné si povolime tfiteckové vyjadieni.

Umluva.
Pro n € Ny znac¢ime symbolem {1, ... ,n} mnozinu
{1,...,n} ={keN; k<n}.
Hned si vS§imneme, Zze pro n = 0 dostavame {1,... ,n} = (), takze se doufejme se ¢tendfem shodneme, Ze pro
kazdé n € Ny je mnozina {1,... ,n} koneénd a n-prvkova. Udélame z nich prototypy kone¢nych mnozin, na to ale

potfebujeme vymyslet, jak poznat mnoziny se stejnym poctem prvki.

Ve skolce déti vypracovavaji pracovni listy, kde mimo jiné maji zjistit, jestli ve dvou skupinkich roztomilych
zvitatek (tfeba netopyrkt nebo chlupatych pavouckt) je jich stejné nebo ne. Doporucend metoda je propojit
pastelkou jednotliva zviratka mezi obéma skupinami. Pokud se to povede, je jich stejné. My uz vime, Ze déti
vlastné vytvarely bijekce mezi mnozinami.

Nabizi se tedy prohlasit, ze dvé mnoziny maji stejny pocet prvkid presné v piipadé, kdy mezi nimi dokaZeme
vytvorit bijekci. Nejprve ovérime, ze tento napad funguje pro nase vzorové mnoziny. Snadno najdeme bijekci

z {1,...,n} na {1,...,n}, sta¢i pouzit zobrazeni identity i, (k) = k, takze tento pfistup pozna stejnou velikost.
Obtiznéjsi je ukazat, Ze tento test také rozpoznd pripad ritzné velkych mnozin, tedy ze pro rtiznad m,n € Ny neni
mozné vytvorit bijekei mezi {1,... ,m} a {1,... ,n}.

Ve skutecnosti je mozné tict vice. Ostatné ¢tenafe mozna napadlo, kdyz si v kapitole 8b hral s obrazky a Sipkami
pro zobrazeni, ze neni mozné vytvorit prosté zobrazeni, které by vedlo z vice prvkd do méné prvka. Selsky
rozum Fiké, ze v takovém pripadé se prosté néjaké Sipky museji sejit ve stejném cili. Podobné souvisi pocet prvka
se surjektivitou.

Dokazeme spravnost této intuice pro nase vzorové konecné mnoziny. Dikaz je delsi, ale objevi se v ném typické
postupy a napady, ze kterych budeme tézit ve zbytku kapitoly. Obzvlasté poucné je, ze vétsinou jde o jednoduchy
napad, ktery lze snadno nakreslit na papir (proto také budeme ¢asto ukazovat obrazky a doporucujeme Gtenéfi,
aby si dalsi kreslil sdm), je vSak jej tfeba spravné zachytit matematicky a ovéfit, ze to, co funguje na obrazku, je
platné i obecné. Pokud se vdm nechce studovat cely dikaz, zkuste se alespoil podivat pravé na tuto mezihru mezi
obrazky a myslenkami na strané jedné a jejich matematickym zapisem na strané druhé.

Lemma 9a.1.

Necht m,n € Ny. Uvazujme libovolné zobrazeni T {1,... ,n} — {1,... ,m}.
(i) Jestlize je T prosté, tak m > n.

(ii) Jestlize m < n, tak T' nemuze byt prosté.
(iii) Jestlize je T na, tak m < n.

(iv) Jestlize m > n, tak T nemuze byt na.

(v) Jestlize je T bijekce, tak m = n.

(vi) Jestlize m # n, pak T nemuze byt bijekce.

Vsimneme si, ze suda tvrzeni jsou obménami lichych tvrzeni, takze staci dokazat ta licha. Tvrzeni (v) pak je
pfimym dusledkem definice bijekce a ¢asti (i) a (iii). Mame tedy dvé tfetiny dikazu za sebou, zbyva dokazat (i)
a (iif).

Dukaz (z povinnosti, mozna poucny):

(i): Matematickou indukci dokazeme, ze pro vSechna n € Ny plati: Jestlize m € Ny a T je prosté zobrazeni

{1,...,n}—{1,...,m}, pak m > n.

(0) n = 0: Pro vSechna m € Ny plati m > 0 = n.

(1) Dano n € Ny. Pfedpokladejme, ze kdykoliv mame prosté zobrazeni z {1,... ,n} do {1,... ,m}, pak m > n.
Vezméme ted néjaké prosté zobrazeni T: {1,...,n + 1} — {1,...,m}, kde m € Ny. Chceme ukazat, ze

m>n+ 1.
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Protoze {1,... ,n+ 1} # 0, tak diky existenci zobrazeni T také {1,... ,m} # () (viz pozndmka 8a.1), a tedy
m > 1. Pak m — 1 € Ny a mé smysl uvazovat {1,... ,m — 1}.

Vytvofime pomocné zobrazeni S: {1,... ,n} — {1,... ,m—1}, které je také prosté, coz ndm umozni aplikovat
induké¢ni predpoklad. Rozebereme t¥i moznosti.
1) Piipad m ¢ ran(7T), tedy neexistuje k € {1,...,n + 1} takové, ze T'(k) = m. Pak je T vlastné zobra-

zeni do mnoziny {1,...,m — 1}. Toto musi platit i pro restrikci S = Tg1,... ny» €OZ je prosté zobrazeni (viz
cviceni 8b.8).
2) Ptipad T'(n+ 1) = m. Diky prostoté T to znamen4, ze pro k € {1,... ,n} plati 1 2 3 n n+l
T(k) # m neboli T(k) € {1,...,m — 1}. Mizeme tedy dvojici T(n+1) =m | N NS e 9
ze zobrazeni prosté vynechat. Matematicky, restrikce S =T ,, je zobrazeni lT % / E
z{l,...,n} do {1,...,m — 1}, které je coby restrikce prosté. o o Yo...... o o

1 2 3 m—1 m
3) Zbyva moznost, ze T'(n + 1) < m, ale existuje ko € {1,... ,n} takové, ze T'(ko) = m. Protoze T je prosté, je
pak kg nutné jediné, které toto splnuje.

V tomto pripadé restrikce na {1,...,n} nevede do {1,... ,m — 1}. Napad: 1 2 ko n n+l
V obrézku vygumujeme Sipku vedouci z n+1 do T'(n+ 1), &imz se toto &islo | < _° N -lo °©
uvolni (diky prostoté 7' tam Zadna jina Sipka nesmi vést. Muzeme tam tedy lT % /
presmérovat Sipku vedouci z kg, aniz bychom zkazili prostotu. Ted je potfeba S o...... 65 ______ o
to udélat formalné, af méme jistotu, Ze jsou naSe tivahy spravné. 1 2 T(n+1) m—1m

Uvazujme zobrazeni

S(k)—{ T(k), ke{l,...,n}\{ko};
Tvrdime, Ze je to prosté zobrazeni z {1,... ,n} do {1,... ,m —1}.
Nejprve ovéiime, Ze to viibec mé smysl. Zobrazeni S je zjevné definovano pro vSechna ¢isla z {1,... ,n}. Déle

si vSimneme, ze diky prostoté 17" a T'(ko) = m musi platit, ze pro k € {1,... ,n}\{ko} je S(k) = T'(k) # m neboli
S(k) <m —1, stejné tak S(ko) =T(n+ 1) < m — 1, takze hodnoty S opravdu lezi v mnoziné {1,... ,m — 1}.

Prosté: Tentokrate pouzijeme obménu podminky z definice. Vezméme x,y € {1,... ,n} spliujici = # y. Pokud
neni ani jedno z x,y rovno kg, pak S(z) = T(z) a S(y) = T(y). Z prostoty T pak diky x # y dostaneme
T(x) # T(y) neboli S(x) # S(y).

Druhd moznost je, ze pravé jedno (nejsou si rovny) z = nebo y je kg, ze symetrie sta¢i zvolit jeden piipad,
tieba y = ko. Pak S(y) = S(ko) = T'(n + 1). Protoze = # ko, je S(x) = T(z), diky x # n + 1 a prostoté T pak
T(xz) # T(n+ 1) neboli S(x) # S(y).

Méame tedy prosté zobrazeni S z {1,... ,n} do {1,... ,m —1}.

Ve vsech tfech pripadech jsme nasli hledané S. Splnuje podminku indukéniho predpokladu, proto m — 1 > n,
tedy m >n + 1.

(iii): Zde se ndm v indukci bude hodit, aby v cilovém prostoru existovaly néjaké prvky. Proto probereme zv1ast
piipad m = 0. Pokud je T zobrazeni z {1,... ,n} na {1,...,0} = () pro n&jaké n € Ny, tak jisté m = 0 < n.

Nyni matematickou indukci dokézeme, Ze pro vSechna m € N plati: Jestlize n € Ny a T je zobrazeni {1,... ,n}
na {1,... ,m}, pak m < n.
(0) m = 1: Mé&jme né&jaké zobrazeni T {1,... ,n} na {1}. Protoze je T na, musi existovat n&jaké k € {1,... ,n}

splnujici T'(k) = 1, tedy {1,... ,n} # 0. Proto n > 1 = m neboli m < n.
(1) Necht m € N, predpokladejme, ze kdykoliv je T zobrazeni {1,... ,n} na {1,... ,m} pro néjaké n € Ny, pak
m < n.
Vezméme néjaké zobrazeni T' z {1,... ,n} na {1,... ,m + 1}, kde n € Ny, potfebujeme odvodit m + 1 < n.
Podobné jako u (i) chceme vytvofit pomocné zobrazeni S: {1,...,n — 1} — {1,...,m}, které je na. Prvni
mnozina ma smysl, protoze podobné jako v (0) ukdzeme, ze diky m > 1 a surjektivité T vlastné n > 1, a tedy
n—1¢ No.
Potfebujeme vynechat m + 1 z cilové mnoziny, urcité tedy budeme chtit pfesmérovavat sipky tam vedouci.

Ozna¢me jako M mnozinu vSech z € {1,...,n}, které spliiuji T'(z) = m + 1. ProtoZe je T na, tato mnozZina

neni prazdna. Budeme také chtit vynechat Sipku vedouci z n, tam zalezi, kam vede. Rozebereme dvé moznosti.
1) P¥ipad T'(n) = m + 1. Definujme zobrazeni S piedpisem 1 2 M n—1 n
S(k T(k), ke{l,...,n—1}\M; © o--’-’-’-”-"-,po----lo ?
()_{ 1, ke M\{n). lTZ:/ \l

Zobrazeni je tedy definovano na mnoziné {1,... ,n — 1}. (1) (2) """"""" ;;L m(—)i—l
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Tvrdime, ze je do mnoziny {1,... ,m}. Vezméme k € {1,... ,n—1}. Pokud k € M, tak S(k) = 1 < m. Pokud
k¢ M, tak T'(k) # m + 1, tedy S(k) = T'(k) < m.

Jesté ovéiime, Ze toto zobrazeni je na {1,...,m}: Vezméme libovolné b € {1,... ,m}. Protoze T je na, musi
existovat k € {1,...,n} takové, ze T'(k) = b. My jsme ale pfedpokladali, ze T'(n) = m + 1 # b, tedy k # n,

jinak feceno k € {1,... ,n —1}. Diky T'(k) = b # m + 1 také plati x ¢ M, podle definice je S(k) = T'(k) = b.
2) Pfipad T'(n) < m + 1. To mimo jiné znamend, ze n ¢ M, tedy M je 1 2 M n—1 n
neprazdna podmnozina {1,...,n — 1}. Je dobfe, ze ji mame k dispozici, | O~ PR '¢° °©
protoze pokud vynechédme Sipku vedouci z n, tak je mozné, ze uz zadna lT‘7K o
sipka nepovede do T'(n), coZ musime napravit. Opét pfesmérujeme Sipky S L. .. g ..... N,
a definujeme 1 2 T(n) m m+1
. T(k), ke{l,...,n—1}\M,
( )_{T(n), ke M.
Zobrazeni je definovdno na mnoziné {1,... ,n — 1}.

Pro k ¢ M plati S(k) = T(k) < m, pro k € M zase S(k) = T'(n) < m, tudiz je S zobrazeni do {1,...,m}.
Tvrdime, Ze je na.

Méjme libovolné b € {1,... ,m}. Pokud b = T'(n), tak vezmeme k € M C {1,... ,n—1}, pak S(k) =T(n) = b.
Pokud b # T'(n), tak diky surjektivité 7' najdeme k € {1,... ,n} takové, ze T'(k) = b. Ovsem b # T'(n), proto
nutné k # n, takze k je vlastné z {1,... ,n — 1}. Také nemuze byt z M, proto S(k) = T'(k) = b.

V obou pfipadech jsme nasli zobrazeni S z {1,...,n — 1} na {1,... ,m}, pficemz n — 1 € Ny. Spliuje tedy
podminky indukéniho predpokladu, ktery pak dda m < n — 1 neboli m +1 < n.

O

Nyni jsme pripraveni na kli¢ovou definici.

Definice.
Mnozina A se nazve koneéna (finite), jestlize pro néjaké n € Ny existuje bijekce z {1,... ,n}
na A.

Pak piseme |A| = n a fikdme, ze A ma n prvki.

V anglosaské literatufe se pocet prvkid v mnoziné A také znaci #A. Vychazi to z obecného pouzivani znaku
# (,krimindl“) pro pocet v angli¢tiné. Mnoziny typu {1,...,n} se stavaji etalonem, tedy méfitkem, kterym
poméiujeme koneéné mnoziny. Néktefi autofi pro né zavadéji specialni znaceni (tfeba I, nebo 7), ale my se
nebudeme poustét tak hluboko do teorie, aby to stalo za to.

Definice pfipousti moZnost, Zze by mnozina mohla mit vice rtiznych poc¢tu prvkia, pokud se podari najit vice
bijekci na rtizné mnoziny typu {1,... ,n}. To by bylo velmi nemilé, nastésti to neni mozné.

Fakt 9a.2.
Jestlize je A konecnd mnozina, pak je pocet jejich prvkd urcen jednoznacéné.

Dukaz: Predpokladejme, ze |A| = m a |A| = n, kde m,n € Ny. Pak musi existovat bijekce T z {1,...,m}
na A a bijekce S z {1,... ,n} na A. Podle faktu 8b.4 je S~! bijekce z A na {1,... ,n}, podle faktu 8b.3 pak
S~ o T musi byt bijekce z {1,... ,m} na {1,... ,n}. Podle lemma 9a.1 tedy nutné m = n.

O

Uf, to jsme si oddechli.

Piiklad 9a.a: Tvrdime, ze |{a,b,a}| = 2. Zobrazeni T: {1,2} — {a,b,a} dané piedpisem T'(1) = a, T'(2) = b je
zjevné prosté a také na.

Jak bychom dokazali, ze tato mnozina nemé t¥i prvky? Podle definice bychom museli ukézat, Ze neexistuje
nemame dost bujnou fantasii. Obecné se neexistence dokazuje obtizné. Nastésti jsme pravé dokézali, ze velikost
mnoziny je jednoznacné, a ta nase mé dva prvky, tudiz nemiize mit tfi.

A

V praxi zejména u mensich mnozin obvykle nezjistujeme pocet prvki tak, Ze bychom vytvéareli néjakou bijekci,
ale pohledem. Potvrdime to oficialné.
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Fakt 9a.3.
Mnozina A je koneéné a |A| = n € N pravé tehdy, kdyz ji lze zapsat jako A = {a1,... ,a,}, kde
ay, jsou navzajem ruzné prvky A.

Dukaz (rutinni): 1) =: Protoze |A| = n, existuje bijekce 7'z {1,... ,n} na A. Protoze n € N, neni to prazdna
mnozina. Definujme ay, = T'(k), pak z prostoty vyplyva, Ze jsou to navzajem rtizné prvky A, a ze surjektivity T
vyplyva, ze A ={ay,...,an}.
2) <: Jestlize A = {ai,...,ay}, pak sta¢i definovat T'(k) = ai. Snadno nahlédneme, Ze je to zobrazeni
{1,...,n} na A. Prostota: Jestlize pro néjaka i,j € {1,...,n} plati T'(i) = T(j), pak a; = aj, ale aj jsou
navzajem rizna. Proto nutné i = j.

O

Tento fakt neni nic hlubokého, je to jen preklad definice do jiného jazyka: Namisto prostoty a surjektivity se
diskutuje, zda jsou prvky aj rizné a zda daji celou mnozinu A. V obecnych situacich (zejména diikazech) je ovsem
lepsi pracovat s definici, protoze pro praci se zobrazenimi mame standardni a spolehlivé nastroje.

Kombinaci definice a lemma 9a.1 snadno potvrdime nasi intuitivni pfedstavu o souvislosti po¢tu prvku a vlast-
nostech zobrazeni.

Véta 9a.4.

Necht A, B jsou konecné mnoziny a T: A — B je zobrazeni.
(i) Jestlize je T prosté, tak |B| > |A|.

(i) Jestlize m& B méné prvki nez A, pak T neni prosté.
(iii) Jestlize je T na, tak |B| < |A|.

(iv) Jestlize ma B vice prvki nez A, pak T neni na.

(v) Jestlize je T bijekce, tak |B| = |A].

(vi) Jestlize A a B nemaji stejné prvki, pak T' neni bijekce.

Opét tam mame pary obmén, staéi tedy dokazat tieba ta lichd tvrzeni. UkdZeme prvni, zbytek nechame Cte-
nari jako cviceni 9a.4.

Dukaz (pouény): (i): Mame tedy |A| = na a |B| = np pro néjakd na,np € Ny a existuji bijekce Sy
z{l,...,matnaAdaSgz{l,... mp} na B. Podle véty 8b.4 je Sgl bijekce a vznikne fetizek
Sa T S5
{1,...,na} = A — B —{1,... ,np}.
Zobrazeni S 4, Sgl jsou automaticky prosta, podle faktu 8b.3 je pak Sgl oT oS4 prosté zobrazeni z {1,... ,n4}
do {1,... ,np}, podle lemma 9a.1 tedy nutné ng > n4 neboli |B| > |A|.

g

Tento diikaz je jakymsi prototypem pro vyznamnou ¢ast dikazt v této kapi-

A B
tole, spojovani vhodnych zobrazeni se stane nasi oblibenou kratochvili. Silné Sa T 5’]}1
doporucujeme kreslit si obrazky, vétsinou je pak hned jasné, jak vytvéaret zob- - - -
razeni a nasledné i dikazy.

Poznamka: Je uzZiteCné si uvédomit, Ze tvrzeni této véty jsou implikace, nikoliv ekvivalence. Mé&me néjaké
zobrazeni T: A — B. Kdyz vime, Ze je prosté, tak podle (i) mame |B| > |A|. Ale pokud naopak vime, Ze
|B| > | Al, tak T' mtze a nemusi byt prosté.

Obdobné kdyz se dozvime, Ze néjaké zobrazeni T: A — B neni bijekce, tak nam (vi)
nedovoli usoudit, ze |A| # |B|. Pti vytvafeni zobrazeni mizeme zamérné vlastnosti zkazit
bez ohledu na pocty prvki, coz jsme udélali v obrazku napravo. | —

Viz také cviceni 9a.5 a pro doplnéni 9a.3.

Vyznam véty lze shrnout takto: Pokud se mezi koneénymi mnozinami A, B najde zobrazeni s uréitou vlastnosti,
tak lze néco Tict o vztahu mezi jejich velikostmi. Jak jsme pravé vidéli, z informace o velikostech nelze usoudit, ze
by vSechna zobrazeni byla pfislusnym zptisobem specidlni (typicky vétsina neni). Jedno takové ale existovat musi.
Nejprve to dokdzeme pro nase vzorové mnoziny.

Piiklad 9a.b: Uvazujme mnoziny {1,... ,n} a {1,... ,m}
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1. Pokud m = n, pak jisté existuje bijekce z {1,... ,n} na {1,... ,m}, jmenovité zobrazeni
identity i, (k) = k pro k € {1,... ,n}, viz cvi¢eni 8a.9.

Poznamenejme, Ze toto funguje také v pripadé m = n = 0, pak je totiz i,, formalné
definované jako {(k,k); k € {1,... ,n}}, prazdné zobrazeni, coz je bijekce z () na ().

2. Pokud m > n, pak existuje prosté zobrazeni {1,... ,n} — {1,... ,m}, jmenovité ono
zobrazeni i, (k) = k. Také tentokrate toto funguje i pro pfipad n = 0, prazdné zobrazeni
je prosté.

3. Pokud m < n a m > 1, pak existuje zobrazeni {1,... ,n} — {1,... ,m}, které je na.

Toto zobrazeni, které nazveme j, ,,, definujeme takto:

j (k)—{ k, ke{l,...,m};
o m, ke{l,...,n} Ak>m.

Obrézek vystihuje smysl této definice. VSimneme si, ze tato definice méa smysl
vzdy, kdyz 1 < m, protoze pak {1,... ,m} obsahuje alespon jeden prvek, a tedy
je na co posilat. Podminka m < n pak zarudi, ze je toto zobrazeni na:

Uvazujme b € {1,... ,m}. Pak b € N a b < m. Protoze m < n, plati i b < n,
a tedy b € {1,...,n}. Muzeme tedy zvolit k = b € D(j,,m). Protoze k €
{1,...,m}, podle definice j, (k) =k =b.

V pripadé m = n se zadné k dle druhé podminky nenajde a vlastné vznikne

zobrazeni i, coz je zcela v pofadku, pofad je to zobrazeni na {1,...,n}.
Vyjimkou je pfipad m = 0. Jestlize n > 0, tak zadné zobrazeni z {1, ... ,n} na () neexistuje. Problém neni v tom

,ha ale v tom ,zobrazeni“. Pro n > 0 by zobrazeni muselo povinné nékam poslat 1, ale neni kam.

Nyni uz snadno dokadzeme obecné tvrzeni, Ze existence specidlnich zobrazeni umi porovnat velikosti mnozin.

! véta 9a.5.

Necht A, B jsou konecéné mnoziny.

(i) Tyto mnoziny maji stejny pocet prvki pravé tehdy, kdyz mezi nimi existuje bijekce.
(ii) |A| < |B| pravé tehdy, pokud existuje zobrazeni A — B, které je prosté.

(iii) Necht B # 0. |B| < |A| pravé tehdy, pokud existuje zobrazeni z A na B.

Dukaz (poucény): U vSech tvrzeni vyplyva smér <= z faktu 9a.4. Budeme tedy dokazovat, Ze z predpokladu
o poc¢tu prvki lze vytvorit zadané zobrazeni.

Protoze jsou A, B kone¢né, existuji bijekce T'4: {1,... ,n}— AaTp: {1,... ,m} — B. Jsou také prosté a na.
(i): Pokud m = n, pak je zobrazeni Tz o i,, 0 Tgl bijekce A na B.

Tt i
A5 {1, 0 {1, 0 25 B
ii): Pokud n < m, pak je zobrazeni T’z o, o T; * prosté zobrazeni A — B.
A

(iii): Pokud 1 < m < n pak je zobrazeni Tz 0 j;, m © Tgl surjektivni zobrazeni A — B.
OJ

Porovnavani konkrétnich koneé¢nych mnozin timto zptisobem neni obvyklé, ale jde o vyznamny teoreticky pristup,
ktery bude kli¢ovy pro sekci 9b.

Protoze |B| > |A] je totéz jako |A| < |B|, mame pro neprazdné
mnoziny na vybér, jaké zobrazeni vytvorit. Obecné je lepsi pfi-
stup pomoci prostého zobrazeni, protoZze funguje i pro mnoziny -
prazdné, je tedy univerzalni. Jsou ale situace, kdy je pohodlnéjsi
pracovat se surjekci. K této problematice se jesté vratime, viz .
véta 9b.5. o

M 9a.6 Poznamka: Uvazujme situaci, kdy mame (neprazdné) kone¢né mnoziny A, B a prosté zobrazeni T: A — B.
Pak je mozné brat ran(T") jako cilovou mnozZinu tohoto zobrazeni. Formalné jde pak o jiné zobrazeni, feknéme S,
které funguje zcela stejné jako T, 1isi se jen deklarovanou cilovou mnozinou. Toto S je pak automaticky na, tedy
je to bijekce. Pro zjednoduseni se obvykle (trochu nepfesné) rikd, ze kazdé prosté zobrazeni T: A — B je bijekce
A na ran(T).

Mnozina ran(7") je podmnozinou B a coby obraz A pomoci bijekce sdili s A urcité B
vlastnosti, jmenovité pocet prvki. V tomto smyslu je tedy ran(7") kopii mnoZiny A A
vytvorenou pomoci T' v mnoziné B. V matematické teorii pak fekneme, ze jsme mnozinu
A vnotili do mnoziny B, a prislusnému prostému zobrazeni se fikéd vnotreni. Ostatné < > \@@

alternativni nézev ,injekce“ pro prosté zobrazeni evokuje pfesun mnoziny A nékam.

O O O O
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Stejny pocet prvka je jen zacadtkem. V mnoha situacich ma A néjakou dalsi strukturu, napriklad v kapitole 6
jsme probirali, jak mnoziny usporadat, v linedrni algebre se zase mnoziny stavaji prostory a podobné, a tyto
vlastnosti 1ze pfi pfesouvani pomoci prostych zobrazeni zachovat, pokud je zobrazeni také vhodnym zptisobem
specialni. Pak ma tvrzeni, ze ran(7") je kopie A uvnitt B, bohatsi vyznamy. V teorii se takovéato situace mnohdy
znadi specialni znackou A — B.

Zajemce najde inspiraci v bonusové kapitole 20, zde se omezime na predstavu, ze prostym zobrazenim vytvarime
uvnitt B kopie mnozZiny A o stejné velikosti, coz bude poméahat nasi intuici.

A

Kdyz v matematice zavedeme novou vlastnost pro néjaké objekty, tak jednou z vyznamnych otézek je, jak je
tato vlastnost rezistentni na véci, které s objekty provadime, naptiklad na operace.

Zacneme pomocnym tvrzenim, které sice také néco tika, ale hlavné si v jeho diikkazu odbudeme technické detaily,
abychom se jimi nemuseli zdrzovat v nadchéazejicich konceptualnich diikazech. Pfipomenime, Ze pfi praci s mno-
Zinami predstavuje universum U néjakou (obvykle velkou) mnozinu U, z jejiz prvku sestavujeme ty mnoziny, se
kterymi pak pracujeme.

Lemma 9a.7.

Necht A je koneénd mnozina v néjakém universu U.

(i) Pro kazdé a € U\ A plati, ze AU {a} je kone¢na a |[AU {a}| = |A| + 1.

(ii) Pro kazdé a € A plati, ze A\{a} je konecna a |[A\{a}| = |A| — 1.

(ii) Pro kazdé ¢ € U plati, ze {c} x A je koneéné a |{c} x A| = |A|, totéz plati pro A x {c}.

V dukazu pouzijeme podobné techniky ,,pfesmérovani Sipek* jako v dikazu lemma 9a.1.

Dukaz (pou¢ny): Podle pfedpokladu existuje bijekce T'z {1,... ,n} na A, kde n = |A| € Ny.
(i): Definujme zobrazeni S z {1,... ,n+ 1} do AU {a} takto:

S(k) = { Tk), ke{l,...,n+1}
a, k=n-+1.
Tvrdime, Ze je to bijekce.

Prostota: Pouzijeme obménu podminky z definice. Dany =,y € {1,... ,n + 1},  # y. Pokud z,y < n, pak
S(z) =T(x)a S(y) =T(y), z prostoty T pak vyplyva S(z) # S(y). Pokud je jedno z nich rovno n+ 1, naptiklad
y=n+1,pak S(z)=T(z) € Aa S(y) =S(n+1)=a¢ A, proto zase S(z) # S(y).

Na: Zvolme b € AU {a}. Pokud b = a, tak S(n+1) =a, kden+1 € {1,... ,n+1}. Pokud b € A, tak diky
surjektivité T existuje k € {1,... ,n} spliujici T'(k) = b. Pak také k € {1,... ,n+ 1} a S(k) =T (k) = 0.

Mame tedy bijekci {1,... ,n+ 1} — AU {a}, proto je AU {a} konecna a |[AU{a}| =n+1=|A|+ 1.

Tento argument plati i pro ptipad A = 0, kdy je fada tvrzeni platné automaticky, napiiklad je pak T prazdné,
a tedy u definice S nikdy nedojde k prvni varianté.

(ii): Protoze A obsahuje alesponi jeden prvek (jmenovité a), je neprazdnd, a tedy n > 1. Kdyby n = 1, tak
AN{a} =0, coz je jisté koneénd mnozina a velikosti souhlasi.

Uvazujme tedy ptipad n > 2. Protoze a € A, musi existovat m € {1,... ,n} takové, ze T(m) = a.
Kdyby m = n, tedy T'(n) = a, tak pro k € {1,... ,n — 1} plati T'(k) # a, tedy T'(k) € A\{a}. Restrikce
S = T|q, . n_1y Je tedy prosté zobrazeni {1,...,n — 1} — A\ {a} a snadno dokézeme, Ze je na: Zvolme

b € A\{a}. Diky surjektivité 7" musi existovat k € {1,... ,n} spliujici T'(k) = b. OvSem b # a a T'(n) = a,
takze k # n. Proto k € {1,... ;,n—1} a S(k) =T(k) = b.
Kdyby m < n, tak definujeme zobrazeni S: {1,... ,n — 1} — A\{a} takto:
S(k) = { T(k), ke{l,...,n—1}\{m};
T(n), k=m.
Podobné jako v dikazu lemma 9a.1 ukdzeme, Ze S je prosté. Na: Zvolme b € A\ {a}. Jestlize b = T'(n), pak
mame m € {1,... ,n — 1} spliaujici S(m) = T'(n) = b.

Pokud b # T'(n), pak podle surjektivity 7" najdeme k € {1,...,n} spliujici T'(k) = b. Vime, ze b # T'(n)
neboli T'(k) # T'(n), diky prostoté T" proto k # n. To znamena, ze k € {1,... ,n—1}. Protoze T'(m) = a a b # a,
tak k # m, tedy vlastné k € {1,... ,n — 1} \{m}, a proto S(k) = T'(k) = 0.

Nasli jsme bijekci {1,... ,n — 1} — A\{a}, proto je A\{a} kone¢nd a |[A\{a}|=n—1=|A] -1
(iii): Definujeme zobrazeni S(k) = (¢, T'(k)). Prostota: Pro x,y € {1,... ,n+1}, x # y plati T'(z) # T(y), a tedy
také (¢, T(x)) # (¢, T(y)) neboli S(z) # S(y).
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Na: Pokud (c,b) € {c} x A, pak diky surjektivité T existuje k € {1,...,n} spliujici T'(k) = b, tedy
S(k) = (¢, T(k)) = (c,b).
O

Toto lemma se d4 také dokédzat pomoci popisu seznamem prvkii dle faktu 9a.3. Ctenaf si to miiZze vyzkouset
ve cviceni 9a.6. D4 se tak napsat strucnéjsi ditkkaz, ktery vypada jako dtivéryhodny a zaroven intuitivné snadny, ale
lze do né&j tspésné zatourat a pii feSeni detailil skonéime s podobnymi ivahami, jaké jsme délali v predvedeném
dikazu.

Pozadavek, aby podmnoziny kone¢nych mnozin byly kone¢né, je prirozeny. Stejné tak ocekavame, ze sjednoceni
kone¢nych mnozin bude konecné. Nasledujici véta potvrdi, Ze to plati, coz je dobfe; jinak bychom se museli vazné
zamyslet, jestli je nase definice kone¢nych mnozin rozumna.

! | véta 9a.8.

(i) Jestlize je A kone¢nd mnozina, pak je kazd4 jeji podmnozina B koneénd a plati |B| < |A|.
Je-li navic B podmnozina vlastni, pak |B| < |A].

(ii) Necht A, B jsou kone¢né mnoziny. Pak je také A U B kone¢na a plati |AU B| < |A| + |B].
Jsou-li navic A, B disjunktni, pak |AU B| = |A| + | B].

(iii) Necht A, B jsou kone¢né mnoziny. Pak je také A x B konecné a plati |A x B| = |A|-|B].

Dukaz (poucny): (i): Dokdzeme indukei pro n € Ny, ze pro kazdou koneénou mnozinu o n prvcich jsou vSechny
podmnoziny kone¢né a nejsou vétsi a vlastni podmnoziny maji méné prvka.

(0) n = 0: Pokud |A| = 0, pak je to prazdnd mnozina. Ta m4 jedinou podmnozinu B = (), ktera je konecna
a spliiuje |B| = 0 < 0 = |A|. Je také pravda, ze vSechny vlastni podmnoziny B C A (za4dné nejsou) spliuji
|B| < |A].

(1) Necht n € Ny je libovolné, predpoklddejme, ze pro kazdou koneénou mnozinu o n prvcich jsou vSechny
podmnoziny konecné a nejsou vétsi a vlastni podmnoziny maji méné prvki.

Uvazujme nyni kone¢nou mnozinu A o n + 1 prvcich a néjakou jeji podmnozinu B.

Pokud B = A, pak je B také koneéna a |B| = |A| < |A|. Pokud je B vlastni, tak existuje a € A\ B. Pak je B
podmnozinou A\ {a}. Podle lemma 9a.7 je A\ {a} kone¢na a plati |[A\ {a}| = |A| — 1 = n. Vztahuje se tedy
na ni indukéni predpoklad, takze B je konecnd a plati

|B] < |[AN{a}| = |A] -1 < |A].

(ii): 1) Nejprve matematickou indukei na |A| = n dokdzeme piipad, kdy jsou A a B disjunktni.

(0) n = 0: Pokud A = (), tak AU B = B je konetnad a |[AU B| = |B| =0+ |B| = |A| + |B|.

(1) Dano n € Ny. Predpokladejme, Ze pokud jsou A, B kone¢né a disjunktni a |A| = n, tak je také AU B koneéna
al|AUB|=|A|l+ |B]|.

Nyni uvazujme disjunktni koneéné mnoziny A, B takové, ze |A| = n+1. Pak |A| > 1, tedy A # 0, tedy existuje
a € A. Podle lemma 9a.7 je mnozina A\ {a} konetnd a |[A\{a}| = n, je také disjunktni s B, proto je podle
indukéniho pfedpokladu mnozina (A \{a}) U B koneéné a plati

[(AN{a}) U B| =|A\{a}| +|B| =n+|B|.
Diky disjuntnosti a ¢ B, proto a ¢ (A\{a})U B. Proto mizeme aplikovat znovu lemma a zjistime, Ze mnozina
[((A\{a}) U B]U{a} je také konec¢na a plati
[(AN{a})UBJU{a}| =|(A\{a})UB|+1=n+|B|+1=|A|+ |B].
Dikaz dokonéi pozorovani, ze
[(AN{a})UB]U{a} =AUB.
2) Obecny pfipad: Méjme koneéné mnoziny A, B. Mnozina A\ B je coby podmnozina A koneéné a plati |A\B| <
|A|. Je disjunktni s B, proto podle 1) je (A\ B) U B = AU B kone¢na a plati
|AUB| =|(A\B)UB| =|A\B| + |B| < |A| + |B|.
iii): Dokézeme indukci na n € Ny, ze pro pokud jsou A, B koneéné mnoziny a |A| = n, pak je A x B kone¢na
a |Ax B|=|A|-|B].
0) n =0: Pak A =0, proto A x B = (). Je to tedy mnozina kone¢na a
Ax Bl =[0]=0=0-|B| = 4] -|B|.
(1) Dano n € Ny, predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny koneéné mnoziny A, B s |A| = n.

Uvazujme koneéné mnoziny A, B, pficemz A = |n + 1|. Pak |A| > 1, tedy A je neprazdna a je mozné zvolit

a € A. Podle lemma 9a.7 je A\ {a} koneéna mnozina a |A\ {a}| = |A| — 1 = n, proto podle indukéniho
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predpokladu je (A\{a}) x B koneéna a
|(A\{a}) x B| =n-|B|.
Podle lemma 9a.7 je kone¢na i mnozina {a} x B a plati
[{a} x B = [B.
Mnoziny (A\{a}) x B a {a} x B jsou kone¢né a disjunktni, proto je podle (ii) kone¢né i jejich sjednoceni, coz je
[(AN{a}) x BJU [{a} x B] = {(2,y); « € A\{a},y € B} U{(z,y);  =a,y € B}
={(z,y); we A\{a} Vo =d],ye B} ={(z,y); € A,ye B} = Ax B.
Také plati
|Ax Bl = [(AN{a}) x B+ [{a} x Bl =n-|B|+|B| = (n+1)|B| = |A] - | B|.
O

Tvrzeni (ii) a (iii) 1ze dokézat i jinak, viz cviceni 9a.7 a 9a.8. Pomoci véty 9a.8 snadno dokdzeme (cvi¢eni 9a.9),

ze i prunik a rozdil koneénych mnozin je konec¢nd mnozina. To znamend ze pfi praci s koneénymi mnozinami

se nemusime bat pouzivat mnozinové operace, protoze nas z toho svéta nevyhodi. Matematicky feceno, konec¢né
mnoziny tvofi soubor uzavieny na mnozinové operace.

Pravidla platna pro dva objekty obvykle neni problém zobecnit pro vice objekt, funguje to i zde.

Véta 9a.9. . . .
(i) Jsou-li A; pro i =1,...,n koneéné mnoziny, pak je také |J A; konecnd a | |J A;| < > |4;].
i=1 i=1 i=1
n n
Jsou-li navic po dvou disjunktni, tak | J Ai| = > |4l
i=1 i=1
(ii) Jsou-li A; pro ¢ =1,... ,n konené mnoziny, pak je také A; x --- x A,, kone¢na a
n
Ay o x Al = Ay 4] = [ 144
i=1
Dukaz: (i): Tvrzeni dokdzeme indukci na n € N.
(0) Pro n = 1 evidentné plati, kone¢nd mnozina A; je konetnd a |A;| = |A4].
(1) Dano n > 1, pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro libovolnych n koneénych mnozin.
Ted uvazujme koneéné mnoziny Ai,...,A,, A,11. Podle indukéniho predpokladu je koneénéd také mnozina

n n n+1
B = J A; aplati |[B] < ) |4,;|. Pak podle véty 9a.8 je koneéna mnozina BU A, 11 = (J A; a plati
i=1 i=1 i=1

n+1

n n—+1
(U 4| = 1BU Al < 1B+ [Ania < 3014 + [Ansal = 3 J4dl.
=1 =1 =1

n
Pokud jsou A; navic disjunktni, pak podle indukéniho pfedpokladu |B| = > |4;|; mnoziny B a A1 jsou

i=1
disjunktni a proto
n+1 n+1
U Ai| = 1BUAwindi] = 1Bl + A = 3 14
i=1 =1

(ii) se dokazuje obdobné.

Tato véta ndm poskytne snadny dtkaz vzorce pro |A U B| v obecném piipadé.

Fakt 9a.10.
Jsou-li A, B kone¢né mnoziny, pak |AU B| = |A|+ |B| — |AN B|.

Uvedeny vzorec je v souladu s intuici. Kdyz s¢itdme |A| + | B|, tak vlastné prvky z AN B zapocitavame dvakrat.
Vyraz |A| 4+ |B| — |AN B| to napravi, vSechny prvky z A a B jsou ted zapo¢itany pfesné jednou.
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Dukaz: Mnoziny A\ B, AN B a B\ A jsou navzajem disjunktni a jejich sjednoceni je A U B, proto podle
Véty 9a.9 dostavame

|JAUB| =|A\B|+|ANB|+ |B\A| = (|JA\B|+|ANB|)+ (| B\A| +|ANnBJ|) — |AN B|
= |A| + |B| - |AN B.
O

Pro vypocet |A U B U C| bychom tuto mnozinu museli rozdélit na celkem sedm disjunktnich ¢asti, dostavame
pak
|JAUBUC|=|A|+ |B|+|C|—-|ANB|—|ANC|—|BNnC|+|AnBNC|.

K této otazce se vratime v kapitole 11b, kde pfedstavime obecny vzorec, viz véta 11b.2.

Véta 9a.5 nam umoziiuje porovnavat velikosti mnozin pomoci zobrazeni riznych typt, ale musime dopfedu
védét, ze jsou konecné. Ukazeme, Ze tato znalost neni vzdy nutné, protoze ¢asteéné vyplyva z existence vhodnych
zobrazeni. Da se to také vnimat tak, ze pomoci znamych koneénych mnozin umime pomoci zobrazeni nachazet
nové konecné mnoziny.

Véta 9a.11.

Necht A, B jsou mnoziny a T: A — B zobrazeni.

(i) Pokud je T bijekce z A na B a A je kone¢nd, tak je také B koneénd a |B| = |A|.
Pokud je T bijekce z A na B a B je kone¢na, tak je také A koneéna a |A| = |B|.
(ii) Pokud je T prosté a B je kone¢nd, tak je také A kone¢na a |A| < |B|.

(iii) Pokud je T na a A je koneéna, tak je také B konecna a |B| < |A].

Dukaz (pouény): Vztahy mezi poéty prvka vyplynou z Véty 9a.5 jakmile ukazeme, ze obé A, B jsou kone¢né.
(i): ProtoZe je A koneénd, musi existovat bijekce S z {1,... ,n} na A, kde n = |A| € Ny. Pak je T o S bijekce
z {1,...,n} na B, proto je podle definice B kone¢na.

Pokud je B koneéna, tak pouzitim bijekce T~ ! a jiz dokdzaného vyjde kone¢nost A.
(ii): T je bijekce z A na ran(T"), viz pozndmka 9a.6. Coby podmnozZina koneéné mnoziny B je ran(7") kone¢na
a diky bijekci T je podle (i) koneéna i A.
(iii): Mame zobrazeni T: A — B.
2) Protoze je T na, je pro kazdé b € B mnozina M, = {z € A; T(x) = b}
neprazdna. Muzeme proto pro kazdé b € B vybrat jedno a, € A takové, ze
T'(ap) = b. Definujeme zobrazeni S z B do A predpisem S(b) = ap. Tvrdime,
ze je prosté. Vezméme x,y € B takové, ze S(x) = S(y). Podle definice S to
znamena a, = a,, podle definice téchto prvki zase T'(a,;) = = a T'(ay) = y.
Protoze a, = a, a T je zobrazeni, nutné x = y.

Méme tedy prosté zobrazeni z B do A a A je kone¢né, proto podle (ii) je B
konecna.

Poznamenejme, zZe tato ¢ast diikazu je hluboka. To, Ze jsme byli schopni vybrat z mnozin M} po jednom prvku,
neni vilbec samoziejmé. Musime se zde odvolat na znamy Axiom vybéru, ktery ovsem nékteri matematici neu-
znévaji. To ale neni nas pfipad, my tu déldme mainstream matematiku, kterd (AC) akceptuje.

O

Tvrzeni (i) je také mozné ziskat kombinaci (ii) a (iii), ale nelze takto argumentovat, protoze (ii) a (iii) jsme
naopak dokazali pomoci (i) a vznikl by tak dikaz kruhem.

Nakonec potvrdime néco, ¢eho si ¢tenar mohl vSimnout, pokud si pfi pfemysleni kreslil obrazky.
Kdyz méame dvé mnoziny se stejnym poc¢tem prvkiu a za¢neme vytvaret réiznd zobra-
zeni, tak se prostota a surjektivita zdaji souviset. Prostotu pokazime svedenim dvou Sipek
do stejného cile, pak se nam ale nedostava Sipek, aby pokryly celou cilovou mnozinu. Na- | —
opak aby se na néjaky prvek v cilové mnoziné nedostalo, musime nutné dvé Sipky poslat
na jedno misto.

Fakt 9a.12.
Necht T: A — B je zobrazeni, predpokladejme, Ze A a B maji stejny koneény pocet prvku. Pak
je T prosté pravé tehdy, kdyz je T na.
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Dukaz: 1) =: Predpokladejme, Ze je T prosté. Pak je T bijekce na ran(T"), proto je podle faktu 9a.11 ran(T)
kone¢nd a |ran(7T')| = |A|. Zaroven je ran(7") podmnozinou B. Kdyby byla vlastni, tak by podle véty 9a.8
platilo |A| = |ran(T")| < |B|, ale my pfedpokladame |A| = | B|. Proto neni ran(7") vlastni podmnozina B, tedy
ran(7) = B a T je na.

2) <=: Ted predpokladejme, ze T je na. Dikaz, ze je i prosté, provedeme sporem. Piedpokladejme tedy dale,
ze existuji x # y € A takové, ze T(x) = T(y). Oznaéme C = A\ {y}, podle lemma 9a.7 je C koneénd
a |C| = |A| — 1. Uvazujme restrikci S = T'|o. Snadno si rozmyslime, Ze S je stale na, proto podle véty 9a.4
|B| < |C|, tedy |A| = |B| < |A| — 1 neboli 0 < —1, coz je spor.

O

Pokud jiz pfedem zname velikosti mnozin, uSetfi nam toto tvrzeni ptlku prace s dokazovanim, ze néjaké zobrazeni
je bijekce.

O kone¢nych mnozinich uz toho vime docela dost, ale ne kazd4d mnozina je konec¢na.

! Definice.

Mnozina A se nazve nekone¢na (infinite), jestlize neni konec¢na.

Nabizi se pro nekoneéné mnoziny zavést znaceni |A| = oo, které dokonce v mnoha smérech déva smysl, ale
obvykle se to nedéla. Vratime se k tomu v poznamce na konci této kapitoly.

Protoze byt nekoneénou mnozinou je negace konecnosti, o které uz ledacos vime, snadno ziskdme radu vlastnosti
nekonec¢nych mnozin.

!| Véta 9a.13.

(i) Jestlize je A nekoneénd mnozina, pak je také kazda jeji nadmnozina B nekone¢na.

(ii) Necht A, B jsou mnoziny. Je-li nékterd z nich nekone¢na, tak je také A U B nekonecna.
(iii) Necht A, B jsou mnoziny. Je-li nékterd z nich nekoneénd a druhd neprazdnd, tak je také
A x B nekoneéné.

Jako diikaz staci chytie poskladat obmény toho, co uz vime, viz cviceni 9a.11. Obdobné pomoci véty 9a.11
snadno dokazeme néasledujici, viz cviceni 9a.12:

!| Véta 9a.14.

Necht A, B jsou mnoziny a T: A — B zobrazeni.

(i) Pokud je T bijekce z A na B, pak je A je nekone¢né pravé tehdy, kdyz je B nekonecna.
(ii) Pokud je T prosté a A je nekonecna, tak je také B nekonec¢na.

(iii) Pokud je T' na a B je nekoneénd, tak je také A nekonecénd.

Pékné si poviddme o nekoneénych mnozinach, ale existuji vibec néjaké? Myslime si, Ze jich zname docela dost,
ale je potfeba to dokéazat podle definice. To neni snadné. Zatimco k dikazu konecnosti staci najit jednu vhodnou
bijekei, pro diikaz nekonecnosti je tfeba vyvratit moznost existence jakékoliv bijekce na mnozinu typu {1,... ,n},
coz je obvykle obtiznéjsi tkol. Rozhodné jako dikaz nestaci, Ze si takovou bijekci neumime predstavit (tfeba
zrovna nejsme ve formé). Nastésti se da ¢asto pouzit trik: Abychom dokazali, Ze nds objekt neni urcitého typu,
staci ukédzat, ze nespliiuje néjakou vlastnost, kterou objekty dotyéného typu mit musi.

Véta 9a.15.
Mnozina N je nekonecna.

Dukaz (pou¢ny): Dikaz povedeme sporem.

Uvazujme zobrazeni T: N — N definované vzorcem T'(k) = k+1. Viz obrédzek vpravo, N. 1 2 3 4
defini¢ni obor je znidzornén horni fadou bodd, cilovou mnozinu vidime dole. Toto N A O\""
zobrazeni je zjevné prosté: Pokud pro z,y € N mame T'(z) = T'(y), pak t + 1 =y + 1 lT \ \ \
neboli z = y. Neni ale na, protoze 1 ¢ ran(T). N: <13 <23 g Z

Kdyby byla mnozina N konec¢né, tak by existence takového zobrazeni byla ve sporu z faktem 9a.12. Proto N
kone¢na byt nemtze, je tedy nekonecna.

Il
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Trik s posunutim cilti bylo mozné provést jediné diky tomu, Ze mnoZina N ,nekon¢i“, takze at uz byla hodnota
néjakého k jakkoliv velka, vzdy jsme v N dokézali najit i £ + 1. Souvislost s nekonecnosti je zjevna a budeme ji
opakované vyuzivat.

Mame tedy potvrzeno, Ze existuji nekonecné mnoziny. Podle véty 9a.13 jsou nekonecné naptiklad vSechny nad-
mnoziny N véetné populadrnich mnozin Z, Q a R. Nekonec¢né jsou také vsechny mnoziny M, pro které se dokaze
najit prosté zobrazeni N — M. Intuitivné se to zda jasné: Pokud do mnoziny M dokazeme vnorit N neboli vytvorit
v M kopii N, viz poznamka 9a.6, tak by M méla byt alespon stejné ,velkd“. Vnofovani N je oblibeny zptisob
dokazovani nekonecnosti mnoziny, ktery jesté mnohokrate vyuzijeme v nésledujicich sekcich, kde se na nekonecné
mnoziny podivame blize.

Cviceni
Cviceni 9a.1 (rutinni): Nasledujici dvojice mnozin maji vzdy stejny pocet prvki, proto podle véty 9a.5 musi

mezi nimi existovat bijekce. Pro kazdou dvojici takovou bijekci vytvorte. Kde je to mozné, zkuste najit bijekci
danou vzorcem.

a) A={3,4,5,6}, B=16,7,8,9}; f) A=1{2,3,4,56}, B={58,11,14,17};

b) A={a,b,c}, B={B,7,0} g) A={1,2}, B={-1,1}

c) A=1{2,4,6,8,10}, B ={1,2,3,4,5}; h) A={1,2,3,4}, B={3,%, 3,1}

d) A={1,2,3,4,5}, B={1,4,9,16,25}; i) A=1{1,2,3,4,5}, B={1,2,3,4,7};

e) A=1{1,2,3,4,5}, B ={2,4,8,16,32}; j) A=1{1,2,3,8,10,12}, B = {1,2,3,4,5,6}.

Cviceni 9a.2 (rutinni, pouény): Mnozina A = {2,4, 6,8, 10} ma méné prvki nez mnozina B = {1,2,3,4,5,6,7, 8}.
Podle véty 9a.5 existuji prosté zobrazeni z A do B a zobrazeni z B na A. Vytvoite takova zobrazeni.

Cvi€eni 9a.3 (pou¢né, dobré, mozna humorné): Uvazujme neprazdné koneéné mnoziny A, B takové, ze |A| = | B].
Existuje néjakd podminka na mnoziny A, B, ktera by zarudila, Ze kdyZ ji ty mnoziny splni, tak uz automaticky
budou v8echna zobrazeni T: A — B bijekcemi?

Cviceni 9a.4: Necht A, B jsou koneéné neprazdné mnoziny a T zobrazeni A — B. Dokazte nasledujici tvrzeni,
viz véta 9a.4.

a) Jestlize je T na, tak |B| < |A|.

b) Jestlize je T bijekce, tak |B| = |A].

Cvicéeni 9a.5: Pro kazdou z nésledujicich podminek najdéte pfiklady mnozin A, B a zobrazeni T: A — B, které
ji spliiuji (staéi obrazek)

a) |B| > |A| a T neni prosté;

b) |B| < |A] a T neni na;

c) |B| = |A| a T neni bijekce.

Viz véta 9a.4.

Cviceni 9a.6 (poutné, dobré): Necht A je koneéna neprazdna mnozina v néjakém universu U. Dokazte pomoci
seznamu prvki dle faktu 9a.3 nasledujici tvrzeni:

a) Pro kazdé a € U\ A plati, ze AU {a} je kone¢nd a |[AU {a}| = |A| + 1.

b) Pro kazdé a € A plati, ze A\ {a} je konetnd a |[A\{a}| = |A| — 1.

c¢) Pro kazdé ¢ € U plati, ze {c} x A je kone¢nd a |{c} x A| = |A].

Viz lemma 9a.7.

Cviceni 9a.7 (poucné, dobré): Dokazte podle definice, tedy vytvofenim bijekce, ze pokud jsou kone¢né mnoziny
A, B disjunktni, pak |AU B| = |A| + |B]|.
Dokazte to také pomoci seznamu prvka dle faktu 9a.3.

Cviceni 9a.8 (pou¢né): Necht A, B jsou konecné a neprazdné, |A| =n a |B| = m.

a) Vymyslete bijekci T'z A x B na {1,... ,nm}, ¢imz dokazete (iii) véty 9a.8.

b) Vyjadiete A x B jako sjednoceni navzdjem disjunktnich mnozin, které jsou kopiemi mnoziny B, nafez pouZijte
vétu 9a.9 (i) k odvozeni vzorce pro |A x B).

Viz véta 9a.8. Napovéda: Lemma 9a.7, popfipadé dikaz (iii) véty 9a.8.

c¢) Dokazte vzorec pro A x B pomoci seznamu prvkiu dle faktu 9a.3.

Cviceni 9a.9 (poucné): Necht A, B jsou kone¢né mnoziny.

a) Dokazte, Ze pak je AN B konecné, a najdéte vzorec pro |[A N B].

b) Za pfedpokladu, ze B C A, dokazte, ze A\ B je kone¢na, a odvodte vzorec pro |A\ B].
c) Upravte vzorec z ¢asti (ii) tak, aby platil pro libovolné dvé koneéné mnoziny.
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Cviceni 9a.10 (rutinni): Dokazte, Ze pro kone¢né mnoziny A, B plati |[AN B| < |AU B|. Kdy je tam rovnost?

Cviceni 9a.11 (poucné): Necht A je nekonecna. Dokazte nasledujici tvrzeni:

a) Spliuje-li mnozina B inkluzi A C B, tak je nekonec¢na.

b) Pro libovolnou mnozinu B je AU B nekone¢na.

c¢) Neni-li B prazdnd, tak je A x B nekone¢na.

Néapovéda: Pouzijte jiz znamé poznatky, u (iii) zkuste vyrobit v A x B kopii mnoziny A.

Cviceni 9a.12 (poucné): Necht A, B jsou mnoziny a T: A — B zobrazeni. Dokazte nasledujici:
a) Pokud je T bijekce z A na B a A je nekonecnd, pak je B nekone¢na.

b) Pokud je T prosté a A je nekonec¢nd, tak je také B nekone¢na.

c) Pokud je T na a B je nekonecné, tak je také A nekonecné.

Viz véta 9a.14.

Reseni:

9a.1: a) T(k) = k+3.b) T(a) =7, T(b) = B8, T(c) = 6. ¢) T(k) = £.d) T(k) = k2. &) T(k) = 2*. f) T(k) = 3k—1.

k k<3;

o k o 1 . _ _ _ . _ ) — Y

g) T'(k) = (-1)".h) T(k) = 75-1) T(k) =k pron =1,2,3,4, T(5) = 7. j) T(k) = { k2, k>8.
9a.2: Zobrazeni T'(k) = & jde z A do B a je prosté: Pro z,y € A splitujici T'(z) = T'(y) dostavame £ = £ neboli

x=y.
K vytvofeni zobrazeni B — A, které je na, nebude stacit vzorec jeden, je tfeba pouzit definici po ¢astech. Jedna
moznost: T'(k) =2k pro k =1,...,5 a T(k) = 6 pro k > 5. Jind moznost: T'(k) = k pro k sudé a T'(k) = 10 pro
k liché. Dalsi jisté vymyslite sami.

9a.3: Ano: Pokud A = B = (), tak existuje jediné zobrazeni A — B, a to prazdné, coz je bijekce. Pokud jsou A, B
obé jednoprvkové, tak existuje jediné zobrazeni A — B a to je bijekce.

Jakmile mnozindm povolime vice prvki, tak uz bijekci nevynutime, vzidy bude mozné vyrobit zobrazeni jako
v Teseni cviceni 9a.5.

9a.4: Mame na,np € N a bijekce Sy z {1,... ,na} na Aa Sgz{l,... ,np}na B.

a) Zobrazeni S4 i Sgl jsou na, proto je podle faktu 8b.3 také Sgl oT oSy zobrazeniz {1,... ,na}tna{l,... ,ng}.
Podle lemma 9a.1 tedy nutné ng < n,.

b) Zobrazeni Sy i Sgl jsou bijekce, proto je podle faktu 8b.3 také SgloToSA bijekcez {1,... ,na}na{l,... ,ng}.
Podle lemma 9a.1 tedy nutné ng = na.

9a.5: Spole¢ny priklad: A ={1,2}, B = {a,b}, T(1) =T(2) = a.

9a.6: |A| =n > 1, proto A ={a,...,a,}.

a) Definujme a,,11 = a, pak AU {a} = {a1,... ,an,an+1} a diky a ¢ A jsou ay,... ,an, ap41 navzajem razné.
Podle faktu 9a.3 je AU {a} kone¢na a |[AU{a}| =n+1=]|A|+1.

b) n =1: A\{a} = () kone¢n4d mnozina a |})| =0 = |A4| — 1.

n > 2: a € A tedy existuje m aby a,, = a.

Kdyby m = n, tedy a = a,, tak A\{a} ={a1,... ,an_1}, dle faktu 9a.3 je A\{a} konetnd a |[A\{a}|=n—1=
|A| — 1.

o ar, kel n— 1\ {m); o
Kdyby m < n, tak precislujeme prvky: by = i . Jako v dikazu lemma 9a.1 se
Qs =m.

ukaze by # by pro k #1a A\{a} ={b1,... ,bp_1}.

c¢) Definujeme by, = (¢, ax). Jsou rizné a {c} x A= {b1,...,b,}.

9a.7: Existuji ¢isla m,n € N a bijekce Sx: {1,... ,n} — A a Sp: {1,... ,m} — B.

Definice T: {1, ... ,m+n} — AUB: T'(k) = Sa(k) prok € {1,... ,n} aT(k) = Sg(k—n) prok € {n+1,... ,n+m}.
Prosté: x # y. Pokud z,y < n, pak T'(z) = Sa(z) a T(y) = Sa(y) a z prostoty Sa je T'(z) # T(y). Pokud z,y > n,
pak T'(z) = Sp(z) a T'(y) = Sg(y) a z prostoty Sg je T'(x) # T(y).

Pokud x < nay >n, tak T'(x) = Sa(z) € AaT(y) = Sp(y) € B a z disjunktnosti A, B plati T'(x) # T(y),
obdobné proz >n ay < n.

Na: b € AUB. Pripad b € A: existuje k € {1,... ,n} aby Sa(k) = b, pak T'(k) = Sa(k) = b. P¥ipad b € B: existuje
ze{l,...,m} aby Sp(z) =b,pak k=az+ne{... , n+m}aT(k)=Sp(k—n)=95p(x)=0

2) Pokud je néktera z mnozin prazdna (&i obé), tvrzeni zjevné plati. Neprazdné mnoziny: Podle faktu 9a.3 mame
A=A{a1,...,an}a B ={b1,...,by}, kde jde vidy o navzdjem rizné prvky. Pak AUB = {a1,... ,an,b1,... ;b }.
Jde o n + m prvki, které jsou navzajem riazné: Vime jiz, Ze ax jsou navzajem rtzné a b; jsou navzajem rtzné.
Kdyby se stalo, ze a;, = b; pro néjaké k,l, tak ap € AN B, coZ je ve sporu s pfedpokladem A N B = (). Riiznost
potvrzena, podle faktu 9a.3 je |[AU B| =n+m = |A| + |B|.
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9a.8: Mame bijekce S4: {1,... ,n}— AaSp:{1,... ,m}— B. Také madme A = {ay,... ,ap}a B ={b1,... ,by}.
a) T(a,b) = (S, (a) —1)-n+ S5 (b). Nebo T(ay, b)) = (k—1)-n+1.

b) Pro k = 1,... ,n necht By = {(ax,b); b € B}. Pak je zobrazeni T} (b) = (ax,b) bijekce z B na By. Prostota:
x#y € B — (ak,z) # (ak,y) — Tr(z) # Tr(y). Na: Necht (ar,b) € By. Pak b € B a Ty (b) = (ax, b).

Takze | Bi| = |B|. By jsou navzajem disjunktni mnoziny, nebot pro k # [ se prvky z By, 1isi od prvki z B; na prvni
soufadnici. Protoze A x B = By U---U B, plati

Ax B = |Bi| + -+ |Bal = [B|+ -+ |B| =n- |B| = |4] - |B|.

c) Podle definice je A x B = {(ax,b;); k=1,... ,nAl=1,... ,m}. Téchto dvojic je n-m. Jde o navzajem ruzné
dvojice: Pokud mame (ay,b;) a (ay,b,), kde se indexy neshoduji, tak se lisi index u prvni nebo druhé soutradnice,
tedy ax # a, respektive b; # b,, kazdopadné dostavame (ay,b;) # (ay, by).

Podle faktu 9a.3 je tedy |A x B| koneéné a |A x B| = nm = |A| - |B].

9a.9: a) AN B je kone¢né coby podmnozina koneéné mnoziny A, vzorec se odvodi upravou vzorce pro AU B (viz
véta 9a.8) a zni |[AN B| = |A| + |B] — |[AU B|.

b) A\ B je podmnozinou koneéné mnoziny A, proto je koneéné. Také plati (A\ B) U B = A a ty dvé mnoziny
vlevo jsou disjunktni, proto pomoci vzorce pro U vyjde |A\ B| = |A| — |B|.

c) Obecny vzorec je |[A\ B| = |A| — |[AN B].

9a.10: Plati ANB C AUB, proto |ANB| < |AUB|. Aby platilo |[ANB| = |AUB|, muselo by platit ANB = AUB,
coz nastane pro A = B.

79a.11: a) Kdyby byla B nekone¢nd, tak by byla A kone¢na dle véty 9a.8 (i).

b) Plati A C AU B, pouzit pravé dokdzané tvrzeni a).

c¢) Diky B # () 1ze zvolit b € B a definovat A, = {(a,b); a € A}. Pak T: a + (a,b) je bijekce A na Ay, proto je Ay
nekonecné, a Ay, C A x B, pak pouzit a).

9a.12: Ve sporem pomoci véty 9a.11: a) Kdyby B nebyla nekone¢nd, tak je kone¢na a pak i A koneéna. Atd.

9b. Mohutnost mnozin (kardinalita)

V predchozi ¢asti jsme zavedli porovnavaci skalu 0, {1}, {1,2}, {1,2,3} atd. pro urcovéani velikosti kone¢nych
mnozin. Slo by vyrobit tplnou $kilu tim, Ze by se k témto mnozinadm jesté piidala mnozina N jako univerzalni
zastupce vSech nekoneénych mnozin?

Na to se nejprve musime rozhodnout, jak porovnavat velikosti nekoneé¢nych mnozin. Jako inspirace ndm poslouzi
véta 9a.5. Nezni to jako Spatny napad: Pokud u dvou nekoneénych mnozin dokézeme propojit po dvojicich jejich
prvky, tak by intuitivné vzato mély byt stejné velké. Protoze nés cekd velkolepa teorie, nebudeme uz mluvit
o obycejné velikosti mnozin, ale zavedeme specialni pojem.

! | Definice.

Uvazujme mnoziny A a B.

Rekneme, Ze maji stejnou mohutnost ¢ kardinalitu (cardinality), znaceno |A| = |B|, jestlize
existuje bijekce z A na B.

Rekneme, Ze mohutnost A je mensi nebo rovna mohutnosti B, znadeno |A| < |B], jestlize
existuje prosté zobrazeni z A do B. Pak také muzZeme Fict, Ze mohutnost B je vétsi nebo rovna

mohutnosti A.

M Poznamka: Mame ted terminologicky a také konceptudlni problém. V piedchozi kapitole jsme pouzivali obrazek
|A| = |B| k vyjadieni toho, Ze pocet prvkid mnoziny A znaceny symbolem |A| se rovna po¢tu prvkd mnoziny B
znaceny symbolem |B|, podobné pro |A| < |B|. Znacky |A| a |B| tam zastupovaly konkrétni ¢isla a znaky = ¢ <
byly bézné znamé (ne)rovnosti. Mohli jsme s nimi proto manipulovat navyklym zptsobem, naptiklad z |A| = | B
hned vyplyva |B| = |A| nebo |A| < |B|, nebo tfeba z nerovnosti |A| < |B| a |B| < |A| hned ziskame |A| = |B|.

Ted jsme ovSem pro obecné mnoziny zavedli |A| = |B| jako symbol, ktery fikd néco o existenci bijekce. Je to
jeden obrazek, ktery neni posklddan z mensich, protoze |A| pro obecné mnoziny nemé smysl (kolik prvkt mé
mnozina R?). Proto také nem4 smysl vnimat znacku = jako rovnost nééeho. To mé dva zavazné disledky.

Prvnim problémem je, Ze pro koneéné mnoziny jsou ted obrazky |A| = |B| a |A| < |B| definované dvakrat a bylo
by velice nemilé, kdyby se ty dva vyznamy neshodovaly. Nastésti tomu tak neni.

Uvazujme koneéné mnoziny A, B. Podle nové definice plati |A| = |B| pravé tehdy, pokud mezi nimi existuje
bijekce, coz je podle véty 9a.5 pravé tehdy, kdyz maji stejny pocet prvkia. Podobné podle nové definice plati
|A| < |B| pravé tehdy, pokud existuje prosté zobrazeni A — B, coz je podle dotycéné véty zase ekvivalentni
nerovnosti po¢tu prvku |A| < |B|.

Vidime tedy, Ze nedochazi ke sporu mezi dvéma vyznamy znaceni.
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Druhym problémem je, Ze zvolené znaceni pro nové pojmy je zavadéjici. Svadi k tomu, abychom s nimi pracovali
jako s béZnym rovnitkem a nerovnitkem, coZ tedy u konecnych mnozin lze, ale u obecného pojmu ne. Napriklad
z |A| = |B| neplyne v obecném piipadé automaticky |B| = |A|, protoZe to neni rovnost, ale specialni obrazek,
o kterém (zatim) nevime, zda v ném muZeme prohazovat strany. Stejné tak jsme mohli u koneénych mnozin
namisto |A| < |B| psat |B| > |A|, protoze jde o skutecné nerovnosti, zatimco nova definice to v obecném piipadé
neumoziuje, protoze obrazek .|B| > |A|“ nebyl viibec definovan. Z toho vyplyva, Ze pfi praci s témito pojmy
musime byt na pozoru, jestli jsou nase kroky odivodnéné nebo ne.

Pro zdiraznéni rozdilu mezi porovnavani poc¢tt prvki a porovnavani mohutnosti voli né€kteii autoti pro mohut-
nost jiné znaceni, oblibené je misto |A| < |B| psat A < B a misto |A| = |B| psat A ~ B, popiipadé A ~ B. Ale to
by se ndm zase pletlo se znacenim pro castecné usporadani, takze jsem zvolil znaceni, které se zda byt vétsinové.

A

Zacfneme potvrzenim, ze se znacenim podle nové definice je mozné z velké ¢asti pracovat stejné jako s rovnosti
a nerovnosti, diky ¢emuz obvykle nemusime fesit, s jakym vyznamem znaceni pracujeme.

!| Fakt 9b.1.

Necht A, B jsou mnoziny.

(i) [4] = |4] a || < |A]

(ii) |A| = | B| pravé tehdy, kdyz |B| = |A]|.
(iii) Jestlize |A| = |B|, pak |A| < |B|.

Dukaz (rutinni): (i): Zobrazeni identita i4: A — A je bijekce, tudiz |A| = |A|, a je i prosté, proto |A| < |A|.
(ii): Jestlize |A| = |B|, pak existuje bijekce T: A — B. Podle véty 8b.4 pak inverzni zobrazeni T~ d4va bijekci
z B na A, tedy |B| = |A|. Opacny smér plyne ze symetrie.
(iii): Viz cviceni 9b.1.
O
Pokud bychom vzali |A| = |B| a |A| < |B] jako relace na mnozinach, pak ndm fakt ¥iké, Ze relace |A| < |B] je
reflexivni a relace |A| = | B| je reflexivni a symetrickd. Pfidame také tranzitivitu a dalsi fetizkovani.

!l vita 9b.2.

Necht A, B, C jsou mnoziny.

(i) Jestlize |A| = |B| a |B| = |C], pak |A|] = |C|.

(ii) Jestlize |A| < |B| a |B| < |C|, pak |A| < |C].

(iii) Jestlize |A| < |B| a |B| = |C|, pak |A] < |C].
Jestlize |A| = |B| a |B| < |C|, pak |A| < |C|.

Takze relace |A| = | B| je ekvivalence. Jesté se k tomu vratime.

Dukaz (rutinni, pouény): (i): Z pfedpokladu |A| = |B| dostavame existenci bijekce T: A — B, z pfedpokladu
|B| = |C| zase bijekci S: B + C. Podle faktu 8b.3 je i slozené zobrazeni S o T: A +— C bijekce, proto podle
definice |A| = |C].
(ii): Dikaz je obdobny.
(iii): Protoze |B| = |C| implikuje |B| < |C| a |A| = |B| implikuje |A| < |B|, v obou piipadech mame
|A| < |B| < |C| a vysledek plyne z (ii).

U

Uvazujme mnoziny A, B. Ukazali jsme, zZe jestlize |A| = |B|, pak |A| < |B| a |B| < |A|. Pro béznou rovnost
a nerovnost plati i opa¢ny smér a bylo by pékné, kdybychom jej uméli potvrdit pro obecné porovnavani mohutnosti.

vvvvvv

z toho, Ze je to véta a navic pojmenovana po tfech lidech, ktefi se na ni museli dat dohromady.

! Véta 9b.3. (Cantor-Bernstein-Schroeder)

Necht A, B jsou mnoziny. Jestlize |A| < |B| a |B| < |A|, pak |A| = |B|.

V dikazu je tfeba ze dvou prostych zobrazeni A — B a B — A, které spolu nikterak nesouviseji, vyrobit bijekci.
Zvidavy (a odvazny) ¢tenaf miize zkusit prakticky jakoukoliv tlustsi knihu o teorii mnozin ¢i Internet. Kazdopadné
je to véta zajimavé nejen z hlediska teoretického, ale i z hlediska praktického. Umoziiuje totiz dokazat shodnou
mohutnost dvou mnozin vytvofenim dvou prostych zobrazeni, coz byva obvykle snazsi nez vytvaret bijekci. Budeme
to Casto pouzivat.
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S pojmy |A| = |B| a |A| < |B| ted umime efektivné pracovat a je nacase podivat se, co nam vlastné fikaji
o mnozinach. Nejprve potvrdime, Ze i obecnéjsi pojem mohutnosti neni v rozporu se zakladni intuici.

!'| Fakt 9b.4.
Jestlize je A mnozina a B C A, pak |B| < |A]|.

Dukaz (rutinni): Zobrazeni ig: B +— B lze povazovat také za zobrazeni ig: B — A. Tim, Ze se do cilové
mnoziny pfidaly prvky navic, jsme nemohli zménit prostotu ip (cviceni 8b.8), podle definice tedy |B| < |A].
U

Ve vété 9a.5 byl jesté jeden zpusob, jak pro neprazdné mnoziny ziskat nerovnost pro velikost mnozin, jmenovité
pomoci surjektivniho zobrazeni. I tento pfistup lze rozsifit na mohutnost.

!| vita 9b.5.
Necht A, B jsou neprazdné mnoziny.
|A| < |B| pravé tehdy, kdyz existuje zobrazeni T: B — A, které je na.

Dukaz (pou¢ny): Postupujeme jako u véty 9a.11.

1) = Jestlize |A| < |B|, pak existuje zobrazeni S: A — B, které je
prosté. Je to bijekce jako zobrazeni A — ran(S), proto mame zobrazeni
S—1 z ran(S) na A. Zvolme néjaké a € A a definujme zobrazeni T: B — A
takto:

S~ y), y € ran(9);
) = {
a, z € B\ran(5).
Pak je T opravdu definovano pro vSechna y € B a mé hodnoty v A. Zbyva
dokazat, ze je na. Pro x € A mame y = S(z) € ran(S), pak y € B a
T(y)=5S"'y) ==
2) <=: Uvazujme piipad, kdy existuje zobrazeni T' z B na A. Pro kazdé a € A
pak je mnozina M, = {b € B; T(b) = a} nepréazdna. Vyberme z kazdé M, jeden
prvek b,, mizeme pak definovat zobrazeni S z A do B pfedpisem S(a) = b,.
Tvrdime, Ze je prosté. Vezméme z,y € A takové, ze S(x) = S(y). Podle definice
S to znamend b, = b,, podle definice téchto prvki zase T'(b,) = x a T'(b,) = y.
ProtozZe b, = b, a T' je zobrazeni, nutné x = y.
Méme tedy prosté zobrazeni z A do B, a proto podle definice |A| < |B].

Jednim z dilezitych objekti je kartézsky souéin mnozin. Dobrou pfedstavou pro A x B je ¢tvercova sif bodt
(a,b), které jsou na vodorovné ose znaceny prvky mnoziny A a na svislé prvky mnoziny B. Pak neni obtizné
dokazat nasledujici tvrzeni.

!l vita 9b.6.
Necht A, B,C, D jsou mnoziny takové, ze |A| = |C| a |B| = |D|. Pak |A x B| = |C x D|

Dukaz: 7Z predpokladu vime, Ze existuje bijekce T'z A na C' a bijekce S z B na D.
Definujeme zobrazeni U: A x B — C x D ptedpisem U(a,b) = (T(a),S(b)) a
tvrdime, Ze je to bijekce.

Prostota: Necht (a,b), (u,v) € A x B spliuji U(a,b) = U(u,v). Dl OxD

Rovnost (T'(a),S(b)) = (T'(u),S(v)) znamend T'(a) = T(u) a S(b) = S(v). Pro- /
Ax B

[ A ]

[ ¢ ]

toze T a S jsou bijekce a tedy prosté, plati a = u a b = v neboli (a,b) = (u,v)
v A x B.
Na: Necht (c,d) € C x D. Protoze T je bijekce a tedy na, existuje a € A spliwjici |p
T'(a) = ¢, obdobné najdeme b € B takové, ze S(b) = d. Pak (a,b) € A x B a
U(a,b) = (T(a),5(b)) = (c,d).
Takze U je bijekce A x B na C x D.

T

g

Pojem mohutnosti pfirozené spolupracuje s pojmy konecnosti a nekonecnosti mnozin. V tvrzenich vét 9a.11
a 9a.14 staci prepsat predpoklady o zbrazenich do fec¢i mohutnosti a dostavame nasledujici.
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Ddsledek 9b.7.

Necht A, B jsou mnoziny.

(i) Predpoklddejme, ze |A| = |B|. Pak je A kone¢nd pravé tehdy, kdyz je B kone¢na.
Ekvivalentné, A je nekonec¢nd pravé tehdy, kdyz je B nekonecna.

(ii) Pfedpokladejme, ze |A| < |B|.

Jestlize je A nekonecnd, pak je také B nekoneén.

Jestlize je B konecna, pak je také A konecna.

Vztah |A| < |B| je ¢astecné usporadani. V uréitych situacich se ndm hodilo odvozené ostré usporadani. Rovnéz
u srovnavani podle mohutnosti se nékdy hodi |A| < |B| jako zkratka pro situaci, kdy |A| < |B|, ale neplati
|A| # |B|. Obvykle se nezavadi, ale mize a pak se chova dle o¢ekavani, viz cviceni 9b.2.

Také vime, ze vztah |A| = |B| je ekvivalence, takze se mnoziny rozdéli do t¥id ekvivalence podle své mohutnosti.
Méme tak napfiklad t¥idu vSech mnozin s 13 prvky, tfidu vSech mnozin s nula prvky (tam je jen jedna, prazdna
mnozina) a podobné. Jak je to s nekoneénymi mnozinami? Tato otézka si zaslouzi samostatné sekce.

Cviceni
Cviceni 9b.1 (pou¢né): Dokazte, ze jestlize mnoziny A, B spliuji |A| = |B|, tak |A| < |B| a |B| < |A|. Viz
fakt 9bx.4xxx.

Cviceni 9b.2 (poucné): Uvazujme nésledujici definici: Pro mnoziny A, B fekneme, ze |A| < |B|, jestlize |A| < |B],
ale neplati |A| = | B|. Dokazte nésledujici tvrzeni: Necht A, B, C' jsou mnoziny.

a) Jestlize |A| < |B|, pak neplati |B| < |A]. d) Jestlize |A| < |B| a |B| < |C|, pak |A| < |C].
b) Jestlize |A| < |B| a |B| < |C|, pak |A] < |C]. e) Jestlize |A| < |B| a |B| = |C|, pak |A] < |C].
c) Jestlize |A| < |B| a |B| < |C|, pak |A| < |C]. f) Jestlize |A| = |B| a |B| < |C|, pak |A| < |C].

Cviceni 9b.3 (dobré, pou¢né): Dokazte, Ze jestlize |A| = |B|, pak |P(A)| = |P(B)|.
Pfipomenme, Ze P(A) zna¢i mnozinu vSech podmnozin mnoziny A.

ReSeni:

9b.1: Jestlize |A| = |B|, pak existuje bijekce T: A — B. Tato bijekce je prosta, proto |A| < |B|. Prosta je i bijekce
T, tedy |B| < |A].

9b.2: a) Sporem: Z |A| < |B| mame |A| < |B|. Pokud by také platilo |B| < |A|, tak podle véty 9b.3 bychom méli
|A| = | B|, coz odporuje definici |A| < |B|.

b) Piedpoklad déava prosté zobrazeni T: A — B a S: B — C. Pak je S oT prosté A — C, a proto |A| < |C|.
Kdyby bylo |A| = |C|, pak by existovala bijekce U: A — C a tudiz by U o S~! bylo prosté zobrazeni B — A, tedy
platilo by |B| < |A], spor s |A| < |B] viz a). Proto |A| < |C].

c) Pfedpoklad dava prosta zobrazeni T: A — B a S: B +— C. Pak je SoT prosté A — C, a proto |A| < |C|. Kdyby
bylo |A| = |C|, pak by existovala bijekce U: A+ C a tudiz by T'o U~ bylo prosté C' — A, a tedy |C| < | B|, spor
s |B| < |C] dle a). Proto |[A| < |C].

d) Z |A| < |B| dostavame |A| < |B|, také |B| < |C], proto podle b) |A| < |C|.

e) Z |B| = |C| mame |B| < |C|, pak pouzit a). f) Z |A| = |B| mame |A| < |B|, pak pouzit b).

9b.3: Predpoklad dava bijekci T: A — B. Definujeme S: P(A) — P(B) jako S(M ) T[M] pro M C A neboli
M € P(A). S je prosté, protoze S(M) = S(N) — T[M] = T[N] — T_IT[M] ITIN] — M = N, zde se
pouzilo cvideni 8b.11. S je na, pro N € P(B) je N C B, definujeme M = T~}[N], pak S(M) =TT '[N]=N.

9c. Spocetné mnoziny

Mnoziny {1,...,n} pro nas byly etalonem koneénych mnozin. Vime také, ze mnozina N = {1,2,3,...} je
nekonecna, a jakoby navazuje na ty kone¢éné. Clovék by si tipnul, Ze néjaka dalsi mohutnost uz se mezi koneéné
mnoziny a N nevejde. Ukézeme, Ze je to pravda, mohutnost N je ta nejmensi nekone¢na mohutnost.

!| vita 9c.1.
Necht A je mnozina. Jestlize je nekoneénd, pak |[N| < |A]J.

Dukaz (pouény): Protoze prazdnd mnozina je konecénd, uréité A # (). Definujme nekoneénou posloupnost
ruznych prvka a, € A indukci:
(0) Protoze A # ), zvolme libovolné a; € A.
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(1) Necht n € N. Jsou definovany navzajem rtzné prvky ai,...,a, € A. Kdyby bylo A = {a1,... ,a,}, tak by
podle faktu 9a.3 byla A kone¢nd, coZ neni mozné. Proto je mnozina A\{ay,... ,a,} neprazdna a miuzeme z ni
zvolit néjaky prvek a,41.
Méme tedy navzajem rizné prvky a, € A pro n € N. Definujme zobrazeni T'(n) = a,, z N do A. Diky rtiznosti
téch a,, je prosté, podle definice mohutnosti tedy |N| < |A]|.
O

Intuitivné, jakmile mé néjakd mnozina mensi mohutnost nez N, tak uz musi byt konecna. Potvrdime to nize
ve vété 9¢.3. Ted se inspirujeme koneénymi mnozinami a zavedeme piirozend ¢isla jako etalon pro mnoziny této
mohutnosti, tedy ,nejmensi“ nekoneéné mnoziny.

! Definice.

Mnozina A se nazve spocetna (countable), jestlize mé stejnou mohutnost jako mnozina N.

7 definice dostavame nasledujici charakterizaci.

Fakt 9c.2.
Mnozina A je spocetna, pokud ji 1ze napsat jako A = {a,,; n € N}, kde a,, jsou navzdjem razné.

Dtikaz je podobny jako u faktu 9a.3.

Spocetné mnoziny tedy opravdu konceptualné navazuji na ty koneéné, v obou pfipadech lze jejich prvky vypsat
seznamem neboli ,spocitat (ukazujeme prstem: prvni, druhy, tfeti, viz ta skolka). V nékterych situacich mezi
konecnymi a spocetnymi mnozinami neni prilis rozdilu a pouzivaji se stejné nastroje. Nékteti autori proto definuji
pojmy jinak, nézev ,spocetnd“ u nich zahrnuje i mnoziny konecné.

My v této knize pouzivame definici spocetnosti, ktera je rozsirenéjsi. Pokud chceme fict, Ze mnozina A je
konecna nebo spocetna, tak fekneme, ze je ,nejvyse spocetna“. Takovy vyrok obvykle ukazuje na jakousi nerovnost,
v tomto pripadé€ nerovnost mezi mohutnostmi, a je to spravné. Shrneme si charakterizace pojma pomoci srovnani
mohutnosti s N.

Fakt 9c.3.

Necht A je mnozina.

(i) A je nekone¢na pravé tehdy, kdyz |N| < |A].

(ii) A je koneénd pravé tehdy, kdyz |A| < |N| a neplati |A| = |N|, tedy kdyz |A| < |N]|.
(iii) A je spocetna pravé tehdy, kdyz |A| = |N|.

(iv) A je nejvyse spocetnd pravé tehdy, kdyz |A| < |N]|.

Dukaz: (i): = je véta 9c.1.

<=: Protoze je N nekone¢nd, vztah |[N| < |A| implikuje nekone¢nost A dle disledku 9b.7.

(ii): Kdyz je A koneé¢na, tak |A| = [{1,... ,n}| pro n&jaké n € Ny. Protoze {1,... ,n} C N, plati |{1,... ,n}| <
IN|. Proto |A| < |NJ.

Alternativa: Pro néjaké n € Ny existuje bijekce T: {1, ... ,n} na A. Injekce i,,(k) = k je prosta {1,... ,n} — N.
Pak je i, o T~! prosté A — N, a tedy |A| < |N]|.

Nemuze platit |A| = |N|, to by existovala bijekce A na N a podle véty 9a.11 by byla N konecn4.

<=: Sporem: Kdyby A byla nekone¢na, tak by podle véty 9c.1 muselo platit |[N| < |AJ, spolu s pfedpokladem
|A| < |N]| by pak platilo |A| = |N|, coz je ve sporu s predpokladem |A| # |NJ.

(iii) je definice spocetnosti.

(iv): =: Pokud je A nejvyse spocetna, tak je bud koneénd, pak podle (ii) plati |A| < |NJ, nebo je spocetna,
pak plati |A| = |N|, a tedy také |A| < |N]|.

<=: Necht A spliuje |A| < |N|. Pokud plati rovnost, tak je A spocetnd, a tedy také nejvyse spocetna. Pokud
rovnost neplati, pak podle (ii) je A kone¢nd, a tedy zase nejvyse spocetna.

O

Nyni probereme znamé spocetné mnoziny a pii té prilezitosti se dozvime obecnéa fakta o spocetnych mnozinach.

!'| Fakt 9c.4.
Mnozina Ny = {0} UN je spocetna.

9c.4 338 9c.4



Diskrétni matematika 9c. Spocetné mnoziny pHabala 2026

Dukaz (pou¢ny): Uvazujme zobrazeni T'(n) =n+ 1 z Ny do N.
Pro n € Ny je n + 1 celé ¢islo spliujici n + 1 > 1, tedy T'(n) € N. To znameni, ze

Ne: 0 1 2 3
opravdu 7T jde do N. o o o 0\-‘. .
Prosté: Pro z,y € Ny spliwjici T'(z) = T(y) plati t + 1 =y + 1, odtud = = y. T \ \ \
o o o--..
N: 1 2 3

Na: Dano b € N. Pak n = b — 1 je celé ¢islo splnujicin > 1—1 =0, tedy n € Ny
aT(n)=(0b-1)+1=0b.
Nasli jsme bijekci z Ny na N, a proto |No| = |N|.
O

Tento priklad ukazuje nékolik zvlastnich véci. Zacneme tim, Ze mnozina N je vlastni podmnozinou mnoziny Ny
(vznikla odebranim prvku z Nj), a pfesto ma stejnou mohutnost! To se u koneénych mnozin stat nemuze, viz
veéta 9a.8.

Stretavaji se nam tady dvé intuice. Selsky rozum tika, ze kdyz z celku néco odebereme, tak se zmensi. Poucené;jsi
intuice tik4, ze kdyz umime dva celky propojit spojnicemi typu jeden na jednoho, tak jsou stejné velké. V rozporu
jsou, protoze ta ptvodni intuice je ziskand v bézném zivoté, kde se s nekoneény nesetkdvame, tudiz na né neni
zvykla.

V dikazu jsme kazdé c¢islo z Ny posunuli o jedno déle. U konecné mnoziny bychom se na jejim konci dostali
do problémt, ale u mnoziny nekoneéné Zadny konec neni, takZe je vzdy se kam posunout. Podobné mutzeme
posunout prvky N a ukdzat, Ze mnozina N\ {1} m4 stejnou mohutnost.

Protoze jsou prirozena cisla coby kopie v kazdé nekoneéné mnoziné, miizeme ten posunovy trik provést vzdycky
a z libovolné nekonecné mnoziny odebrat prvek, aniz bychom zménili jeji velikost. Ukazeme, Ze toto chovani je
pro nekoneéné mnoziny charakteristické (tedy daji se podle toho poznat).

Véta 9c.5.
Mnozina A je nekoneéné pravé tehdy, kdyz mé vlastni podmnozinu B spliujici |B| = |A|.

Dukaz (poucny): 1) <=: Pokud ma A vlastni podmnozinu spliujici |B| = |A|, pak podle Véty 9a.8 nemutze
byt konecna, tudiz je dle definice nekonec¢na.
2) = Pokud je A nekone¢nd, tak dle diikazu Faktu 9c.1 najdeme nekoneénou mnozinu {a,; n € N} rtznych
prvki z A. Necht B = A\ {a;}. Protoze a; € A, je B vlastni podmnozinou A. Uvazujme zobrazeni definované
jako T'(a) = a pro a € A\{a,; n € N} a T(a,) = an4+1 pro n € N. Snadno ukadzeme, ze T je bijekce z A na B,
proto |A| = |B|.

O

Neéktefi autofi dokonce touto podminkou nekonecné mnoziny definuji. Pak ale musi dokézat, ze mnozina nemize
byt zaroven konecna i nekonecna a také ze kazda mnozina spadé do jedné z téchto dvou kategorii. U nas to vyjde
hned z definice.

Dalsi charakterizace nekonecnosti vyuziva souvislost prostoty a surjektivity. Fakt 9a.12 iika, Ze pro konecnou
mnozinu A jsou zobrazeni A — A bud bijekce, nebo nejsou prosté ani na. Zobrazeni z T dikazu zase ukazuje, ze
kdyz je A nekonecnd, tak existuje zobrazeni A — A, které je prosté, ale neni na. Pomoci tohoto T' lze také vyrobit
zobrazeni A — A, které je na, ale neni prosté. Existence takovych zobrazeni je proto rozpoznavacim znakem
nekonec¢nych mnozin.

Asi neprekvapi, ze kdyz mizeme z nekoneéné mnoziny odebrat jeden prvek beze zmény mohutnosti, mizeme to
udélat i vicekrat. Mozna necekané je, ze je mozné odebrat i nekonec¢né mnoho prvki, aniz by se zménila mohutnost.

Piiklad 9c.a: Uvazujme mnozinu S = {2k; k € N} kladnych sudych ¢isel. Protoze jde o podmnozinu N, podle
faktu 9b.4 plati |[S| < |N|. Protoze je to mnozina nekone¢nd, tak zase musi platit |N| < |S|. Podle véty 9b.3 tak
|S| = INJ, tedy S je spocetna.

Stouru by mohlo napadnout, jak vime, Ze mnozina S je nekoneéni. Obvyklym argumentem je najit v takové
mnoziné kopii N neboli najit prosté zobrazeni T: N — S, viz véta 9a.14 (ii).

Nabizi se T'(n) = 2n. Tento predpis definuje zobrazeni N — S, které je prosté: Pro libovolné N. 1 2 3
N . . o o o--
x,y € N spliwjici T'(z) = T(y) plati 2z = 2y neboli x = y.
Je dokonce na: Kazdé m € S je ve tvaru m = 2n pro n € N, pak T'(n) = m. l l l
To znamend, ze T je bijekce, tedy piimo podle definice potvrzujeme, ze |N| = |S| neboli g <2> Z g .
S| = IN. '
A
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S Poznamka: NeZ se zamyslime nad dopadem tohoto pfikladu, v§imneme si dvou zékladnich metod, jak ukazat,
7e mnozina M je spocetna.

Pokud se nabidne bijekce mezi M a N, pak je mozno dokazovat spo¢etnost pifimo podle definice. Diky tranzitivité
relace |A| = |B| sta¢i najit bijekci mezi M a libovolnou mnozinou, o které uz vime, zZe je spocetnd, coz se nékdy
hodi.

V komplikovanégjsich ptipadech nebyva snadné najit zobrazeni, které je na. Pak se doporucuje dokazat |M| < |N|
a |N| < |M]|, tedy najit prostd zobrazeni M +— N a N +— M. I zde je misto N mozno pouzit vhodnou spocetnou
mnozinu. PTi trose $tésti ndm jednu z nerovnosti d& zdarma inkluze.

Oba piistupy budeme v této sekci opakované vyuzivat. Pozdé€ji jesté pozname tfeti mozny pristup, vSechny
ilustrujeme v pirikladé 9c.e a shrneme v algoritmu 9d.7.

A

Ukazali jsme, ze kdyz z pfirozenych cisel polovinu vyndadme, porad je zbyvajici mnozina stejné mohutna jako ta
puvodni. I na to si naSe intuice bude muset ve svété nekoneénych mnozin zvyknout.

Fakt 9c.4 nas inspiroval zamyslet se nad ubiranim, ale také nam fika, ze kdyz ke spocetné mnoziné N pridame
prvek, tak se jeji mohutnost nezméni (obecné viz cviceni 9c.1). I zde snadno nahlédneme, ze piidani je mozné
opakovat, a to dokonce nekone¢né mnoho krat, aniz bychom mnozinu zvétsili (mohutnost se zachova). Jeden ptipad
uz jsme vlastné vidéli. Pfirozend ¢isla se daji vyjadrit jako sjednoceni mnoziny kladnych sudych ¢isel .S a mnoziny
kladnych lichych ¢isel L. Bijekce T'(k) = 2k — 1 z N na L ukéze, ze i L je spocetna. Takze mame dvé spocetné
mnoziny S a L, jejichz sjednoceni N m4 zase stejnou mohutnost, ackoliv jsou disjunktni, tedy pfi sjednocovani se
nic neztrati. Intuitivné feceno, zdvojnasobeni mnoziny ji nezvétsilo. Nekoneéné mnoziny jsou zajimavé.

Priklad 9c.b: Rozklad N=SU L, kde S i L jsou spocetné, 1ze interpretovat také tak, Zze N obsahuje dvé kopie
sebe sama.

Tuto pfedstavu lze matematicky zachytit tfeba takto. Nejprve jednu kopii Nvno- 1 2 3 4 5 6
fime do N a pfitom ji ,rozprostieme” tak, aby ztstalo nekone¢né mnoho neobsaze- N N O\O;' )
nych mist. Snadno to zafidi tfeba zobrazeni T'(n) = 2n. Do téch nekoneéné mnoha \ \A\A
volnych mist pak muzeme zase vlozit kopii N zobrazenim 7'(n) = 2n — 1. Mizeme © © ©O "0 O “O---
tam ale vlozit i n€jakou jinou vhodnou mnozinu, naptiklad zaporna cisla. 12 3 4 5 6

Kdyz se postarame také o nulu, sméfujeme tim k zajimavému vysledku.

JAN

Fakt 9c.6.
MnozZina Z je spocetna.

Dukaz (pou¢ny): Pfiklad nas inspiruje k nasledujici definici.
Uvazujme zobrazeni Z — N dané 7. —4 -3 -2-1 0 1 2 3 4 5 6
-0 © o0 O Oo_ O0_0O0 O O---
2n, n €N;
T(n) =

2n|+1, n<O0.
Tvrdime, Ze je to bijekce. N: (1) (2) g Z (5) g

Prostota: Necht =,y € Z spliuji T'(z) = T(y). Pokud by > 0 a y < 0, tak by T'(x) bylo sudé a T(y) liché
a nemohly by se rovnat, tento pripad tedy nastat nemize. Podobné nemtize nastat pfipad x < 0 a y > 0. Zbyvaji
dva.

Jestlize x,y > 0, pak T(x) = T(y) znamend 2x = 2y neboli x = y.

Jestlize z,y < 0, pak T(x) = T(y) znamené 2|z| + 1 = 2|y| + 1 neboli |z| = |y|. Jenze vime, Ze obé ¢isla jsou
zdporna ¢i nula, tudiz |z| = |y| znamena —xr = —y neboli = = y. Ve vSech ptipadech tedy méme z = y.

Na: Vezméme m € N. Jestlize je liché, pak jej lze napsat jako 2n 4+ 1 pro jisté n € Ny. Pak —n € Z a dle
definice zobrazeni pro —n < 0 plati T'(—n) =2| —n|+1=2n+1=m.

Jestlize je m sudé, pak je n = 7 kladné celé ¢islo. Podle definice zobrazeni pak T'(n) = 3 = m.

Protoze je T bijekce Z na N, plati |Z] = |N|.

U

Poznamka: Ukézeme zajimavy alternativni dikaz.

Protoze N C Z, mame |N| < |Z|. Podle véty 9b.3 staci dokazat, ze |Z| < |N|, tedy najit néjaké prosté zobrazeni
ze Z do N. Tvrdime, ze T'(n) = 2/"1+73I71=" takové je.

Nejprve ukazeme, ze hodnoty T jsou piirozena é&isla. Protoze |n| +n € Ng, je 2/"17" € N. Vime také, ze |n| —n
je celé &islo, z nerovnosti n < |n| pak mame |n| —n > 0 a zase 3/"1=" € N,
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Déle si v§imneme, %e pro n > 0 je |n| = n, proto T'(n) = 22", zatimco pron < 0 je |n| = —n, a tedy T'(n) = 372"
Protoze ¢isla s riznymi prvociselnymi rozklady nemohou byt stejné (viz véta 13.4), tak hned vidime, ze pro m # n
také plati T'(n) # T'(m), a proto je T prosté.

Tato alternativa mozna neni tak pékné vidét z obrazku jako prvni dikaz a da vic prace dokazat prostotu, ale
zase je to zobrazeni dané jedinym vzoreckem, coz nékdy muiize byt vyhoda. Jesté se ndm to bude hodit.

A

Piiklady N = SUL ¢i Z = NU(—Np), kde jsou vSechny zGc¢astnéné mnoziny spoéetné, naznacuji obecny vysledek.

Véta 9c.7.
JestliZze jsou mnozZiny A, B spocetné, pak je spocetnd také mnozZina A U B.

Dukaz (pouény): Protoze A C AU B, plati |[N| = |A| < |A U BJ. Opa¢nou nerovnost zaru¢i prosté zobrazeni
AUB — N. Mdme AUB = AU (B\ A), pficemz A a B\ A jsou disjunktni. Definujeme 7" zv1ast pro kazdou
Cast.

A je spocletnd, proto existuje bijekce S4 z A na N. Pro a € A definujeme
T(a) = 2S4(a), tedy prvky a jsou namapovany na suda ¢isla.

B\ A je podmnozina spoc¢etné mnoziny B, tedy |B\ A| < |N|, a proto existuje
prosté zobrazeni Sp z B\ A do N (mize byt prazdné). Pro b € B\ A definujme
T(b) = 2Sp(b) — 1 (mapujeme B\ A na licha ¢isla).

Zobrazeni T je tak definovéano z mnoziny AU (B\A) = AU B do N. Je prosté:
Déano z,y € AU B, T(z) = T(y). Pak musi mit 7'(x) a T'(y) stejnou paritu, coz
podle definice T' znamena, ze bud x,y € A nebo x,y € B\ A.

Pokud z,y € A, pak T'(z) = T(y) znamend Sa(z) = Sa(y) a diky prostoté S
tedy z = y. Pokud z,y € B\ A, tak pomoci Sp dostaneme obdobné z = y.

Protoze je T prosté zobrazeni AU B — N, plati |AU B| < |N]|.

Spojenim nerovnosti mame |A U B| = |N|, a tedy AU B je spoCetna.

Vidime, ze spojovanim spocetnych mnozin nic vétsiho neziskdme. Pozdéji uvidime, ze tato vlastnost plati pro
vSechny nekonecné mnoziny. To je dalsi rozdil oproti koneénym mnozindm, kde vime, Zze pokud sjednotime dvé
disjunktni neprazdné koneéné mnoziny, tak je vysledna mnozina vétsi.

S tim, jak to chodi u nekoneénych mnozin, nds muze smitit zndma pohadka o Hilbertové hotelu.

Priklad 9c.c:

Hilbertuv hotel je specialni hotel, ktery mé spocetné mnoho jednolizkovych pokoju ¢islovanych pomoci n € N.
Pted chvili jsme ukézali, ze i kdyz je plny, jesté tam dokazeme vytvofit pokoj pro jednoho ¢loveéka navic. VSechny
najemniky posleme o pokoj dél (vazeny zdkazniku, prosim prestéhujte se okamzité do pokoje s ¢islem o jedno
vétsim) a prvni pokoj je nahle prazdny.

Zde se nabizi zajimavé odivodnéni, pro¢ se pridanim c¢lovéka celkovy pocet lidi nezménil: Je jich vzdy presné
tolik, kolik je pokoji v hotelu.

Stejné snadno se vyporadame se situaci, kdy mame plny hotel a prijede par na svatebni cesté, fotbalové druzstvo
nebo treba vsichni tcastnici svétového sletu pfiznived Star Treku.

Hilberttv hotel zvlddne vic. Predstavme si, ze konkurence také jeden postavila, mé plno a nahle musi zaviit
(kontrola nasla §vaby). Vyhrne se z néj nekoneéné mnoho (ale spocetné) hostti. Co udélame? Nechame se inspirovat
postupem pouzitym v ditkazu o Z. Nejprve posleme zpravu vSem svym hosttim, aby se laskavé z pokoje n pfesunuli
do pokoje 2n. Zoufalym zakaznikim konkurence pak rekneme, Ze pokud méli puvodné pokoj m, u nas najdou
jisté volny pokoj 2m — 1.

Kdyby bylo v okoli N Hilbertovych hotelti a u vSech nasli §vaby (to zac¢ind byt drobet podeztelé), tak nejprve své
hosty pfemistime podle schématu n — (N + 1)n. Kdyz si nakreslite obrazek, uvidite, ze v nasem hotelu ted bude
vzdy N pokojl volnych, pak jeden obsazeny, pak zase N volnych a jeden obsazeny atd. Lidi z prvniho zavieného
hotelu pak poslete na prvni pokoj v kazdém volném bloku, lidi z druhého hotelu na druhy pokoj v kazdém volném
bloku atd. Matematicky, hosta z pokoje m v hotelu k£ posleme na misto (N + 1)(m — 1) + k. Tohle opravdu vola
po tom, abyste si nakreslili obrazek pro néjaké rozumné N (ja jsem si kreslil pfipad N = 3).

A

Posledni vysledek z Hilbertova hotelu presvéd¢iveé ukazuje, ze sjednocenim koneéného poctu kopii N zase ziskame
mnozinu velikosti N. To zase neni takové prekvapeni, pravidla pro dva objekty obvykle zobeciiujeme na vice. D4
se ovSem zajit jesté dale.
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Priklad 9c.d: Vratme se k Hilbertové hotelu. Pfedstavme si, Ze se v okoli postavi nekoneé¢né mnoho Hilbertovych
hotelt1, ale abychom to neptehnali, necht je jich spocetné, tedy daji se ocislovat k = 1,2,.... VSechny jsou plné,
i my mame plno, ale najednou hygienické inspekce vSechny hotely kromé naseho zavie (to uz opravdu nevypada
jako ndhoda, podnikat se prosté musi umét). Najednou se u nds objevi vsichni jejich zdkaznici (nekoneéné krat
nekonec¢né mnoho) a chtéji se ubytovat. Da se to zvladnout?

Ano. Kliéem je néasledujici rozprostieni ptavodnich hosti. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Prvni volny prostor nabizi jedno misto, druhy dvé mista, tieti & 9~ °—2 © ° o o ©O--
t¥i mista, ¢tvrty nabizi ¢tyfi mista a tak dale. Neni tézké spocitat, \ \\
Ze spravny vzorec pro uvodni presun nasich vlastnich hostije o o o o *o0o o o o0 o0...
n— gn® + 3n. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pak zavolame zdkazniky z prvniho vyprazdnéného hotelu a dame do kazdé skupiny prazdnych mist jednoho
z nich. Prvni prazdné skupina se tim zaplni, ale po¢inaje druhou ndm zbyde nekone¢né mnoho prazdnych skupin,
jejichz velikosti jdou 1,2,3 atd. Do kazdé z nich dame jednoho zakaznika z druhého vyprazdnéného hotelu, ptivodné
druhd volné skupina je ted uz také plné, ale zase jich zbyva nekoneéné mnoho a maji kapacitu postupné 1,2,3, ...
atd. Je vcelku jasné, ze tento postup se nikde nezarazi, dokdzeme tak dojit k libovolnému vyprazdnénému hotelu
a jeho hosty ubytovat u nas.

Mizete si odvodit vzorecek, kam poslat hosta z hotelu k, ktery tam bydlel na pokoji m.

Prosté Hilbertuv hotel je tfida. AZ se nékdy doslechnete, Ze nékde na Arabském poloostrové stavi opravdu ale
opravdu vysoky hotel, vzpomente si na tento piiklad.

A

Vidime tedy, ze kdyz sjednotime dokonce nekoneéné (spocetné) mnoho spocetnych mnozin, tak zase nic vétsiho
neziskame. Potvrdime to obecné, ale nejprve si vSimneme jiné podstatné véci, kterou jsme v prikladu udélali.
Vlastné jsme tam vytvorili zobrazeni, které zobrazi ¢islo hostova hotelu a jeho ptivodni ¢islo pokoje do naseho
hotelu. Matematicky fec¢eno tedy ptidélujeme pokoje dvojicim (k,m), kde k, m € N. Pf¥idéleni vyplnilo nas hotel
(je na) a nikdy nedalo dva lidi na stejny pokoj (je prosté). Vlastné jsme tedy dokazali udélat bijekci z N x N na N.
My jsme ji ovsem jen naznacili. Dal by se odvodit explicitni vzorec, ale jsou i jiné moznosti, jak se dostat k tomu,
ze N x N je spoCetnd mnozina.

Zacneme tim, Ze o tom zkusime presvéd¢it nasi intuici. N X N se dé interpretovat jako dvojrozmérna sit bodi,
ktera se tdhne do nekone¢na ve dvou smérech, doprava a nahoru (obrézek vlevo). UkdZeme, Ze méa stejné bodu
jako pfirozenych ¢isel, ocislovanim bodt. Postup ukazuje obrazek napravo.

N
4 o o o o 4 o o o o
(1,3) (2,3)
3 o] o] o) o) 3 fo)
2 o o o o 2 o)
(1,1) (3,1)
14 o o o o ... 1 Oo—>!
T T T T N T T T T N
1 2 3 4 - 1 2 3 4 -

Timto zpusobem vybirdme hodnoty pro zobrazeni T: N — N x N: T'(1) = (1,1), T'(2) = (2,1), T(3) = (1,2),
T(4) = (1,3), T(5) = (2,2) atd. Zda se jasné, Ze se hodnoty neopakuji, takze T je prosté, a z obrazku se zda, ze
dfive ¢i pozdéji ta cesticka dojde na libovolné misto v siti, takze 1" by meélo byt i na. Zdani neni diukaz, ale snad
uz je uvéritelné, ze body této dvourozmeérné sité je mozné prerovnat na spocetnou snirku.

Nyni udélame korektni diikaz a pridame dva zajimavé disledky.

! | Fakt 9c.8.

(i) Mnozina N x N je spocetna.

(ii) Mnozina Z x Z je spocetna.

(iii) Mnozina raciondlnich ¢isel Q je spocetna.

Dukaz: (i): Prosté zobrazeni T'(n) = (n,1) vnofuje N do N x N, v diagramu vyse vidime ran(7") jako prvni
fadek. Proto |N| < |N x NJ.
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Pro opa¢nou nerovnost [N x N| < |N| definujeme zobrazeni vzorcem T'(m,n) = 2™3". Evidentné pro m,n € N
plati T'(m,n) € N, takze T jde N x N — N. Zbyva ukézat, Ze je prosté. Necht tedy (m,n), (u,v) € N x N spliiuji
T(m,n) = T(u,v). To znamend, ze 23" = 2“3". Jenze cela ¢isla se daji zapsat pomoci prvoéisel jen jedinym
zpusobem, takze musi jit o stejné vyrazy, tedy m = u a n = v ¢ili (m,n) = (u,v).
(ii): Vime, ze |Z| = |N|, viz fakt 9c.6. Podle véty 9b.6 pak |Z x Z| = |[N x N|. V ¢asti (i) jsme dokazali, ze
IN x N| = |N|, diky tranzitivité tedy |Z x Z| = |N]|.
(iii): Protoze N C Q, plati |[N| < |Q|. Potfebujeme jesté opa¢nou nerovnost.

Uvazujme zobrazeni T: Z x N — Q dané vzorcem T'(p,q) = % Protoze 1ze kazdé racionalni ¢islo zapsat

jako zlomek £ s p € Z a ¢ € N, je toto zobrazeni zjevné na, proto dle véty 9b.5 |Q| < |Z x N|. Mame také

Z x N C Z x Z neboli |Z x N| < |Z x Z| = |N|, dle tranzitivity proto |Q| < |N].
U

Plati obecné, Ze kartézsky soucin dvou spocetnych mnozin je spocetny. MuzZzeme ale ukazat vic. Pro dané mnoziny
Aq, ..., A, mizeme uvazovat jejich kartézsky soucin A; x- - - x A,, jako mnozinu vsech usporadanych n-tic (vektora
s n slozkami), kde se prvni slozka se bere z Ay, druhé z A, atd. a posledni se bere z A,,.

Rozsifime také sjednoceni na dokonce nekonecné (ale spocetné) mnozin.

Véta 9c.9.

o0

(i) Jestlize jsou Ay pro k € N nejvyse spocetné mnoziny, pak je také |J Ay nejvySe spocetna.
k=1
o0

a) Jestlize je navic alespon jedna z mnozin Ay spocetnd, pak je také |J Ay spocetna.
k=1

o

b) Jestlize jsou navic Ay neprazdné a po dvou disjunktni, pak je také |J Ay spocetné.
k=1

(ii) Jestlize jsou Ay, Aa, ..., A,, kde n € N, nejvyse spocetné mnoziny,

pak je také A; x Ay X --- X A,, nejvyse spocetna.

Jestlize je navic alespon jedna z mnozin A spocetnd a vSechny jsou neprazdné,

pak je Ay X As x --- x A,, spoCetna.

S Rozbor: Pro (i) potfebujeme ukézat, ze | J A se dd vnorit do N. Diky faktu 9c.8 ovSem staéi to sjednoceni vlozit

do mnoziny N x N.
Tuto mnozinu si mizeme pfedstavit jako sjednoceni jednotlivych NJk]

Jradka“ By = {(i,k); ¢ € N} v onom ¢tvercovém diagramu. Kazdy : T,
iadek je spoc¢etnad mnozina, tudiz lze do né&j poslat Aj,. 44 [0 o0 o o |By<—— 4
.My ovSem chceme poslat |J Ay, tedy. o kazdém prvkg a tohoto 3 I 5 o o o I Bs 13 As
sjednoceni chceme rozhodnout, kam pijde. Pokud by néjaké a bylo
ve vice Ay, zaroven, museli bychom to fesit. Témto technickym kom- 24 [0 o o o-...|B; L2 A
plikacim se vyhneme pozadavkem, aby Ay byly po dvou disjunktni, T
coz znamena, ze pro i # j plati A;NA; = (. To je podminka vyrazné 11 [0 o o.--|Bi<«—— A4
silngjsi nez (| Ax = 0, ktera by pordd umoziovala, aby néjaké a ,
I o

bylo ve vice A (jen ne vSech).

V diikazu o kartézském soucinu se inspirujeme zobrazenim T'(k,l) = 2'3!, které dokazalo vnofit N x N do N.

Tento nédpad snadno rozsfiime na trojice (zobrazujeme na 283!5™), étvefice atd.

Dukaz (pou¢ny): (i): 1) Nejprve uvazujme piipad, kdy vSechny Ay jsou po dvou disjunktni.

Pro kazdé k € N je Ay nejvyse spocetnd, tedy existuje prosté zobrazeni Ty: Ay — N (fakt 9c.3). Zobrazeni T

U Ar — N x N vytvofime takto: Pro a € | A; najdeme k takové, ze a € Ay. Pak definujeme T'(a) = (Tk(a), k).
Diky podmince na disjunktnost je Ay pro kazdé a urceno jednoznacné a definice je tedy také jednoznacna.
Ukéazeme, ze T je prosté. Dany =,y € |J Ak, pfedpokladejme, ze T'(z) = T'(y). Mame T'(x) = (Tx(x), k) pro k
takové, ze k € Ay, obdobné T'(y) = (T;(y),1). Z rovnosti T'(x) = T(y) pak mame (Ty(z), k) = (T;(y),1). Odtud
k =1a Ty(x) = Ti(y). Prvni podminka k4, ze x,y € Ay a pouzivame stejné T, druhd podminka tedy zni
Tk (xz) = Tk (y) a diky prostoté T} pak = = y.
Nasli jsme potiebné prosté zobrazeni, tedy ||J An| < |N x N| = |N|. Sjednoceni je nejvyse spocetné.
2) Nyni uvazujme obecny piipad a definujme mnoziny B,, takto: By = A;, Bs = A3\ Ay, B3 = A3\ (41 U Ay),
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obecné
k—1
By = Ap\ | 4.
i=1
Pro kazdé k zjevné B, C Ay, jde tedy o mnoziny nejvyse spocetné.
Zvolme k € N a uvazujeme b € Bj. Podle definice této mnoziny b ¢ A; pro i < k, a tedy také b ¢ B; proi < k.
Diky b € Ay a tomu, Ze Ay odebirdme v definici B; pro i > k, mame také b ¢ B; pro i > k.
Tyto By jsou tedy po dvou disjunktni a podle 1) je | J B, nejvyse spocetna. Zbyva dokazat, ze | J By = |J A.
Diky By C Ay mame |J By C |J Ak. Vezméme a € |J Aj. Pak musi existovat k takové, ze a € Aj. Zvolme k,
které je mezi indexy s touto vlastnosti nejmensi. Pak a ¢ A; pro i < k, a tedy a € By C | By.
a) Pokud je néktera z Ay spocetna, tak diky Ay C |J Ax dostavame |N| = |Ax| < | Ax| < |N|, tedy sjednoceni
je spocetné.
b) Pokud jsou vSechny mnoziny Aj neprézdné a navzajem disjunktni, tak pro kazdé k € N najdeme a; € Ayg.
Diky disjunktnosti mnozin jsou vSechny aj navzdjem ruzné, zobrazeni T'(k) = aj je tedy prosté a vede z N
do J Ag. Proto |N| < ||J Akl, tedy zkoumané sjednoceni je spocetné.

(ii): Uvazujme nejvySe spoCetné mnoziny Aj,...,A,. Pro kazdou z nich pak existuje prosté zobrazeni Tj:
A — N. Vytvorime zobrazeni z A; x --- x A,, do N takto:
Zvolme ruzna prvocisla py,...,p,. Pro vSechna (aq,...,a,) € A1 x --- x A, definujeme T'(aq,...,a,) =
Tl(al) Tn(an) T ’ v . ’ ’
j 2 ©Dn . Tvrdime, Ze je to prosté zobrazeni.
Piedpokladejme, ze pro z = (z1,...,%4),y = (Y1,--. ,Yn) € A1 X --- x A, plati T'(xz) = T(y). Pak plati
p{l(zl) cpin(En) = p{l(yl) - pir®) 4 jednoznaénost prvoéiselného rozkladu dévé Ty (1) =Ti(v1) az Ty (zy,) =

T, (yn). Protoze jsou tato zobrazeni prosta, dostdvime x; = y; aZ x,, = y, neboli x = y.

Necht je napriiklad A; spocetnd a ostatni A neprazdné. Pak pro k > 2 lze zvolit ap € A, a definovat
zobrazeni T'(a) = (a,as,... ,ay) jdouci z A do Ay x --- x A,. UkdZeme, Ze je prosté: Pokud T'(x) = T(y), pak
(x,a2,...,a,) = (y,a9,...,ay), a tedy z =y.

Proto |[N| < |47 x --- x A,[, ovSem ten soucin je nejvyse spocetny, a tedy musi byt spocetny.

O

Tato véta je dalsim z oblibenych nastrojti, jak poznavat spocetné mnoziny. V néasledujicim piikladé shrneme
obvyklé pristupy.

Piiklad 9c.e: 1. Uvazujme mnozinu M = {n € Z; 3|n} neboli mnozinu vSech nasobku t¥i.

Vime, ze se da vyjadrit predpisem M = {3k; k € Z}, coz indikuje bijekci. Uvazujme zobrazeni T'(k) = 3k pro
k € Z. Hodnoty jsou nasobky t¥i, tedy T": Z + M. Toto zobrazeni je prosté: Pro x,y € Z spliujici T'(z) = T(y)
mame 3z = 3y, a tedy x = y.

Je také na: Kazdé m € M je dle definice této mnoziny délitelné tfemi, tedy existuje k € Z splnujici m = 3k =
T'(k). Nasli jsme bijekci Z na M, a proto |N| = |Z| = M, diky tranzitivité je tedy M spocetna.

Pouceni: Piistup pres bijekci je vhodny, pokud umime danou mnozinu zakdédovat pomoci jiné, spocetné mnoziny.

Alternativni dikaz: Protoze je M podmnozina spocetné mnoziny Z, musi byt sama nejvySe spocetnd, tedy
M| < 1] = N|.

Protoze neni kone¢né, musi platit |N| < |M]|, spojenim nerovnosti dostavame |M| = |N| a M je spocetna.

Pokud by byl tfeba dikaz nekoneénosti M neboli nerovnosti |N| < |M|, poskytné jej libovolné prosté zobrazeni
T: N+ M. Nabizi se T'(n) = 3n, ale lze vzit tfeba T'(n) = 6n nebo T(n) = 3" a mnoho dalsich, staé¢i si hlidat,
aby hodnoty byly délitelné tFemi (a prostotu).

Pouceni: Nekdy bijekci dle prvniho postupu nevidime, obvykle je problematicka surjektivita. V takovém pripadé
se nabizi pfistup pfes dvé nerovnosti a vétu 9b.3. Pak staci najit dvé prostd zobrazeni, coz byva obvykle vyrazné
snazs$i. Mnohdy je jedno z nich zjevné (nebo jej lze nahradit tim, Ze zkoumand mnozina je podmnozinou znamé
spoCetné mnoziny), praci da najit prosté zobrazeni, které vede z jakoby vétsi mnoziny do mensi.

Alternativni dikaz: MtZeme psat M = U {—3k,3k}. Mnoziny {—3k, 3k} pro k € Ny jsou konec¢né, tedy nejvyse

spocetné. Podle véty 9c¢.9 je jejich SJednocem M také nejvyse spocetné. Protoze jsou po dvou disjunktni, neprazdné
a je jich spocetné mnoho, musi byt M spocetné.

Pouceni: Tento piistup pozivame v pripadech, kdy je obtizné uchopit celou danou mnozinu najednou, ale umime
ji rozlozit na Casti, které jiz jsou snaze zpracovatelné. Tento priklad takovy nebyl, ale jako ukéazka usel.
2. Nyni uvazujme mnozinu M = {n € N; 2 | n V 3 | n}, tedy mnozinu ¢isel délitelnych dvéma nebo tfemi.
Mame M = {2,3,4,6,8,9,10,12,14,15,16,18,20,21,22, ... } a neni jasné, jak ji popsat vzorcem. To znamena, ze
pfipadnou bijekci N — M bychom hledali velmi tézko, tento postup tedy neni vhodny.

9c.9, 9c.e 344 9c.9, 9c.e



Diskrétni matematika 9c. Spocetné mnoziny pHabala 2026

Zato ale hned vidime, ze M je podmnozina Z, je tedy nejvyse spo¢etnd neboli [M| < |NJ.

Pro opac¢nou nerovnost potiebujeme prosté zobrazeni z N do M. Protoze nevyzadujeme surjektivitu, snadno
takové najdeme, staci se hodnotami trefit do ¢isel délitelnych dvéma ¢i tfemi. Nabizi se tieba T'(n) = 2n, T'(n) = 3n,
T(n) = 12n, T(n) = 2", T(n) = 3", T(n) = n? + n (viz piiklad 7a.c) atd. Proto také |N| < |M| a mnozina M je
spocetna.

Alternativa: M = My U M3, kde My = {2k; k € N} a M3 = {3k; k € N}. Obé jsou spocetné (coz snadno
dokazeme bijekci jako u pfedchozi mnoziny) a jejich sjednoceni je proto spocetné.

A

Tyto postupy jsou soucasti algoritmu 9d.7.

Priklad 9c.f: 1. Uvazujme mnozinu Ms3[Z] vSech matic rozméru 2 x 3 nad celymi ¢isly. Tvrdime, Ze je spocetna.
Matice je vlastné specifické schéma pro uschovani Sesti Cisel. Takova ¢isla lze ovSem uschovat i jinak, naptiklad

21 Q22 az23

Hodnotami tohoto zobrazeni jsou Sestirozmérné vektory s celo¢iselnymi soufadnicemi neboli prvky Z°. Mame tedy
zobrazeni Moy 3[7Z] + 7Z5. Protoze shoda matic i shoda vektorti funguje pres shodu vSech prvki, snadno dokazeme,
ze jde o zobrazeni prosté:

Méjme matice A = (a;;),B = (b;;) spliujici T(A) = T(B). To znamend, ze (ai1,ai12,a13,a21,a22,a23) =
(b11,b12, b13, ba1, baa, baz), proto a;; = b;; proi=1,2 a j =1,2,3. Takze A = B a prostota je dokdzana.
21 22 23> € Mays|Z] splituje T(A) = b.
4 05 Ue

Méme tedy bijekci, a proto ma Mayx3[Z] stejnou mohutnost jako Z8, coz je oviem podle véty 9c.9 spodetna
mnozina.

. e 1 a a a . , . "
jako vektor. To nabizi bijekci T : ( 1 f1z2 s > < (a11, a12,a13, as1, asz, azs) neboli ,sefazeni matice do rady“.

T je také zjevné na: Je-li dan vektor b= (b1,... ,bg) € Z°, pak A = (

2. Nyni uvazujme mnozinu M = {A € Ms,3[Z]; rank(A) < 2} neboli matice 3 x 3, jejichz hodnost neni tfi. Jsou
to tedy matice singularni a ty neumime rozumné generovat vzorcem, coz naznacuje, ze cesta bijekce je nevhodna.
Zkusime proto pristup pres dvé nerovnosti.

Za¢neme pozorovanim, ze podobné jako My 3[Z] je i Msy3|Z] spocetna (namapujeme ji na Z%) a nase M je jeji

podmnozina, tudiz je nejvyse spocetna: |[M| < |Z°| = |N|. Opac¢nou nerovnost |N| < |M| potvrdi libovolné prosté
zobrazeni N — M, naptiklad
n 0 0 n 0 0 n n?+7 13
Tn)={0 0 0], Tn)={n 0 0], T(n)=1|0 0 23 |, atd.
0 0 0 n 0 0 0 0 0
A

Priklad 9c.g: Necht n € Np.
1. Uvazujme mnozinu P, vSech polynomu s celo¢iselnymi koeficienty stupné nejvyse n. Lze ji vyjadrit jako
Pn ={an2" + -+ a1z + ao; a; € Z}.

Kazdy polynom je jednoznac¢né urcen svymi koeficienty, které si mtizeme schovat jako vektory. Jde tedy o kédovani
neboli inspirace pro bijekci. Definujeme
T(anx™ + -+ a1z + ag) = (ag, a1, ... ,a,).

Vsimneme si, Ze tyto vektory maji n + 1 soutfadnic, takze T je zobrazeni z P,, do Z"*1. Je jisté prosté: Vezméme
p=apz”+---+agaq=>byx"+ -+ by z P, Pokud T(p) = T(q), tak (a;) = (b;), coz pro vektory znamend
shodu slozek neboli a; = b; pro vSechna i, rovnost koeficientd pak znamena rovnost polynoma p = q.

Je na: Dano b = (bo, - .. ,bp) € Z"1, zvolime p = bp,x™ + -+ - + by, pak p € P, a T(p) = (bo, ... ,by) = b.

Nagli jsme bijekci, proto |P,| = |Z"T1| = |N|. Mnozina polynomt nad Z stupné nejvyse n je tedy spocetna.

2. Uvazujme nyni mnozinu P—,, polynomi s celoc¢iselnymi koeficienty stupné pfesné n. Protoze je podmnozinou
P, bude nejvyse spocetnd. Abychom potvrdili, Ze je pfesné spocetnd, ukdzeme nerovnost |N| < |P—, | vhodnym
vnofenim. Pouzijeme T'(k) = 2™ + k, coz je zobrazeni z N do P—,,, které je zjevné prosté.

Poznamenejme, ze u této mnoziny bychom méli s bijekci problém. Zobrazeni T', které jsme pouzili vyse, je zase
prosté zobrazeni z P_,, do Z"*!, ale neni na. Neni totiz mozné najit polynom stupné n, ktery se zobrazi na nulovy
vektor (0,...,0). Pro n > 1 je nedosazitelnych vektort dokonce nekoneéné mnoho, jmenovité vSechny, které konéi
nulou, protoze na takové vektory se zobrazi polynomy s a,, = 0, které maji stupeni nizsi nez n. U mnoziny P,, jsme
tento problém nemuseli Tesit, protoze zahrnuje i polynomy nizsich stupnt.
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3. Nyni uvazujme mnozinu P vsech polynomi s celo¢iselnymi koeficienty. Kazdy polynom je mozné zase zobrazit
na vektor, ale dostavame vektory rozlicnych délek, které navic nejsou omezeny shora. Nemame tedy k dispozici
rozumny znamy prostor, do kterého bychom tuto mnozinu vnofili, popfipadé ji na ni pfepsali pomoci bijekce.
Situaci, kdy ndm véci komplikuje priliSna rozdilnost prvkid v mnoziné, ¢asto vyfesime tim, Ze prvky rozdélime
oo
podle typu na podmnoziny. Zde se nabizi polynomy podle stupné. To by vedlo na rozklad P = |J P—,. Je sice
n=0
konceptualné pékny (mame tam disjunktni mnoziny), ale neni spravné, protoze v ném chybi nulovy polynom
p = 0. Na stupen nulového polynomu jsou ruzné nazory, napiiklad mi je sympatickd volba deg(0) = —oo, ale je
vice kandidatt.
0
Této komplikaci se vyhneme, kdyz vyjadiime P = |J P,. To uz neni rozklad (mnoziny nejsou po dvou dis-
n=1
junktni), dokonce plati Py C Py C P> C -- -, takZe to sjednoceni masivné plytvé, protoze kazdy polynom je do néj
pridan nekone¢né krat. Ale je to funkéni, nulovy polynom tam je (dokonce je ve vSech P,) a hlavné ndm to da
potfebnou informaci. Protoze jsou vSechny P,, spocetné, je podle véty 9¢.9 spocetna i P.

JAN

Obdobnym dtkazem se ukaze, Ze libovolné objekty, které lze namapovat na kone¢né vektory (at uz s omezenou
nebo neomezenou délkou) se slozkami ze spocetnych mnozin tvoii zase spocetnou mnozinu. Jednim takovym
oblibenym objektem v informatice jsou kone¢né binarni retézce.

Priklad 9c.h: UvaZujme konecné binarni fetézce, tedy objekty typu ,,0110001...“. Binadrni fetézec délky k lze
reprezenovat jako vektor s k slozkami, tedy prvek mnoziny {0,1}* = {0,1} x --- x {0,1}, kde je v kartézském
souéinu k£ mnozin.

Formalné muzeme mluvit o bijekci by...by <— (by,...,bx) mezi mnozinou vSech binarnich Fetézci délky k
a mnozinou {0, 1}*, ktera je koneéna (m4 presné 2% prvki), a tedy také nejvyse spocetna.

Podle véty 9c.9 je sjednoceni vSech téchto mnozin pro k£ € N nejvyse spocetné, a protoze jsou vSechny neprazdné,
tak dokonce spocetné.

Ukazali jsme, Ze mnozina vSech binarnich fetézcti libovolné konecné délky je spocetna.

K binarnim fetézctim se vratime v prikladu 9d.a.

AN
Cviceni

Cviéeni 9c.1:
Necht A je spocetnd mnozina. Dokazte podle definice, Ze pak je i AU {a} spocetna.
Néapovéda: Lze adaptovat dikaz faktu 9c.4.

Cviceni 9c.2 (rutinni): Dokazte, Ze mnozZina vSech ¢eskych slov je nejvyse spocéetna.
Cviceni 9c.3 (rutinni): Dokazte, Ze mnozina vSech programu v jistém programovacim jazyce je spocetna.

Cviceni 9c.4 (dobré, poucné):

Uvazujte mnozinu M = {(a,b) € NxN; a > b}. Na této mnoziné definujme zobrazeni b—| 1

S(a,b) = (a—1)(a—2)+2b. Abychom vidéli, jak vlastné S vypadd, udélame si tabulku 4 =21 2

jeho hodnot pro kousek M. V fadcich bude a a ve sloupcich b, vSimnéte si, ze pro ¢ —=3:| 4 | 6

dané a jsou v M jen dvojice s 1 < b < a. To znamend, Ze nejmensi mozné a, které ,— 4.1 8 [10[12

se v. M vyskytuje, je a = 2. a=5:114116118120
a=16:122{24|26|28|30

Toto cviceni bude po vas chtit diikaz klicového faktu: Ze hodnoty v fadcich a pii preskoku na dalsi fadek rostou

o dva. Dokazte tedy nasledujici:

a) Pro kazdé a > 2 a pro kazdé 2 < b < a plati S(a,b) = S(a,b—1) + 2.

b) Pro kazdé a > 2 plati S(a+1,1) = S(a,a — 1) + 2.

Poznédmka: Pomoci a) a b) se par jednoduchymi tvahami dokazZe, Ze zobrazeni dané vzorcem 1S(a,b) je bijekce

z M na N.

Poznédmka: Zobrazeni je inspirovano pribéhem o Hilbertové hotelu, do kterého musime vmeéstnat hosty z nekonecné

mnoha hotelti. Poslali jsme nase hosty predpisem n — 2n — 1 do lichych pokojt, ¢imz se uprazdnily sudé pokoje.

Do nich jsme pak poslali hosty spocetné mnoha Hilbertovych hotel zobrazenim S(a — b+ 1,b), kde a je puvodni

¢islo pokoje a b ¢islo hotelu. V jednotlivych sloupcich tedy vidime, jak jsou ubytovavani hosté z jednoho hotelu.
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Cviceni 9c.5 (dobré, pou¢né): a) Dokazte, ze R(m,n) = (m + n,m) je bijekce N x N na M.

b) Vyuzijte ¢ésti (i) a zobrazeni §S(a,b) (viz predchozi cvideni) k ditkazu, Ze zobrazeni dané vzorcem T'(m,n) =
(m+n—2)(m+n—1)/2+ m je bijekce z N x N na N.

Dostavame tedy primy predpis vzoreckem pro bijekci N x N — N a dokonce je to vzorecek jednoduchy, polynom.

Cviéeni 9c.6 (dobré, poucné): a) Dokate, Ze zobrazeni U(n) = (3n + 1)? je prosté ze Z do N.

b) Dokazte pomoci (i) a pfedchozich cviceni, Ze zobrazeni dané predpisem
V(im,n)=(Bm+1)2+Bn+1)2=2)(3m+ 12+ Bn+1)2—-1)/24+ (3m +1)?

je prosté ze Z x Z do N.

Poznamka: Neni znamo, zda existuje polynom ve dvou proménnych, ktery by byl bijekce z Q x @ na N.

ReSeni:

9c.1: Dle predpokladu existuje bijekce T' z N na A. Pak zobrazeni dané S(1) = a, S(n) =T (n —1) pron > 2 je
bijekce z N na AU {a}.

9c.2: Slova jsou kone¢né fetézce nad éeskou abecedou, tedy nad koneénym poctem symbolt (feknéme, Ze je jich
82). Mnozina vsech fetézcli z 82 znakt o délce k je konecnd (82 moznych fetézctl), tedy nejvyse spocetna. Konecné
fetézce vzniknou sjednocenim téchto neprazdnych mnozin pies viechna k € N, je jich tedy spocetné. Ceska slova
tvori jejich podmnozinu, tudiz je jich nejvyse spocetné.

Patrné jich bude dokonce kone¢né mnoho, protoze neexistuje ¢eské slovo libovolné délky, tfeba padesatipismenné
slovo asi nenajdeme.

9c.3: Kazdy program lze povazovat za koneény fetézec znakti ASCII. Mnozina programi je tedy podmnozinou
mnoziny konec¢nych Fetézcti nad koneénou abecedou, coZ je spocetna mnozina, viz vyse.

9c.4:a) S(a,b—1)+2=(a—1)(a—2)+2(b—1)+2=(a—1)(a—2)+2b= S(a,b).

b) S(a,a—1)+2=(a—1)(a—2)+2(a—1)+2=a*-a+2=ala—1)+2=S(a+1,1).

9c.5: a) Prosté: R(m,n) = R(u,v) — (m+n,m) = (u+v,u) — m+n=u+vAm=u—m=uAn=v —
(m,n) = (u,v). Na: Pro dané (z,y) € M je z,y € Nax >y, proto (m,n) = (y,zr—y) € NxNa R(m,n) = (z,y).
b) Proto je také bijekci T'= 1S o R, pficemz T'(m,n) = 3S(m+n,m) = 3(m+n —1)(m+n — 2) + m piesné dle
zadani.

9c¢.6: a) Pro n € Z nelze mit 3n + 1 = 0, proto U(n) € N.

Necht U(z) = U(y). Pak (3z + 1)? = (3y + 1)?, tedy |3z + 1| = |3y + 1|. MoZnosti dle znaménka. Rizna: jednu
absolutni hodnotu odstranime a druhou nahradime minusem, dostaneme tedy 3z + 1 = —(3y + 1). Do dava
3(z +y) = —2, ale to nejde, protoze 3(x + y) je celé ¢islo délitelné tiemi.

Znaménka tedy musi byt stejnd, pak se daji absolutni hodnoty odstranit, kdyby ndhodou byla obé zaporna, tak
se obé absolutni hodnoty nahradi minusy a ty se zkrati, ¢ili kazdopadné dostaneme 3z +1 =3y + 1, tedy x = y
a prostota je dokazana.

b) Definujme W(m,n) = (U(m),U(n)), pak je W prosté Z x Z — N x N, viz dikaz véty 9b.6. Podle pfedchozich
cviceni je T o W prosté Z x Z +— N a (T o W)(m,n) =T((3n + 1), (3n + 1)?) = V(m,n).

9d. Mohutnosti mnozin

Ukézali jsme, Ze spoCetné mnoziny jsou rezistentni na fadu operaci. Nabizi se otazka, jestli je viibec mozné ziskat
i néjaké ,,vétsi“ mnoziny. Nejprve je pojmenujeme.

Definice.
Mnozina A se nazve nespocetna (uncountable), jestlize je nekonecna, ale neni spocetna.

Takze v této chvili rozeznavame tyto druhy mnozin podle mohutnosti (velikosti): kone¢né, které splnuji |A| < |N|,
spoCetné spliiujici |A| = |N| a nespocetné spliujici |N| < |A|. To znamend, Ze ,nespocetna® je opakem pojmu
,hejvyse spocetna”.

Pro nespocetné mnoziny plati obdobné vlastnosti jako pro mnoziny konec¢né a spocetné.
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Véta 9d.1.

Uvazujme mnoziny A, B.

(i) Jestlize je B C A a B je nespocetné, tak je také A nespocetna.

(ii) Jestlize je A nespocetna a existuje prosté zobrazeni T: A — B, tak je také B nespocetna.
(iii) Jestlize je A nespocetna a existuje zobrazeni T: B — A, které je na, tak je také B nespo-
éetna.

(iv) Jestlize je A nespocetnd a B nejvyse spocetnd, tak je také A\ B nespocetné.

Dukaz: (iv): Sporem: Kdyby byla A\ B nejvyse spocetnd, pak by byla podle véty 9c.7 nejvyse spocetnd i
B U (A\B) = AU B a tudiz by jeji podmnozina A byla nejvySe spocetnd, coz je spor.
Vlastnosti (i) az (iii) se snadno dokézou sporem ¢i vhodnymi obménami pomoci zndmych vlastnosti nejvyse
spocetnych mnozin, viz cviceni 9d.5.
Il

Protoze bychom uréité nedélali zbyte¢nou definici, néjaké nespocetné mnoziny budou. Ctenaf, ktery si vimal,
o jakych popularnich mnozinach jsme dokazali spocetnost, jiz tusi, kterou mnozinu jsme vynechali.

Véta 9d.2.
Interval redlnych ¢isel (0,1) je nespocetny.

Dukaz (pouény): Interval (0,1) je nekoneénd mnozina. Ukaze to napiiklad prosté zobrazeni T'(k) = k%rl z N
do (0,1), diky kterému |N| < {(0,1)|.

Abychom vylouéili spocetnost tohoto intervalu neboli |[N| = [(0, 1)|, ukédZeme, Ze zddné zobrazeni T: N — (0, 1)
nemuze byt na. Pro ucely tohoto dikazu budeme ¢isla z intervalu (0,1) zapisovat jako ¢isla s nekoneén}’/m
desetinnym rozvojem. To se da vzdy zaridit, napriklad 0.13 = 0.130000... nebo také 0.13 = 0.129999...

Vezméme tedy libovolné zobrazeni T: N > (0,1). Vytvoiime ¢islo b, které nelezi 7(1
v ran(7T’). Pouzijeme Cantoruv diagonalni trik, ktery je vizualné intuitivni. Pred- 7(
stavime si, ze ¢isla T'(k) vypiSeme do fadki, viz ptiklad napravo, a pak vytvofime
¢islo b tak, Ze jdeme po diagonale a u ¢isla b vzdy zvolime jinak. E

T(

2

N
w

S

4
5

Pfesné: Zvolime dvé cifry, napiiklad trojku a jednicku. Cislo b za¢neme ,,0.“ a po-
krac¢ujeme. Podivame se na k-tou cifru v rozvoji ¢isla T'(k) a jestlize neni ,,3%, tak
do naseho ¢isla b jako k-tou cifru ddme pravé ,3¢ (af se lisime). Kdyby ta k-ta
desetinna cifra v T'(k) byla trojka, tak do naseho ¢isla ddme ,,1¢.

0.
0.
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0.
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)
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Dostaneme tak ¢islo b, které za¢ind ,,0.“ a tudiz ur¢ité lezi v (0, 1). Zaroven se ale
od kazdého T'(k) lisi na k-tém misté rozvoje, tudiz se mu nemtize rovnat.
Proto neexistuje k € N takové, ze T'(k) = b a T neni na.
s . &, ; : : L, apr=3
Formalné: ZapiSeme hodnoty T' ve tvaru T'(k) = > a; ;107" a definujeme cifry b, = pak
i=1 3, akk # 3,
oo
b= > bx107* nelezi v ran(T).
k=1
O

Cela tahle zalezitost je dal$i vyzvou pro nasi intuici. Asi vSichni Zijeme v predstavé, ze kdyZz vezmeme papir
a za¢neme pod sebe psat ¢isla 1, 2, 3, ..., tak nakonec (pokud budeme zit vé¢né) napiSeme vSechna piirozena
¢isla. Clovék by si naivné myslel, Ze to jde udélat s libovolnou mnozinou ¢isel (a vySe jsme vidéli, ze s celymi
i racionalnimi ¢isly ano), ale posledni dikaz ukazuje, Ze s intervalem (0,1) to nepujde, protoze i kdybychom
opravdu méli nekone¢né mnoho cCasu, tak z té mnoziny obsahneme jen zanedbatelnou ¢ast. Pritom neni selskym
rozumem zjevné, pro¢ by to nemélo jit, mame prece nekonecno ¢asu. Nicméné dikaz jasné ukazuje, Ze existuji
mnoziny, které nedokdzeme postupem jeden prvek po druhém obsdhnout. Musime akceptovat, Ze nespocetné
mnoziny existuji a jsou (nepredstavitelné?) velké.

U takto neintuitivniho vysledku je dobré, kdyz c¢lovek dikazu dobie rozumi, aby mu uvéril. Zde muze ¢tenaie
napadat spousta otazek, jedna popularni vypada takto: Pro¢ by stejny trik nesel s mnozinou Q7 Kdyz se pokusime
vypsat racionélni ¢isla pod sebe, tak pfece také muzeme projit diagonalou a vytvorit b. Zde je finta v tom, ze aby
bylo b prvkem (Q, tak by ten rozvoj, ktery vytvaiime, musel byt nutné periodicky, ale to tim diagondlnim trikem
nejsme schopni zajistit. Jesté se k té metodé vratime, je uziteéna a rika se ji ,,Cantortv diagondlni argument®.
Nejdiive dofesime situaci ohledné popularnich mnozin.
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Dusledek 9d.3.
Mnozina realnych cisel R je nespocetné.

Dukaz (rutinni): Vyplyva to z véty 9d.1 (i) diky (0,1) C R a nespocetnosti (0, 1).
g

Pro alternativni ditkaz viz cviceni 9d.1.

Zajimavé je, Ze redlnd ¢isla nejsou mohutnéjsi nez interval (0,1). DokaZzeme obecné, ze vSechny nedegenerované
intervaly redlnych ¢isel (tedy ty, které nejsou prazdné nebo jednobodové jako (a,a)) maji stejnou mohutnost, coz
zahrnuje i pfipad R = (—o0, 00).

Véta 9d.4.
Pro libovolné a € RU {—o0} a b € RU {oo} splijici a < b plati

(@, 0)] = (@, b)] = |(a, )| = [(a,b)| = [R].

Diikaz (pou¢ny): 1) Nejprve dokazeme, ze pro a < b € R plati |(a, b)| = |R|. Uvazujme T(z) = -1; + - coby

zobrazeni (a,b) — R. Pomoci derivace se snadno ukéze, ze T je klesajici funkce neboli prosté zobrazeni a ze
limity v krajnich bodech jsou nekonec¢no a minus nekonecno, tedy obor hodnot je R. Proto je T" bijekce a dtikaz
je hotov. (Nacrtnéte si graf T'.)

2) Uvazujme nyni a € R nebo a = —oo, a b € R spliiujici a < b nebo b = oo, a libovolny interval I od a do b
(otevieny, polouzavieny atd.). Zvolme ¢isla ¢ < d € R takova, ze a < ¢ < d < b. Pak plati (¢,d) C I C R, proto
|(c,d)| < |I| < |R|. Podle 1) tedy |R| < |I| < |R]| a diky vété 9b.3 pak |I| = |R|.

O
Pro pfimé porovnani mohutnosti rozliénych intervalt viz cviceni 9d.4.

Poznamka: Mnozina R se skladé z Cisel raciondlnich a iraciondlnich. Oboji tato ¢isla jsou na realné ose ,husta,
coz znamena, ze v libovolném otevieném (neprazdném) intervalu I, af uz je sebemensi, je néjaké raciondlni
a néjaké iracionalni ¢islo. Napiiklad to znamena, Ze mezi libovolnymi dvéma racionalnimi ¢isly je néjaké iracionalni
a naopak. To vzbuzuje dojem, ze by racionalnich a iracionalnich ¢isel mélo byt stejné.

My uz ovsem vime, Ze R je nespocetné a QQ spocetné, takze nutné R\ Q je nespocCetnd mnozina. Racionalnich
¢isel je tedy vzhledem k tém iraciondlnim zanedbatelné malo, mnozina R si ani nev§imne (mohutnostné), kdyz je
z ni odebereme.

A

Poznali jsme dvé mohutnosti nekoneénych mnozin, a to mohutnost spocetnych mnozin (ktera se v teorii mnozin
znadi Vg, jde o hebrejské pismeno alef) a mohutnost ,kontinua® neboli |R| (v teorii mnozZin ji znac¢ime c¢). Jsou
jesté néjaké jiné mohutnosti nekoneénych mnozin?

Jde vlastné o dvé otazky. Ta prvni se ptd, jestli existuje néjakd mohutnost ,mezi“ témito dvéma. Existuje
mnozina M, pro kterou by platilo | V| < |M| < |R|? Otec teorie mohutnosti Cantor v roce 1878 usoudil, ze takova
mnozina neexistuje a na skdle mohutnosti je ¢ hned za spocetnosti. Dalsich 30 let se tuto ,hypotézu kontinua“ (HC)
snazil dokézat, ale marné (hypotéza je v matematice oznaceni pro tvrzeni, o kterém si spousta matematikt mysli,
ze je pravdivé, ale neumime to dokdzat ani vyvratit). Nékolik dalsich generaci matematiki se pokouselo o dikaz
¢i vyvréaceni, az bylo v roce 1963 dokazano, Ze tato hypotéza je ve standardni matematice (s bézné pfijimanymi
axiomy) nerozhodnutelna.

Méame tedy svobodu se rozhodnout, jestli HC pfijmeme mezi axiomy nebo ne, v obou pfipadech vznikne kon-
zistentni teorie (bez vnitfnich sporti), pfi¢emz v teorii s HC budou platit trochu jiné véci nez v té bez HC.
Dobra zprava je, ze tyto rozdily nemaji zasadni dopad na aplikovatelné oblasti matematiky a naprosta vétsina
matematiki (nemluvé o zbytku lidstva) rozdil nepoznd, takze nas nerozhodnutelnost hypotézy kontinua nemusi
trapit.

Presunme se tedy k dalsi otazce: Existuji mnoziny mohutnéjsi nez R?
Zatimni zkuSenost naznacuje, ze sjednoceni nevypada jako dobry zdroj mohutnéjsich nekoneénych mnozin. Do-
o0

kazali jsme, ze pokud jsou Ay spocetné mnoziny, tak je i mnozina | J Ay spocetna. Vime také, Ze vSechny intervaly
k=1
o

(n,n + 1) pro n € Z maji stejnou mohutnost jako (0,1), a jejich sjednoceni |J (n,n+ 1) = R ma zase stejnou
k=—c0
mohutnost, coZ naznacuje, ze také u nespocetnych mnozin sjednocenim nic vétsiho neziskame.
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Zde ale musime byt opatrni. Je totiz mozné sjednocovat i vic nez spocetné mnozin. Zatim jsme sjednocovali
mnoziny Ag pro k € N & k € Z, ale obecné 1ze mnoziny indexovat prvky libovolné mnoziny. Naptiklad pro z € R
mizeme uvazovat mnozinu A, = {z}. Tyto mnoziny jsou jednoprvkové a tedy konec¢né, jejich sjednocenim ale

dostavame mnozinu mohutnosti ¢: |J A, = R. Za narust mohutnosti mtze to, Ze je jich hodné, coz se pozna podle
z€R
mohutnosti mnoziny indexti.

Ostatné obdobné lze napsat N = |J {n}, i zde sjednocenim koneénych mnozin ziskdme néco mohutnéjsiho, ale
neN
ne mohutnéjsiho nez je indexa¢ni mnozina.

Obecné pravidlo tiké, ze sjednoceni je tak mohutné jako nejmohutnéjsi i¢astnik tohoto sjednoceni, pfi¢emz
za ucCastnika se povazuje i indexa¢ni mnozina. Takze kone¢né sjednoceni koneénych mnozin je konecné, nejvyse
spocetné sjednoceni nejvyse spocetnych mnozin je nejvyse spocetné a tak dale. Vyjadiime to formalné.

Obdobné nelze ziskat nic mohutnéjsiho kartézskym soucinem A; X --- x A,.

Véta 9d.5.

(i) Mé&jme mnoziny A;, kde se indexy i vybiraji z néjaké mnoziny indexti I. Pfedpokladejme,
ze bud I, nebo nékterou z A; lze zvolit za mnozinu M tak, aby platilo |A;| < |M| pro vSechna
i €1 all| <|M| Pokud je M nekonecnd, tak

U4
iel
Pokud |M| = |A;| pro n&jaké A;, nebo |M| = |I| a vSechny A; jsou neprazdné, pak

< [M].

(U Al =11).
iel
(ii) Mé&jme neprazdné mnoziny Ay, ... , A, pro n € N. Pfedpokladejme, Ze pro néjakou mnozinu

A, kde m € {1,... ,n}, plati |4;| < |A,,| pro vSechna i. Pokud je A,, nekonecna, tak
|A1 X Ag X -+ X Ap| = |Am].

Dukaz je velmi komplikovany, a to dokonce uz u jednoduché rovnosti |AU B| = |A| pro piipad |B| < |A|. Mame
totiz obecnou situaci a mnoziny mohou byt opravdu velké.

Sjednocenim se tedy nedokazeme dostat k mohutnéjsi mnoziné, nez jakou uz mame. Pokud chceme dojit k néjaké
vétsi mohutnosti, musime si polozit otazku, zda ma smysl kartézsky soucin vice mnozin nez jen konecné mnoha.

Kartézsky soucin A; x --- X A,, ztotoznujeme se svétem vektoru délky n. Jiz jsme také potkali pojem, ktery je
analogicky nekoneénym vektortim, jmenovité §lo o posloupnosti. Nabizi se v pfipadé, Ze mame mnoziny A pro
k € N, definovat nekoneény kartézsky soucin Ay x Ay X Az X -+ jako mnozinu vSech posloupnosti (ay, as, as, ... ),
kde bereme ai € Ag. Zacneme nasledujicim tvrzenim.

Véta 9d.6.
Uvazujme mnoziny A, pron € N. Pokud mé kazda A,, alesponi dva prvky (coz zahrnuje moznost,
ze je nekonecnd), tak je kartézsky soucin vSech téchto mnozin

Ap X Ay x Ag x -+ ={(a1,a9,as3,...); a, € Ay} = {(an)rrq; an € Ap}

nespocetna mnozina.

Toto tvrzeni se snadno dokéze sporem pomoci Cantorova diagonalniho argumentu. Pokud by existovala bijekce
T z N na pfislusny soucin, tak bychom jednotlivé vektory mohli napsat na fadky pod sebe a diky tomu, ze kazda
slozka miuze mit alesponn dvé hodnoty, dokdzeme vytvorit vektor, ktery neni v seznamu.

Ukazeme to v prikladé, ktery je velmi relevantni pro pocitacové védy.

Priklad 9d.a: V ptikladé 9c.h jsme nahlédli, Ze mnozina vSech koneénych bindrnich fetézci je spocetna.

Kolik je nekone¢njch binarnich fetézci?

Binarni fetézce jsme ztotoznili s vektory z kartézského soucinu. U nekonec¢nych binarnich 4, : 010 ..
Fetézcl néas tedy bude zajimat nekoneény (spocetny) kartézsky souc¢in {0,1} x {0,1} x - -+, ay: 0 @ 00 ..
ktery je podle véty 9d.6 nespocetny. Ukdzeme piislusny Cantortiv diagonalni argument. Spo-

SNy ¢ . . .. o/ AV az: 1 1@0...
rem: Vyjdeme z piredpokladu, ze prvky této mnoziny lze ocislovat neboli sefadit do seznamu.
Pak je mozné vytvotit binarni fetézec b priichodem po diagonéle a vZdy zvolime tu hodnotu, 94 * 001
kterd na diagonéle neni. Vznikly binarni fetézec neni v seznamu, ackoliv jsme pfedpokladali, o
7e jsou tam vsSechny. b : 0' 1 1 0
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Je uziteCné si rozmyslet, pro¢ Cantortv trik nezabere na mnozinu kone¢nych binarnich fetézci. Predstavme
si, Ze mame seznam konecnych binarnich Fetézcl, prochazime diagonalou a vytvaiime novy fetézec. Pokud se
nikdy nezastavime, tak je vznikly fetézec nekonecny a tudiz nepatii do zkoumané mnoziny, tudiz jeho existence
nevede ke sporu. Pokud se po urc¢itém poctu krokt zastavime, tak sice ziskdme koneény binarni fetézec, ale ten
se zaruceneé lisi jen od téch fetézcil, které jsme v seznamu prosli, takze se klidné muze rovnat néjakému dalsimu
a spor se nedostavi.

A

Obdobné plati, ze konecné fFetézce ¢i vektory vybirané z nejvyse spocetné mnoziny jsou tvori spoéetnou mnozinu,
zatimco nekonecné fetézce ¢i vektory jsou nespocetné, pokud je ndm umoznéno do slozek vybirat alespon ze dvou
variant.

Toto je velmi podstatné pro diskrétni matematiku. Jeji néstroje (indukce, kombinatorika) na nespocetné mno-
ziny ,nedosdhnou“, dokonce do nich nedokézeme pomoci postupného pocitani ani porddné nahlédnout. Je proto
uzite¢né umét poznat spocetné mnoziny od nespocetnych a pravé konecné a nekonecné retézce predstavuji jednu
z Castych rozmezi.

N

vzoru. Mohutnost vysledné mnoziny pak zavisi na tom, jak moc restriktivni tento vzor je.

Priklad 9d.b: UvaZujme vSechny nekonecéné fetézce, které je mozné vytvorit z malych pismen anglické abecedy.
Vime, Ze jejich mnozina je nespocetna. Z nich do mnoziny A vybereme takové fetézce, které vzdy zacinaji opa-
kovanim jednoho konkrétniho pismene, v nékterém misté pak prejdou na jiné a tim uz dal pokracuji, viz treba
fetézec ppphhhhhh.... Tvrdime, Ze mnozina A takovyjchto fetézcu je spocetna.
Tady je zajimavy ten délici bod, zkusime se odpichnout od néj. Necht A,, je mnozina vSech Fetézcli, které maji
zménu hned za pozici n, tedy n-ty ¢len je jesté jako ten prvni, ale nasledujici uz jsou jiné (a vSechny stejné). Kolik
ma takovd mnozina prvkia? Mame 26 moznosti, jak zacit, a 25 moznosti, jak dal pokracovat, celkem 26 - 25, ¢ili je
o0

to mnozina koneénd (a neprazdna). Mame také A = |J A, a jiz z definice jsou ty mnoziny disjunktni (Fetézec se
n=1

nesmi ménit na vice mistech), proto podle véty 9c.9 je A spocetna.

Alternativa: Pro a # 3 € {a,b,c, ... , 2z} necht je A,3 mnozina vsech fetézci, které zac¢inaji pismenem « a konéi
pismenem f. Jak je takovid mmnozina velkd? Pismeno § muze zacit od pozice 2,3,4,..., takovd mnozina je tedy
spocetna. Mame také A = |J Aq g a jde o sjednoceni koneéné mnoha mnozin, podle véty 9c.9 je A spocetna.

o,

Ukazeme jesté jeden pristup. Mnoziny pomeéfujeme bijekcemi, které lze chapat jako kédovani. Predstavme si,
ze bychom fetézce z nasi mnoziny chtéli zapsat v pocitaéi, a to samoziejmé uspornym zputsobem. ZkuSeného
programatora rychle napadne, Ze by na zapis daného fetézce méla stacit tfi ¢isla: kéd prvniho znaku (tfeba
ASCII), pocet jeho vyskytl, kéd druhého znaku. Vzniké tak zobrazeni a — (z,v, 2), které vede A — N x N x N.
Neni na, ale to nevadi. Snadno si rozmyslime, Ze toto zobrazeni je prosté, proto |A| < |N3| = |N|.

Toto mimochodem ukazuje, Ze nase mnozina A je vlastné dosti mald, k jejimu popisu staci tfi parametry.
Spocetnost pak vynutime nerovnosti |N| < |A|, kterou potvrdime prostym zobrazenim T: N — A, napiiklad
timto: T'(n) je fetézec, ktery za¢ind n znaky ,a“ a po nich néasleduje nekoneéné (spocetné) znaki ,z“.

A

Shrneme hlavni pfistupy, jak pro nekone¢né mnoziny rozpoznat a potvrdit, zda jsou spocetné nebo nespocetné.

S Algoritmus 9d.7.
Jak urcovat mohutnost dané mnoziny M.
0. Zakladem je srovnavaci skala. Mnoziny N, Z, Q, N, Z"™ jsou spocetné. R a nedegenerované realné intervaly
jsou nespocetné.
1. Pokud M néjakym zpiisobem zahrnuje zndmou nespocetnou mnozinu (jako podmnozinu, jako slozku ve vektoru
¢i v matici, jako koeficient polynomu), pak je nespocetnd. Pokud lze M interpretovat jako nekonecny vektor
s netrividlnim vybérem slozek, pak je nespocetna.
Jinak je nejspise spocetna a je tfeba to potvrdit.
2. Pokud lze M néjak snadno generovat (zapsat) ¢i prekédovat pomoci zndmé spocetné mnoziny, pak ono preké-
dovani inspiruje volbu bijekce, kterd by méla potvrdit spocetnost M.
Pokud se ukaze, ze prekédovani neni na, tak se alespont povedlo M vnofit prostym zobrazenim do znamé spocetné
mnoziny a tudiz je M nejvySe spocetnd neboli |M| < |N|. Jeji spocetnost se pak potvrdi pomoci |[N| < |M|
nalezenim vnoreni N do M prostym zobrazenim, nékdy dokonce M piimo obsahuje coby podmnozinu néjakou
znamou spocetnou mnozinu.
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3. Pokud je M podmnozinou znamé spocetné mnoziny, pak je nejvyse spocetné. Jeji spocetnost se obvykle snadno
potvrdi nalezenim vnofeni N do M prostym zobrazenim.

4. Pokud je M piilis rozmanita na to, abychom ji mohli snadno zakdédovat ¢i nékam vnofit, miize pomoci rozdéleni
mnoziny podle néjakého parametru na podmnoziny A, (koneéné ¢i spocetné podmnozin). Pokud se o A,, ukaze,
Ze jsou (nejvyse) spocetné, je i jejich sjednoceni (nejvyse) spocetné.

A

Ctenaf si tyto strategie miize nacvicit ve cviceni 9d.2 a 9d.3.

Poznamka: Zajimavé je, ze k ziskani vétsi mohutnosti kartézskym soucinem staci, aby mnoziny Aj kartézského
soucinu byly alespon douprvkové. Zaroven je to nejmensi velikost Ay, kdy viilbec néco zajimavého ziskame.

Uvazujme mnoziny Ax pro k € N. Co lze Fici o jejich kartézském soucinu? Pokud je néjaka z nich prazdné, pak
je ten soucin také prazdny.

Pokud je néktera mnozina jednoprvkova, tak vlastné do soucinu nic podstatného nepiinési a je mozné ji z hlediska
mohutnosti ignorovat. Napfiklad souéin {{} x A x B vypad4 tak, Ze nejprve vytvoiime A x B a pak ke vSem
vektorim této mnoziny priddme jako prvni soutadnici <. Z hlediska mohutnosti jde o stejnou mmnoZinu, nic
nepfibylo ani neubylo. Ostatné (a,b) — (¢,a,b) je zjevna bijekce z A x B na {{} x A x B. Neni tézké toto
pozorovani rozsirit na diikkaz pro nekone¢né mnoho mnozin.

Pokud nas tedy zajima mohutnost kartézského soucinu, tak je zbytecné brat v ttvahu mnoziny, které nejsou
alespont dvouprvkové. Zaroven jsme vidéli, ze takto maly pocet dvou prvkd uz pro narust mohutnosti staci.
U nekonecéného kartézského souénu je tedy jeho velikost (ve smyslu kolik se ti¢astni alespon dvouprvkovych mnozin)
pro mohutnost vysledku podstatnéjsi nez mohutnost ztcastnénych mnozin.

A

Vratme se k otdzce, jak ziskat mohutnéj$i mnoziny. Nekoneény kartézsky soucin nas dovedl od koneénych k nespo-
Cetnym, vidime zde tedy potencial. K jeho plnému rozvinuti se musime presunout ke kartézskym soucinim, kterych
se Ucastni vic nez spocetné mnozin. Nabizi se myslenka jakychsi ,vektori“ indexovanych vybranou mnozinou I,
ale preferuje se jiny pristup.

Poznamka o kartézském soucdinu: Omezime se na ptipad, kdy jsou vSechny mnoziny kartézského soucinu
shodné, tedy v kone¢ném pripadé jde o mocninu B"™ = B X - -- X B. Spocetny kartézsky souc¢in B x B X - - - si pak
predstavujeme jako mnozinu vSech posloupnosti (by, bo,...), kde by € B.

V kapitole 8c jsme takovéto posloupnosti formalné definovali jako zobrazeni N — B. To by znamenalo, ze
nekoneény (ale spocetny) kartézsky souéin B x B X - -+ odpovidd mnoziné vSech zobrazeni z N do B.

Tato myslenka funguje i pro kone¢né kartézské souciny. Uvazujme mnozinu B = {r,s,t}. Kartézsky soucin
B* = B x B x B x B se sklada z vektorii (by, by, b3, by), jejichz prvky se vybraji z mnoziny B. Jednim z takovych
vektoru je tfeba (s,t,r,r). Pak mame by = s, bo = t, b = r a by = r. Toto pfifazeni je mozné vnimat jako
zobrazeni z mnoziny {1,2,3,4} do Bdané T'(1) =5, T(2) =t,T(3) =raT(4) =r.

Naopak kazdé zobrazeni T: {1,2,3,4} — B definuje konkrétni vektor (7(1),7(2),T(3),T(4)) € B*. Tato kore-
spondence je jednoznacné, protoze zobrazeni je dano svymi hodnotami. Dostavame tedy bijekci

T« (T(1),T(2),T(3),T(4))
mezi mnoZinou vSech zobrazeni z {1,2,3,4} do B a mnozinou B*. Viimneme si, ze vektory z B, jsou indexované
pomoci prvkd mnoziny {1,2,3,4}.

Obecné lze tedy mnozinu B™ vektort se slozkami z mnoziny B indexovanych pomoci prvkt mnoziny {1,... ,n}
ztotoznit s mnozinou vSech zobrazeni z {1,... ,n} do B.

Zde pfipomeneme znaceni z kapitoly 8: Mnozina vSech zobrazeni z {1,... ,n} do B se znadi B{l:-n} Mame
tedy korespondenci mezi B® a Bl

V této situaci je snadné si pfedstavit, ze nekoneény (ale spocetny) kartézsky souéin B x B x B X --- odpovida

mnoziné vSech vektort se soufadnicemi z B a indexovanych pomoci N, coz odpovida mnoziné vSech zobrazeni z N
do B znacené BY.

Udélame to jesté obecnéji. Predstavme zobrazeni T' z A = {c, e} do néjaké mnoziny B. Je dano dvojicemi (o, x)
a (e,y) pro x,y € B, pficemz lze psat © = T(0) = b, a y = T(e) = bs. Toto zobrazeni tedy odpovida vektoru
(bo, bs), ktery je indexovan pomoci prvkit mnoziny A. Mnozinu takovych vektorti by mélo smysl znaéit B4, coz je
také znaceni pro mnozinu vSech zobrazeni A — B. Bingo.

Mimochodem, vime, Ze pokud je B kone¢né, tak ma kartézsky soucin B" celkem |B|™ ruznych vektort (vybirame

nezavisle z | B| moznosti na n pozic), coz lze také napsat jako |B"| = |B|/{%:+"}. Pro obecnou a kone¢nou indexaéni
mnozinu A bychom obdobné dostali |B4| = | B|I4l.
A
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Mezi kartézskymi souciny hraje specialni roli pfipad B = {0,1}. Jak jsme vidéli, je to nejmensi mnozina, diky
které z kartézského soucinu vznikd néco mohutnéjsiho. Navic nabizi jeSté tfeti interpretaci kartézského soucinu.

KdyZ mame prvek b € {0,1}* neboli binarni vektor (b,)q,ca indexovany prvky mnoziny A, tak jej miizeme
interpretovat nasledovné: O kazdém prvku a € A ndm odpovidajici slozka vektoru fekne, zda jej chceme (b, = 1)
& ne (b, = 0). Vznikne tak podmnozina A. To znamend, ze kazdy vektor ze soucinu {0,1}# vytvaii n&jakou
podmnoZinu A.

Naopak kazdou podmozinu umime kdédovat coby vektor zachycujici volbu prvku. Napiiklad A = {a,b} ma
podmnoziny 0, {a}, {b}, {a, b}, které zakédujeme vektory (0,0), (1,0), (0,1), (1,1) z {0,1}4. Dostavame tak t¥eti
interpretaci:

e Necht A je mnozina. {0,1}# je mnozina viech zobrazeni z A do {0, 1}, odpovid4 také mnoziné vSech binarnich
Fetézci/vektort indexovanych prvky mnoziny A a také mnoziné vSech podmnozin mnoziny A.
Pripomerime uziteéné znaceni z teorie mnozin.

Definice.
Pro mnozinu A definujeme potenéni mnozinu P(A) jako mnozinu vSech podmnozin A.

Potvrdime poznatek, ktery jsme vyse odvodili intuitivneé.

Fakt 9d.8.
Necht A je mnozina. Pak |P(A)| = [{0,1}4].

Dukaz (poucny): Pro kazdou podmnozinu M mnoziny A mame indikatorové zobrazeni xp;: A — {0,1} dané

1, ae M,
xa(a) = { 0, a¢M
razenimi A — {0, 1} neboli zobrazeni T: P(A) — {0,1}# definované T'(M) = x ;.

Toto zobrazeni je na, protoze kazda indikatorova funkce xy déava podmnozinu M, ze které pochazi, jmenovité
mnozinu tvorenou témi prvky z A, kde je x rovna jedné. Je také prosté, protoze pokud mame dvé ruzné
podmnoziny M;, My, pak musi existovat prvek a € A, ktery je v jedné z nich a neni v druhé, a v tom prvku se
pak lisi i odpovidajici indikatorové funkce.

Nasli jsme tedy bijekci z P(A) na {0,1}* a diikaz je hotov.

(viz cviceni 8a.16). Vznika tim korespondence mezi podmnozinami mnoziny A a zob-

Mame souvislost mezi mohutnostmi, kterd se pro koneéné mnoziny stane skuteénou rovnosti ¢isel.

Fakt 9d.9.
Jestlize je A kone¢nd mnozina, pak |P(A)| = 2/4l.

Vlastné jsme to dokazali, ten argument s vybéry je obvykle povazovan za dostacujici; pro jistotu ukazeme
tii dtkazy v pfikladu 1la.m. Mimo jiné z toho plyne, Ze pro koneéné mnoziny plati |A| < |P(A)|, také vime
IN| < |R| = |P(N)|. Ve skute¢nosti to plati pro vSechny mnoziny.

Véta 9d.10. (Cantorova)
Pro kazdou mnozinu A plati |A| < |P(A)].

Dukaz (pouény, mozné drsny): Ukézeme, Ze libovolné zobrazeni T: A — P(A) nemtzZe byt na. Necht je tedy T’
néjaké takové zobrazeni.

Kdyz vezmeme a € A, pak je T'(a) € P(A), ¢ili T'(a) je néjakd podmnozina A. MtzZeme se zeptat, jestli je a
v této mnoziné ¢i ne. Tim vznika test, pomoci kterého miizeme utvorit podmnozinu.

Necht M = {a € A; a ¢ T(a)}. To je podmnozina A, proto M € P(A). Tvrdime, ze neexistuje zadné b € A
takové, ze T'(b) = M, proto T neni na.

Sporem: Predpokladejme, ze takové b existuje, tedy T'(b) = M. Ukazeme, ze pak b zaroven lezi i nelezi v M.

A opravdu: Kdyby b € M, pak b € T(b), proto podle definice této mnoziny b ¢ M. Kdyby naopak b ¢ M =
T'(b), pak podle definice mnoziny M plati b € M. Existence takového prvku by tedy vedla k paradoxu, ¢imz se
ukazuje, ze to (v ramci standardni teorie mnozin) neni mozné.

g
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To znamend, Ze neni zadné ,nejvétsi“ mohutnost. Ke kazdé mohutnosti existuje vétsi, i kdyz je obtizné si takové
mnoziny predstavit. Pfi bézné praci v matematice se s mohutnéjsi mnozinou nez kontinuum nesetkame.

Vratme se jesté k ditkazu nespocetnosti intervalu (0,1). Jeho prvky jsme kédovali pomoci desetinného zapisu.
Pokud pouzijeme binarni kéd, tak interval (0, 1) odpovida mnoZiné nekoneénych (ale spocetnych) binarnich Fetézcii
neboli {0, 1}V, Neni to tplné pravda, protoze existuji piipady, kdy dva binrni fetézce daji stejné &islo (0.10000... =
0.01111....), ale téchto pfipadi je spo¢etné mnoho, takze neovlivni mohutnost, se kterou zde pracujeme. Proto
[{0, 1}] = |R|. Takze jsme vlastné ukézali, Ze pfirozena ¢isla maji tolik podmnozin, kolik je realnych &isel.

Poznadmka: Kdyz jsme zavedli znaceni |A| = |B| pro rovnost mohutnosti, varovali jsme ¢tenare, Ze nejde
o skuteénou rovnost, protoze pro obecné mnoziny symbol |A| nem4 vyznam. Ctenaie mozna napadlo, 7e jsme to
vzdali moc brzy. Mohli bychom zavést pro nekone¢né mnoziny |A| = oo, coz dava rozumnou odpovéd na otézku,
kolik mé takova mnozina prvki.

Pokud pro nekonec¢no zavedeme prirozenou algebru, napfiklad oo + oo = 0o - 00 = 00, a + 00 = 00 pro a € R,
0-00=0,a-00=o00proa>0¢& oo® = oo, pak budou vzorecky pracujici s mohutnosti sjednoceni ¢ kone¢ného
kartézského soucinu fungovat i algebraicky. Napifiklad pokud je jedna z mnozin A, B nekoneénd, pak |AU B| =
|A| + | B| = o0, coz souhlasi, AU B bude nekone¢na.

Problém je pravé kartézsky soucin neboli mnozina zobrazeni. Pro nekoneéné mnoziny by pak podle Cantorovy
véty platilo 2°° > oo, coz vede k otazce, co je to 2°°. Mélo by to byt ,,vétsi nekonecno“.

V teorii mnozin se proto zavadi ,nekonecna rtznych velikosti“. Témto velikostem se fika kardinality a je o nich

zajimava teorie, pro kterou zde neméme misto. Mimo jiné pak vzorce jako |A x B| = |A| - |B| ¢ |B4| = |B|l4!
plati i pro nekoneéné mnoziny.
A

Cviceni

Cviceni 9d.1 (poucné): Dokazali jsme, ze mnozina R je nespocetna, sporem a vytvofenim bijekce.
Dokazte |N| < |R| pomoci faktu 9d.2 a cvi¢eni 9b.2.

Cviceni 9d.2 (rutinni): Rozhodnéte, zda jsou nésledujici mnoziny spocetné ¢i ne. Pokud ano, dokazte to.
a) Mnozina M zapornych celjch ¢isel;

b) mnozina M sudych celych &isel;

¢) mnozina M celych nasobkt 13;

d) mnozina M celych ¢isel vétsich nez 23;

e) mnozina M lichych zapornych celych ¢isel;

f) mnozina M celych ¢isel, kterd nejsou ndsobkem tii;

g) mnozina M raciondlnich ¢isel, kterd jsou mezi 0 a %;

h) mnozina M vsSech binarnich Fetézcti neobsahujicich 0;

i) mnozina M vSech kladnych racionélnich ¢isel, jez nelze napsat pomoci jmenovatele mensiho nez 4;
j) mnozina M realnych ¢isel neobsahujicich 0 v desetinném rozvoji;

k) mnozina M reédlnych éisel obsahujicich pouze koneény pocet ¢islic 1 v zapisu v desitkové soustavé;
1) mnozina M realnych ¢isel, jejichz zépisy v desitkové soustavé obsahuji pouze ¢islice 1;

m) mnozina M reélnych ¢isel, jejichz zapisy v desitkové soustavé obsahuji pouze ¢islice 1 nebo 3.

Cviceni 9d.3 (poucné): Rozhodnéte, zda jsou nasledujici mnoziny spocetné ¢i ne. Pokud ano, dokazte to.
a) Mnozina M matic 2 x 2 s celo¢iselnymi prvky;

b) mnozina M polynomi, které maji celociselné koeficienty;

¢) mnozina M pfimek v roviné;

d) mnozina M pfimek v roviné vedoucich skrz bod (13,23);

e) mnozina M piimek v roviné vedoucich skrz bod (13,23) s celo¢iselnymi smérnicemi;

f) mnozina M trojihelnikl v roving, jejichz vrcholy maji celodiselné soutadnice;

g) mnozina M trojahelnikt v roving, jejichz strany maji celo¢iselné délky.

Cviceni 9d.4 (pouc¢né):

a) Dokazte podle definice, Ze libovolny koneény interval (a,b) pro a < b ma stejnou mohutnost jako (0, 1).
Napovéda: Zkuste nejprve interval typu (0, B).

b) Dokazte podle definice, Ze mnozina R mé stejnou mohutnost jako interval (0, c0).

c¢) Najdéte co nejvice prostych redlnych funkei, které prevadéji koneény interval na nekoneény ¢i naopak. Odvodte
néjaka tvrzeni o mohutnosti, ktera lze pomoci nich ziskat.
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Cviceni 9d.5: Pro mnoziny A, B dokazte nasledujici.

a) Jestlize je B C A a B je nespoCetnd, tak je také A nespocetna.

b) Jestlize je A nespocetnd a existuje prosté zobrazeni T: A — B, tak je také B nespocetna.

c) Jestlize je A nespocetné a existuje zobrazeni T: B — A, které je na, tak je také B nespocetna.
Viz véta 9d.1.

ReSeni:

9d.1: Mame |N| < [(0,1)|. Diky inkluzi také [(0,1)| < |R|, podle cviceni 9b.2 tedy |N| < |R|.

9d.2: a) Spocetnd, je to nekoneénd podmnozina spocetné mnoziny Z. Alternativa: P¥imy dukaz, T'(n) = —n je
zobrazeni z M do N, evidentné je na i prosté: T'(n) = T(m) — —n = —m — m = n.

b) Spocetnd, je to nekoneénd podmnozina spocetnych celych ¢isel. P¥imy dukaz bijekci: T'(n) = 2n je bijekce ze
spocetné mnoziny Z na M. Na: Je-li m sudé, pak m = 2n pro néjaké n € Z a T'(n) = m. Prosté: T'(n) = T'(m) —
2n =2m — m =n.

c¢) Spocetnd, je to nekoneénd podmnozina spocetnych celych ¢isel. Primy dikaz bijekci: T'(n) = 13n je bijekce ze
spoCetné mnoziny Z na M. Na: Je-li m cely nasobek t¥inacti, pak m = 13n pro né&jaké n € Z a T'(n) = m. Prosté:
T(n) =T(m) — 13n =13m — m = n.

d) Spocetnd, je to nekoneénd podmnozina spoéetné mnoziny N. Alternativa: P¥imy dikaz, T(n) = n — 23 je
zobrazeni z M do N, nebot pak je T'(n) celé a T'(n) > 1. Evidentné je na i prosté. Pro uplnost prostota: T'(n) =
T(m) —n—23=m—23 — m = n.

e) Spocetnd, necht T'(n) = —(2n + 1). Je to zobrazeni z N na lichd zaporna ¢isla, je prosté: T'(n) = T(m) —
2n+1 = 2m +1 — n = m. Chcete-li zobrazeni naopak, zvolte S(m) =T~ (m) = 152,

f) Spocetna. M C Z, tedy |M| < |Z| = |N|. Naopak: |[N| < |M| ukéze napt. T'(n) = 3n + 1.

g) Spocetna, je obsazena v Q (tudiz je nejvyse spocetnd) a je nekoneénd. Zdola se da velikost odhadnout tfeba
i tak, ze dand mnozina obsahuje mnozinu {%, n €N }, ktera je urcité spocetnd, protoze mame bijekci T'(n) = %
mezi touto mnozinou a N.

h) Spocetnd, jsou to vlastné konecéné fetézce jednicek, které se lisi délkou, takze muzeme definovat T'(r) jako pocet
jednicek v fetézci r, je to prosté zobrazeni M na N.

i) Spocetna, je podmnozinou Q, tudiz nejvyse spocetnd, a je nekone¢na. Dolni odhad lze udélat i tak, ze v dané
mnoziné najdeme podmnozinu {%; keN }, podmnozina to uréité je (zlomky nelze zkratit, tudiz je opravdu
nelze napsat se jmenovatelem mensim nez 4) a spocetna také (bijekce k — %TH)

1) Nespocetna, dand mnozina ur¢ité obsahuje napfiklad mnozinu vSech realnych ¢isel, kterd maji desetinny rozvoj
sloZzeny z nekonecné mnoha jednicek a dvojek, ta je nespocetnd Cantorovym diagonalnim argumentem nebo proto,
ze je diky bijekei stejné velkd, jako mnozina nekoneénych fetézct ze znaki 1, 2 neboli mnozina zobrazeni N +— {1, 2},
jejiz nespocetnost byla v kapitole dokazana.

k): Nespocetna, obsahuje v sobé mnozinu cisel, ktera 1 nemaji viibec, a ta je nespocetnd, viz predchozi priklad
po zameéné znakd 0 +— 1.

1): Spocetna, kazdé takové ¢islo je jednozna¢né dano dvojici (m,n) € N x (Ng U {o0}), kde m je pocet jednicek
pred desetinnou teckou a n pocet jednicek za ni.

m): Nespocetné. Stac¢i vzit takova ¢isla mezi 0 a 1, pfedstavit si, Ze by §lo o spoetnou mnozinu, a aplikovat na né
Cantora, tedy podivat se na diagonalu a vyménit 3 a 1.

9d.3: a) Spocetnd, jasné bijekce (le 312> > (a11,a12, a1, a22) € Z* (,sefazeni matice do fady*).
21 022
b) Nejprve ukézat, Ze mnozina P, polynomt stupné n m4 stejnou mohutnost jako Z"™!, pomoci a,x™ + -+ +

a1x + ag = (an,an-1,...,a0), pak spocetné sjednoceni spocetnych je spocetné.

c¢) Nespodetna, obsahuje nespocetnou podmnozinu vSech vodorovnych pifmek {y = a; a € R}. Slo by také
zkusit popsat primky rovnicemi ax + by = ¢ a pak to porovnat se zarucené nespocetnou mnozinou zobrazenim
axr + by = ¢ — (a,b,c), ale tam je problém s pfifazenim, protoze jednu pfimku lze popsat vice rovnicemi. To se
da obejit pozadavkem, Ze ¢isla a, b, c maji byt co nejvice zkracena, tedy jejich nejvétsi spolecny délitel ma byt 1.
d) Nespocena, tyto piimky lze jednznaéné popsat pomoci smérnice k a téchto smérnic je tolik, kolik je realnych
Cisel, tedy nespocetné. Vznikd tak bijekce T: k +— y = k(z — 13) + 23, coz ale neni na, chybi svisld pfimka, tu
doplnime tak, Ze ji vezmeme jako obraz T'(c0), pak T jde z mnoziny R U {oc}, ktera je nespocetna.

e) Spocetnd, viz (iv), T: k — y = k(z — 13) 4+ 23 je bijekce ze Z na danou mnozinu.

f) Spocetna, jasna bijekce na Z°.

g) Nespocetna, vezmu jeden takovy trojuhelnik a pak ho mohu posouvat ve sméru osy x na tolik pozic, kolik je
realnych ¢isel, vznikne nespocetné mnoho trojihelnik.

9d.4: a) Interval (0,1) pfevedeme na (0, B) pomoci = — Bz.

355



Diskrétni matematika, 9d. Mohutnosti mnozin pHabala 2026

Obecné: T'(z) = a+ (b— a)x je bijekce z (0, 1) na (a, b). Definice ma smysl, pro 0 <z < 1jea < T(x) < b. Prosté:
T(x) =T(y) — a+ (b—a)r =a+ (b—a)y — = = y. Je na: Dano y € (a,b), pak existuje z = ¥== € (0,1)
takové, ze T'(x) = y.

b) T'(z) = e* je bijekce R na (0, o).

c) T'(x) = arctg(z) je bijekce R — (—g, g), mnoziny tedy maji stejnou mohutnost. Omezime se na nezaporna
¢isla, mirnd prava: T'(z) = 2 arctg(z) je bijekce (0, 00) — (0,1). Obdobné lze pracovat s tangensem.

T(x) = In(x) je bijekece (0,1) na (—o0,0), proto |(0,1)| = |(—o0,0)|. Po tpravé: T'(z) = —In(1 — z) dava bijekci
z (0,1) na (0, 00).

T(x) = L je bijekce (0,1) na (1,00). Pokud bychom chtéli dokézat |(0,1)] = |(0,00)|, mohli bychom pouzit
T(z)=15—-1=1%.

9d.5: q) Toto je jen obména tvrzeni z kapitoly, Ze podmnoZina nejvyse spocetné mnoziny je nejvyse spocetna.
Nebo sporem: Kdyby A nebyla nespocetné, tak by byla nejvyse spocetnd a jeji podmnozina B by pak byla také
nejvyse spocetna, spor.

b) Kdyby byla B nespocetné, tak by A musela byt nejvyse spocetné. ¢) Obdobné.
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