
9. Mohutnost množin (kardinalita)

Tématem této kapitoly je velikost množin. Navazuje přímo na kapitolu o zobrazeních.

9a. Konečné a nekonečné množiny

S konečnými množinami jsme se setkávali od dětství. V této sekci uvidíme, že to, co jsme se naučili v mateřské
škole, funguje.

Přirozeným začátkem jsou množiny typu {1, 2, 3, 4, 5}, u kterých hned vidíme, kolik mají prvků. Abychom si
usnadnili jejich zápis, uděláme v této sekci výjimku a oficiálně si povolíme třítečkové vyjádření.

Úmluva.
Pro n ∈ N0 značíme symbolem {1, . . . , n} množinu

{1, . . . , n} = {k ∈ N; k ≤ n}.

Hned si všimneme, že pro n = 0 dostáváme {1, . . . , n} = ∅, takže se doufejme se čtenářem shodneme, že pro
každé n ∈ N0 je množina {1, . . . , n} konečná a n-prvková. Uděláme z nich prototypy konečných množin, na to ale
potřebujeme vymyslet, jak poznat množiny se stejným počtem prvků.

Ve školce děti vypracovávají pracovní listy, kde mimo jiné mají zjistit, jestli ve dvou skupinkách roztomilých
zvířátek (třeba netopýrků nebo chlupatých pavoučků) je jich stejně nebo ne. Doporučená metoda je propojit
pastelkou jednotlivá zvířátka mezi oběma skupinami. Pokud se to povede, je jich stejně. My už víme, že děti
vlastně vytvářely bijekce mezi množinami.

Nabízí se tedy prohlásit, že dvě množiny mají stejný počet prvků přesně v případě, kdy mezi nimi dokážeme
vytvořit bijekci. Nejprve ověříme, že tento nápad funguje pro naše vzorové množiny. Snadno najdeme bijekci
z {1, . . . , n} na {1, . . . , n}, stačí použít zobrazení identity in(k) = k, takže tento přístup pozná stejnou velikost.
Obtížnější je ukázat, že tento test také rozpozná případ různě velkých množin, tedy že pro různá m,n ∈ N0 není
možné vytvořit bijekci mezi {1, . . . ,m} a {1, . . . , n}.

Ve skutečnosti je možné říct více. Ostatně čtenáře možná napadlo, když si v kapitole 8b hrál s obrázky a šipkami
pro zobrazení, že není možné vytvořit prosté zobrazení, které by vedlo z více prvků do méně prvků. Selský
rozum říká, že v takovém případě se prostě nějaké šipky musejí sejít ve stejném cíli. Podobně souvisí počet prvků
se surjektivitou.

Dokážeme správnost této intuice pro naše vzorové konečné množiny. Důkaz je delší, ale objeví se v něm typické
postupy a nápady, ze kterých budeme těžit ve zbytku kapitoly. Obzvláště poučné je, že většinou jde o jednoduchý
nápad, který lze snadno nakreslit na papír (proto také budeme často ukazovat obrázky a doporučujeme čtenáři,
aby si další kreslil sám), je však jej třeba správně zachytit matematicky a ověřit, že to, co funguje na obrázku, je
platné i obecně. Pokud se vám nechce studovat celý důkaz, zkuste se alespoň podívat právě na tuto mezihru mezi
obrázky a myšlenkami na straně jedné a jejich matematickým zápisem na straně druhé.

Lemma 9a.1.
Nechť m,n ∈ N0. Uvažujme libovolné zobrazení T : {1, . . . , n} 7→ {1, . . . ,m}.
(i) Jestliže je T prosté, tak m ≥ n.
(ii) Jestliže m < n, tak T nemůže být prosté.
(iii) Jestliže je T na, tak m ≤ n.
(iv) Jestliže m > n, tak T nemůže být na.
(v) Jestliže je T bijekce, tak m = n.
(vi) Jestliže m 6= n, pak T nemůže být bijekce.

Všimneme si, že sudá tvrzení jsou obměnami lichých tvrzení, takže stačí dokázat ta lichá. Tvrzení (v) pak je
přímým důsledkem definice bijekce a částí (i) a (iii). Máme tedy dvě třetiny důkazu za sebou, zbývá dokázat (i)
a (iii).

Důkaz (z povinnosti, možná poučný):
(i): Matematickou indukcí dokážeme, že pro všechna n ∈ N0 platí: Jestliže m ∈ N0 a T je prosté zobrazení
{1, . . . , n} 7→ {1, . . . ,m}, pak m ≥ n.
(0) n = 0: Pro všechna m ∈ N0 platí m ≥ 0 = n.
(1) Dáno n ∈ N0. Předpokládejme, že kdykoliv máme prosté zobrazení z {1, . . . , n} do {1, . . . ,m}, pak m ≥ n.

Vezměme teď nějaké prosté zobrazení T : {1, . . . , n + 1} 7→ {1, . . . ,m}, kde m ∈ N0. Chceme ukázat, že
m ≥ n+ 1.
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Protože {1, . . . , n + 1} 6= ∅, tak díky existenci zobrazení T také {1, . . . ,m} 6= ∅ (viz poznámka 8a.1), a tedy
m ≥ 1. Pak m− 1 ∈ N0 a má smysl uvažovat {1, . . . ,m− 1}.

Vytvoříme pomocné zobrazení S: {1, . . . , n} 7→ {1, . . . ,m−1}, které je také prosté, což nám umožní aplikovat
indukční předpoklad. Rozebereme tři možnosti.
1) Případ m /∈ ran(T ), tedy neexistuje k ∈ {1, . . . , n + 1} takové, že T (k) = m. Pak je T vlastně zobra-
zení do množiny {1, . . . ,m − 1}. Toto musí platit i pro restrikci S = T |{1,... ,n}, což je prosté zobrazení (viz
cvičení 8b.8).
2) Případ T (n+ 1) = m. Díky prostotě T to znamená, že pro k ∈ {1, . . . , n} platí
T (k) 6= m neboli T (k) ∈ {1, . . . ,m − 1}. Můžeme tedy dvojici T (n + 1) = m
ze zobrazení prostě vynechat. Matematicky, restrikce S = T |{1,... ,n} je zobrazení
z {1, . . . , n} do {1, . . . ,m− 1}, které je coby restrikce prosté.

1 2 3 n n+1

1 2 3 m−1 m

T

3) Zbývá možnost, že T (n+ 1) < m, ale existuje k0 ∈ {1, . . . , n} takové, že T (k0) = m. Protože T je prosté, je
pak k0 nutně jediné, které toto splňuje.

V tomto případě restrikce na {1, . . . , n} nevede do {1, . . . ,m− 1}. Nápad:
V obrázku vygumujeme šipku vedoucí z n+ 1 do T (n+ 1), čímž se toto číslo
uvolní (díky prostotě T tam žádná jiná šipka nesmí vést. Můžeme tam tedy
přesměrovat šipku vedoucí z k0, aniž bychom zkazili prostotu. Teď je potřeba
to udělat formálně, ať máme jistotu, že jsou naše úvahy správné.

1 2 k0 n n+1

1 2 T (n+1) m−1 m

T

Uvažujme zobrazení

S(k) =

{
T (k), k ∈ {1, . . . , n} {k0};

T (n+ 1), k = k0.

Tvrdíme, že je to prosté zobrazení z {1, . . . , n} do {1, . . . ,m− 1}.
Nejprve ověříme, že to vůbec má smysl. Zobrazení S je zjevně definováno pro všechna čísla z {1, . . . , n}. Dále

si všimneme, že díky prostotě T a T (k0) = m musí platit, že pro k ∈ {1, . . . , n} {k0} je S(k) = T (k) 6= m neboli
S(k) ≤ m− 1, stejně tak S(k0) = T (n+ 1) ≤ m− 1, takže hodnoty S opravdu leží v množině {1, . . . ,m− 1}.

Prosté: Tentokráte použijeme obměnu podmínky z definice. Vezměme x, y ∈ {1, . . . , n} splňující x 6= y. Pokud
není ani jedno z x, y rovno k0, pak S(x) = T (x) a S(y) = T (y). Z prostoty T pak díky x 6= y dostaneme
T (x) 6= T (y) neboli S(x) 6= S(y).

Druhá možnost je, že právě jedno (nejsou si rovny) z x nebo y je k0, ze symetrie stačí zvolit jeden případ,
třeba y = k0. Pak S(y) = S(k0) = T (n+ 1). Protože x 6= k0, je S(x) = T (x), díky x 6= n+ 1 a prostotě T pak
T (x) 6= T (n+ 1) neboli S(x) 6= S(y).

Máme tedy prosté zobrazení S z {1, . . . , n} do {1, . . . ,m− 1}.
Ve všech třech případech jsme našli hledané S. Splňuje podmínku indukčního předpokladu, proto m− 1 ≥ n,

tedy m ≥ n+ 1.

(iii): Zde se nám v indukci bude hodit, aby v cílovém prostoru existovaly nějaké prvky. Proto probereme zvlášť
případ m = 0. Pokud je T zobrazení z {1, . . . , n} na {1, . . . , 0} = ∅ pro nějaké n ∈ N0, tak jistě m = 0 ≤ n.

Nyní matematickou indukcí dokážeme, že pro všechna m ∈ N platí: Jestliže n ∈ N0 a T je zobrazení {1, . . . , n}
na {1, . . . ,m}, pak m ≤ n.
(0) m = 1: Mějme nějaké zobrazení T : {1, . . . , n} na {1}. Protože je T na, musí existovat nějaké k ∈ {1, . . . , n}
splňující T (k) = 1, tedy {1, . . . , n} 6= ∅. Proto n ≥ 1 = m neboli m ≤ n.
(1) Nechť m ∈ N, předpokládejme, že kdykoliv je T zobrazení {1, . . . , n} na {1, . . . ,m} pro nějaké n ∈ N0, pak
m ≤ n.

Vezměme nějaké zobrazení T z {1, . . . , n} na {1, . . . ,m+ 1}, kde n ∈ N0, potřebujeme odvodit m+ 1 ≤ n.
Podobně jako u (i) chceme vytvořit pomocné zobrazení S: {1, . . . , n − 1} 7→ {1, . . . ,m}, které je na. První

množina má smysl, protože podobně jako v (0) ukážeme, že díky m ≥ 1 a surjektivitě T vlastně n ≥ 1, a tedy
n− 1 ∈ N0.

Potřebujeme vynechat m + 1 z cílové množiny, určitě tedy budeme chtít přesměrovávat šipky tam vedoucí.
Označme jako M množinu všech x ∈ {1, . . . , n}, které splňují T (x) = m + 1. Protože je T na, tato množina
není prázdná. Budeme také chtít vynechat šipku vedoucí z n, tam záleží, kam vede. Rozebereme dvě možnosti.
1) Případ T (n) = m+ 1. Definujme zobrazení S předpisem

S(k) =

{
T (k), k ∈ {1, . . . , n− 1} M ;

1, k ∈M {n}.
Zobrazení je tedy definováno na množině {1, . . . , n− 1}.

1 2 M n−1 n

1 2 m m+1

T
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Tvrdíme, že je do množiny {1, . . . ,m}. Vezměme k ∈ {1, . . . , n−1}. Pokud k ∈M , tak S(k) = 1 ≤ m. Pokud
k /∈M , tak T (k) 6= m+ 1, tedy S(k) = T (k) ≤ m.

Ještě ověříme, že toto zobrazení je na {1, . . . ,m}: Vezměme libovolné b ∈ {1, . . . ,m}. Protože T je na, musí
existovat k ∈ {1, . . . , n} takové, že T (k) = b. My jsme ale předpokládali, že T (n) = m + 1 6= b, tedy k 6= n,
jinak řečeno k ∈ {1, . . . , n− 1}. Díky T (k) = b 6= m+ 1 také platí x /∈M , podle definice je S(k) = T (k) = b.
2) Případ T (n) < m + 1. To mimo jiné znamená, že n /∈ M , tedy M je
neprázdná podmnožina {1, . . . , n − 1}. Je dobře, že ji máme k dispozici,
protože pokud vynecháme šipku vedoucí z n, tak je možné, že už žádná
šipka nepovede do T (n), což musíme napravit. Opět přesměrujeme šipky
a definujeme

S(k) =

{
T (k), k ∈ {1, . . . , n− 1} M ;

T (n), k ∈M.

Zobrazení je definováno na množině {1, . . . , n− 1}.

1 2 M n−1 n

1 2 T (n) m m+1

T

Pro k /∈ M platí S(k) = T (k) ≤ m, pro k ∈ M zase S(k) = T (n) ≤ m, tudíž je S zobrazení do {1, . . . ,m}.
Tvrdíme, že je na.

Mějme libovolné b ∈ {1, . . . ,m}. Pokud b = T (n), tak vezmeme k ∈M ⊆ {1, . . . , n−1}, pak S(k) = T (n) = b.
Pokud b 6= T (n), tak díky surjektivitě T najdeme k ∈ {1, . . . , n} takové, že T (k) = b. Ovšem b 6= T (n), proto
nutně k 6= n, takže k je vlastně z {1, . . . , n− 1}. Také nemůže být z M , proto S(k) = T (k) = b.

V obou případech jsme našli zobrazení S z {1, . . . , n − 1} na {1, . . . ,m}, přičemž n − 1 ∈ N0. Splňuje tedy
podmínky indukčního předpokladu, který pak dá m ≤ n− 1 neboli m+ 1 ≤ n.

�

Nyní jsme připraveni na klíčovou definici.

!!! Definice.
Množina A se nazve konečná (finite), jestliže pro nějaké n ∈ N0 existuje bijekce z {1, . . . , n}
na A.
Pak píšeme |A| = n a říkáme, že A má n prvků.

V anglosaské literatuře se počet prvků v množině A také značí #A. Vychází to z obecného používání znaku
# („kriminálÿ) pro počet v angličtině. Množiny typu {1, . . . , n} se stávají etalonem, tedy měřítkem, kterým
poměřujeme konečné množiny. Někteří autoři pro ně zavádějí speciální značení (třeba In nebo n), ale my se
nebudeme pouštět tak hluboko do teorie, aby to stálo za to.

Definice připouští možnost, že by množina mohla mít více různých počtů prvků, pokud se podaří najít více
bijekcí na různé množiny typu {1, . . . , n}. To by bylo velmi nemilé, naštěstí to není možné.

Fakt 9a.2.
Jestliže je A konečná množina, pak je počet jejích prvků určen jednoznačně.

Důkaz: Předpokládejme, že |A| = m a |A| = n, kde m,n ∈ N0. Pak musí existovat bijekce T z {1, . . . ,m}
na A a bijekce S z {1, . . . , n} na A. Podle faktu 8b.4 je S−1 bijekce z A na {1, . . . , n}, podle faktu 8b.3 pak
S−1 ◦ T musí být bijekce z {1, . . . ,m} na {1, . . . , n}. Podle lemma 9a.1 tedy nutně m = n.

�

Uf, to jsme si oddechli.

Příklad 9a.a: Tvrdíme, že |{a, b, a}| = 2. Zobrazení T : {1, 2} 7→ {a, b, a} dané předpisem T (1) = a, T (2) = b je
zjevně prosté a také na.

Jak bychom dokázali, že tato množina nemá tři prvky? Podle definice bychom museli ukázat, že neexistuje
bijekce z {1, 2, 3} na {a, b, a}, což je náročnější. Nelze argumentovat, že nás žádná bijekce nenapadá, protože třeba
nemáme dost bujnou fantasii. Obecně se neexistence dokazuje obtížně. Naštěstí jsme právě dokázali, že velikost
množiny je jednoznačná, a ta naše má dva prvky, tudíž nemůže mít tři.
4

V praxi zejména u menších množin obvykle nezjišťujeme počet prvků tak, že bychom vytvářeli nějakou bijekci,
ale pohledem. Potvrdíme to oficiálně.
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!!! Fakt 9a.3.
Množina A je konečná a |A| = n ∈ N právě tehdy, když ji lze zapsat jako A = {a1, . . . , an}, kde
ak jsou navzájem různé prvky A.

Důkaz (rutinní): 1) =⇒: Protože |A| = n, existuje bijekce T z {1, . . . , n} na A. Protože n ∈ N, není to prázdná
množina. Definujme ak = T (k), pak z prostoty vyplývá, že jsou to navzájem různé prvky A, a ze surjektivity T
vyplývá, že A = {a1, . . . , an}.
2) ⇐=: Jestliže A = {a1, . . . , an}, pak stačí definovat T (k) = ak. Snadno nahlédneme, že je to zobrazení
{1, . . . , n} na A. Prostota: Jestliže pro nějaká i, j ∈ {1, . . . , n} platí T (i) = T (j), pak ai = aj , ale ak jsou
navzájem různá. Proto nutně i = j.

�

Tento fakt není nic hlubokého, je to jen překlad definice do jiného jazyka: Namísto prostoty a surjektivity se
diskutuje, zda jsou prvky ak různé a zda dají celou množinu A. V obecných situacích (zejména důkazech) je ovšem
lepší pracovat s definicí, protože pro práci se zobrazeními máme standardní a spolehlivé nástroje.

Kombinací definice a lemma 9a.1 snadno potvrdíme naši intuitivní představu o souvislosti počtu prvků a vlast-
nostech zobrazení.

!!! Věta 9a.4.
Nechť A,B jsou konečné množiny a T : A 7→ B je zobrazení.
(i) Jestliže je T prosté, tak |B| ≥ |A|.
(ii) Jestliže má B méně prvků než A, pak T není prosté.
(iii) Jestliže je T na, tak |B| ≤ |A|.
(iv) Jestliže má B více prvků než A, pak T není na.
(v) Jestliže je T bijekce, tak |B| = |A|.
(vi) Jestliže A a B nemají stejně prvků, pak T není bijekce.

Opět tam máme páry obměn, stačí tedy dokázat třeba ta lichá tvrzení. Ukážeme první, zbytek necháme čte-
náři jako cvičení 9a.4.

Důkaz (poučný): (i): Máme tedy |A| = nA a |B| = nB pro nějaká nA, nB ∈ N0 a existují bijekce SA
z {1, . . . ,mA} na A a SB z {1, . . . ,mB} na B. Podle věty 8b.4 je S−1B bijekce a vznikne řetízek

{1, . . . , nA}
SA−−→ A

T−→ B
S−1
B−−→ {1, . . . , nB}.

Zobrazení SA, S
−1
B jsou automaticky prostá, podle faktu 8b.3 je pak S−1B ◦T ◦SA prosté zobrazení z {1, . . . , nA}

do {1, . . . , nB}, podle lemma 9a.1 tedy nutně nB ≥ nA neboli |B| ≥ |A|.
�

Tento důkaz je jakýmsi prototypem pro významnou část důkazů v této kapi-
tole, spojování vhodných zobrazení se stane naší oblíbenou kratochvílí. Silně
doporučujeme kreslit si obrázky, většinou je pak hned jasné, jak vytvářet zob-
razení a následně i důkazy.

1
..
.n

A B

1
.
.
.nSA T S−1B

Poznámka: Je užitečné si uvědomit, že tvrzení této věty jsou implikace, nikoliv ekvivalence. Mějme nějaké
zobrazení T : A 7→ B. Když víme, že je prosté, tak podle (i) máme |B| ≥ |A|. Ale pokud naopak víme, že
|B| ≥ |A|, tak T může a nemusí být prosté.

Obdobně když se dozvíme, že nějaké zobrazení T : A 7→ B není bijekce, tak nám (vi)
nedovolí usoudit, že |A| 6= |B|. Při vytváření zobrazení můžeme záměrně vlastnosti zkazit
bez ohledu na počty prvků, což jsme udělali v obrázku napravo.

Viz také cvičení 9a.5 a pro doplnění 9a.3.

Význam věty lze shrnout takto: Pokud se mezi konečnými množinami A,B najde zobrazení s určitou vlastností,
tak lze něco říct o vztahu mezi jejich velikostmi. Jak jsme právě viděli, z informace o velikostech nelze usoudit, že
by všechna zobrazení byla příslušným způsobem speciální (typicky většina není). Jedno takové ale existovat musí.
Nejprve to dokážeme pro naše vzorové množiny.

Příklad 9a.b: Uvažujme množiny {1, . . . , n} a {1, . . . ,m}
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1. Pokud m = n, pak jistě existuje bijekce z {1, . . . , n} na {1, . . . ,m}, jmenovitě zobrazení
identity in(k) = k pro k ∈ {1, . . . , n}, viz cvičení 8a.9.

Poznamenejme, že toto funguje také v případě m = n = 0, pak je totiž in, formálně
definované jako {(k, k); k ∈ {1, . . . , n}}, prázdné zobrazení, což je bijekce z ∅ na ∅.
2. Pokud m ≥ n, pak existuje prosté zobrazení {1, . . . , n} 7→ {1, . . . ,m}, jmenovitě ono
zobrazení in(k) = k. Také tentokráte toto funguje i pro případ n = 0, prázdné zobrazení
je prosté.
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3. Pokud m ≤ n a m ≥ 1, pak existuje zobrazení {1, . . . , n} 7→ {1, . . . ,m}, které je na.

Toto zobrazení, které nazveme jn,m, definujeme takto:

jn,m(k) =

{
k, k ∈ {1, . . . ,m};
m, k ∈ {1, . . . , n} ∧ k > m.

Obrázek vystihuje smysl této definice. Všimneme si, že tato definice má smysl
vždy, když 1 ≤ m, protože pak {1, . . . ,m} obsahuje alespoň jeden prvek, a tedy
je na co posílat. Podmínka m ≤ n pak zaručí, že je toto zobrazení na:

Uvažujme b ∈ {1, . . . ,m}. Pak b ∈ N a b ≤ m. Protože m ≤ n, platí i b ≤ n,
a tedy b ∈ {1, . . . , n}. Můžeme tedy zvolit k = b ∈ D(jn,m). Protože k ∈
{1, . . . ,m}, podle definice jn,m(k) = k = b.

V případě m = n se žádné k dle druhé podmínky nenajde a vlastně vznikne
zobrazení in, což je zcela v pořádku, pořád je to zobrazení na {1, . . . , n}.
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Výjimkou je případ m = 0. Jestliže n > 0, tak žádné zobrazení z {1, . . . , n} na ∅ neexistuje. Problém není v tom
„naÿ, ale v tom „zobrazeníÿ. Pro n > 0 by zobrazení muselo povinně někam poslat 1, ale není kam.

Nyní už snadno dokážeme obecné tvrzení, že existence speciálních zobrazení umí porovnat velikosti množin.

!!! Věta 9a.5.
Nechť A,B jsou konečné množiny.
(i) Tyto množiny mají stejný počet prvků právě tehdy, když mezi nimi existuje bijekce.
(ii) |A| ≤ |B| právě tehdy, pokud existuje zobrazení A 7→ B, které je prosté.
(iii) Nechť B 6= ∅. |B| ≤ |A| právě tehdy, pokud existuje zobrazení z A na B.

Důkaz (poučný): U všech tvrzení vyplývá směr ⇐= z faktu 9a.4. Budeme tedy dokazovat, že z předpokladu
o počtu prvků lze vytvořit žádané zobrazení.

Protože jsou A,B konečné, existují bijekce TA: {1, . . . , n} 7→ A a TB : {1, . . . ,m} 7→ B. Jsou také prosté a na.
(i): Pokud m = n, pak je zobrazení TB ◦ in ◦ T−1A bijekce A na B.

A
T−1
A−−→ {1, . . . , n} in−→ {1, . . . , n} TB−−→ B

(ii): Pokud n ≤ m, pak je zobrazení TB ◦ in ◦ T−1A prosté zobrazení A 7→ B.
(iii): Pokud 1 ≤ m ≤ n pak je zobrazení TB ◦ jn,m ◦ T−1A surjektivní zobrazení A 7→ B.

�

Porovnávání konkrétních konečných množin tímto způsobem není obvyklé, ale jde o významný teoretický přístup,
který bude klíčový pro sekci 9b.

Protože |B| ≥ |A| je totéž jako |A| ≤ |B|, máme pro neprázdné
množiny na výběr, jaké zobrazení vytvořit. Obecně je lepší pří-
stup pomocí prostého zobrazení, protože funguje i pro množiny
prázdné, je tedy univerzální. Jsou ale situace, kdy je pohodlnější
pracovat se surjekcí. K této problematice se ještě vrátíme, viz
věta 9b.5.

MM 9a.6 Poznámka: Uvažujme situaci, kdy máme (neprázdné) konečné množiny A,B a prosté zobrazení T : A 7→ B.
Pak je možné brát ran(T ) jako cílovou množinu tohoto zobrazení. Formálně jde pak o jiné zobrazení, řekněme S,
které funguje zcela stejně jako T , liší se jen deklarovanou cílovou množinou. Toto S je pak automaticky na, tedy
je to bijekce. Pro zjednodušení se obvykle (trochu nepřesně) říká, že každé prosté zobrazení T : A 7→ B je bijekce
A na ran(T ).

Množina ran(T ) je podmnožinou B a coby obraz A pomocí bijekce sdílí s A určité
vlastnosti, jmenovitě počet prvků. V tomto smyslu je tedy ran(T ) kopií množiny A
vytvořenou pomocí T v množině B. V matematické teorii pak řekneme, že jsme množinu
A vnořili do množiny B, a příslušnému prostému zobrazení se říká vnoření. Ostatně
alternativní název „injekceÿ pro prosté zobrazení evokuje přesun množiny A někam.

A

ran(T )

B
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Stejný počet prvků je jen začátkem. V mnoha situacích má A nějakou další strukturu, například v kapitole 6
jsme probírali, jak množiny uspořádat, v lineární algebře se zase množiny stávají prostory a podobně, a tyto
vlastnosti lze při přesouvání pomocí prostých zobrazení zachovat, pokud je zobrazení také vhodným způsobem
speciální. Pak má tvrzení, že ran(T ) je kopie A uvnitř B, bohatší významy. V teorii se takováto situace mnohdy
značí speciální značkou A ↪→ B.

Zájemce najde inspiraci v bonusové kapitole 20, zde se omezíme na představu, že prostým zobrazením vytváříme
uvnitř B kopie množiny A o stejné velikosti, což bude pomáhat naší intuici.
4

Když v matematice zavedeme novou vlastnost pro nějaké objekty, tak jednou z významných otázek je, jak je
tato vlastnost rezistentní na věci, které s objekty provádíme, například na operace.

Začneme pomocným tvrzením, které sice také něco říká, ale hlavně si v jeho důkazu odbudeme technické detaily,
abychom se jimi nemuseli zdržovat v nadcházejících konceptuálních důkazech. Připomeňme, že při práci s mno-
žinami představuje universum U nějakou (obvykle velkou) množinu U , z jejíž prvků sestavujeme ty množiny, se
kterými pak pracujeme.

Lemma 9a.7.
Nechť A je konečná množina v nějakém universu U .
(i) Pro každé a ∈ U A platí, že A ∪ {a} je konečná a |A ∪ {a}| = |A|+ 1.
(ii) Pro každé a ∈ A platí, že A {a} je konečná a |A {a}| = |A| − 1.
(ii) Pro každé c ∈ U platí, že {c} ×A je konečná a |{c} ×A| = |A|, totéž platí pro A× {c}.

V důkazu použijeme podobné techniky „přesměrování šipekÿ jako v důkazu lemma 9a.1.

Důkaz (poučný): Podle předpokladu existuje bijekce T z {1, . . . , n} na A, kde n = |A| ∈ N0.
(i): Definujme zobrazení S z {1, . . . , n+ 1} do A ∪ {a} takto:

S(k) =

{
T (k), k ∈ {1, . . . , n+ 1};

a, k = n+ 1.
Tvrdíme, že je to bijekce.

Prostota: Použijeme obměnu podmínky z definice. Dány x, y ∈ {1, . . . , n + 1}, x 6= y. Pokud x, y ≤ n, pak
S(x) = T (x) a S(y) = T (y), z prostoty T pak vyplývá S(x) 6= S(y). Pokud je jedno z nich rovno n+1, například
y = n+ 1, pak S(x) = T (x) ∈ A a S(y) = S(n+ 1) = a /∈ A, proto zase S(x) 6= S(y).

Na: Zvolme b ∈ A ∪ {a}. Pokud b = a, tak S(n + 1) = a, kde n + 1 ∈ {1, . . . , n + 1}. Pokud b ∈ A, tak díky
surjektivitě T existuje k ∈ {1, . . . , n} splňující T (k) = b. Pak také k ∈ {1, . . . , n+ 1} a S(k) = T (k) = b.

Máme tedy bijekci {1, . . . , n+ 1} 7→ A ∪ {a}, proto je A ∪ {a} konečná a |A ∪ {a}| = n+ 1 = |A|+ 1.
Tento argument platí i pro případ A = ∅, kdy je řada tvrzení platná automaticky, například je pak T prázdné,

a tedy u definice S nikdy nedojde k první variantě.
(ii): Protože A obsahuje alespoň jeden prvek (jmenovitě a), je neprázdná, a tedy n ≥ 1. Kdyby n = 1, tak
A {a} = ∅, což je jistě konečná množina a velikosti souhlasí.

Uvažujme tedy případ n ≥ 2. Protože a ∈ A, musí existovat m ∈ {1, . . . , n} takové, že T (m) = a.
Kdyby m = n, tedy T (n) = a, tak pro k ∈ {1, . . . , n − 1} platí T (k) 6= a, tedy T (k) ∈ A {a}. Restrikce

S = T |{1,... ,n−1} je tedy prosté zobrazení {1, . . . , n − 1} 7→ A {a} a snadno dokážeme, že je na: Zvolme
b ∈ A {a}. Díky surjektivitě T musí existovat k ∈ {1, . . . , n} splňující T (k) = b. Ovšem b 6= a a T (n) = a,
takže k 6= n. Proto k ∈ {1, . . . , n− 1} a S(k) = T (k) = b.

Kdyby m < n, tak definujeme zobrazení S: {1, . . . , n− 1} 7→ A {a} takto:

S(k) =

{
T (k), k ∈ {1, . . . , n− 1} {m};
T (n), k = m.

Podobně jako v důkazu lemma 9a.1 ukážeme, že S je prosté. Na: Zvolme b ∈ A {a}. Jestliže b = T (n), pak
máme m ∈ {1, . . . , n− 1} splňující S(m) = T (n) = b.

Pokud b 6= T (n), pak podle surjektivity T najdeme k ∈ {1, . . . , n} splňující T (k) = b. Víme, že b 6= T (n)
neboli T (k) 6= T (n), díky prostotě T proto k 6= n. To znamená, že k ∈ {1, . . . , n−1}. Protože T (m) = a a b 6= a,
tak k 6= m, tedy vlastně k ∈ {1, . . . , n− 1} {m}, a proto S(k) = T (k) = b.

Našli jsme bijekci {1, . . . , n− 1} 7→ A {a}, proto je A {a} konečná a |A {a}| = n− 1 = |A| − 1.
(iii): Definujeme zobrazení S(k) = (c, T (k)). Prostota: Pro x, y ∈ {1, . . . , n+1}, x 6= y platí T (x) 6= T (y), a tedy
také (c, T (x)) 6= (c, T (y)) neboli S(x) 6= S(y).

9a.7, 9a.b 327 9a.7, 9a.b
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Na: Pokud (c, b) ∈ {c} × A, pak díky surjektivitě T existuje k ∈ {1, . . . , n} splňující T (k) = b, tedy
S(k) = (c, T (k)) = (c, b).

�

Toto lemma se dá také dokázat pomocí popisu seznamem prvků dle faktu 9a.3. Čtenář si to může vyzkoušet
ve cvičení 9a.6. Dá se tak napsat stručnější důkaz, který vypadá jako důvěryhodný a zároveň intuitivně snadný, ale
lze do něj úspěšně zašťourat a při řešení detailů skončíme s podobnými úvahami, jaké jsme dělali v předvedeném
důkazu.

Požadavek, aby podmnožiny konečných množin byly konečné, je přirozený. Stejně tak očekáváme, že sjednocení
konečných množin bude konečné. Následující věta potvrdí, že to platí, což je dobře; jinak bychom se museli vážně
zamyslet, jestli je naše definice konečných množin rozumná.

!!! Věta 9a.8.
(i) Jestliže je A konečná množina, pak je každá její podmnožina B konečná a platí |B| ≤ |A|.

Je-li navíc B podmnožina vlastní, pak |B| < |A|.
(ii) Nechť A,B jsou konečné množiny. Pak je také A ∪B konečná a platí |A ∪B| ≤ |A|+ |B|.

Jsou-li navíc A,B disjunktní, pak |A ∪B| = |A|+ |B|.
(iii) Nechť A,B jsou konečné množiny. Pak je také A×B konečná a platí |A×B| = |A| · |B|.

Důkaz (poučný): (i): Dokážeme indukcí pro n ∈ N0, že pro každou konečnou množinu o n prvcích jsou všechny
podmnožiny konečné a nejsou větší a vlastní podmnožiny mají méně prvků.
(0) n = 0: Pokud |A| = 0, pak je to prázdná množina. Ta má jedinou podmnožinu B = ∅, která je konečná
a splňuje |B| = 0 ≤ 0 = |A|. Je také pravda, že všechny vlastní podmnožiny B ⊂ A (žádné nejsou) splňují
|B| < |A|.
(1) Nechť n ∈ N0 je libovolné, předpokládejme, že pro každou konečnou množinu o n prvcích jsou všechny
podmnožiny konečné a nejsou větší a vlastní podmnožiny mají méně prvků.

Uvažujme nyní konečnou množinu A o n+ 1 prvcích a nějakou její podmnožinu B.
Pokud B = A, pak je B také konečná a |B| = |A| ≤ |A|. Pokud je B vlastní, tak existuje a ∈ A B. Pak je B

podmnožinou A {a}. Podle lemma 9a.7 je A {a} konečná a platí |A {a}| = |A| − 1 = n. Vztahuje se tedy
na ni indukční předpoklad, takže B je konečná a platí

|B| ≤ |A {a}| = |A| − 1 < |A|.
(ii): 1) Nejprve matematickou indukcí na |A| = n dokážeme případ, kdy jsou A a B disjunktní.
(0) n = 0: Pokud A = ∅, tak A ∪B = B je konečná a |A ∪B| = |B| = 0 + |B| = |A|+ |B|.
(1) Dáno n ∈ N0. Předpokládejme, že pokud jsou A,B konečné a disjunktní a |A| = n, tak je také A∪B konečná
a |A ∪B| = |A|+ |B|.

Nyní uvažujme disjunktní konečné množiny A,B takové, že |A| = n+1. Pak |A| ≥ 1, tedy A 6= ∅, tedy existuje
a ∈ A. Podle lemma 9a.7 je množina A {a} konečná a |A {a}| = n, je také disjunktní s B, proto je podle
indukčního předpokladu množina (A {a}) ∪B konečná a platí

|(A {a}) ∪B| = |A {a}|+ |B| = n+ |B|.
Díky disjuntnosti a /∈ B, proto a /∈ (A {a})∪B. Proto můžeme aplikovat znovu lemma a zjistíme, že množina
[(A {a}) ∪B] ∪ {a} je také konečná a platí

|[(A {a}) ∪B] ∪ {a}| = |(A {a}) ∪B|+ 1 = n+ |B|+ 1 = |A|+ |B|.
Důkaz dokončí pozorování, že

[(A {a}) ∪B] ∪ {a} = A ∪B.
2) Obecný případ: Mějme konečné množiny A,B. Množina A B je coby podmnožina A konečná a platí |A B| ≤
|A|. Je disjunktní s B, proto podle 1) je (A B) ∪B = A ∪B konečná a platí

|A ∪B| = |(A B) ∪B| = |A B|+ |B| ≤ |A|+ |B|.
(iii): Dokážeme indukcí na n ∈ N0, že pro pokud jsou A,B konečné množiny a |A| = n, pak je A× B konečná
a |A×B| = |A| · |B|.
(0) n = 0: Pak A = ∅, proto A×B = ∅. Je to tedy množina konečná a

|A×B| = |∅| = 0 = 0 · |B| = |A| · |B|.
(1) Dáno n ∈ N0, předpokládejme, že tvrzení platí pro všechny konečné množiny A,B s |A| = n.

Uvažujme konečné množiny A,B, přičemž A = |n + 1|. Pak |A| ≥ 1, tedy A je neprázdná a je možné zvolit
a ∈ A. Podle lemma 9a.7 je A {a} konečná množina a |A {a}| = |A| − 1 = n, proto podle indukčního
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předpokladu je (A {a})×B konečná a

|(A {a})×B| = n · |B|.
Podle lemma 9a.7 je konečná i množina {a} ×B a platí

|{a} ×B| = |B|.
Množiny (A {a})×B a {a}×B jsou konečné a disjunktní, proto je podle (ii) konečné i jejich sjednocení, což je

[(A {a})×B] ∪ [{a} ×B] =
{

(x, y); x ∈ A {a}, y ∈ B
}
∪
{

(x, y); x = a, y ∈ B
}

=
{

(x, y); [x ∈ A {a} ∨ x = a], y ∈ B
}

=
{

(x, y); x ∈ A, y ∈ B
}

= A×B.
Také platí

|A×B| = |(A {a})×B|+ |{a} ×B| = n · |B|+ |B| = (n+ 1)|B| = |A| · |B|.
�

Tvrzení (ii) a (iii) lze dokázat i jinak, viz cvičení 9a.7 a 9a.8. Pomocí věty 9a.8 snadno dokážeme (cvičení 9a.9),
že i průnik a rozdíl konečných množin je konečná množina. To znamená že při práci s konečnými množinami
se nemusíme bát používat množinové operace, protože nás z toho světa nevyhodí. Matematicky řečeno, konečné
množiny tvoří soubor uzavřený na množinové operace.

Pravidla platná pro dva objekty obvykle není problém zobecnit pro více objektů, funguje to i zde.

!!! Věta 9a.9.

(i) Jsou-li Ai pro i = 1, . . . , n konečné množiny, pak je také
n⋃
i=1

Ai konečná a
∣∣∣ n⋃
i=1

Ai

∣∣∣ ≤ n∑
i=1
|Ai|.

Jsou-li navíc po dvou disjunktní, tak
∣∣∣ n⋃
i=1

Ai

∣∣∣ =
n∑
i=1
|Ai|.

(ii) Jsou-li Ai pro i = 1, . . . , n konečné množiny, pak je také A1 × · · · ×An konečná a

|A1 × · · · ×An| = |A1| · · · |An| =
n∏
i=1

|Ai|.

Důkaz: (i): Tvrzení dokážeme indukcí na n ∈ N.
(0) Pro n = 1 evidentně platí, konečná množina A1 je konečná a |A1| = |A1|.
(1) Dáno n ≥ 1, předpokládejme, že tvrzení platí pro libovolných n konečných množin.

Teď uvažujme konečné množiny A1, . . . , An, An+1. Podle indukčního předpokladu je konečná také množina

B =
n⋃
i=1

Ai a platí |B| ≤
n∑
i=1
|Ai|. Pak podle věty 9a.8 je konečná množina B ∪An+1 =

n+1⋃
i=1

Ai a platí

∣∣∣n+1⋃
i=1

Ai

∣∣∣ = |B ∪An+1| ≤ |B|+ |An+1| ≤
n∑
i=1

|Ai|+ |An+1| =
n+1∑
i=1

|Ai|.

Pokud jsou Ai navíc disjunktní, pak podle indukčního předpokladu |B| =
n∑
i=1
|Ai|; množiny B a An+1 jsou

disjunktní a proto ∣∣∣n+1⋃
i=1

Ai

∣∣∣ = |B ∪An+1Ai| = |B|+ |An+1| =
n+1∑
i=1

|Ai|.

(ii) se dokazuje obdobně.
�

Tato věta nám poskytne snadný důkaz vzorce pro |A ∪B| v obecném případě.

Fakt 9a.10.
Jsou-li A,B konečné množiny, pak |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

Uvedený vzorec je v souladu s intuicí. Když sčítáme |A|+ |B|, tak vlastně prvky z A∩B započítáváme dvakrát.
Výraz |A|+ |B| − |A ∩B| to napraví, všechny prvky z A a B jsou teď započítány přesně jednou.
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Důkaz: Množiny A B, A ∩ B a B A jsou navzájem disjunktní a jejich sjednocení je A ∪ B, proto podle
Věty 9a.9 dostáváme

|A ∪B| = |A B|+ |A ∩B|+ |B A| = (|A B|+ |A ∩B|) + (|B A|+ |A ∩B|)− |A ∩B|
= |A|+ |B| − |A ∩B|.

�

Pro výpočet |A ∪ B ∪ C| bychom tuto množinu museli rozdělit na celkem sedm disjunktních částí, dostáváme
pak

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|.
K této otázce se vrátíme v kapitole 11b, kde představíme obecný vzorec, viz věta 11b.2.

Věta 9a.5 nám umožňuje porovnávat velikosti množin pomocí zobrazení různých typů, ale musíme dopředu
vědět, že jsou konečné. Ukážeme, že tato znalost není vždy nutná, protože částečně vyplývá z existence vhodných
zobrazení. Dá se to také vnímat tak, že pomocí známých konečných množin umíme pomocí zobrazení nacházet
nové konečné množiny.

!!! Věta 9a.11.
Nechť A,B jsou množiny a T : A 7→ B zobrazení.
(i) Pokud je T bijekce z A na B a A je konečná, tak je také B konečná a |B| = |A|.
Pokud je T bijekce z A na B a B je konečná, tak je také A konečná a |A| = |B|.
(ii) Pokud je T prosté a B je konečná, tak je také A konečná a |A| ≤ |B|.
(iii) Pokud je T na a A je konečná, tak je také B konečná a |B| ≤ |A|.

Důkaz (poučný): Vztahy mezi počty prvků vyplynou z Věty 9a.5 jakmile ukážeme, že obě A,B jsou konečné.
(i): Protože je A konečná, musí existovat bijekce S z {1, . . . , n} na A, kde n = |A| ∈ N0. Pak je T ◦ S bijekce
z {1, . . . , n} na B, proto je podle definice B konečná.

Pokud je B konečná, tak použitím bijekce T−1 a již dokázaného vyjde konečnost A.
(ii): T je bijekce z A na ran(T ), viz poznámka 9a.6. Coby podmnožina konečné množiny B je ran(T ) konečná
a díky bijekci T je podle (i) konečná i A.
(iii): Máme zobrazení T : A 7→ B.
2) Protože je T na, je pro každé b ∈ B množina Mb = {x ∈ A; T (x) = b}
neprázdná. Můžeme proto pro každé b ∈ B vybrat jedno ab ∈ A takové, že
T (ab) = b. Definujeme zobrazení S z B do A předpisem S(b) = ab. Tvrdíme,
že je prosté. Vezměme x, y ∈ B takové, že S(x) = S(y). Podle definice S to
znamená ax = ay, podle definice těchto prvků zase T (ax) = x a T (ay) = y.
Protože ax = ay a T je zobrazení, nutně x = y.

Máme tedy prosté zobrazení z B do A a A je konečná, proto podle (ii) je B
konečná.

A

Mb

ab

B

b

T

Poznamenejme, že tato část důkazu je hluboká. To, že jsme byli schopni vybrat z množin Mb po jednom prvku,
není vůbec samozřejmé. Musíme se zde odvolat na známý Axiom výběru, který ovšem někteří matematici neu-
znávají. To ale není náš případ, my tu děláme mainstream matematiku, která (AC) akceptuje.

�

Tvrzení (i) je také možné získat kombinací (ii) a (iii), ale nelze takto argumentovat, protože (ii) a (iii) jsme
naopak dokázali pomocí (i) a vznikl by tak důkaz kruhem.

Nakonec potvrdíme něco, čeho si čtenář mohl všimnout, pokud si při přemýšlení kreslil obrázky.
Když máme dvě množiny se stejným počtem prvků a začneme vytvářet různá zobra-

zení, tak se prostota a surjektivita zdají souviset. Prostotu pokazíme svedením dvou šipek
do stejného cíle, pak se nám ale nedostává šipek, aby pokryly celou cílovou množinu. Na-
opak aby se na nějaký prvek v cílové množině nedostalo, musíme nutně dvě šipky poslat
na jedno místo.

Fakt 9a.12.
Nechť T : A 7→ B je zobrazení, předpokládejme, že A a B mají stejný konečný počet prvků. Pak
je T prosté právě tehdy, když je T na.
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Důkaz: 1) =⇒: Předpokládejme, že je T prosté. Pak je T bijekce na ran(T ), proto je podle faktu 9a.11 ran(T )
konečná a | ran(T )| = |A|. Zároveň je ran(T ) podmnožinou B. Kdyby byla vlastní, tak by podle věty 9a.8
platilo |A| = | ran(T )| < |B|, ale my předpokládáme |A| = |B|. Proto není ran(T ) vlastní podmnožina B, tedy
ran(T ) = B a T je na.
2) ⇐=: Teď předpokládejme, že T je na. Důkaz, že je i prosté, provedeme sporem. Předpokládejme tedy dále,
že existují x 6= y ∈ A takové, že T (x) = T (y). Označme C = A {y}, podle lemma 9a.7 je C konečná
a |C| = |A| − 1. Uvažujme restrikci S = T |C . Snadno si rozmyslíme, že S je stále na, proto podle věty 9a.4
|B| ≤ |C|, tedy |A| = |B| ≤ |A| − 1 neboli 0 ≤ −1, což je spor.

�

Pokud již předem známe velikosti množin, ušetří nám toto tvrzení půlku práce s dokazováním, že nějaké zobrazení
je bijekce.

O konečných množinách už toho víme docela dost, ale ne každá množina je konečná.

!!! Definice.
Množina A se nazve nekonečná (infinite), jestliže není konečná.

Nabízí se pro nekonečné množiny zavést značení |A| = ∞, které dokonce v mnoha směrech dává smysl, ale
obvykle se to nedělá. Vrátíme se k tomu v poznámce na konci této kapitoly.

Protože být nekonečnou množinou je negace konečnosti, o které už ledacos víme, snadno získáme řadu vlastností
nekonečných množin.

!!! Věta 9a.13.
(i) Jestliže je A nekonečná množina, pak je také každá její nadmnožina B nekonečná.
(ii) Nechť A,B jsou množiny. Je-li některá z nich nekonečná, tak je také A ∪B nekonečná.
(iii) Nechť A,B jsou množiny. Je-li některá z nich nekonečná a druhá neprázdná, tak je také
A×B nekonečná.

Jako důkaz stačí chytře poskládat obměny toho, co už víme, viz cvičení 9a.11. Obdobně pomocí věty 9a.11
snadno dokážeme následující, viz cvičení 9a.12:

!!! Věta 9a.14.
Nechť A,B jsou množiny a T : A 7→ B zobrazení.
(i) Pokud je T bijekce z A na B, pak je A je nekonečná právě tehdy, když je B nekonečná.
(ii) Pokud je T prosté a A je nekonečná, tak je také B nekonečná.
(iii) Pokud je T na a B je nekonečná, tak je také A nekonečná.

Pěkně si povídáme o nekonečných množinách, ale existují vůbec nějaké? Myslíme si, že jich známe docela dost,
ale je potřeba to dokázat podle definice. To není snadné. Zatímco k důkazu konečnosti stačí najít jednu vhodnou
bijekci, pro důkaz nekonečnosti je třeba vyvrátit možnost existence jakékoliv bijekce na množinu typu {1, . . . , n},
což je obvykle obtížnější úkol. Rozhodně jako důkaz nestačí, že si takovou bijekci neumíme představit (třeba
zrovna nejsme ve formě). Naštěstí se dá často použít trik: Abychom dokázali, že náš objekt není určitého typu,
stačí ukázat, že nesplňuje nějakou vlastnost, kterou objekty dotyčného typu mít musí.

Věta 9a.15.
Množina N je nekonečná.

Důkaz (poučný): Důkaz povedeme sporem.
Uvažujme zobrazení T : N 7→ N definované vzorcem T (k) = k+1. Viz obrázek vpravo,

definiční obor je znázorněn horní řadou bodů, cílovou množinu vidíme dole. Toto
zobrazení je zjevně prosté: Pokud pro x, y ∈ N máme T (x) = T (y), pak x+ 1 = y + 1
neboli x = y. Není ale na, protože 1 /∈ ran(T ).

N: 1 2 3 4
· · ·

N: 1 2 3 4
· · ·

T

Kdyby byla množina N konečná, tak by existence takového zobrazení byla ve sporu z faktem 9a.12. Proto N
konečná být nemůže, je tedy nekonečná.

�
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Trik s posunutím cílů bylo možné provést jedině díky tomu, že množina N „nekončíÿ, takže ať už byla hodnota
nějakého k jakkoliv velká, vždy jsme v N dokázali najít i k + 1. Souvislost s nekonečností je zjevná a budeme ji
opakovaně využívat.

Máme tedy potvrzeno, že existují nekonečné množiny. Podle věty 9a.13 jsou nekonečné například všechny nad-
množiny N včetně populárních množin Z, Q a R. Nekonečné jsou také všechny množiny M , pro které se dokáže
najít prosté zobrazení N 7→M . Intuitivně se to zdá jasné: Pokud do množiny M dokážeme vnořit N neboli vytvořit
v M kopii N, viz poznámka 9a.6, tak by M měla být alespoň stejně „velkáÿ. Vnořování N je oblíbený způsob
dokazování nekonečnosti množiny, který ještě mnohokráte využijeme v následujících sekcích, kde se na nekonečné
množiny podíváme blíže.

Cvičeńı

Cvičení 9a.1 (rutinní): Následující dvojice množin mají vždy stejný počet prvků, proto podle věty 9a.5 musí
mezi nimi existovat bijekce. Pro každou dvojici takovou bijekci vytvořte. Kde je to možné, zkuste najít bijekci
danou vzorcem.
a) A = {3, 4, 5, 6}, B = {6, 7, 8, 9}; f) A = {2, 3, 4, 5, 6}, B = {5, 8, 11, 14, 17};
b) A = {a, b, c}, B = {β, γ, δ}; g) A = {1, 2}, B = {−1, 1};
c) A = {2, 4, 6, 8, 10}, B = {1, 2, 3, 4, 5}; h) A = {1, 2, 3, 4}, B =

{
1
2 ,
1
3 ,
1
4 ,
1
5

}
;

d) A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {1, 4, 9, 16, 25}; i) A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {1, 2, 3, 4, 7};
e) A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {2, 4, 8, 16, 32}; j) A = {1, 2, 3, 8, 10, 12}, B = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Cvičení 9a.2 (rutinní, poučný): MnožinaA = {2, 4, 6, 8, 10}má méně prvků než množinaB = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.
Podle věty 9a.5 existují prosté zobrazení z A do B a zobrazení z B na A. Vytvořte taková zobrazení.

Cvičení 9a.3 (poučné, dobré, možná humorné): Uvažujme neprázdné konečné množiny A,B takové, že |A| = |B|.
Existuje nějaká podmínka na množiny A,B, která by zaručila, že když ji ty množiny splní, tak už automaticky
budou všechna zobrazení T : A 7→ B bijekcemi?

Cvičení 9a.4: Nechť A,B jsou konečné neprázdné množiny a T zobrazení A 7→ B. Dokažte následující tvrzení,
viz věta 9a.4.
a) Jestliže je T na, tak |B| ≤ |A|.
b) Jestliže je T bijekce, tak |B| = |A|.

Cvičení 9a.5: Pro každou z následujících podmínek najděte příklady množin A,B a zobrazení T : A 7→ B, které
ji splňují (stačí obrázek)
a) |B| ≥ |A| a T není prosté;
b) |B| ≤ |A| a T není na;
c) |B| = |A| a T není bijekce.
Viz věta 9a.4.

Cvičení 9a.6 (poučné, dobré): Nechť A je konečná neprázdná množina v nějakém universu U . Dokažte pomocí
seznamu prvků dle faktu 9a.3 následující tvrzení:
a) Pro každé a ∈ U A platí, že A ∪ {a} je konečná a |A ∪ {a}| = |A|+ 1.
b) Pro každé a ∈ A platí, že A {a} je konečná a |A {a}| = |A| − 1.
c) Pro každé c ∈ U platí, že {c} ×A je konečná a |{c} ×A| = |A|.
Viz lemma 9a.7.

Cvičení 9a.7 (poučné, dobré): Dokažte podle definice, tedy vytvořením bijekce, že pokud jsou konečné množiny
A,B disjunktní, pak |A ∪B| = |A|+ |B|.
Dokažte to také pomocí seznamu prvků dle faktu 9a.3.

Cvičení 9a.8 (poučné): Nechť A,B jsou konečné a neprázdné, |A| = n a |B| = m.
a) Vymyslete bijekci T z A×B na {1, . . . , nm}, čímž dokážete (iii) věty 9a.8.
b) Vyjádřete A×B jako sjednocení navzájem disjunktních množin, které jsou kopiemi množiny B, načež použijte
větu 9a.9 (i) k odvození vzorce pro |A×B|.
Viz věta 9a.8. Nápověda: Lemma 9a.7, popřípadě důkaz (iii) věty 9a.8.
c) Dokažte vzorec pro A×B pomocí seznamu prvků dle faktu 9a.3.

Cvičení 9a.9 (poučné): Nechť A,B jsou konečné množiny.
a) Dokažte, že pak je A ∩B konečná, a najděte vzorec pro |A ∩B|.
b) Za předpokladu, že B ⊆ A, dokažte, že A B je konečná, a odvoďte vzorec pro |A B|.
c) Upravte vzorec z části (ii) tak, aby platil pro libovolné dvě konečné množiny.
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Cvičení 9a.10 (rutinní): Dokažte, že pro konečné množiny A,B platí |A ∩B| ≤ |A ∪B|. Kdy je tam rovnost?

Cvičení 9a.11 (poučné): Nechť A je nekonečná. Dokažte následující tvrzení:
a) Splňuje-li množina B inkluzi A ⊆ B, tak je nekonečná.
b) Pro libovolnou množinu B je A ∪B nekonečná.
c) Není-li B prázdná, tak je A×B nekonečná.
Nápověda: Použijte již známé poznatky, u (iii) zkuste vyrobit v A×B kopii množiny A.

Cvičení 9a.12 (poučné): Nechť A,B jsou množiny a T : A 7→ B zobrazení. Dokažte následující:
a) Pokud je T bijekce z A na B a A je nekonečná, pak je B nekonečná.
b) Pokud je T prosté a A je nekonečná, tak je také B nekonečná.
c) Pokud je T na a B je nekonečná, tak je také A nekonečná.
Viz věta 9a.14.

Řešení:

9a.1: a) T (k) = k+3. b) T (a) = γ, T (b) = β, T (c) = δ. c) T (k) = k
2 . d) T (k) = k2. e) T (k) = 2k. f) T (k) = 3k−1.

g) T (k) = (−1)k. h) T (k) = 1
k+1 . i) T (k) = k pro n = 1, 2, 3, 4, T (5) = 7. j) T (k) =

{
k, k ≤ 3;

k/2, k ≥ 8.
9a.2: Zobrazení T (k) = k

2 jde z A do B a je prosté: Pro x, y ∈ A splňující T (x) = T (y) dostáváme x
2 = y

2 neboli
x = y.
K vytvoření zobrazení B 7→ A, které je na, nebude stačit vzorec jeden, je třeba použít definici po částech. Jedna
možnost: T (k) = 2k pro k = 1, . . . , 5 a T (k) = 6 pro k > 5. Jiná možnost: T (k) = k pro k sudé a T (k) = 10 pro
k liché. Další jistě vymyslíte sami.
9a.3: Ano: Pokud A = B = ∅, tak existuje jediné zobrazení A 7→ B, a to prázdné, což je bijekce. Pokud jsou A,B
obě jednoprvkové, tak existuje jediné zobrazení A 7→ B a to je bijekce.
Jakmile množinám povolíme více prvků, tak už bijekci nevynutíme, vždy bude možné vyrobit zobrazení jako
v řešení cvičení 9a.5.
9a.4: Máme nA, nB ∈ N a bijekce SA z {1, . . . , nA} na A a SB z {1, . . . , nB} na B.
a) Zobrazení SA i S−1B jsou na, proto je podle faktu 8b.3 také S−1B ◦T ◦SA zobrazení z {1, . . . , nA} na {1, . . . , nB}.
Podle lemma 9a.1 tedy nutně nB ≤ nA.
b) Zobrazení SA i S−1B jsou bijekce, proto je podle faktu 8b.3 také S−1B ◦T ◦SA bijekce z {1, . . . , nA} na {1, . . . , nB}.
Podle lemma 9a.1 tedy nutně nB = nA.
9a.5: Společný příklad: A = {1, 2}, B = {a, b}, T (1) = T (2) = a.
9a.6: |A| = n ≥ 1, proto A = {a1, . . . , an}.
a) Definujme an+1 = a, pak A ∪ {a} = {a1, . . . , an, an+1} a díky a /∈ A jsou a1, . . . , an, an+1 navzájem různé.
Podle faktu 9a.3 je A ∪ {a} konečná a |A ∪ {a}| = n+ 1 = |A|+ 1.
b) n = 1: A {a} = ∅ konečná množina a |∅| = 0 = |A| − 1.
n ≥ 2: a ∈ A tedy existuje m aby am = a.
Kdyby m = n, tedy a = an, tak A {a} = {a1, . . . , an−1}, dle faktu 9a.3 je A {a} konečná a |A {a}| = n− 1 =
|A| − 1.

Kdyby m < n, tak přečíslujeme prvky: bk =

{
ak, k ∈ {1, . . . , n− 1} {m};
an, k = m.

. Jako v důkazu lemma 9a.1 se

ukáže bk 6= bl pro k 6= l a A {a} = {b1, . . . , bn−1}.
c) Definujeme bk = (c, ak). Jsou různé a {c} ×A = {b1, . . . , bn}.
9a.7: Existují čísla m,n ∈ N a bijekce SA: {1, . . . , n} 7→ A a SB : {1, . . . ,m} 7→ B.
Definice T : {1, . . . ,m+n} 7→ A∪B: T (k) = SA(k) pro k ∈ {1, . . . , n} a T (k) = SB(k−n) pro k ∈ {n+1, . . . , n+m}.
Prosté: x 6= y. Pokud x, y ≤ n, pak T (x) = SA(x) a T (y) = SA(y) a z prostoty SA je T (x) 6= T (y). Pokud x, y > n,
pak T (x) = SB(x) a T (y) = SB(y) a z prostoty SB je T (x) 6= T (y).
Pokud x ≤ n a y > n, tak T (x) = SA(x) ∈ A a T (y) = SB(y) ∈ B a z disjunktnosti A,B platí T (x) 6= T (y),
obdobně pro x > n a y ≤ n.
Na: b ∈ A∪B. Případ b ∈ A: existuje k ∈ {1, . . . , n} aby SA(k) = b, pak T (k) = SA(k) = b. Případ b ∈ B: existuje
x ∈ {1, . . . ,m} aby SB(x) = b, pak k = x+ n ∈ {. . . , n+m} a T (k) = SB(k − n) = SB(x) = b.
2) Pokud je některá z množin prázdná (či obě), tvrzení zjevně platí. Neprázdné množiny: Podle faktu 9a.3 máme
A = {a1, . . . , an} a B = {b1, . . . , bm}, kde jde vždy o navzájem různé prvky. Pak A∪B = {a1, . . . , an, b1, . . . , bm}.
Jde o n + m prvků, které jsou navzájem různé: Víme již, že ak jsou navzájem různé a bl jsou navzájem různé.
Kdyby se stalo, že ak = bl pro nějaké k, l, tak ak ∈ A ∩ B, což je ve sporu s předpokladem A ∩ B = ∅. Různost
potvrzena, podle faktu 9a.3 je |A ∪B| = n+m = |A|+ |B|.
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9a.8: Máme bijekce SA: {1, . . . , n} 7→ A a SB : {1, . . . ,m} 7→ B. Také máme A = {a1, . . . , an} a B = {b1, . . . , bm}.
a) T (a, b) = (S−1A (a)− 1) · n+ S−1B (b). Nebo T (ak, bl) = (k − 1) · n+ l.
b) Pro k = 1, . . . , n nechť Bk = {(ak, b); b ∈ B}. Pak je zobrazení Tk(b) = (ak, b) bijekce z B na Bk. Prostota:
x 6= y ∈ B −→ (ak, x) 6= (ak, y) −→ Tk(x) 6= Tk(y). Na: Nechť (ak, b) ∈ Bk. Pak b ∈ B a Tk(b) = (ak, b).
Takže |Bk| = |B|. Bk jsou navzájem disjunktní množiny, nebot pro k 6= l se prvky z Bk liší od prvků z Bl na první
souřadnici. Protože A×B = B1 ∪ · · · ∪Bn, platí
|A×B| = |B1|+ · · ·+ |Bn| = |B|+ · · ·+ |B| = n · |B| = |A| · |B|.
c) Podle definice je A×B = {(ak, bl); k = 1, . . . , n∧ l = 1, . . . ,m}. Těchto dvojic je n ·m. Jde o navzájem různé
dvojice: Pokud máme (ak, bl) a (au, bv), kde se indexy neshodují, tak se liší index u první nebo druhé souřadnice,
tedy ak 6= au respektive bl 6= bv, každopádně dostáváme (ak, bl) 6= (au, bv).
Podle faktu 9a.3 je tedy |A×B| konečná a |A×B| = nm = |A| · |B|.
9a.9: a) A∩B je konečná coby podmnožina konečné množiny A, vzorec se odvodí úpravou vzorce pro A∪B (viz
věta 9a.8) a zní |A ∩B| = |A|+ |B| − |A ∪B|.
b) A B je podmnožinou konečné množiny A, proto je konečná. Také platí (A B) ∪ B = A a ty dvě množiny
vlevo jsou disjunktní, proto pomocí vzorce pro ∪ vyjde |A B| = |A| − |B|.
c) Obecný vzorec je |A B| = |A| − |A ∩B|.
9a.10: Platí A∩B ⊆ A∪B, proto |A∩B| ≤ |A∪B|. Aby platilo |A∩B| = |A∪B|, muselo by platit A∩B = A∪B,
což nastane pro A = B.
79a.11: a) Kdyby byla B nekonečná, tak by byla A konečná dle věty 9a.8 (i).
b) Platí A ⊆ A ∪B, použít právě dokázané tvrzení a).
c) Díky B 6= ∅ lze zvolit b ∈ B a definovat Ab = {(a, b); a ∈ A}. Pak T : a 7→ (a, b) je bijekce A na Ab, proto je Ab
nekonečná, a Ab ⊆ A×B, pak použít a).
9a.12: Vše sporem pomocí věty 9a.11: a) Kdyby B nebyla nekonečná, tak je konečná a pak i A konečná. Atd.

9b. Mohutnost množin (kardinalita)

V předchozí části jsme zavedli porovnávací škálu ∅, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3} atd. pro určování velikosti konečných
množin. Šlo by vyrobit úplnou škálu tím, že by se k těmto množinám ještě přidala množina N jako univerzální
zástupce všech nekonečných množin?

Na to se nejprve musíme rozhodnout, jak porovnávat velikosti nekonečných množin. Jako inspirace nám poslouží
věta 9a.5. Nezní to jako špatný nápad: Pokud u dvou nekonečných množin dokážeme propojit po dvojicích jejich
prvky, tak by intuitivně vzato měly být stejně velké. Protože nás čeká velkolepá teorie, nebudeme už mluvit
o obyčejné velikosti množin, ale zavedeme speciální pojem.

!!! Definice.
Uvažujme množiny A a B.
Řekneme, že mají stejnou mohutnost či kardinalitu (cardinality), značeno |A| = |B|, jestliže
existuje bijekce z A na B.
Řekneme, že mohutnost A je menší nebo rovna mohutnosti B, značeno |A| ≤ |B|, jestliže
existuje prosté zobrazení z A do B. Pak také můžeme říct, že mohutnost B je větší nebo rovna
mohutnosti A.

MM Poznámka: Máme teď terminologický a také konceptuální problém. V předchozí kapitole jsme používali obrázek
|A| = |B| k vyjádření toho, že počet prvků množiny A značený symbolem |A| se rovná počtu prvků množiny B
značený symbolem |B|, podobně pro |A| ≤ |B|. Značky |A| a |B| tam zastupovaly konkrétní čísla a znaky = či ≤
byly běžné známé (ne)rovnosti. Mohli jsme s nimi proto manipulovat navyklým způsobem, například z |A| = |B|
hned vyplývá |B| = |A| nebo |A| ≤ |B|, nebo třeba z nerovností |A| ≤ |B| a |B| ≤ |A| hned získáme |A| = |B|.

Teď jsme ovšem pro obecné množiny zavedli |A| = |B| jako symbol, který říká něco o existenci bijekce. Je to
jeden obrázek, který není poskládán z menších, protože |A| pro obecné množiny nemá smysl (kolik prvků má
množina R?). Proto také nemá smysl vnímat značku = jako rovnost něčeho. To má dva závažné důsledky.

Prvním problémem je, že pro konečné množiny jsou teď obrázky |A| = |B| a |A| ≤ |B| definované dvakrát a bylo
by velice nemilé, kdyby se ty dva významy neshodovaly. Naštěstí tomu tak není.

Uvažujme konečné množiny A,B. Podle nové definice platí |A| = |B| právě tehdy, pokud mezi nimi existuje
bijekce, což je podle věty 9a.5 právě tehdy, když mají stejný počet prvků. Podobně podle nové definice platí
|A| ≤ |B| právě tehdy, pokud existuje prosté zobrazení A 7→ B, což je podle dotyčné věty zase ekvivalentní
nerovnosti počtu prvků |A| ≤ |B|.

Vidíme tedy, že nedochází ke sporu mezi dvěma významy značení.
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Druhým problémem je, že zvolené značení pro nové pojmy je zavádějící. Svádí k tomu, abychom s nimi pracovali
jako s běžným rovnítkem a nerovnítkem, což tedy u konečných množin lze, ale u obecného pojmu ne. Například
z |A| = |B| neplyne v obecném případě automaticky |B| = |A|, protože to není rovnost, ale speciální obrázek,
o kterém (zatím) nevíme, zda v něm můžeme prohazovat strany. Stejně tak jsme mohli u konečných množin
namísto |A| ≤ |B| psát |B| ≥ |A|, protože jde o skutečné nerovnosti, zatímco nová definice to v obecném případě
neumožňuje, protože obrázek „|B| ≥ |A|ÿ nebyl vůbec definován. Z toho vyplývá, že při práci s těmito pojmy
musíme být na pozoru, jestli jsou naše kroky odůvodněné nebo ne.

Pro zdůraznění rozdílu mezi porovnávání počtů prvků a porovnávání mohutností volí někteří autoři pro mohut-
nost jiné značení, oblíbené je místo |A| ≤ |B| psát A � B a místo |A| = |B| psát A ∼ B, popřípadě A ≈ B. Ale to
by se nám zase pletlo se značením pro částečné uspořádání, takže jsem zvolil značení, které se zdá být většinové.
4
Začneme potvrzením, že se značením podle nové definice je možné z velké části pracovat stejně jako s rovnosti

a nerovností, díky čemuž obvykle nemusíme řešit, s jakým významem značení pracujeme.

!!! Fakt 9b.1.
Nechť A,B jsou množiny.
(i) |A| = |A| a |A| ≤ |A|.
(ii) |A| = |B| právě tehdy, když |B| = |A|.
(iii) Jestliže |A| = |B|, pak |A| ≤ |B|.

Důkaz (rutinní): (i): Zobrazení identita iA: A 7→ A je bijekce, tudíž |A| = |A|, a je i prosté, proto |A| ≤ |A|.
(ii): Jestliže |A| = |B|, pak existuje bijekce T : A 7→ B. Podle věty 8b.4 pak inverzní zobrazení T−1 dává bijekci
z B na A, tedy |B| = |A|. Opačný směr plyne ze symetrie.
(iii): Viz cvičení 9b.1.

�

Pokud bychom vzali |A| = |B| a |A| ≤ |B| jako relace na množinách, pak nám fakt říká, že relace |A| ≤ |B| je
reflexivní a relace |A| = |B| je reflexivní a symetrická. Přidáme také tranzitivitu a další řetízkování.

!!! Věta 9b.2.
Nechť A,B,C jsou množiny.
(i) Jestliže |A| = |B| a |B| = |C|, pak |A| = |C|.
(ii) Jestliže |A| ≤ |B| a |B| ≤ |C|, pak |A| ≤ |C|.
(iii) Jestliže |A| ≤ |B| a |B| = |C|, pak |A| ≤ |C|.

Jestliže |A| = |B| a |B| ≤ |C|, pak |A| ≤ |C|.

Takže relace |A| = |B| je ekvivalence. Ještě se k tomu vrátíme.

Důkaz (rutinní, poučný): (i): Z předpokladu |A| = |B| dostáváme existenci bijekce T : A 7→ B, z předpokladu
|B| = |C| zase bijekci S: B 7→ C. Podle faktu 8b.3 je i složené zobrazení S ◦ T : A 7→ C bijekce, proto podle
definice |A| = |C|.
(ii): Důkaz je obdobný.
(iii): Protože |B| = |C| implikuje |B| ≤ |C| a |A| = |B| implikuje |A| ≤ |B|, v obou případech máme
|A| ≤ |B| ≤ |C| a výsledek plyne z (ii).

�

Uvažujme množiny A,B. Ukázali jsme, že jestliže |A| = |B|, pak |A| ≤ |B| a |B| ≤ |A|. Pro běžnou rovnost
a nerovnost platí i opačný směr a bylo by pěkné, kdybychom jej uměli potvrdit pro obecné porovnávání mohutností.
Je to možné, ale je to výrazně obtížnější než cokoliv v této kapitole a možná i celé knize, což je vidět například
z toho, že je to věta a navíc pojmenovaná po třech lidech, kteří se na ni museli dát dohromady.

!!! Věta 9b.3. (Cantor-Bernstein-Schroeder)
Nechť A,B jsou množiny. Jestliže |A| ≤ |B| a |B| ≤ |A|, pak |A| = |B|.

V důkazu je třeba ze dvou prostých zobrazení A 7→ B a B 7→ A, které spolu nikterak nesouvisejí, vyrobit bijekci.
Zvídavý (a odvážný) čtenář může zkusit prakticky jakoukoliv tlustší knihu o teorii množin či Internet. Každopádně
je to věta zajímavá nejen z hlediska teoretického, ale i z hlediska praktického. Umožňuje totiž dokázat shodnou
mohutnost dvou množin vytvořením dvou prostých zobrazení, což bývá obvykle snazší než vytvářet bijekci. Budeme
to často používat.
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S pojmy |A| = |B| a |A| ≤ |B| teď umíme efektivně pracovat a je načase podívat se, co nám vlastně říkají
o množinách. Nejprve potvrdíme, že i obecnější pojem mohutnosti není v rozporu se základní intuicí.

!!! Fakt 9b.4.
Jestliže je A množina a B ⊆ A, pak |B| ≤ |A|.

Důkaz (rutinní): Zobrazení iB : B 7→ B lze považovat také za zobrazení iB : B 7→ A. Tím, že se do cílové
množiny přidaly prvky navíc, jsme nemohli změnit prostotu iB (cvičení 8b.8), podle definice tedy |B| ≤ |A|.

�

Ve větě 9a.5 byl ještě jeden způsob, jak pro neprázdné množiny získat nerovnost pro velikost množin, jmenovitě
pomocí surjektivního zobrazení. I tento přístup lze rozšířit na mohutnost.

!!! Věta 9b.5.
Nechť A,B jsou neprázdné množiny.
|A| ≤ |B| právě tehdy, když existuje zobrazení T : B 7→ A, které je na.

Důkaz (poučný): Postupujeme jako u věty 9a.11.
1) =⇒: Jestliže |A| ≤ |B|, pak existuje zobrazení S: A 7→ B, které je
prosté. Je to bijekce jako zobrazení A 7→ ran(S), proto máme zobrazení
S−1 z ran(S) na A. Zvolme nějaké a ∈ A a definujme zobrazení T : B 7→ A
takto:

T (y) =

{
S−1(y), y ∈ ran(S);

a, z ∈ B ran(S).
Pak je T opravdu definováno pro všechna y ∈ B a má hodnoty v A. Zbývá
dokázat, že je na. Pro x ∈ A máme y = S(x) ∈ ran(S), pak y ∈ B a
T (y) = S−1(y) = x.

A

a

ran(S)

B

S

S−1

T

2) ⇐=: Uvažujme případ, kdy existuje zobrazení T z B na A. Pro každé a ∈ A
pak je množina Ma = {b ∈ B; T (b) = a} neprázdná. Vyberme z každé Ma jeden
prvek ba, můžeme pak definovat zobrazení S z A do B předpisem S(a) = ba.
Tvrdíme, že je prosté. Vezměme x, y ∈ A takové, že S(x) = S(y). Podle definice
S to znamená bx = by, podle definice těchto prvků zase T (bx) = x a T (by) = y.
Protože bx = by a T je zobrazení, nutně x = y.

Máme tedy prosté zobrazení z A do B, a proto podle definice |A| ≤ |B|.

A

a Ma

ba

BT

�

Jedním z důležitých objektů je kartézský součin množin. Dobrou představou pro A × B je čtvercová síť bodů
(a, b), které jsou na vodorovné ose značeny prvky množiny A a na svislé prvky množiny B. Pak není obtížné
dokázat následující tvrzení.

!!! Věta 9b.6.
Nechť A,B,C,D jsou množiny takové, že |A| = |C| a |B| = |D|. Pak |A×B| = |C ×D|

Důkaz: Z předpokladu víme, že existuje bijekce T z A na C a bijekce S z B na D.
Definujeme zobrazení U : A × B 7→ C × D předpisem U(a, b) = (T (a), S(b)) a

tvrdíme, že je to bijekce.
Prostota: Nechť (a, b), (u, v) ∈ A×B splňují U(a, b) = U(u, v).
Rovnost (T (a), S(b)) = (T (u), S(v)) znamená T (a) = T (u) a S(b) = S(v). Pro-

tože T a S jsou bijekce a tedy prosté, platí a = u a b = v neboli (a, b) = (u, v)
v A×B.

Na: Nechť (c, d) ∈ C×D. Protože T je bijekce a tedy na, existuje a ∈ A splňující
T (a) = c, obdobně najdeme b ∈ B takové, že S(b) = d. Pak (a, b) ∈ A×B a

U(a, b) = (T (a), S(b)) = (c, d).

Takže U je bijekce A×B na C ×D.

B

A

A×B

D

C

C ×D
S

T

�

Pojem mohutnosti přirozeně spolupracuje s pojmy konečnosti a nekonečnosti množin. V tvrzeních vět 9a.11
a 9a.14 stačí přepsat předpoklady o zbrazeních do řeči mohutnosti a dostáváme následující.
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!!! Důsledek 9b.7.
Nechť A,B jsou množiny.
(i) Předpokládejme, že |A| = |B|. Pak je A konečná právě tehdy, když je B konečná.
Ekvivalentně, A je nekonečná právě tehdy, když je B nekonečná.
(ii) Předpokládejme, že |A| ≤ |B|.
Jestliže je A nekonečná, pak je také B nekonečná.
Jestliže je B konečná, pak je také A konečná.

Vztah |A| ≤ |B| je částečné uspořádání. V určitých situacích se nám hodilo odvozené ostré uspořádání. Rovněž
u srovnávání podle mohutnosti se někdy hodí |A| < |B| jako zkratka pro situaci, kdy |A| ≤ |B|, ale neplatí
|A| 6= |B|. Obvykle se nezavádí, ale může a pak se chová dle očekávání, viz cvičení 9b.2.

Také víme, že vztah |A| = |B| je ekvivalence, takže se množiny rozdělí do tříd ekvivalence podle své mohutnosti.
Máme tak například třídu všech množin s 13 prvky, třídu všech množin s nula prvky (tam je jen jedna, prázdná
množina) a podobně. Jak je to s nekonečnými množinami? Tato otázka si zaslouží samostatné sekce.

Cvičeńı

Cvičení 9b.1 (poučné): Dokažte, že jestliže množiny A,B splňují |A| = |B|, tak |A| ≤ |B| a |B| ≤ |A|. Viz
fakt 9bx.4xxx.

Cvičení 9b.2 (poučné): Uvažujme následující definici: Pro množiny A,B řekneme, že |A| < |B|, jestliže |A| ≤ |B|,
ale neplatí |A| = |B|. Dokažte následující tvrzení: Nechť A,B,C jsou množiny.
a) Jestliže |A| < |B|, pak neplatí |B| ≤ |A|. d) Jestliže |A| < |B| a |B| < |C|, pak |A| < |C|.
b) Jestliže |A| < |B| a |B| ≤ |C|, pak |A| < |C|. e) Jestliže |A| < |B| a |B| = |C|, pak |A| < |C|.
c) Jestliže |A| ≤ |B| a |B| < |C|, pak |A| < |C|. f) Jestliže |A| = |B| a |B| < |C|, pak |A| < |C|.

Cvičení 9b.3 (dobré, poučné): Dokažte, že jestliže |A| = |B|, pak |P (A)| = |P (B)|.
Připomeňme, že P (A) značí množinu všech podmnožin množiny A.

Řešení:

9b.1: Jestliže |A| = |B|, pak existuje bijekce T : A 7→ B. Tato bijekce je prostá, proto |A| ≤ |B|. Prostá je i bijekce
T−1, tedy |B| ≤ |A|.
9b.2: a) Sporem: Z |A| < |B| máme |A| ≤ |B|. Pokud by také platilo |B| ≤ |A|, tak podle věty 9b.3 bychom měli
|A| = |B|, což odporuje definici |A| < |B|.
b) Předpoklad dává prostá zobrazení T : A 7→ B a S: B 7→ C. Pak je S ◦ T prosté A 7→ C, a proto |A| ≤ |C|.
Kdyby bylo |A| = |C|, pak by existovala bijekce U : A 7→ C a tudíž by U ◦S−1 bylo prosté zobrazení B 7→ A, tedy
platilo by |B| ≤ |A|, spor s |A| < |B| viz a). Proto |A| < |C|.
c) Předpoklad dává prostá zobrazení T : A 7→ B a S: B 7→ C. Pak je S ◦T prosté A 7→ C, a proto |A| ≤ |C|. Kdyby
bylo |A| = |C|, pak by existovala bijekce U : A 7→ C a tudíž by T ◦U−1 bylo prosté C 7→ A, a tedy |C| ≤ |B|, spor
s |B| < |C| dle a). Proto |A| < |C|.
d) Z |A| < |B| dostáváme |A| ≤ |B|, také |B| < |C|, proto podle b) |A| < |C|.
e) Z |B| = |C| máme |B| ≤ |C|, pak použít a). f) Z |A| = |B| máme |A| ≤ |B|, pak použít b).
9b.3: Předpoklad dává bijekci T : A 7→ B. Definujeme S: P (A) 7→ P (B) jako S(M) = T [M ] pro M ⊆ A neboli
M ∈ P (A). S je prosté, protože S(M) = S(N) −→ T [M ] = T [N ] −→ T−1T [M ] = T−1T [N ] −→ M = N , zde se
použilo cvičení 8b.11. S je na, pro N ∈ P (B) je N ⊆ B, definujeme M = T−1[N ], pak S(M) = TT−1[N ] = N .

9c. Spočetné množiny

Množiny {1, . . . , n} pro nás byly etalonem konečných množin. Víme také, že množina N = {1, 2, 3, . . . } je
nekonečná, a jakoby navazuje na ty konečné. Člověk by si tipnul, že nějaká další mohutnost už se mezi konečné
množiny a N nevejde. Ukážeme, že je to pravda, mohutnost N je ta nejmenší nekonečná mohutnost.

!!! Věta 9c.1.
Nechť A je množina. Jestliže je nekonečná, pak |N| ≤ |A|.

Důkaz (poučný): Protože prázdná množina je konečná, určitě A 6= ∅. Definujme nekonečnou posloupnost
různých prvků an ∈ A indukcí:
(0) Protože A 6= ∅, zvolme libovolné a1 ∈ A.
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(1) Nechť n ∈ N. Jsou definovány navzájem různé prvky a1, . . . , an ∈ A. Kdyby bylo A = {a1, . . . , an}, tak by
podle faktu 9a.3 byla A konečná, což není možné. Proto je množina A {a1, . . . , an} neprázdná a můžeme z ní
zvolit nějaký prvek an+1.

Máme tedy navzájem různé prvky an ∈ A pro n ∈ N. Definujme zobrazení T (n) = an z N do A. Díky různosti
těch an je prosté, podle definice mohutnosti tedy |N| ≤ |A|.

�

Intuitivně, jakmile má nějaká množina menší mohutnost než N, tak už musí být konečná. Potvrdíme to níže
ve větě 9c.3. Teď se inspirujeme konečnými množinami a zavedeme přirozená čísla jako etalon pro množiny této
mohutnosti, tedy „nejmenšíÿ nekonečné množiny.

!!! Definice.
Množina A se nazve spočetná (countable), jestliže má stejnou mohutnost jako množina N.

Z definice dostáváme následující charakterizaci.

Fakt 9c.2.
Množina A je spočetná, pokud ji lze napsat jako A = {an; n ∈ N}, kde an jsou navzájem různé.

Důkaz je podobný jako u faktu 9a.3.
Spočetné množiny tedy opravdu konceptuálně navazují na ty konečné, v obou případech lze jejich prvky vypsat

seznamem neboli „spočítatÿ (ukazujeme prstem: první, druhý, třetí, viz ta školka). V některých situacích mezi
konečnými a spočetnými množinami není příliš rozdílu a používají se stejné nástroje. Někteří autoři proto definují
pojmy jinak, název „spočetnáÿ u nich zahrnuje i množiny konečné.

My v této knize používáme definici spočetnosti, která je rozšířenější. Pokud chceme říct, že množina A je
konečná nebo spočetná, tak řekneme, že je „nejvýše spočetnáÿ. Takový výrok obvykle ukazuje na jakousi nerovnost,
v tomto případě nerovnost mezi mohutnostmi, a je to správně. Shrneme si charakterizace pojmů pomocí srovnání
mohutnosti s N.

Fakt 9c.3.
Nechť A je množina.
(i) A je nekonečná právě tehdy, když |N| ≤ |A|.
(ii) A je konečná právě tehdy, když |A| ≤ |N| a neplatí |A| = |N|, tedy když |A| < |N|.
(iii) A je spočetná právě tehdy, když |A| = |N|.
(iv) A je nejvýše spočetná právě tehdy, když |A| ≤ |N|.

Důkaz: (i): =⇒ je věta 9c.1.
⇐=: Protože je N nekonečná, vztah |N| ≤ |A| implikuje nekonečnost A dle důsledku 9b.7.
(ii): Když je A konečná, tak |A| = |{1, . . . , n}| pro nějaké n ∈ N0. Protože {1, . . . , n} ⊆ N, platí |{1, . . . , n}| ≤
|N|. Proto |A| ≤ |N|.

Alternativa: Pro nějaké n ∈ N0 existuje bijekce T : {1, . . . , n} na A. Injekce in(k) = k je prostá {1, . . . , n} 7→ N.
Pak je in ◦ T−1 prosté A 7→ N, a tedy |A| ≤ |N|.

Nemůže platit |A| = |N|, to by existovala bijekce A na N a podle věty 9a.11 by byla N konečná.
⇐=: Sporem: Kdyby A byla nekonečná, tak by podle věty 9c.1 muselo platit |N| ≤ |A|, spolu s předpokladem
|A| ≤ |N| by pak platilo |A| = |N|, což je ve sporu s předpokladem |A| 6= |N|.

(iii) je definice spočetnosti.
(iv): =⇒: Pokud je A nejvýše spočetná, tak je buď konečná, pak podle (ii) platí |A| ≤ |N|, nebo je spočetná,

pak platí |A| = |N|, a tedy také |A| ≤ |N|.
⇐=: Nechť A splňuje |A| ≤ |N|. Pokud platí rovnost, tak je A spočetná, a tedy také nejvýše spočetná. Pokud

rovnost neplatí, pak podle (ii) je A konečná, a tedy zase nejvýše spočetná.
�

Nyní probereme známé spočetné množiny a při té příležitosti se dozvíme obecná fakta o spočetných množinách.

!!! Fakt 9c.4.
Množina N0 = {0} ∪ N je spočetná.
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Důkaz (poučný): Uvažujme zobrazení T (n) = n+ 1 z N0 do N.
Pro n ∈ N0 je n + 1 celé číslo splňující n + 1 ≥ 1, tedy T (n) ∈ N. To znamená, že

opravdu T jde do N.
Prosté: Pro x, y ∈ N0 splňující T (x) = T (y) platí x+ 1 = y + 1, odtud x = y.
Na: Dáno b ∈ N. Pak n = b − 1 je celé číslo splňující n ≥ 1 − 1 = 0, tedy n ∈ N0

a T (n) = (b− 1) + 1 = b.

N0: 0 1 2 3
· · ·

N: 1 2 3
· · ·

T

Našli jsme bijekci z N0 na N, a proto |N0| = |N|.
�

Tento příklad ukazuje několik zvláštních věcí. Začneme tím, že množina N je vlastní podmnožinou množiny N0
(vznikla odebráním prvku z N0), a přesto má stejnou mohutnost! To se u konečných množin stát nemůže, viz
věta 9a.8.

Střetávají se nám tady dvě intuice. Selský rozum říká, že když z celku něco odebereme, tak se zmenší. Poučenější
intuice říká, že když umíme dva celky propojit spojnicemi typu jeden na jednoho, tak jsou stejně velké. V rozporu
jsou, protože ta původní intuice je získaná v běžném životě, kde se s nekonečny nesetkáváme, tudíž na ně není
zvyklá.

V důkazu jsme každé číslo z N0 posunuli o jedno dále. U konečné množiny bychom se na jejím konci dostali
do problémů, ale u množiny nekonečné žádný konec není, takže je vždy se kam posunout. Podobně můžeme
posunout prvky N a ukázat, že množina N {1} má stejnou mohutnost.

Protože jsou přirozená čísla coby kopie v každé nekonečné množině, můžeme ten posunový trik provést vždycky
a z libovolné nekonečné množiny odebrat prvek, aniž bychom změnili její velikost. Ukážeme, že toto chování je
pro nekonečné množiny charakteristické (tedy dají se podle toho poznat).

!!! Věta 9c.5.
Množina A je nekonečná právě tehdy, když má vlastní podmnožinu B splňující |B| = |A|.

Důkaz (poučný): 1) ⇐=: Pokud má A vlastní podmnožinu splňující |B| = |A|, pak podle Věty 9a.8 nemůže
být konečná, tudíž je dle definice nekonečná.
2) =⇒: Pokud je A nekonečná, tak dle důkazu Faktu 9c.1 najdeme nekonečnou množinu {an; n ∈ N} různých
prvků z A. Nechť B = A {a1}. Protože a1 ∈ A, je B vlastní podmnožinou A. Uvažujme zobrazení definované
jako T (a) = a pro a ∈ A {an; n ∈ N} a T (an) = an+1 pro n ∈ N. Snadno ukážeme, že T je bijekce z A na B,
proto |A| = |B|.

�

Někteří autoři dokonce touto podmínkou nekonečné množiny definují. Pak ale musí dokázat, že množina nemůže
být zároveň konečná i nekonečná a také že každá množina spadá do jedné z těchto dvou kategorií. U nás to vyjde
hned z definice.

Další charakterizace nekonečnosti využívá souvislost prostoty a surjektivity. Fakt 9a.12 říká, že pro konečnou
množinu A jsou zobrazení A 7→ A buď bijekce, nebo nejsou prosté ani na. Zobrazení z T důkazu zase ukazuje, že
když je A nekonečná, tak existuje zobrazení A 7→ A, které je prosté, ale není na. Pomocí tohoto T lze také vyrobit
zobrazení A 7→ A, které je na, ale není prosté. Existence takových zobrazení je proto rozpoznávacím znakem
nekonečných množin.

Asi nepřekvapí, že když můžeme z nekonečné množiny odebrat jeden prvek beze změny mohutnosti, můžeme to
udělat i vícekrát. Možná nečekané je, že je možné odebrat i nekonečně mnoho prvků, aniž by se změnila mohutnost.

Příklad 9c.a: Uvažujme množinu S = {2k; k ∈ N} kladných sudých čísel. Protože jde o podmnožinu N, podle
faktu 9b.4 platí |S| ≤ |N|. Protože je to množina nekonečná, tak zase musí platit |N| ≤ |S|. Podle věty 9b.3 tak
|S| = |N|, tedy S je spočetná.

Šťouru by mohlo napadnout, jak víme, že množina S je nekonečná. Obvyklým argumentem je najít v takové
množině kopii N neboli najít prosté zobrazení T : N 7→ S, viz věta 9a.14 (ii).

Nabízí se T (n) = 2n. Tento předpis definuje zobrazení N 7→ S, které je prosté: Pro libovolné
x, y ∈ N splňující T (x) = T (y) platí 2x = 2y neboli x = y.

Je dokonce na: Každé m ∈ S je ve tvaru m = 2n pro n ∈ N, pak T (n) = m.
To znamená, že T je bijekce, tedy přímo podle definice potvrzujeme, že |N| = |S| neboli
|S| = |N|.

N: 1 2 3
· · ·

S: 2 4 6
· · ·

4
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SSS Poznámka: Než se zamyslíme nad dopadem tohoto příkladu, všimneme si dvou základních metod, jak ukázat,
že množina M je spočetná.

Pokud se nabídne bijekce mezi M a N, pak je možno dokazovat spočetnost přímo podle definice. Díky tranzitivitě
relace |A| = |B| stačí najít bijekci mezi M a libovolnou množinou, o které už víme, že je spočetná, což se někdy
hodí.

V komplikovanějších případech nebývá snadné najít zobrazení, které je na. Pak se doporučuje dokázat |M | ≤ |N|
a |N| ≤ |M |, tedy najít prostá zobrazení M 7→ N a N 7→ M . I zde je místo N možno použít vhodnou spočetnou
množinu. Při troše štěstí nám jednu z nerovností dá zdarma inkluze.

Oba přístupy budeme v této sekci opakovaně využívat. Později ještě poznáme třetí možný přístup, všechny
ilustrujeme v příkladě 9c.e a shrneme v algoritmu 9d.7.
4

Ukázali jsme, že když z přirozených čísel polovinu vyndáme, pořád je zbývající množina stejně mohutná jako ta
původní. I na to si naše intuice bude muset ve světě nekonečných množin zvyknout.

Fakt 9c.4 nás inspiroval zamyslet se nad ubíráním, ale také nám říká, že když ke spočetné množině N přidáme
prvek, tak se její mohutnost nezmění (obecně viz cvičení 9c.1). I zde snadno nahlédneme, že přidání je možné
opakovat, a to dokonce nekonečně mnoho krát, aniž bychom množinu zvětšili (mohutnost se zachová). Jeden případ
už jsme vlastně viděli. Přirozená čísla se dají vyjádřit jako sjednocení množiny kladných sudých čísel S a množiny
kladných lichých čísel L. Bijekce T (k) = 2k − 1 z N na L ukáže, že i L je spočetná. Takže máme dvě spočetné
množiny S a L, jejichž sjednocení N má zase stejnou mohutnost, ačkoliv jsou disjunktní, tedy při sjednocování se
nic neztratí. Intuitivně řečeno, zdvojnásobení množiny ji nezvětšilo. Nekonečné množiny jsou zajímavé.

Příklad 9c.b: Rozklad N = S ∪L, kde S i L jsou spočetné, lze interpretovat také tak, že N obsahuje dvě kopie
sebe sama.

Tuto představu lze matematicky zachytit třeba takto. Nejprve jednu kopii N vno-
říme do N a přitom ji „rozprostřemeÿ tak, aby zůstalo nekonečně mnoho neobsaze-
ných míst. Snadno to zařídí třeba zobrazení T (n) = 2n. Do těch nekonečně mnoha
volných míst pak můžeme zase vložit kopii N zobrazením T (n) = 2n − 1. Můžeme
tam ale vložit i nějakou jinou vhodnou množinu, například záporná čísla.

1 2 3 4 5 6
· · ·

1 2 3 4 5 6
· · ·

Když se postaráme také o nulu, směřujeme tím k zajímavému výsledku.
4

Fakt 9c.6.
Množina Z je spočetná.

Důkaz (poučný): Příklad nás inspiruje k následující definici.
Uvažujme zobrazení Z 7→ N dané

T (n) =

{
2n, n ∈ N;

2|n|+ 1, n ≤ 0.
Tvrdíme, že je to bijekce.

Z: · · ·
−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6

· · ·

N: 1 2 3 4 5 6
· · ·

Prostota: Nechť x, y ∈ Z splňují T (x) = T (y). Pokud by x > 0 a y ≤ 0, tak by T (x) bylo sudé a T (y) liché
a nemohly by se rovnat, tento případ tedy nastat nemůže. Podobně nemůže nastat případ x ≤ 0 a y > 0. Zbývají
dva.

Jestliže x, y > 0, pak T (x) = T (y) znamená 2x = 2y neboli x = y.
Jestliže x, y ≤ 0, pak T (x) = T (y) znamená 2|x|+ 1 = 2|y|+ 1 neboli |x| = |y|. Jenže víme, že obě čísla jsou

záporná či nula, tudíž |x| = |y| znamená −x = −y neboli x = y. Ve všech případech tedy máme x = y.
Na: Vezměme m ∈ N. Jestliže je liché, pak jej lze napsat jako 2n + 1 pro jisté n ∈ N0. Pak −n ∈ Z a dle

definice zobrazení pro −n ≤ 0 platí T (−n) = 2| − n|+ 1 = 2n+ 1 = m.
Jestliže je m sudé, pak je n = m

2 kladné celé číslo. Podle definice zobrazení pak T (n) = m
2 = m.

Protože je T bijekce Z na N, platí |Z| = |N|.
�

Poznámka: Ukážeme zajímavý alternativní důkaz.
Protože N ⊆ Z, máme |N| ≤ |Z|. Podle věty 9b.3 stačí dokázat, že |Z| ≤ |N|, tedy najít nějaké prosté zobrazení

ze Z do N. Tvrdíme, že T (n) = 2|n|+n3|n|−n takové je.
Nejprve ukážeme, že hodnoty T jsou přirozená čísla. Protože |n|+ n ∈ N0, je 2|n|+n ∈ N. Víme také, že |n| − n

je celé číslo, z nerovnosti n ≤ |n| pak máme |n| − n ≥ 0 a zase 3|n|−n ∈ N.
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Dále si všimneme, že pro n ≥ 0 je |n| = n, proto T (n) = 22n, zatímco pro n < 0 je |n| = −n, a tedy T (n) = 3−2n.
Protože čísla s různými prvočíselnými rozklady nemohou být stejná (viz věta 13.4), tak hned vidíme, že pro m 6= n
také platí T (n) 6= T (m), a proto je T prosté.

Tato alternativa možná není tak pěkně vidět z obrázku jako první důkaz a dá víc práce dokázat prostotu, ale
zase je to zobrazení dané jediným vzorečkem, což někdy může být výhoda. Ještě se nám to bude hodit.
4

Příklady N = S∪L či Z = N∪(−N0), kde jsou všechny zúčastněné množiny spočetné, naznačují obecný výsledek.

Věta 9c.7.
Jestliže jsou množiny A,B spočetné, pak je spočetná také množina A ∪B.

Důkaz (poučný): Protože A ⊆ A ∪ B, platí |N| = |A| ≤ |A ∪ B|. Opačnou nerovnost zaručí prosté zobrazení
A ∪ B 7→ N. Máme A ∪ B = A ∪ (B A), přičemž A a B A jsou disjunktní. Definujeme T zvlášť pro každou
část.
A je spočetná, proto existuje bijekce SA z A na N. Pro a ∈ A definujeme

T (a) = 2SA(a), tedy prvky a jsou namapovány na sudá čísla.
B A je podmnožina spočetné množiny B, tedy |B A| ≤ |N|, a proto existuje

prosté zobrazení SB z B A do N (může být prázdné). Pro b ∈ B A definujme
T (b) = 2SB(b)− 1 (mapujeme B A na lichá čísla).

Zobrazení T je tak definováno z množiny A∪ (B A) = A∪B do N. Je prosté:
Dáno x, y ∈ A ∪B, T (x) = T (y). Pak musí mít T (x) a T (y) stejnou paritu, což
podle definice T znamená, že buď x, y ∈ A nebo x, y ∈ B A.

Pokud x, y ∈ A, pak T (x) = T (y) znamená SA(x) = SA(y) a díky prostotě SA
tedy x = y. Pokud x, y ∈ B A, tak pomocí SB dostaneme obdobně x = y.

Protože je T prosté zobrazení A ∪B 7→ N, platí |A ∪B| ≤ |N|.

A

B

a1

a2

a3

b1
b2

T

1

2

3

4

5

6

7

... N

Spojením nerovností máme |A ∪B| = |N|, a tedy A ∪B je spočetná.
�

Vidíme, že spojováním spočetných množin nic většího nezískáme. Později uvidíme, že tato vlastnost platí pro
všechny nekonečné množiny. To je další rozdíl oproti konečným množinám, kde víme, že pokud sjednotíme dvě
disjunktní neprázdné konečné množiny, tak je výsledná množina větší.

S tím, jak to chodí u nekonečných množin, nás může smířit známá pohádka o Hilbertově hotelu.

Příklad 9c.c:
Hilbertův hotel je speciální hotel, který má spočetně mnoho jednolůžkových pokojů číslovaných pomocí n ∈ N.

Před chvílí jsme ukázali, že i když je plný, ještě tam dokážeme vytvořit pokoj pro jednoho člověka navíc. Všechny
nájemníky pošleme o pokoj dál (vážený zákazníku, prosím přestěhujte se okamžitě do pokoje s číslem o jedno
větším) a první pokoj je náhle prázdný.

Zde se nabízí zajímavé odůvodnění, proč se přidáním člověka celkový počet lidí nezměnil: Je jich vždy přesně
tolik, kolik je pokojů v hotelu.

Stejně snadno se vypořádáme se situací, kdy máme plný hotel a přijede pár na svatební cestě, fotbalové družstvo
nebo třeba všichni účastníci světového sletu příznivců Star Treku.

Hilbertův hotel zvládne víc. Představme si, že konkurence také jeden postavila, má plno a náhle musí zavřít
(kontrola našla šváby). Vyhrne se z něj nekonečně mnoho (ale spočetně) hostů. Co uděláme? Necháme se inspirovat
postupem použitým v důkazu o Z. Nejprve pošleme zprávu všem svým hostům, aby se laskavě z pokoje n přesunuli
do pokoje 2n. Zoufalým zákazníkům konkurence pak řekneme, že pokud měli původně pokoj m, u nás najdou
jistě volný pokoj 2m− 1.

Kdyby bylo v okolí N Hilbertových hotelů a u všech našli šváby (to začíná být drobet podezřelé), tak nejprve své
hosty přemístíme podle schématu n 7→ (N + 1)n. Když si nakreslíte obrázek, uvidíte, že v našem hotelu teď bude
vždy N pokojů volných, pak jeden obsazený, pak zase N volných a jeden obsazený atd. Lidi z prvního zavřeného
hotelu pak pošlete na první pokoj v každém volném bloku, lidi z druhého hotelu na druhý pokoj v každém volném
bloku atd. Matematicky, hosta z pokoje m v hotelu k pošleme na místo (N + 1)(m− 1) + k. Tohle opravdu volá
po tom, abyste si nakreslili obrázek pro nějaké rozumné N (já jsem si kreslil případ N = 3).
4

Poslední výsledek z Hilbertova hotelu přesvědčivě ukazuje, že sjednocením konečného počtu kopií N zase získáme
množinu velikosti N. To zase není takové překvapení, pravidla pro dva objekty obvykle zobecňujeme na více. Dá
se ovšem zajít ještě dále.
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Příklad 9c.d: Vraťme se k Hilbertově hotelu. Představme si, že se v okolí postaví nekonečně mnoho Hilbertových
hotelů, ale abychom to nepřehnali, nechť je jich spočetně, tedy dají se očíslovat k = 1, 2, . . . . Všechny jsou plné,
i my máme plno, ale najednou hygienická inspekce všechny hotely kromě našeho zavře (to už opravdu nevypadá
jako náhoda, podnikat se prostě musí umět). Najednou se u nás objeví všichni jejich zákazníci (nekonečně krát
nekonečně mnoho) a chtějí se ubytovat. Dá se to zvládnout?

Ano. Klíčem je následující rozprostření původních hostí.
První volný prostor nabízí jedno místo, druhý dvě místa, třetí

tři místa, čtvrtý nabízí čtyři místa a tak dále. Není těžké spočítat,
že správný vzorec pro úvodní přesun našich vlastních hostů je
n 7→ 1

2n
2 + 3

2n.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
· · ·

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
· · ·

Pak zavoláme zákazníky z prvního vyprázdněného hotelu a dáme do každé skupiny prázdných míst jednoho
z nich. První prázdná skupina se tím zaplní, ale počínaje druhou nám zbyde nekonečně mnoho prázdných skupin,
jejichž velikosti jdou 1,2,3 atd. Do každé z nich dáme jednoho zákazníka z druhého vyprázdněného hotelu, původně
druhá volná skupina je teď už také plná, ale zase jich zbývá nekonečně mnoho a mají kapacitu postupně 1,2,3, . . .
atd. Je vcelku jasné, že tento postup se nikde nezarazí, dokážeme tak dojít k libovolnému vyprázdněnému hotelu
a jeho hosty ubytovat u nás.

Můžete si odvodit vzoreček, kam poslat hosta z hotelu k, který tam bydlel na pokoji m.
Prostě Hilbertův hotel je třída. Až se někdy doslechnete, že někde na Arabském poloostrově staví opravdu ale

opravdu vysoký hotel, vzpomeňte si na tento příklad.
4

Vidíme tedy, že když sjednotíme dokonce nekonečně (spočetně) mnoho spočetných množin, tak zase nic většího
nezískáme. Potvrdíme to obecně, ale nejprve si všimneme jiné podstatné věci, kterou jsme v příkladu udělali.
Vlastně jsme tam vytvořili zobrazení, které zobrazí číslo hostova hotelu a jeho původní číslo pokoje do našeho
hotelu. Matematicky řečeno tedy přidělujeme pokoje dvojicím (k,m), kde k,m ∈ N. Přidělení vyplnilo náš hotel
(je na) a nikdy nedalo dva lidi na stejný pokoj (je prosté). Vlastně jsme tedy dokázali udělat bijekci z N×N na N.
My jsme ji ovšem jen naznačili. Dal by se odvodit explicitní vzorec, ale jsou i jiné možnosti, jak se dostat k tomu,
že N× N je spočetná množina.

Začneme tím, že o tom zkusíme přesvědčit naši intuici. N × N se dá interpretovat jako dvojrozměrná síť bodů,
která se táhne do nekonečna ve dvou směrech, doprava a nahoru (obrázek vlevo). Ukážeme, že má stejně bodů
jako přirozených čísel, očíslováním bodů. Postup ukazuje obrázek napravo.

N

N
1 2 3 4 · · ·

1

2

3

4

...

(1, 1)

(1, 3)

...

(2, 3)

...

(3, 1)

...
...

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

N

N
1 2 3 4 · · ·

1

2

3

4

...
...

...
...

...

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

Tímto způsobem vybíráme hodnoty pro zobrazení T : N 7→ N × N: T (1) = (1, 1), T (2) = (2, 1), T (3) = (1, 2),
T (4) = (1, 3), T (5) = (2, 2) atd. Zdá se jasné, že se hodnoty neopakují, takže T je prosté, a z obrázku se zdá, že
dříve či později ta cestička dojde na libovolné místo v síti, takže T by mělo být i na. Zdání není důkaz, ale snad
už je uvěřitelné, že body této dvourozměrné sítě je možné přerovnat na spočetnou šnůrku.

Nyní uděláme korektní důkaz a přidáme dva zajímavé důsledky.

!!! Fakt 9c.8.
(i) Množina N× N je spočetná.
(ii) Množina Z× Z je spočetná.
(iii) Množina racionálních čísel Q je spočetná.

Důkaz: (i): Prosté zobrazení T (n) = (n, 1) vnořuje N do N × N, v diagramu výše vidíme ran(T ) jako první
řádek. Proto |N| ≤ |N× N|.
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Pro opačnou nerovnost |N×N| ≤ |N| definujeme zobrazení vzorcem T (m,n) = 2m3n. Evidentně pro m,n ∈ N
platí T (m,n) ∈ N, takže T jde N×N 7→ N. Zbývá ukázat, že je prosté. Nechť tedy (m,n), (u, v) ∈ N×N splňují
T (m,n) = T (u, v). To znamená, že 2m3n = 2u3v. Jenže celá čísla se dají zapsat pomocí prvočísel jen jediným
způsobem, takže musí jít o stejné výrazy, tedy m = u a n = v čili (m,n) = (u, v).
(ii): Víme, že |Z| = |N|, viz fakt 9c.6. Podle věty 9b.6 pak |Z × Z| = |N × N|. V části (i) jsme dokázali, že
|N× N| = |N|, díky tranzitivitě tedy |Z× Z| = |N|.
(iii): Protože N ⊆ Q, platí |N| ≤ |Q|. Potřebujeme ještě opačnou nerovnost.

Uvažujme zobrazení T : Z × N 7→ Q dané vzorcem T (p, q) = p
q

. Protože lze každé racionální číslo zapsat

jako zlomek p
q

s p ∈ Z a q ∈ N, je toto zobrazení zjevně na, proto dle věty 9b.5 |Q| ≤ |Z × N|. Máme také

Z× N ⊆ Z× Z neboli |Z× N| ≤ |Z× Z| = |N|, dle tranzitivity proto |Q| ≤ |N|.
�

Platí obecně, že kartézský součin dvou spočetných množin je spočetný. Můžeme ale ukázat víc. Pro dané množiny
A1, . . . , An můžeme uvažovat jejich kartézský součin A1×· · ·×An jako množinu všech uspořádaných n-tic (vektorů
s n složkami), kde se první složka se bere z A1, druhá z A2 atd. a poslední se bere z An.

Rozšíříme také sjednocení na dokonce nekonečně (ale spočetně) množin.

Věta 9c.9.

(i) Jestliže jsou Ak pro k ∈ N nejvýše spočetné množiny, pak je také
∞⋃
k=1

Ak nejvýše spočetná.

a) Jestliže je navíc alespoň jedna z množin Ak spočetná, pak je také
∞⋃
k=1

Ak spočetná.

b) Jestliže jsou navíc Ak neprázdné a po dvou disjunktní, pak je také
∞⋃
k=1

Ak spočetná.

(ii) Jestliže jsou A1, A2, . . . , An, kde n ∈ N, nejvýše spočetné množiny,
pak je také A1 ×A2 × · · · ×An nejvýše spočetná.
Jestliže je navíc alespoň jedna z množin Ak spočetná a všechny jsou neprázdné,
pak je A1 ×A2 × · · · ×An spočetná.

SSS Rozbor: Pro (i) potřebujeme ukázat, že
⋃
Ak se dá vnořit do N. Díky faktu 9c.8 ovšem stačí to sjednocení vložit

do množiny N× N.
Tuto množinu si můžeme představit jako sjednocení jednotlivých

„řádkůÿ Bk = {(i, k); i ∈ N} v onom čtvercovém diagramu. Každý
řádek je spočetná množina, tudíž lze do něj poslat Ak.

My ovšem chceme poslat
⋃
Ak, tedy o každém prvku a tohoto

sjednocení chceme rozhodnout, kam půjde. Pokud by nějaké a bylo
ve více Ak zároveň, museli bychom to řešit. Těmto technickým kom-
plikacím se vyhneme požadavkem, aby Ak byly po dvou disjunktní,
což znamená, že pro i 6= j platí Ai∩Aj = ∅. To je podmínka výrazně
silnější než

⋂
k∈N

Ak = ∅, která by pořád umožňovala, aby nějaké a

bylo ve více Ak (jen ne všech).

N[k]

N[i]
1 2 3 4 · · ·

1

2

3

4

...
...

...
...

...

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

B1
T1 A1

B2
T2 A2

B3
T3 A3

B4
T4 A4

V důkazu o kartézském součinu se inspirujeme zobrazením T (k, l) = 2l3l, které dokázalo vnořit N × N do N.
Tento nápad snadno rozšíříme na trojice (zobrazujeme na 2k3l5m), čtveřice atd.

Důkaz (poučný): (i): 1) Nejprve uvažujme případ, kdy všechny Ak jsou po dvou disjunktní.
Pro každé k ∈ N je Ak nejvýše spočetná, tedy existuje prosté zobrazení Tk: Ak 7→ N (fakt 9c.3). Zobrazení T :⋃
Ak 7→ N×N vytvoříme takto: Pro a ∈

⋃
Ak najdeme k takové, že a ∈ Ak. Pak definujeme T (a) = (Tk(a), k).

Díky podmínce na disjunktnost je Ak pro každé a určeno jednoznačně a definice je tedy také jednoznačná.
Ukážeme, že T je prosté. Dány x, y ∈

⋃
Ak, předpokládejme, že T (x) = T (y). Máme T (x) = (Tk(x), k) pro k

takové, že k ∈ Ak, obdobně T (y) = (Tl(y), l). Z rovnosti T (x) = T (y) pak máme (Tk(x), k) = (Tl(y), l). Odtud
k = l a Tk(x) = Tl(y). První podmínka říká, že x, y ∈ Ak a používáme stejné Tk, druhá podmínka tedy zní
Tk(x) = Tk(y) a díky prostotě Tk pak x = y.

Našli jsme potřebné prosté zobrazení, tedy |
⋃
An| ≤ |N× N| = |N|. Sjednocení je nejvýše spočetné.

2) Nyní uvažujme obecný případ a definujme množiny Bn takto: B1 = A1, B2 = A2 A1, B3 = A3 (A1 ∪A2),
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obecně

Bk = Ak

k−1⋃
i=1

Ai.

Pro každé k zjevně Bk ⊆ Ak, jde tedy o množiny nejvýše spočetné.
Zvolme k ∈ N a uvažujeme b ∈ Bk. Podle definice této množiny b /∈ Ai pro i < k, a tedy také b /∈ Bi pro i < k.

Díky b ∈ Ak a tomu, že Ak odebíráme v definici Bi pro i > k, máme také b /∈ Bi pro i > k.
Tyto Bk jsou tedy po dvou disjunktní a podle 1) je

⋃
Bn nejvýše spočetná. Zbývá dokázat, že

⋃
Bk =

⋃
Ak.

Díky Bk ⊆ Ak máme
⋃
Bk ⊆

⋃
Ak. Vezměme a ∈

⋃
Ak. Pak musí existovat k takové, že a ∈ Ak. Zvolme k,

které je mezi indexy s touto vlastností nejmenší. Pak a /∈ Ai pro i < k, a tedy a ∈ Bk ⊆
⋃
Bk.

a) Pokud je některá z Ak spočetná, tak díky Ak ⊂
⋃
Ak dostáváme |N| = |Ak| ≤ |

⋃
Ak| ≤ |N|, tedy sjednocení

je spočetné.
b) Pokud jsou všechny množiny Ak neprázdné a navzájem disjunktní, tak pro každé k ∈ N najdeme ak ∈ Ak.
Díky disjunktnosti množin jsou všechny ak navzájem různé, zobrazení T (k) = ak je tedy prosté a vede z N
do
⋃
Ak. Proto |N| ≤ |

⋃
Ak|, tedy zkoumané sjednocení je spočetné.

(ii): Uvažujme nejvýše spočetné množiny A1, . . . , An. Pro každou z nich pak existuje prosté zobrazení Tk:
Ak 7→ N. Vytvoříme zobrazení z A1 × · · · ×An do N takto:

Zvolme různá prvočísla p1, . . . , pn. Pro všechna (a1, . . . , an) ∈ A1 × · · · × An definujeme T (a1, . . . , an) =

p
T1(a1)
1 · · · pTn(an)

n . Tvrdíme, že je to prosté zobrazení.
Předpokládejme, že pro x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ A1 × · · · × An platí T (x) = T (y). Pak platí

p
T1(x1)
1 · · · pTn(xn)

n = p
T1(y1)
1 · · · pTn(yn)

n a jednoznačnost prvočíselného rozkladu dává T1(x1) = T1(y1) až Tn(xn) =
Tn(yn). Protože jsou tato zobrazení prostá, dostáváme x1 = y1 až xn = yn neboli x = y.

Nechť je například A1 spočetná a ostatní Ak neprázdné. Pak pro k ≥ 2 lze zvolit ak ∈ Ak a definovat
zobrazení T (a) = (a, a2, . . . , an) jdoucí z A do A1 × · · · × An. Ukážeme, že je prosté: Pokud T (x) = T (y), pak
(x, a2, . . . , an) = (y, a2, . . . , an), a tedy x = y.

Proto |N| ≤ |A1 × · · · ×An|, ovšem ten součin je nejvýše spočetný, a tedy musí být spočetný.
�

Tato věta je dalším z oblíbených nástrojů, jak poznávat spočetné množiny. V následujícím příkladě shrneme
obvyklé přístupy.

!!! Příklad 9c.e: 1. Uvažujme množinu M = {n ∈ Z; 3 |n} neboli množinu všech násobků tří.
Víme, že se dá vyjádřit předpisem M = {3k; k ∈ Z}, což indikuje bijekci. Uvažujme zobrazení T (k) = 3k pro

k ∈ Z. Hodnoty jsou násobky tří, tedy T : Z 7→ M . Toto zobrazení je prosté: Pro x, y ∈ Z splňující T (x) = T (y)
máme 3x = 3y, a tedy x = y.

Je také na: Každé m ∈ M je dle definice této množiny dělitelné třemi, tedy existuje k ∈ Z splňující m = 3k =
T (k). Našli jsme bijekci Z na M , a proto |N| = |Z| = M , díky tranzitivitě je tedy M spočetná.

Poučení: Přístup přes bijekci je vhodný, pokud umíme danou množinu zakódovat pomocí jiné, spočetné množiny.

Alternativní důkaz: Protože je M podmnožina spočetné množiny Z, musí být sama nejvýše spočetná, tedy
|M | ≤ |Z| = |N|.

Protože není konečná, musí platit |N| ≤ |M |, spojením nerovností dostáváme |M | = |N| a M je spočetná.
Pokud by byl třeba důkaz nekonečnosti M neboli nerovnosti |N| ≤ |M |, poskytné jej libovolné prosté zobrazení

T : N 7→ M . Nabízí se T (n) = 3n, ale lze vzít třeba T (n) = 6n nebo T (n) = 3n a mnoho dalších, stačí si hlídat,
aby hodnoty byly dělitelné třemi (a prostotu).

Poučení: Někdy bijekci dle prvního postupu nevidíme, obvykle je problematická surjektivita. V takovém případě
se nabízí přístup přes dvě nerovnosti a větu 9b.3. Pak stačí najít dvě prostá zobrazení, což byvá obvykle výrazně
snažší. Mnohdy je jedno z nich zjevné (nebo jej lze nahradit tím, že zkoumaná množina je podmnožinou známé
spočetné množiny), práci dá najít prosté zobrazení, které vede z jakoby větší množiny do menší.

Alternativní důkaz: Můžeme psát M =
∞⋃
k=0
{−3k, 3k}. Množiny {−3k, 3k} pro k ∈ N0 jsou konečné, tedy nejvýše

spočetné. Podle věty 9c.9 je jejich sjednocení M také nejvýše spočetné. Protože jsou po dvou disjunktní, neprázdné
a je jich spočetně mnoho, musí být M spočetná.

Poučení: Tento přístup požíváme v případech, kdy je obtížné uchopit celou danou množinu najednou, ale umíme
ji rozložit na části, které již jsou snáze zpracovatelné. Tento příklad takový nebyl, ale jako ukázka ušel.

2. Nyní uvažujme množinu M = {n ∈ N; 2 | n ∨ 3 | n}, tedy množinu čísel dělitelných dvěma nebo třemi.
Máme M = {2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, . . . } a není jasné, jak ji popsat vzorcem. To znamená, že
případnou bijekci N 7→M bychom hledali velmi těžko, tento postup tedy není vhodný.
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Zato ale hned vidíme, že M je podmnožina Z, je tedy nejvýše spočetná neboli |M | ≤ |N|.
Pro opačnou nerovnost potřebujeme prosté zobrazení z N do M . Protože nevyžadujeme surjektivitu, snadno

takové najdeme, stačí se hodnotami trefit do čísel dělitelných dvěma či třemi. Nabízí se třeba T (n) = 2n, T (n) = 3n,
T (n) = 12n, T (n) = 2n, T (n) = 3n, T (n) = n2 + n (viz příklad 7a.c) atd. Proto také |N| ≤ |M | a množina M je
spočetná.

Alternativa: M = M2 ∪M3, kde M2 = {2k; k ∈ N} a M3 = {3k; k ∈ N}. Obě jsou spočetné (což snadno
dokážeme bijekcí jako u předchozí množiny) a jejich sjednocení je proto spočetné.
4

Tyto postupy jsou součástí algoritmu 9d.7.

Příklad 9c.f: 1. Uvažujme množinuM2×3[Z] všech matic rozměru 2×3 nad celými čísly. Tvrdíme, že je spočetná.
Matice je vlastně specifické schéma pro uschování šesti čísel. Taková čísla lze ovšem uschovat i jinak, například

jako vektor. To nabízí bijekci T :

(
a11 a12 a13
a21 a22 a23

)
↔ (a11, a12, a13, a21, a22, a23) neboli „seřazení matice do řadyÿ.

Hodnotami tohoto zobrazení jsou šestirozměrné vektory s celočíselnými souřadnicemi neboli prvky Z6. Máme tedy
zobrazení M2×3[Z] 7→ Z6. Protože shoda matic i shoda vektorů funguje přes shodu všech prvků, snadno dokážeme,
že jde o zobrazení prosté:

Mějme matice A = (aij), B = (bij) splňující T (A) = T (B). To znamená, že (a11, a12, a13, a21, a22, a23) =
(b11, b12, b13, b21, b22, b23), proto aij = bij pro i = 1, 2 a j = 1, 2, 3. Takže A = B a prostota je dokázána.

T je také zjevně na: Je-li dán vektor ~b = (b1, . . . , b6) ∈ Z6, pak A =

(
b1 b2 b3
b4 b5 b6

)
∈M2×3[Z] splňuje T (A) = ~b.

Máme tedy bijekci, a proto má M2×3[Z] stejnou mohutnost jako Z6, což je ovšem podle věty 9c.9 spočetná
množina.

2. Nyní uvažujme množinu M = {A ∈M3×3[Z]; rank(A) ≤ 2} neboli matice 3× 3, jejichž hodnost není tři. Jsou
to tedy matice singulární a ty neumíme rozumně generovat vzorcem, což naznačuje, že cesta bijekce je nevhodná.
Zkusíme proto přístup přes dvě nerovnosti.

Začneme pozorováním, že podobně jako M2×3[Z] je i M3×3[Z] spočetná (namapujeme ji na Z9) a naše M je její
podmnožina, tudíž je nejvýše spočetná: |M | ≤ |Z9| = |N|. Opačnou nerovnost |N| ≤ |M | potvrdí libovolné prosté
zobrazení N 7→M , například

T (n) =

n 0 0
0 0 0
0 0 0

 , T (n) =

n 0 0
n 0 0
n 0 0

 , T (n) =

n n2 + 7 13
0 0 23
0 0 0

 , atd.

4

Příklad 9c.g: Nechť n ∈ N0.
1. Uvažujme množinu Pn všech polynomů s celočíselnými koeficienty stupně nejvýše n. Lze ji vyjádřit jako

Pn = {anxn + · · ·+ a1x+ a0; ai ∈ Z}.
Každý polynom je jednoznačně určen svými koeficienty, které si můžeme schovat jako vektory. Jde tedy o kódování
neboli inspirace pro bijekci. Definujeme

T (anx
n + · · ·+ a1x+ a0) = (a0, a1, . . . , an).

Všimneme si, že tyto vektory mají n+ 1 souřadnic, takže T je zobrazení z Pn do Zn+1. Je jistě prosté: Vezměme
p = anx

n + · · · + a0 a q = bnx
n + · · · + b0 z Pn. Pokud T (p) = T (q), tak (ai) = (bi), což pro vektory znamená

shodu složek neboli ai = bi pro všechna i, rovnost koeficientů pak znamená rovnost polynomů p = q.
Je na: Dáno ~b = (b0, . . . , bn) ∈ Zn+1, zvolíme p = bnx

n + · · ·+ b0, pak p ∈ Pn a T (p) = (b0, . . . , bn) = ~b.
Našli jsme bijekci, proto |Pn| = |Zn+1| = |N|. Množina polynomů nad Z stupně nejvýše n je tedy spočetná.

2. Uvažujme nyní množinu P=n polynomů s celočíselnými koeficienty stupně přesně n. Protože je podmnožinou
Pn, bude nejvýše spočetná. Abychom potvrdili, že je přesně spočetná, ukážeme nerovnost |N| ≤ |P=n| vhodným
vnořením. Použijeme T (k) = xn + k, což je zobrazení z N do P=n, které je zjevně prosté.

Poznamenejme, že u této množiny bychom měli s bijekcí problém. Zobrazení T , které jsme použili výše, je zase
prosté zobrazení z P=n do Zn+1, ale není na. Není totiž možné najít polynom stupně n, který se zobrazí na nulový
vektor (0, . . . , 0). Pro n ≥ 1 je nedosažitelných vektorů dokonce nekonečně mnoho, jmenovitě všechny, které končí
nulou, protože na takové vektory se zobrazí polynomy s an = 0, které mají stupeň nižší než n. U množiny Pn jsme
tento problém nemuseli řešit, protože zahrnuje i polynomy nižších stupňů.
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3. Nyní uvažujme množinu P všech polynomů s celočíselnými koeficienty. Každý polynom je možné zase zobrazit
na vektor, ale dostáváme vektory rozličných délek, které navíc nejsou omezeny shora. Nemáme tedy k dispozici
rozumný známý prostor, do kterého bychom tuto množinu vnořili, popřípadě ji na ni přepsali pomocí bijekce.

Situaci, kdy nám věci komplikuje přílišná rozdílnost prvků v množině, často vyřešíme tím, že prvky rozdělíme

podle typu na podmnožiny. Zde se nabízí polynomy podle stupně. To by vedlo na rozklad P =
∞⋃
n=0
P=n. Je sice

konceptuálně pěkný (máme tam disjunktní množiny), ale není správně, protože v něm chybí nulový polynom
p = 0. Na stupeň nulového polynomu jsou různé názory, například mi je sympatická volba deg(0) = −∞, ale je
více kandidátů.

Této komplikaci se vyhneme, když vyjádříme P =
∞⋃
n=1
Pn. To už není rozklad (množiny nejsou po dvou dis-

junktní), dokonce platí P0 ⊂ P1 ⊂ P2 ⊂ · · · , takže to sjednocení masivně plýtvá, protože každý polynom je do něj
přidán nekonečně krát. Ale je to funkční, nulový polynom tam je (dokonce je ve všech Pn) a hlavně nám to dá
potřebnou informaci. Protože jsou všechny Pn spočetné, je podle věty 9c.9 spočetná i P.
4

Obdobným důkazem se ukáže, že libovolné objekty, které lze namapovat na konečné vektory (ať už s omezenou
nebo neomezenou délkou) se složkami ze spočetných množin tvoří zase spočetnou množinu. Jedním takovým
oblíbeným objektem v informatice jsou konečné binární řetězce.

Příklad 9c.h: Uvažujme konečné binární řetězce, tedy objekty typu „0110001. . .ÿ. Binární řetězec délky k lze
reprezenovat jako vektor s k složkami, tedy prvek množiny {0, 1}k = {0, 1} × · · · × {0, 1}, kde je v kartézském
součinu k množin.

Formálně můžeme mluvit o bijekci b1...bk ←→ (b1, . . . , bk) mezi množinou všech binárních řetězců délky k
a množinou {0, 1}k, která je konečná (má přesně 2k prvků), a tedy také nejvýše spočetná.

Podle věty 9c.9 je sjednocení všech těchto množin pro k ∈ N nejvýše spočetné, a protože jsou všechny neprázdné,
tak dokonce spočetné.

Ukázali jsme, že množina všech binárních řetězců libovolné konečné délky je spočetná.
K binárním řetězcům se vrátíme v příkladu 9d.a.
4

Cvičeńı

Cvičení 9c.1:
Nechť A je spočetná množina. Dokažte podle definice, že pak je i A ∪ {a} spočetná.
Nápověda: Lze adaptovat důkaz faktu 9c.4.

Cvičení 9c.2 (rutinní): Dokažte, že množina všech českých slov je nejvýše spočetná.

Cvičení 9c.3 (rutinní): Dokažte, že množina všech programů v jistém programovacím jazyce je spočetná.

Cvičení 9c.4 (dobré, poučné):
Uvažujte množinu M = {(a, b) ∈ N×N; a > b}. Na této množině definujme zobrazení
S(a, b) = (a−1)(a−2)+2b. Abychom viděli, jak vlastně S vypadá, uděláme si tabulku
jeho hodnot pro kousek M . V řádcích bude a a ve sloupcích b, všimněte si, že pro
dané a jsou v M jen dvojice s 1 ≤ b < a. To znamená, že nejmenší možné a, které
se v M vyskytuje, je a = 2.

b→ 1 2 3 4 5
a = 2 : 2
a = 3 : 4 6
a = 4 : 8 10 12
a = 5 : 14 16 18 20
a = 6 : 22 24 26 28 30

Toto cvičení bude po vás chtít důkaz klíčového faktu: Že hodnoty v řádcích a při přeskoku na další řádek rostou
o dva. Dokažte tedy následující:
a) Pro každé a ≥ 2 a pro každé 2 ≤ b < a platí S(a, b) = S(a, b− 1) + 2.
b) Pro každé a ≥ 2 platí S(a+ 1, 1) = S(a, a− 1) + 2.
Poznámka: Pomocí a) a b) se pár jednoduchými úvahami dokáže, že zobrazení dané vzorcem 1

2S(a, b) je bijekce
z M na N.
Poznámka: Zobrazení je inspirováno příběhem o Hilbertově hotelu, do kterého musíme vměstnat hosty z nekonečně
mnoha hotelů. Poslali jsme naše hosty předpisem n 7→ 2n− 1 do lichých pokojů, čímž se uprázdnily sudé pokoje.
Do nich jsme pak poslali hosty spočetně mnoha Hilbertových hotelů zobrazením S(a− b+ 1, b), kde a je původní
číslo pokoje a b číslo hotelu. V jednotlivých sloupcích tedy vidíme, jak jsou ubytováváni hosté z jednoho hotelu.
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Cvičení 9c.5 (dobré, poučné): a) Dokažte, že R(m,n) = (m+ n,m) je bijekce N× N na M .

b) Využijte části (i) a zobrazení 12S(a, b) (viz předchozí cvičení) k důkazu, že zobrazení dané vzorcem T (m,n) =
(m+ n− 2)(m+ n− 1)/2 +m je bijekce z N× N na N.

Dostáváme tedy přímý předpis vzorečkem pro bijekci N× N 7→ N a dokonce je to vzoreček jednoduchý, polynom.

Cvičení 9c.6 (dobré, poučné): a) Dokažte, že zobrazení U(n) = (3n+ 1)2 je prosté ze Z do N.

b) Dokažte pomocí (i) a předchozích cvičení, že zobrazení dané předpisem

V (m,n) = ((3m+ 1)2 + (3n+ 1)2 − 2)((3m+ 1)2 + (3n+ 1)2 − 1)/2 + (3m+ 1)2

je prosté ze Z× Z do N.

Poznámka: Není známo, zda existuje polynom ve dvou proměnných, který by byl bijekce z Q×Q na N.

Řešení:

9c.1: Dle předpokladu existuje bijekce T z N na A. Pak zobrazení dané S(1) = a, S(n) = T (n− 1) pro n ≥ 2 je
bijekce z N na A ∪ {a}.
9c.2: Slova jsou konečné řetězce nad českou abecedou, tedy nad konečným počtem symbolů (řekněme, že je jich
82). Množina všech řetězců z 82 znaků o délce k je konečná (82k možných řetězců), tedy nejvýše spočetná. Konečné
řetězce vzniknou sjednocením těchto neprázdných množin přes všechna k ∈ N, je jich tedy spočetně. Česká slova
tvoří jejích podmnožinu, tudíž je jich nejvýše spočetně.

Patrně jich bude dokonce konečně mnoho, protože neexistuje české slovo libovolné délky, třeba padesátipísmenné
slovo asi nenajdeme.

9c.3: Každý program lze považovat za konečný řetězec znaků ASCII. Množina programů je tedy podmnožinou
množiny konečných řetězců nad konečnou abecedou, což je spočetná množina, viz výše.

9c.4: a) S(a, b− 1) + 2 = (a− 1)(a− 2) + 2(b− 1) + 2 = (a− 1)(a− 2) + 2b = S(a, b).

b) S(a, a− 1) + 2 = (a− 1)(a− 2) + 2(a− 1) + 2 = a2 − a+ 2 = a(a− 1) + 2 = S(a+ 1, 1).

9c.5: a) Prosté: R(m,n) = R(u, v) −→ (m+n,m) = (u+ v, u) −→ m+n = u+ v∧m = u −→ m = u∧n = v −→
(m,n) = (u, v). Na: Pro dané (x, y) ∈M je x, y ∈ N a x > y, proto (m,n) = (y, x− y) ∈ N×N a R(m,n) = (x, y).

b) Proto je také bijekcí T = 1
2S ◦R, přičemž T (m,n) = 1

2S(m+ n,m) = 1
2 (m+ n− 1)(m+ n− 2) +m přesně dle

zadání.

9c.6: a) Pro n ∈ Z nelze mít 3n+ 1 = 0, proto U(n) ∈ N.

Nechť U(x) = U(y). Pak (3x + 1)2 = (3y + 1)2, tedy |3x + 1| = |3y + 1|. Možnosti dle znaménka. Různá: jednu
absolutní hodnotu odstraníme a druhou nahradíme mínusem, dostaneme tedy 3x + 1 = −(3y + 1). Do dává
3(x+ y) = −2, ale to nejde, protože 3(x+ y) je celé číslo dělitelné třemi.

Znaménka tedy musí být stejná, pak se dají absolutní hodnoty odstranit, kdyby náhodou byla obě záporná, tak
se obě absolutní hodnoty nahradí mínusy a ty se zkrátí, čili každopádně dostaneme 3x + 1 = 3y + 1, tedy x = y
a prostota je dokázána.

b) Definujme W (m,n) = (U(m), U(n)), pak je W prosté Z× Z 7→ N× N, viz důkaz věty 9b.6. Podle předchozích
cvičení je T ◦W prosté Z× Z 7→ N a (T ◦W )(m,n) = T ((3n+ 1)2, (3n+ 1)2) = V (m,n).

9d. Mohutnosti množin

Ukázali jsme, že spočetné množiny jsou rezistentní na řadu operací. Nabízí se otázka, jestli je vůbec možné získat
i nějaké „většíÿ množiny. Nejprve je pojmenujeme.

Definice.
Množina A se nazve nespočetná (uncountable), jestliže je nekonečná, ale není spočetná.

Takže v této chvíli rozeznáváme tyto druhy množin podle mohutnosti (velikosti): konečné, které splňují |A| < |N|,
spočetné splňující |A| = |N| a nespočetné splňující |N| < |A|. To znamená, že „nespočetnáÿ je opakem pojmu
„nejvýše spočetnáÿ.

Pro nespočetné množiny platí obdobné vlastnosti jako pro množiny konečné a spočetné.
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Věta 9d.1.
Uvažujme množiny A,B.
(i) Jestliže je B ⊆ A a B je nespočetná, tak je také A nespočetná.
(ii) Jestliže je A nespočetná a existuje prosté zobrazení T : A 7→ B, tak je také B nespočetná.
(iii) Jestliže je A nespočetná a existuje zobrazení T : B 7→ A, které je na, tak je také B nespo-
četná.
(iv) Jestliže je A nespočetná a B nejvýše spočetná, tak je také A B nespočetná.

Důkaz: (iv): Sporem: Kdyby byla A B nejvýše spočetná, pak by byla podle věty 9c.7 nejvýše spočetná i
B ∪ (A B) = A ∪B a tudíž by její podmnožina A byla nejvýše spočetná, což je spor.

Vlastnosti (i) až (iii) se snadno dokážou sporem či vhodnými obměnami pomocí známých vlastností nejvýše
spočetných množin, viz cvičení 9d.5.

�

Protože bychom určitě nedělali zbytečnou definici, nějaké nespočetné množiny budou. Čtenář, který si všímal,
o jakých populárních množinách jsme dokázali spočetnost, již tuší, kterou množinu jsme vynechali.

Věta 9d.2.
Interval reálných čísel 〈0, 1) je nespočetný.

Důkaz (poučný): Interval 〈0, 1) je nekonečná množina. Ukáže to například prosté zobrazení T (k) = 1
k+1 z N

do 〈0, 1), díky kterému |N| ≤ |〈0, 1)|.
Abychom vyloučili spočetnost tohoto intervalu neboli |N| = |〈0, 1)|, ukážeme, že žádné zobrazení T : N 7→ 〈0, 1)

nemůže být na. Pro účely tohoto důkazu budeme čísla z intervalu 〈0, 1) zapisovat jako čísla s nekonečným
desetinným rozvojem. To se dá vždy zařídit, například 0.13 = 0.130000... nebo také 0.13 = 0.129999....

Vezměme tedy libovolné zobrazení T : N 7→ 〈0, 1). Vytvoříme číslo b, které neleží
v ran(T ). Použijeme Cantorův diagonální trik, který je vizuálně intuitivní. Před-
stavíme si, že čísla T (k) vypíšeme do řádků, viz příklad napravo, a pak vytvoříme
číslo b tak, že jdeme po diagonále a u čísla b vždy zvolíme jinak.

Přesně: Zvolíme dvě cifry, například trojku a jedničku. Číslo b začneme „0.ÿ a po-
kračujeme. Podíváme se na k-tou cifru v rozvoji čísla T (k) a jestliže není „3ÿ, tak
do našeho čísla b jako k-tou cifru dáme právě „3ÿ (ať se lišíme). Kdyby ta k-tá
desetinná cifra v T (k) byla trojka, tak do našeho čísla dáme „1ÿ.

Dostaneme tak číslo b, které začíná „0.ÿ a tudíž určitě leží v 〈0, 1). Zároveň se ale
od každého T (k) liší na k-tém místě rozvoje, tudíž se mu nemůže rovnat.

T (1) = 0 . 1 3 8 4 0 ...

T (2) = 0 . 2 3 7 4 0 ...

T (3) = 0 . 6 0 0 0 0 ...

T (4) = 0 . 9 3 8 2 1 ...

T (5) = 0 . 0 8 5 4 3 ...
...

...
...

...
...

...
b = 0 . 3 1 3 3 1 ...

Proto neexistuje k ∈ N takové, že T (k) = b a T není na.

Formálně: Zapíšeme hodnoty T ve tvaru T (k) =
∞∑
i=1

ak,i10−i a definujeme cifry bk =

{
1, ak,k = 3;

3, ak,k 6= 3,
pak

b =
∞∑
k=1

bk10−k neleží v ran(T ).

�

Celá tahle záležitost je další výzvou pro naši intuici. Asi všichni žijeme v představě, že když vezmeme papír
a začneme pod sebe psát čísla 1, 2, 3, . . . , tak nakonec (pokud budeme žít věčně) napíšeme všechna přirozená
čísla. Člověk by si naivně myslel, že to jde udělat s libovolnou množinou čísel (a výše jsme viděli, že s celými
i racionálními čísly ano), ale poslední důkaz ukazuje, že s intervalem 〈0, 1) to nepůjde, protože i kdybychom
opravdu měli nekonečně mnoho času, tak z té množiny obsáhneme jen zanedbatelnou část. Přitom není selským
rozumem zjevné, proč by to nemělo jít, máme přece nekonečno času. Nicméně důkaz jasně ukazuje, že existují
množiny, které nedokážeme postupem jeden prvek po druhém obsáhnout. Musíme akceptovat, že nespočetné
množiny existují a jsou (nepředstavitelně?) velké.

U takto neintuitivního výsledku je dobré, když člověk důkazu dobře rozumí, aby mu uvěřil. Zde může čtenáře
napadat spousta otázek, jedna populární vypadá takto: Proč by stejný trik nešel s množinou Q? Když se pokusíme
vypsat racionální čísla pod sebe, tak přece také můžeme projít diagonálou a vytvořit b. Zde je finta v tom, že aby
bylo b prvkem Q, tak by ten rozvoj, který vytváříme, musel být nutně periodický, ale to tím diagonálním trikem
nejsme schopni zajistit. Ještě se k té metodě vrátíme, je užitečná a říká se jí „Cantorův diagonální argumentÿ.
Nejdříve dořešíme situaci ohledně populárních množin.
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Důsledek 9d.3.
Množina reálných čísel R je nespočetná.

Důkaz (rutinní): Vyplývá to z věty 9d.1 (i) díky 〈0, 1) ⊆ R a nespočetnosti 〈0, 1).
�

Pro alternativní důkaz viz cvičení 9d.1.
Zajímavé je, že reálná čísla nejsou mohutnější než interval 〈0, 1). Dokážeme obecně, že všechny nedegenerované

intervaly reálných čísel (tedy ty, které nejsou prázdné nebo jednobodové jako 〈a, a〉) mají stejnou mohutnost, což
zahrnuje i případ R = (−∞,∞).

Věta 9d.4.
Pro libovolné a ∈ R ∪ {−∞} a b ∈ R ∪ {∞} splňující a < b platí

|(a, b)| = |〈a, b)| = |(a, b〉| = |〈a, b〉| = |R|.

Důkaz (poučný): 1) Nejprve dokážeme, že pro a < b ∈ R platí |(a, b)| = |R|. Uvažujme T (x) = 1
x−b + 1

x−a coby
zobrazení (a, b) 7→ R. Pomocí derivace se snadno ukáže, že T je klesající funkce neboli prosté zobrazení a že
limity v krajních bodech jsou nekonečno a mínus nekonečno, tedy obor hodnot je R. Proto je T bijekce a důkaz
je hotov. (Načrtněte si graf T .)
2) Uvažujme nyní a ∈ R nebo a = −∞, a b ∈ R splňující a < b nebo b = ∞, a libovolný interval I od a do b
(otevřený, polouzavřený atd.). Zvolme čísla c < d ∈ R taková, že a < c < d < b. Pak platí (c, d) ⊆ I ⊆ R, proto
|(c, d)| ≤ |I| ≤ |R|. Podle 1) tedy |R| ≤ |I| ≤ |R| a díky větě 9b.3 pak |I| = |R|.

�

Pro přímé porovnání mohutností rozličných intervalů viz cvičení 9d.4.

Poznámka: Množina R se skládá z čísel racionálních a iracionálních. Obojí tato čísla jsou na reálné ose „hustáÿ,
což znamená, že v libovolném otevřeném (neprázdném) intervalu I, ať už je sebemenší, je nějaké racionální
a nějaké iracionální číslo. Například to znamená, že mezi libovolnými dvěma racionálními čísly je nějaké iracionální
a naopak. To vzbuzuje dojem, že by racionálních a iracionálních čísel mělo být stejně.

My už ovšem víme, že R je nespočetné a Q spočetné, takže nutně R Q je nespočetná množina. Racionálních
čísel je tedy vzhledem k těm iracionálním zanedbatelně málo, množina R si ani nevšimne (mohutnostně), když je
z ní odebereme.
4

Poznali jsme dvě mohutnosti nekonečných množin, a to mohutnost spočetných množin (která se v teorii množin
značí ℵ0, jde o hebrejské písmeno alef) a mohutnost „kontinuaÿ neboli |R| (v teorii množin ji značíme c). Jsou
ještě nějaké jiné mohutnosti nekonečných množin?

Jde vlastně o dvě otázky. Ta první se ptá, jestli existuje nějaká mohutnost „meziÿ těmito dvěma. Existuje
množina M , pro kterou by platilo |N | < |M | < |R|? Otec teorie mohutnosti Cantor v roce 1878 usoudil, že taková
množina neexistuje a na škále mohutností je c hned za spočetností. Dalších 30 let se tuto „hypotézu kontinuaÿ (HC)
snažil dokázat, ale marně (hypotéza je v matematice označení pro tvrzení, o kterém si spousta matematiků myslí,
že je pravdivé, ale neumíme to dokázat ani vyvrátit). Několik dalších generací matematiků se pokoušelo o důkaz
či vyvrácení, až bylo v roce 1963 dokázáno, že tato hypotéza je ve standardní matematice (s běžně přijímanými
axiomy) nerozhodnutelná.

Máme tedy svobodu se rozhodnout, jestli HC přijmeme mezi axiomy nebo ne, v obou případech vznikne kon-
zistentní teorie (bez vnitřních sporů), přičemž v teorii s HC budou platit trochu jiné věci než v té bez HC.
Dobrá zpráva je, že tyto rozdíly nemají zásadní dopad na aplikovatelné oblasti matematiky a naprostá většina
matematiků (nemluvě o zbytku lidstva) rozdíl nepozná, takže nás nerozhodnutelnost hypotézy kontinua nemusí
trápit.

Přesuňme se tedy k další otázce: Existují množiny mohutnější než R?
Zatímní zkušenost naznačuje, že sjednocení nevypadá jako dobrý zdroj mohutnějších nekonečných množin. Do-

kázali jsme, že pokud jsou Ak spočetné množiny, tak je i množina
∞⋃
k=1

Ak spočetná. Víme také, že všechny intervaly

〈n, n+ 1) pro n ∈ Z mají stejnou mohutnost jako 〈0, 1), a jejich sjednocení
∞⋃

k=−∞
〈n, n+ 1) = R má zase stejnou

mohutnost, což naznačuje, že také u nespočetných množin sjednocením nic většího nezískáme.
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Zde ale musíme být opatrní. Je totiž možné sjednocovat i víc než spočetně množin. Zatím jsme sjednocovali
množiny Ak pro k ∈ N či k ∈ Z, ale obecně lze množiny indexovat prvky libovolné množiny. Například pro x ∈ R
můžeme uvažovat množinu Ax = {x}. Tyto množiny jsou jednoprvkové a tedy konečné, jejich sjednocením ale
dostáváme množinu mohutnosti c:

⋃
x∈R

Ax = R. Za nárust mohutnosti může to, že je jich hodně, což se pozná podle

mohutnosti množiny indexů.
Ostatně obdobně lze napsat N =

⋃
n∈N
{n}, i zde sjednocením konečných množin získáme něco mohutnějšího, ale

ne mohutnějšího než je indexační množina.
Obecné pravidlo říká, že sjednocení je tak mohutné jako nejmohutnější účastník tohoto sjednocení, přičemž

za účastníka se považuje i indexační množina. Takže konečné sjednocení konečných množin je konečné, nejvýše
spočetné sjednocení nejvýše spočetných množin je nejvýše spočetné a tak dále. Vyjádříme to formálně.

Obdobně nelze získat nic mohutnějšího kartézským součinem A1 × · · · ×An.

Věta 9d.5.
(i) Mějme množiny Ai, kde se indexy i vybírají z nějaké množiny indexů I. Předpokládejme,
že buď I, nebo některou z Ai lze zvolit za množinu M tak, aby platilo |Ai| ≤ |M | pro všechna
i ∈ I a |I| ≤ |M |. Pokud je M nekonečná, tak∣∣∣⋃

i∈I
Ai

∣∣∣ ≤ |M |.
Pokud |M | = |Ai| pro nějaké Ai, nebo |M | = |I| a všechny Ai jsou neprázdné, pak∣∣∣⋃

i∈I
Ai

∣∣∣ = |I|.

(ii) Mějme neprázdné množiny A1, . . . , An pro n ∈ N. Předpokládejme, že pro nějakou množinu
Am, kde m ∈ {1, . . . , n}, platí |Ai| ≤ |Am| pro všechna i. Pokud je Am nekonečná, tak

|A1 ×A2 × · · · ×An| = |Am|.

Důkaz je velmi komplikovaný, a to dokonce už u jednoduché rovnosti |A∪B| = |A| pro případ |B| ≤ |A|. Máme
totiž obecnou situaci a množiny mohou být opravdu velké.

Sjednocením se tedy nedokážeme dostat k mohutnější množině, než jakou už máme. Pokud chceme dojít k nějaké
větší mohutnosti, musíme si položit otázku, zda má smysl kartézský součin více množin než jen konečně mnoha.

Kartézský součin A1 × · · · × An ztotožňujeme se světem vektorů délky n. Již jsme také potkali pojem, který je
analogický nekonečným vektorům, jmenovitě šlo o posloupnosti. Nabízí se v případě, že máme množiny Ak pro
k ∈ N, definovat nekonečný kartézský součin A1×A2×A3× · · · jako množinu všech posloupností (a1, a2, a3, . . . ),
kde bereme ak ∈ Ak. Začneme následujícím tvrzením.

Věta 9d.6.
Uvažujme množiny An pro n ∈ N. Pokud má každáAn alespoň dva prvky (což zahrnuje možnost,
že je nekonečná), tak je kartézský součin všech těchto množin

A1 ×A2 ×A3 × · · · = {(a1, a2, a3, . . . ); an ∈ An} = {(an)∞n=1; an ∈ An}
nespočetná množina.

Toto tvrzení se snadno dokáže sporem pomocí Cantorova diagonálního argumentu. Pokud by existovala bijekce
T z N na příslušný součin, tak bychom jednotlivé vektory mohli napsat na řádky pod sebe a díky tomu, že každá
složka může mít alespoň dvě hodnoty, dokážeme vytvořit vektor, který není v seznamu.

Ukážeme to v příkladě, který je velmi relevantní pro počítačové vědy.

Příklad 9d.a: V příkladě 9c.h jsme nahlédli, že množina všech konečných binárních řetězců je spočetná.
Kolik je nekonečných binárních řetězců?
Binární řetězce jsme ztotožnili s vektory z kartézského součinu. U nekonečných binárních

řetězců nás tedy bude zajímat nekonečný (spočetný) kartézský součin {0, 1} × {0, 1} × · · · ,
který je podle věty 9d.6 nespočetný. Ukážeme příslušný Cantorův diagonální argument. Spo-
rem: Vyjdeme z předpokladu, že prvky této množiny lze očíslovat neboli seřadit do seznamu.
Pak je možné vytvořit binární řetězec b průchodem po diagonále a vždy zvolíme tu hodnotu,
která na diagonále není. Vzniklý binární řetězec není v seznamu, ačkoliv jsme předpokládali,
že jsou tam všechny.

a1 : 1 0 1 0 ...

a2 : 0 0 0 0 ...

a3 : 1 1 0 0 ...

a4 : 0 0 1 1 ...
...

...
...

...
...

b : 0 1 1 0 ...
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Je užitečné si rozmyslet, proč Cantorův trik nezabere na množinu konečných binárních řetězců. Představme
si, že máme seznam konečných binárních řetězců, procházíme diagonálou a vytváříme nový řetězec. Pokud se
nikdy nezastavíme, tak je vzniklý řetězec nekonečný a tudíž nepatří do zkoumané množiny, tudíž jeho existence
nevede ke sporu. Pokud se po určitém počtu kroků zastavíme, tak sice získáme konečný binární řetězec, ale ten
se zaručeně liší jen od těch řetězců, které jsme v seznamu prošli, takže se klidně může rovnat nějakému dalšímu
a spor se nedostaví.
4

Obdobně platí, že konečné řetězce či vektory vybírané z nejvýše spočetné množiny jsou tvoří spočetnou množinu,
zatímco nekonečné řetězce či vektory jsou nespočetné, pokud je nám umožněno do složek vybírat alespoň ze dvou
variant.

Toto je velmi podstatné pro diskrétní matematiku. Její nástroje (indukce, kombinatorika) na nespočetné mno-
žiny „nedosáhnouÿ, dokonce do nich nedokážeme pomocí postupného počítání ani pořádně nahlédnout. Je proto
užitečné umět poznat spočetné množiny od nespočetných a právě konečné a nekonečné řetězce představují jednu
z častých rozmezí.

Někdy je to složitější v tom, nás řetězce nemusejí nezajímat všechny, ale vybíráme podle nějaké podmínky či
vzoru. Mohutnost výsledné množiny pak závisí na tom, jak moc restriktivní tento vzor je.

Příklad 9d.b: Uvažujme všechny nekonečné řetězce, které je možné vytvořit z malých písmen anglické abecedy.
Víme, že jejich množina je nespočetná. Z nich do množiny A vybereme takové řetězce, které vždy začínají opa-
kováním jednoho konkrétního písmene, v některém místě pak přejdou na jiné a tím už dál pokračují, viz třeba
řetězec ppphhhhhh.... Tvrdíme, že množina A takovýchto řetězců je spočetná.

Tady je zajímavý ten dělící bod, zkusíme se odpíchnout od něj. Nechť An je množina všech řetězců, které mají
změnu hned za pozicí n, tedy n-tý člen je ještě jako ten první, ale následující už jsou jiné (a všechny stejné). Kolik
má taková množina prvků? Máme 26 možností, jak začít, a 25 možností, jak dál pokračovat, celkem 26 · 25, čili je

to množina konečná (a neprázdná). Máme také A =
∞⋃
n=1

An a již z definice jsou ty množiny disjunktní (řetězec se

nesmí měnit na více místech), proto podle věty 9c.9 je A spočetná.
Alternativa: Pro α 6= β ∈ {a, b, c, . . . , z} nechť je Aαβ množina všech řetězců, které začínají písmenem α a končí

písmenem β. Jak je taková množina velká? Písmeno β může začít od pozice 2, 3, 4, . . . , taková množina je tedy
spočetná. Máme také A =

⋃
α,β

Aα,β a jde o sjednocení konečně mnoha množin, podle věty 9c.9 je A spočetná.

Ukážeme ještě jeden přístup. Množiny poměřujeme bijekcemi, které lze chápat jako kódování. Představme si,
že bychom řetězce z naší množiny chtěli zapsat v počítači, a to samozřejmě úsporným způsobem. Zkušeného
programátora rychle napadne, že by na zápis daného řetězce měla stačit tři čísla: kód prvního znaku (třeba
ASCII), počet jeho výskytů, kód druhého znaku. Vzniká tak zobrazení a 7→ (x, y, z), které vede A 7→ N× N× N.
Není na, ale to nevadí. Snadno si rozmyslíme, že toto zobrazení je prosté, proto |A| ≤ |N3| = |N|.

Toto mimochodem ukazuje, že naše množina A je vlastně dosti malá, k jejímu popisu stačí tři parametry.
Spočetnost pak vynutíme nerovností |N| ≤ |A|, kterou potvrdíme prostým zobrazením T : N 7→ A, například
tímto: T (n) je řetězec, který začíná n znaky „aÿ a po nich následuje nekonečně (spočetně) znaků „zÿ.
4

Shrneme hlavní přístupy, jak pro nekonečné množiny rozpoznat a potvrdit, zda jsou spočetné nebo nespočetné.

SSS Algoritmus 9d.7.
Jak určovat mohutnost dané množiny M .
0. Základem je srovnávací škála. Množiny N, Z, Q, Nn, Zn jsou spočetné. R a nedegenerované reálné intervaly
jsou nespočetné.
1. Pokud M nějakým způsobem zahrnuje známou nespočetnou množinu (jako podmnožinu, jako složku ve vektoru
či v matici, jako koeficient polynomu), pak je nespočetná. Pokud lze M interpretovat jako nekonečný vektor
s netriviálním výběrem složek, pak je nespočetná.
Jinak je nejspíše spočetná a je třeba to potvrdit.
2. Pokud lze M nějak snadno generovat (zapsat) či překódovat pomocí známé spočetné množiny, pak ono překó-
dování inspiruje volbu bijekce, která by měla potvrdit spočetnost M .
Pokud se ukáže, že překódování není na, tak se alespoň povedlo M vnořit prostým zobrazením do známé spočetné
množiny a tudíž je M nejvýše spočetná neboli |M | ≤ |N|. Její spočetnost se pak potvrdí pomocí |N| ≤ |M |
nalezením vnoření N do M prostým zobrazením, někdy dokonce M přímo obsahuje coby podmnožinu nějakou
známou spočetnou množinu.
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3. Pokud je M podmnožinou známé spočetné množiny, pak je nejvýše spočetná. Její spočetnost se obvykle snadno
potvrdí nalezením vnoření N do M prostým zobrazením.
4. Pokud je M příliš rozmanitá na to, abychom ji mohli snadno zakódovat či někam vnořit, může pomoci rozdělení
množiny podle nějakého parametru na podmnožiny An (konečně či spočetně podmnožin). Pokud se o An ukáže,
že jsou (nejvýše) spočetné, je i jejich sjednocení (nejvýše) spočetné.
4

Čtenář si tyto strategie může nacvičit ve cvičení 9d.2 a 9d.3.

Poznámka: Zajímavé je, že k získání větší mohutnosti kartézským součinem stačí, aby množiny Ak kartézského
součinu byly alespoň douprvkové. Zároveň je to nejmenší velikost Ak, kdy vůbec něco zajímavého získáme.

Uvažujme množiny Ak pro k ∈ N. Co lze říci o jejich kartézském součinu? Pokud je nějaká z nich prázdná, pak
je ten součin také prázdný.

Pokud je některá množina jednoprvková, tak vlastně do součinu nic podstatného nepřináší a je možné ji z hlediska
mohutnosti ignorovat. Například součin {♦} × A × B vypadá tak, že nejprve vytvoříme A × B a pak ke všem
vektorům této množiny přidáme jako první souřadnici ♦. Z hlediska mohutnosti jde o stejnou množinu, nic
nepřibylo ani neubylo. Ostatně (a, b) 7→ (�, a, b) je zjevná bijekce z A × B na {♦} × A × B. Není těžké toto
pozorování rozšířit na důkaz pro nekonečně mnoho množin.

Pokud nás tedy zajímá mohutnost kartézského součinu, tak je zbytečné brát v úvahu množiny, které nejsou
alespoň dvouprvkové. Zároveň jsme viděli, že takto malý počet dvou prvků už pro nárust mohutnosti stačí.
U nekonečného kartézského součnu je tedy jeho velikost (ve smyslu kolik se účastní alespoň dvouprvkových množin)
pro mohutnost výsledku podstatnější než mohutnost zúčastněných množin.
4

Vraťme se k otázce, jak získat mohutnější množiny. Nekonečný kartézský součin nás dovedl od konečných k nespo-
četným, vidíme zde tedy potenciál. K jeho plnému rozvinutí se musíme přesunout ke kartézským součinům, kterých
se účastní víc než spočetně množin. Nabízí se myšlenka jakýchsi „vektorůÿ indexovaných vybranou množinou I,
ale preferuje se jiný přístup.

Poznámka o kartézském součinu: Omezíme se na případ, kdy jsou všechny množiny kartézského součinu
shodné, tedy v konečném případě jde o mocninu Bn = B× · · ·×B. Spočetný kartézský součin B×B× · · · si pak
představujeme jako množinu všech posloupností (b1, b2, . . . ), kde bk ∈ B.

V kapitole 8c jsme takovéto posloupnosti formálně definovali jako zobrazení N 7→ B. To by znamenalo, že
nekonečný (ale spočetný) kartézský součin B ×B × · · · odpovídá množině všech zobrazení z N do B.

Tato myšlenka funguje i pro konečné kartézské součiny. Uvažujme množinu B = {r, s, t}. Kartézský součin
B4 = B ×B ×B ×B se skládá z vektorů (b1, b2, b3, b4), jejichž prvky se vybrají z množiny B. Jedním z takových
vektorů je třeba (s, t, r, r). Pak máme b1 = s, b2 = t, b3 = r a b4 = r. Toto přiřazení je možné vnímat jako
zobrazení z množiny {1, 2, 3, 4} do B dané T (1) = s, T (2) = t, T (3) = r a T (4) = r.

Naopak každé zobrazení T : {1, 2, 3, 4} 7→ B definuje konkrétní vektor (T (1), T (2), T (3), T (4)) ∈ B4. Tato kore-
spondence je jednoznačná, protože zobrazení je dáno svými hodnotami. Dostáváme tedy bijekci

T ←→ (T (1), T (2), T (3), T (4))

mezi množinou všech zobrazení z {1, 2, 3, 4} do B a množinou B4. Všimneme si, že vektory z B4 jsou indexované
pomocí prvků množiny {1, 2, 3, 4}.

Obecně lze tedy množinu Bn vektorů se složkami z množiny B indexovaných pomocí prvků množiny {1, . . . , n}
ztotožnit s množinou všech zobrazení z {1, . . . , n} do B.

Zde připomeneme značení z kapitoly 8: Množina všech zobrazení z {1, . . . , n} do B se značí B{1,... ,n}. Máme
tedy korespondenci mezi Bn a B{1,... ,n}.

V této situaci je snadné si představit, že nekonečný (ale spočetný) kartézský součin B ×B ×B × · · · odpovídá
množině všech vektorů se souřadnicemi z B a indexovaných pomocí N, což odpovídá množině všech zobrazení z N
do B značené BN.

Uděláme to ještě obecněji. Představme zobrazení T z A = {�, •} do nějaké množiny B. Je dáno dvojicemi (�, x)
a (•, y) pro x, y ∈ B, přičemž lze psát x = T (�) = b� a y = T (•) = b•. Toto zobrazení tedy odpovídá vektoru
(b�, b•), který je indexován pomocí prvků množiny A. Množinu takových vektorů by mělo smysl značit BA, což je
také značení pro množinu všech zobrazení A 7→ B. Bingo.

Mimochodem, víme, že pokud je B konečná, tak má kartézský součin Bn celkem |B|n různých vektorů (vybíráme
nezávisle z |B|možností na n pozic), což lze také napsat jako |Bn| = |B||{1,... ,n}|. Pro obecnou a konečnou indexační
množinu A bychom obdobně dostali |BA| = |B||A|.
4
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Mezi kartézskými součiny hraje speciální roli případ B = {0, 1}. Jak jsme viděli, je to nejmenší množina, díky
které z kartézského součinu vzniká něco mohutnějšího. Navíc nabízí ještě třetí interpretaci kartézského součinu.

Když máme prvek b ∈ {0, 1}A neboli binární vektor (ba)a∈A indexovaný prvky množiny A, tak jej můžeme
interpretovat následovně: O každém prvku a ∈ A nám odpovídající složka vektoru řekne, zda jej chceme (ba = 1)
či ne (ba = 0). Vznikne tak podmnožina A. To znamená, že každý vektor ze součinu {0, 1}A vytváří nějakou
podmnožinu A.

Naopak každou podmožinu umíme kódovat coby vektor zachycující volbu prvků. Například A = {a, b} má
podmnožiny ∅, {a}, {b}, {a, b}, které zakódujeme vektory (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1) z {0, 1}A. Dostáváme tak třetí
interpretaci:
• Nechť A je množina. {0, 1}A je množina všech zobrazení z A do {0, 1}, odpovídá také množině všech binárních
řetězců/vektorů indexovaných prvky množiny A a také množině všech podmnožin množiny A.

Připomeňme užitečné značení z teorie množin.

Definice.
Pro množinu A definujeme potenční množinu P (A) jako množinu všech podmnožin A.

Potvrdíme poznatek, který jsme výše odvodili intuitivně.

Fakt 9d.8.
Nechť A je množina. Pak |P (A)| = |{0, 1}A|.

Důkaz (poučný): Pro každou podmnožinu M množiny A máme indikátorové zobrazení χM : A 7→ {0, 1} dané

χM (a) =

{
1, a ∈M ;

0, a /∈M
(viz cvičení 8a.16). Vzniká tím korespondence mezi podmnožinami množiny A a zob-

razeními A 7→ {0, 1} neboli zobrazení T : P (A) 7→ {0, 1}A definované T (M) = χM .
Toto zobrazení je na, protože každá indikátorová funkce χ dává podmnožinu M , ze které pochází, jmenovitě

množinu tvořenou těmi prvky z A, kde je χ rovna jedné. Je také prosté, protože pokud máme dvě různé
podmnožiny M1,M2, pak musí existovat prvek a ∈ A, který je v jedné z nich a není v druhé, a v tom prvku se
pak liší i odpovídající indikátorové funkce.

Našli jsme tedy bijekci z P (A) na {0, 1}A a důkaz je hotov.
�

Máme souvislost mezi mohutnostmi, která se pro konečné množiny stane skutečnou rovností čísel.

Fakt 9d.9.
Jestliže je A konečná množina, pak |P (A)| = 2|A|.

Vlastně jsme to dokázali, ten argument s výběry je obvykle považován za dostačující; pro jistotu ukážeme
tři důkazy v příkladu 11a.m. Mimo jiné z toho plyne, že pro konečné množiny platí |A| < |P (A)|, také víme
|N| < |R| = |P (N)|. Ve skutečnosti to platí pro všechny množiny.

Věta 9d.10. (Cantorova)
Pro každou množinu A platí |A| < |P (A)|.

Důkaz (poučný, možná drsný): Ukážeme, že libovolné zobrazení T : A 7→ P (A) nemůže být na. Nechť je tedy T
nějaké takové zobrazení.

Když vezmeme a ∈ A, pak je T (a) ∈ P (A), čili T (a) je nějaká podmnožina A. Můžeme se zeptat, jestli je a
v této množině či ne. Tím vzniká test, pomocí kterého můžeme utvořit podmnožinu.

Nechť M = {a ∈ A; a /∈ T (a)}. To je podmnožina A, proto M ∈ P (A). Tvrdíme, že neexistuje žádné b ∈ A
takové, že T (b) = M , proto T není na.

Sporem: Předpokládejme, že takové b existuje, tedy T (b) = M . Ukážeme, že pak b zároveň leží i neleží v M .
A opravdu: Kdyby b ∈ M , pak b ∈ T (b), proto podle definice této množiny b /∈ M . Kdyby naopak b /∈ M =

T (b), pak podle definice množiny M platí b ∈M . Existence takového prvku by tedy vedla k paradoxu, čímž se
ukazuje, že to (v rámci standardní teorie množin) není možné.

�
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To znamená, že není žádná „největšíÿ mohutnost. Ke každé mohutnosti existuje větší, i když je obtížné si takové
množiny představit. Při běžné práci v matematice se s mohutnější množinou než kontinuum nesetkáme.

Vraťme se ještě k důkazu nespočetnosti intervalu 〈0, 1). Jeho prvky jsme kódovali pomocí desetinného zápisu.
Pokud použijeme binární kód, tak interval 〈0, 1) odpovídá množině nekonečných (ale spočetných) binárních řetězců
neboli {0, 1}N. Není to úplně pravda, protože existují případy, kdy dva binární řetězce dají stejné číslo (0.10000... =
0.01111....), ale těchto případů je spočetně mnoho, takže neovlivní mohutnost, se kterou zde pracujeme. Proto
|{0, 1}N| = |R|. Takže jsme vlastně ukázali, že přirozená čísla mají tolik podmnožin, kolik je reálných čísel.

Poznámka: Když jsme zavedli značení |A| = |B| pro rovnost mohutností, varovali jsme čtenáře, že nejde
o skutečnou rovnost, protože pro obecné množiny symbol |A| nemá význam. Čtenáře možná napadlo, že jsme to
vzdali moc brzy. Mohli bychom zavést pro nekonečné množiny |A| =∞, což dává rozumnou odpověď na otázku,
kolik má taková množina prvků.

Pokud pro nekonečno zavedeme přirozenou algebru, například ∞ +∞ = ∞ · ∞ = ∞, a +∞ = ∞ pro a ∈ R,
0 · ∞ = 0, a · ∞ =∞ pro a > 0 či ∞k =∞, pak budou vzorečky pracující s mohutností sjednocení či konečného
kartézského součinu fungovat i algebraicky. Například pokud je jedna z množin A,B nekonečná, pak |A ∪ B| =
|A|+ |B| =∞, což souhlasí, A ∪B bude nekonečná.

Problém je právě kartézský součin neboli množina zobrazení. Pro nekonečné množiny by pak podle Cantorovy
věty platilo 2∞ >∞, což vede k otázce, co je to 2∞. Mělo by to být „větší nekonečnoÿ.

V teorii množin se proto zavádí „nekonečna různých velikostíÿ. Těmto velikostem se říká kardinality a je o nich
zajímavá teorie, pro kterou zde nemáme místo. Mimo jiné pak vzorce jako |A × B| = |A| · |B| či |BA| = |B||A|
platí i pro nekonečné množiny.
4

Cvičeńı

Cvičení 9d.1 (poučné): Dokázali jsme, že množina R je nespočetná, sporem a vytvořením bijekce.
Dokažte |N| < |R| pomocí faktu 9d.2 a cvičení 9b.2.

Cvičení 9d.2 (rutinní): Rozhodněte, zda jsou následující množiny spočetné či ne. Pokud ano, dokažte to.
a) Množina M záporných celých čísel;
b) množina M sudých celých čísel;
c) množina M celých násobků 13;
d) množina M celých čísel větších než 23;
e) množina M lichých záporných celých čísel;
f) množina M celých čísel, která nejsou násobkem tří;
g) množina M racionálních čísel, která jsou mezi 0 a 1

2 ;
h) množina M všech binárních řetězců neobsahujících 0;
i) množina M všech kladných racionálních čísel, jež nelze napsat pomocí jmenovatele menšího než 4;
j) množina M reálných čísel neobsahujících 0 v desetinném rozvoji;
k) množina M reálných čísel obsahujících pouze konečný počet číslic 1 v zápisu v desítkové soustavě;
l) množina M reálných čísel, jejichž zápisy v desítkové soustavě obsahují pouze číslice 1;
m) množina M reálných čísel, jejichž zápisy v desítkové soustavě obsahují pouze číslice 1 nebo 3.

Cvičení 9d.3 (poučné): Rozhodněte, zda jsou následující množiny spočetné či ne. Pokud ano, dokažte to.
a) Množina M matic 2× 2 s celočíselnými prvky;
b) množina M polynomů, které mají celočíselné koeficienty;
c) množina M přímek v rovině;
d) množina M přímek v rovině vedoucích skrz bod (13, 23);
e) množina M přímek v rovině vedoucích skrz bod (13, 23) s celočíselnými směrnicemi;
f) množina M trojúhelníků v rovině, jejichž vrcholy mají celočíselné souřadnice;
g) množina M trojúhelníků v rovině, jejichž strany mají celočíselné délky.

Cvičení 9d.4 (poučné):
a) Dokažte podle definice, že libovolný konečný interval 〈a, b〉 pro a < b má stejnou mohutnost jako 〈0, 1〉.
Nápověda: Zkuste nejprve interval typu 〈0, B〉.
b) Dokažte podle definice, že množina R má stejnou mohutnost jako interval (0,∞).
c) Najděte co nejvíce prostých reálných funkcí, které převádějí konečný interval na nekonečný či naopak. Odvoďte
nějaká tvrzení o mohutnosti, která lze pomocí nich získat.
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Cvičení 9d.5: Pro množiny A,B dokažte následující.
a) Jestliže je B ⊆ A a B je nespočetná, tak je také A nespočetná.
b) Jestliže je A nespočetná a existuje prosté zobrazení T : A 7→ B, tak je také B nespočetná.
c) Jestliže je A nespočetná a existuje zobrazení T : B 7→ A, které je na, tak je také B nespočetná.
Viz věta 9d.1.

Řešení:

9d.1: Máme |N| < |〈0, 1)|. Díky inkluzi také |〈0, 1)| ≤ |R|, podle cvičení 9b.2 tedy |N| < |R|.
9d.2: a) Spočetná, je to nekonečná podmnožina spočetné množiny Z. Alternativa: Přímý důkaz, T (n) = −n je
zobrazení z M do N, evidentně je na i prosté: T (n) = T (m) −→ −n = −m −→ m = n.
b) Spočetná, je to nekonečná podmnožina spočetných celých čísel. Přímý důkaz bijekcí: T (n) = 2n je bijekce ze
spočetné množiny Z na M . Na: Je-li m sudé, pak m = 2n pro nějaké n ∈ Z a T (n) = m. Prosté: T (n) = T (m) −→
2n = 2m −→ m = n.
c) Spočetná, je to nekonečná podmnožina spočetných celých čísel. Přímý důkaz bijekcí: T (n) = 13n je bijekce ze
spočetné množiny Z na M . Na: Je-li m celý násobek třinácti, pak m = 13n pro nějaké n ∈ Z a T (n) = m. Prosté:
T (n) = T (m) −→ 13n = 13m −→ m = n.
d) Spočetná, je to nekonečná podmnožina spočetné množiny N. Alternativa: Přímý důkaz, T (n) = n − 23 je
zobrazení z M do N, neboť pak je T (n) celé a T (n) ≥ 1. Evidentně je na i prosté. Pro úplnost prostota: T (n) =
T (m) −→ n− 23 = m− 23 −→ m = n.
e) Spočetná, nechť T (n) = −(2n + 1). Je to zobrazení z N na lichá záporná čísla, je prosté: T (n) = T (m) −→
2n+ 1 = 2m+ 1 −→ n = m. Chcete-li zobrazení naopak, zvolte S(m) = T−1(m) = 1−m

2 .
f) Spočetná. M ⊆ Z, tedy |M | ≤ |Z| = |N|. Naopak: |N| ≤ |M | ukáže např. T (n) = 3n+ 1.
g) Spočetná, je obsažena v Q (tudíž je nejvýše spočetná) a je nekonečná. Zdola se dá velikost odhadnout třeba
i tak, že daná množina obsahuje množinu

{
1
n ; n ∈ N

}
, která je určitě spočetná, protože máme bijekci T (n) = 1

n
mezi touto množinou a N.
h) Spočetná, jsou to vlastně konečné řetězce jedniček, které se liší délkou, takže můžeme definovat T (r) jako počet
jedniček v řetězci r, je to prosté zobrazení M na N.
i) Spočetná, je podmnožinou Q, tudíž nejvýše spočetná, a je nekonečná. Dolní odhad lze udělat i tak, že v dané
množině najdeme podmnožinu

{
2k+1
8 ; k ∈ N

}
, podmnožina to určitě je (zlomky nelze zkrátit, tudíž je opravdu

nelze napsat se jmenovatelem menším než 4) a spočetná také (bijekce k 7→ 2k+1
8 ).

l) Nespočetná, daná množina určitě obsahuje například množinu všech reálných čísel, která mají desetinný rozvoj
složený z nekonečně mnoha jedniček a dvojek, ta je nespočetná Cantorovým diagonálním argumentem nebo proto,
že je díky bijekci stejně velká, jako množina nekonečných řetězců ze znaků 1, 2 neboli množina zobrazení N 7→ {1, 2},
jejíž nespočetnost byla v kapitole dokázána.
k): Nespočetná, obsahuje v sobě množinu čísel, která 1 nemají vůbec, a ta je nespočetná, viz předchozí příklad
po záměně znaků 0 7→ 1.
l): Spočetná, každé takové číslo je jednoznačně dáno dvojicí (m,n) ∈ N × (N0 ∪ {∞}), kde m je počet jedniček
před desetinnou tečkou a n počet jedniček za ní.
m): Nespočetná. Stačí vzít taková čísla mezi 0 a 1, představit si, že by šlo o spočetnou množinu, a aplikovat na ně
Cantora, tedy podívat se na diagonálu a vyměnit 3 a 1.

9d.3: a) Spočetná, jasná bijekce
(
a11 a12
a21 a22

)
7→ (a11, a12, a21, a22) ∈ Z4 („seřazení matice do řadyÿ).

b) Nejprve ukázat, že množina Pn polynomů stupně n má stejnou mohutnost jako Zn+1, pomocí anxn + · · · +
a1x+ a0 7→ (an, an−1, . . . , a0), pak spočetné sjednocení spočetných je spočetné.
c) Nespočetná, obsahuje nespočetnou podmnožinu všech vodorovných přímek {y = a; a ∈ R}. Šlo by také
zkusit popsat přímky rovnicemi ax + by = c a pak to porovnat se zaručené nespočetnou množinou zobrazením
ax + by = c 7→ (a, b, c), ale tam je problém s přiřazením, protože jednu přímku lze popsat více rovnicemi. To se
dá obejít požadavkem, že čísla a, b, c mají být co nejvíce zkrácena, tedy jejich největší společný dělitel má být 1.
d) Nespočená, tyto přímky lze jednznačně popsat pomocí směrnice k a těchto směrnic je tolik, kolik je reálných
čísel, tedy nespočetně. Vzniká tak bijekce T : k 7→ y = k(x − 13) + 23, což ale není na, chybí svislá přímka, tu
doplníme tak, že ji vezmeme jako obraz T (∞), pak T jde z množiny R ∪ {∞}, která je nespočetná.
e) Spočetná, viz (iv), T : k 7→ y = k(x− 13) + 23 je bijekce ze Z na danou množinu.
f) Spočetná, jasná bijekce na Z6.
g) Nespočetná, vezmu jeden takový trojúhelník a pak ho mohu posouvat ve směru osy x na tolik pozic, kolik je
reálných čísel, vznikne nespočetně mnoho trojúhelníků.
9d.4: a) Interval 〈0, 1〉 převedeme na 〈0, B〉 pomocí x 7→ Bx.
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Obecně: T (x) = a+ (b− a)x je bijekce z 〈0, 1〉 na 〈a, b〉. Definice má smysl, pro 0 ≤ x ≤ 1 je a ≤ T (x) ≤ b. Prosté:
T (x) = T (y) −→ a + (b − a)x = a + (b − a)y −→ x = y. Je na: Dáno y ∈ 〈a, b〉, pak existuje x = y−a

b−a ∈ 〈0, 1〉
takové, že T (x) = y.
b) T (x) = ex je bijekce R na (0,∞).
c) T (x) = arctg(x) je bijekce R 7→

(
−π2 ,

π
2

)
, množiny tedy mají stejnou mohutnost. Omezíme se na nezáporná

čísla, mírná úprava: T (x) = 2
π arctg(x) je bijekce 〈0,∞) 7→

〈
0, 1). Obdobně lze pracovat s tangensem.

T (x) = ln(x) je bijekce (0, 1〉 na (−∞, 0〉, proto |(0, 1〉| = |(−∞, 0〉|. Po úpravě: T (x) = − ln(1 − x) dává bijekci
z 〈0, 1) na 〈0,∞).
T (x) = 1

x je bijekce (0, 1〉 na 〈1,∞). Pokud bychom chtěli dokázat |〈0, 1)| = |〈0,∞)|, mohli bychom použít
T (x) = 1

1−x − 1 = x
1−x .

9d.5: q) Toto je jen obměna tvrzení z kapitoly, že podmnožina nejvýše spočetné množiny je nejvýše spočetná.
Nebo sporem: Kdyby A nebyla nespočetná, tak by byla nejvýše spočetná a její podmnožina B by pak byla také
nejvýše spočetná, spor.
b) Kdyby byla B nespočetná, tak by A musela být nejvýše spočetná. c) Obdobně.
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