10. Rekurentni vztahy

Existuje mnoho typi rovnic. Tiidime je podle toho, s jakymi objekty pracuji a jaké se v nich pouzivaji operace.
Vsechny rovnice ale maji nékteré véci spolecné, naptiklad se daji interpretovat jako filtr ¢i test, ktery z néjaké
vychozi mnoZiny kandidatt vybira ty, které chceme. Tteba rovnice (z 4 3)(2z — 1) = 0 vybere z mnoZiny R &sla 1
a —3. Mimochodem, z mnoziny Z tato rovnice vybere ¢islo —3 a z mnoziny N nevybere zadné, naopak z mnoziny
Zg vybere 3 a 5.

Jak to vime? U v8ech typt rovnic rozhoduje tzv. zkouska. Dosazenim kandidata do rovnice bud vznikne nebo
nevznikne pravdiva rovnost, coz jednoznacné rozhoduje, zda néjaky kandidat rovnici fesi nebo ne.

Priklad 10.a: V prikladé 7a.n jsme zjistili, Ze bisekci lze zavésit jen ¢, = 2" + 1 hackda pro n > 0. Tuto
posloupnost jsme vygenerovali induktivné pomoci vztahu ¢, = 2t, — 1. Ted se na to podivame jinak. Mame
k dispozici vSechny mozné posloupnosti (t,,),>0 @ my z nich vybereme tu, ktera spliuje podminky ¢, 11 = 2t,, — 1
pro n > 0. Tento vztah tedy slouzi jako filtr, coz je typické chovani rovnic.

Vzorec t, 11 = 2t, — 1 spolu se specifikaci n > 0 je typicky pfipad rekurentni rovnice. To zni jako jednotné ¢islo
a obvykle se to tak i pouziva, ale ve skutecnosti tento vztah skryva nekoneé¢né mnoho rovnic, konkrétné ty, které
vzniknou pro jednotliva n > 0:

t, = 2t0 — 1, tz = 2t1 — 1, t3 = 2t2 — 1, atd.
Tato sada rovnic neboli jedna rekurentni rovnice vybraly z posloupnosti tu nasi ¢, = 2" + 1, n > 0. Ma c¢leny
to =2, t1 = 3, to = b atd., ty opravdu spliiuji rovnice t; = 2tg — 1, to = 2t; — 1 atd. Otestovat takto nekoneéné
rovnic nelze, nastésti je toto mozné rozhodnout hromadné. ¢, = 2" + 1 a t,,.; = 2"T! 4+ 1 dosadime do obecného
vyjadfeni rovnice a zjistime, ze pro n > 0 mame
2%, —1=2(2"+1) —1=2"T" 4 1=1t,,1.
Muzeme Fict, Ze posloupnost (2" + 1),>¢ je FeSenim rovnice ¢,41 = 2t,, — 1, n > 0.

Pro tplnost dodejme, ze tento filtr vybird i jiné posloupnosti, napiiklad posloupnost t, = 1, n > 0 také Tesi
nasi rekurektni rovnici. Jak uvidime déle (a bude to dilezité), rekurentni rovnice mé typicky nekoneéné mnoho
feSeni. Rovnicemi popisujeme zakonitosti, a ty se obvykle daji splnit mnoha zpusoby. Konkrétni feSeni (situaci)
ziskdme pridanim dalSich pozadavki, v naSem pripadé to byla specifikace tg = 2. Jde o typické chovani, které
v nasledujicich sekcich podpofime teoreticky.

A

Nas vztah odvozoval budoucnost od pritomnosti. V kapitole 7 o indukci jsme potkali fadu takovych vztah,
které odvozovaly stav n 4+ 1 ze stavu n a casto i téch predchozich. My jsme tam pomoci nich generovali funkce
f(n) ¢ posloupnosti a,,, ale vSechny tyto vztahy lze vnimat jako rovnice, které ony funkce ¢ posloupnosti vybiraji
z moznych kandidatu.

Generovani hodnot a,, postupné pomoci rekurentnich vztahi je pracné a tedy nepraktické, napriklad k ziskani
a1000000 Musime typicky spocitat milion pfedchozich hodnot. Mnohem lepsi je mit pro a,, explicitni vzorec v uza-
vieném tvaru (elementdrni funkce spojené algebraickymi operacemi ¢i skldddnim), ktery lze pfimo vyhodnotit.
V kapitole 7 jsme tento vzorec zkouseli uhaddnout a pak dokazovali indukci jeho zpravnost, coz se povede pouze
ve vyjimeéné péknych piipadech. Cilem této kapitoly je najit postup, ktery (pro pékné rovnice) FeSeni najde
spolehliveé.

V této teorii je zvykem neodvozovat budoucnost od pritomnosti a minulosti, ale pfitomnost od minulosti. Prak-
ticky feceno, nasi rovnici t,,4+1 = 2t,, — 1, n > 0 bychom posunem indexu ptevedli na tvar ¢,, = 2¢t,,_1 — 1, n > 1.
Ctenaf nahlédne, Ze tim dostavame stejnou sadu rovnic jako v ptivodni verzi: t; = 2ty — 1, to = 2t; — 1, atd.

e rekurentni vztah (recurrence relation) pro posloupnost (a,)n>n, je soubor specifikaci, které urc¢uji kazdé
ap, (s vyjimkou nékolika prvnich) pomoci pfechozich ¢lentt posloupnosti, tedy jako funkci ay pro k < n.

Tento popis je ponékud vagni, coz je zplusobeno tim, Ze se snazi postihnout fadu riznych specifikaci, které se
mohou v aplikacich objevit. Proto se to také nejmenuje definice.

Nejcastéji se pracuje se situaci, kdy se ve vztahu pro kazdé a, odkazujeme vidy na stejny pocet predchozich
stavi, a to vzdy stejnym zpiisobem. Tim je napiiklad vyloucen pfipad, kdy mame as = as + a1, ale aqs = as - as.
Onen pfevod mezi vstupy a vystupem (uréujicim a,,) je vlastné zobrazeni neboli funkce. M4 tolik proménnych,
kolik je vstupnich dat. Napiiklad pravou stranu rovnice a, = 2a,_1 + a?_, — 13 miZeme vidét tak, Ze se a,_1
a a,_o dosadi do funkce F(z,y) = 2z + y? — 13; pak lze vztah zapsat jako a, = F(a,_1,an_2).
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! | Definice.
Rekurentni vztah, rekurzivni vztah (recurrence relation) ¢i rekurentni rovnice fadu
d € N pro posloupnost (a )n>n, je libovolna mnozina rovnic typu a, = F(an—1,an—2,... ,0n_d)

pro n > ng + d, kde F' je né€jaka funkce d — 1 proménnych.
Posloupnost (ay)n>n, je feSenim takového vztahu ¢i rovnice, pokud pro vSechna n > ng + d
dostaneme dosazenim a,,—q4 a7 a, do vztahu a,, = F,(an—1,an—2,... ,an_g) pravdivou rovnost.

Naprosta vétsina rekurentnich vztaht z kapitoly 7 je tohoto typu, $lo o pfipady, které jsme Fesili modifikovanym
principem. Resit rekurentni rovnice neni snadné, vétsinu této kapitoly se proto budeme vénovat jednomu special-
nimu pripadu. V nékterych aplikacich jsou ale vyznamné rovnice jinych typt, na jeden se podivame v sekci 10c.

10a. Linearni rekurentni rovnice

Radu uziteénych rekurentnich vztaht lze prepsat do tvaru, kdy a,, zavisi jen na stéle stejném poctu d predchozich
¢lenti a navic linedrnim zptsobem. Néktefi autori s timto tvarem rovnice pracuji, ale vede to na urcité formalni
komplikace. Proto se spisSe setkdvame s jinym zapisem tohoto typu rovnic, kdy chceme, aby neznamé byly nalevo,
ostatni ¢leny napravo a nejmensi index objevujici se v rovnici byl n.

Definice.
Linearni rekurentni rovnice, popfipadé linearni rekurzivni rovnice fadu d € Ny (linear
recurrence equation of order d) je libovolné rovnice ve tvaru

d—1
Gnid + E ci(n)anyr = by, n>ng,
k=0

psano také

Untd + ci-1(N)anya—1 + - +c1(n)any1 + co(n)an, = by, n > no,
kde ng € Z, cx(n) pro k € {0,...,d — 1} jsou néjaké funkce Z — R (tzv. koeficienty rov-
nice, coefficients), pficemz co(n) neni identicky nulové funkce, a (b,)5%,, je pevné zvolend
posloupnost redlnych ¢isel (tzv. prava strana rovnice, right hand-side).

Jestlize b, = 0 pro vSechna n > ng, pak se pfislusna rovnice nazyvd homogenni (homogene-
ous).

Priklad 10a.a: Rovnici t,41 = 2t, — 1, n > 0 z piikladu 10.a snadno pfepiSeme na tvar t,,41 + (—2)t, = —1,
n > 0. Je tedy linedrni, a to raddu 1. Jeji pravé strany jsou vSechny shodné, b, = —1.
Vsimneme si, ze tvar t,11 + (—2)t, + 1 = 0 nevyhovuje definici (ta chce séitance s nezndmou nalevo, séitance
bez neznamé napravo), tedy je jednoznacéné, zda linearni rovnice je ¢i neni homogenni. V tomto piipadé neni.
Rovnice a,, = 2a,,_1 + a2_, — 13 linearni neni. Sice umime poslat nezndmé doleva a zbytek doprava, nau¢ime
se také posunout index, ale ve vysledné rovnici a, 42 — 2a,41 — a2 = 13 se proménné a,, umociiuje, coz format
linearni rovnice neumoznuje.

A

Podotknéme, Ze forma rovnice z nasi definice neni univerzalné p¥jimana. Néktefi autori preferuji jiné formy,
napriklad t,,1 = 2¢,, — 1. Zvolena kanonicka podoba lineadrni rovnice pak ovlivni znéni vét a postupy. Pokud se
¢tenat rozhodne nahlédnout i do jiného zdroje, mél by si na to dat pozor.

Poznamka: Podivejme se blize na vzorec v definici. Za¢neme otdzkou, pro¢ se tato rovnice jmenuje linearni,
kdyz v koeficientech c; pripoustime parametr n. Linearni kombinace prece znamenaji, ze zakladni objekty lze
nasobit ¢isly a séitat.

Zde pfipomeneme, ze rovnice je ve skute¢nosti mnozné ¢islo, je to nekoneéné mnoho rovnic. Uvazujme rovnici
an+1 — (n+1)a, =0, n >0, viz faktoridl v kapitole 7, tfeba ptiklad 7a.l. Tento zapis ve skutecnosti reprezentuje
sadu rovnic

a1 —ag=0, ax—2a1 =0, az3—3a2 =0, ag4—4a3=0, atd.

Vidime, ze kazda z téchto rovnic predstavuje linedrni kombinaci ¢lend posloupnosti, vse je tedy v poradku. Kon-
krétni rovnice ziskavame volbou hodnoty pro index n, koeficienty se pak stanou pro konkrétni rovnici konstantami.
Mohou se ovsem v jednotlivych rovnicich lisit, coZ je zptisobeno onim vyskytem n v ci(n).
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Podminka, 7e co(n) nesmi byt ve vSech rovnicich nulovd, je tam proto, aby neslo manipulovat s fadem. Kdyz
rovnici a,4+1 — (n+ 1)a,, = 0 pfepiSeme jako a2 — (n+2)ay 41 +0-a, = 0 (viz posun indexu nize), tak by mohla
vypadat jako rovnice druhého fadu. Ale neni, protoze zde co(n) = 0 pro vSechna n, tedy tato forma neni spravna.

Abychom tu podminku, Ze c¢o(n) neni nulové funkce, nemuseli pofdd psat, tak namisto toho fekneme, Ze dana
rovnice je fadu d, a bude to totéz. Jsou ale situace, kde tad tak podstatny neni, pak predpoklad o rddu rovnice
psat nebudeme.

Obdobné neprojde pokus 0 - ap42 + an+1 — (n+ 1)a, = 0, u ¢lenu s nejvyssim indexem neni povolen koeficient.
V zasadé bychom jej povolit mohli, pak bychom museli vyzadovat, aby nebyl nikdy nulovy. Nacez bychom jej
mohli v kazdé rovnici zkratit a zbavit se jej, takze je jednodussi rovnou pouzivat prakticky tvar, kde nejvyssi ¢len
je sam o sobé.

To pak komplikuje kompaktni zdpis pomoci sumy, kdy u takovychto rovnic musime nejvyssi ¢len uvadét zvlast.
Sumacni znaceni je kompaktni a praktické, ale pro intuici byva nazornéjsi dlouhé znaceni s tfemi teckami. Obecné
vzato neni korektni, proto jsme mu v definici dali presny vyznam, abychom jej mohli pouzivat ve formalnich
tvrzenich.

A
10a.1 Poznamka o posunu indexu: Uvazujme rovnici F,,11 = F,, + F,,_1, n > 2, viz piiklad 7b.g a pozdéji
priklad 10b.d. Prepis F},+1 — F,, — F,,—1 = 0 mé& nalevo linearni kombinaci ¢lenti posloupnosti F;,, ale nejnizsi index
neni n, a tedy nejde o spravny tvar. Ten lze ovSem ziskat posunem indexu. Je nékolik moznosti.
1. Selsky rozum: Dand rovnice reprezentuje sadu rovnic (dosazujeme n poc¢inaje n = 2)

F3—F,—F, =0,

Fy—F5—F,=0,

Fs — Fy — F5 =0, atd.
Snadno si rozmyslime, Ze ji dokdZeme zapsat pomoci rovnice Fi,io — Fi,y1 — F,, = 0, n > 1. Vidime, ze jde
o homogenni line4rni rovnici fadu 2.
2. Posun indexu, viz algoritmus 8c.1: Mame rovnici

Foy1—F,—F,1=0,n>2.
Formélni pfistup: Aby se v nejnizsim indexu objevila jen indexa¢ni konstanta, zavedeme novy index m = n — 1.
Pak n = m + 1 a provedeme nahrazeni:
F(m+1)+1 — Fm+1 — F(m+1)_1 = 0, m+1 > 2
= Fni2—Fpi1—Fn=0, m>1.

Dostali jsme stejny tvar jako vyse, jen s jinym pismenem pro index, coZ je u pracovni proménné nepodstatné.

Posunovy pristup: Aby se v nejniz$im indexu objevilo jen n, posuneme vSechna n nahoru o jednicku (pri¢teme
1), a to opravdu vSude véetné vymezeni rozsahu. Dostaneme

Foiiys1 = Fopr = Flnpy-1 =0, n+1>2
- Fn+2—Fn+1—Fn:0, n > 1.
Toto je muj oblibeny pristup.
3. Kombinace obou: Aby se v rovnici F,, 11 — F,, — Fj,_1 = 0 objevil nejnizsi index jako n, tak je tfeba vSechna n
navysit o jedni¢ku. V rovnici dostaneme Fj, 1o — Fj41 — F,, = 0.
Pak si rozmyslime, Ze v ptvodni formé rovnice byla nejmensi dosazitelna hodnota indexu dana volbou n = 2,

a tedy rovna n — 1 = 1. Prvni ¢len posloupnosti, které se tato rovnice tyka, je tedy Fj. Abychom dostali totéz
s novou podobou rovnice, musi zacit n od jedné.

A

Af uz je rekurentni rovnice dand jakkoliv, vzdycky je uziteéné si rozmyslet, jaky je nejmensi dosazitelny index
neboli jak jsou indexované posloupnosti, se kterymi tato rovnice pracuje. Napiiklad u rovnice a,4+2—ay, -an—3 = n,
n > 7, kterd mimochodem kvtili tomu soucinu neni linedrni, je nejmensim dosazitelnym indexem 4, tedy rovnice
pracuje s posloupnostmi (ay,)n>a4.

Priklad 10a.b: Pfevedeme rovnici a,+1 —6 = 7a,, — n2a,_s + (3n — 1) - 2™ n > 5 na standardni tvar. Nejprve
pfesuneme neznadmé nalevo a ostatni ¢leny napravo: a,,1 — 7a, + n2a,_, = 6 + (3n —1)-2", n > 5. Vidime, ze
je to nehomogenni rovnice, nalevo je linearni kombinace neznamych.

Nyni posuneme n o dva nahoru (pfi¢teme dvojku), a to vsude:

Any2y11 — Tant2 + (n+2)2a(mi9y 2 =6+ B(n+2)—1)-2"*2 ny2>5
= Gna3 —7an+2+(n—|—2)2an =6+ 3n+5)-4-2",n>3.
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Méme nehomogenni linearni rovnici fadu 3 s pravou stranou b, = 6 + (3n +5) - 4-2" = 6 + (12n + 20) - 2".

A

Priklad 10a.c: Dlouhodobé pozorovani volné zijicich kralika v Australii ukdzalo, Ze se jejich pocet kazdych Sest
mésicu zdvojnasobi. Vse zacalo v roce 1859, kdy jich bylo vypusténo 24. Kolik jich bylo v roce 18697
Oznacme jako a, pocet kralikii v roce 1859 4 n, takZe nas zajima a,, pro n > 0. Jaky vztah pro né plati? Je-li
kralikt jeden rok a,, pak za Sest mésicu je jich 2a,, a za dalsich Sest mésicu (tedy za rok od a,,) je jich 2-2a,, = 4a,.
Dostavame a,4+1 = 4ay, tedy a,4+1 — 4a, = 0 pro n > 0. Je to homogenni linearni rekurektni rovnice 1. fadu.
Vime, ze ag = 24, takze mizeme pocitat.

ap = 24, Odhadneme, Ze posloupnost a, = 24-4™, n > 0 je hledanou posloupnosti,
a; =4ag =4-24, coz lze potvrdit indukci. My zde ovérime, Ze tato posloupnost fesi nasi
ag =4a; =4-(4-24) = 42 . 24, rekurentni rovnici: Pro libovolné n > 0 po dosazeni dostavame a,1—4a, =
az =4ay = 4- (47 -24) = 4% - 24. 24 -4+l —4.24 . 4" = 0, pFesné jak bylo pozadovano.

Pak uz hravé zjistime, ze v roce 1869 tam teoreticky bylo a;g = 24 - 419 neboli cca 25 miliont kralikii. To uz
je skoro dost, neni nékde chyba? Historie Fiké, Ze od roku 1869 zabijeli v Australii asi 2 milony kralikd rocné,
aniz by to néjak znatelnéji ovlivnilo jejich populaci, takze téch 24 milioni najednou nevypadé nerealné. Pokusy
o klasickou decimaci (odstfel, jedy) rist mirné zpomalily, ale i tak byl v roce 1950 jejich stav odhadovan na 600
miliont. Moderni metody s tim drobet pohnuly, dnes je stav odhadovan na 300 milionti, coz je ale porad slusné
¢islo na 24 praptedkd.

— Pokro¢ila poznamka: Ctenaf asi citi, Ze tento model neni zrovna nejspolehlivéjsi. Zadrhel je ve vychozim
predpokladu, populace se za Sest mésici bude tézko presné zdvojnasobovat, spis ptijde o pramérnou hodnotu.
Jde tedy o statisticky tdaj a statistické idaje se nedaji pouzivat na malé populace, funguji jen na velkych
mnozstvich. Kdybychom zkoumali populace o milionech kralikti (coz pozdéji délame), tak by jesté vysledky
mohly byt docela spolehlivé, ale my jsme zacali s 24 kraliky, coz je hodné€ mélo. U tak malé populace se klidné
miiZe stat, ze za Sest mésici jich nebude 2 - 24 = 48, ale tfeba 34 ¢i 50, ¢imz se cely dalsi vyvoj vykoleji dost
jinam. P#i modelovani redlnych situaci je vzdy tieba byt opatrny, zda vysledek, ktery ndm matematika dala,
lze aplikovat na popisovanou situaci. Kli¢ova je zde vérnost modelu, matematickéd odpovéd na matematickou

+ otazku je samoziejmé spolehliva.

Ke kraliktim se vratime v piikladé 10b.m, kde se podivame za rok 1869, a také v pfikladé 10b.d, kde ukazeme
jiny pristup k jejich problematice.
A

V této kapitole teoreticky prozkoumame, jak se feSeni linearnich rekurentnich rovnic chovaji. V dalsi sekci pak
znalosti vyuzijeme a odvodime konkrétni metody pro nalezeni potfebnych Feseni.

Priklad 10a.d: Vratme se k piikladu o kralicich. Kdyz misto poc¢atecniho poctu 24 dame pocet jiny, tfeba
obecné ¢islo ¢, pak stejnym postupem dostaneme feseni a,, = c - 4". Jinak feceno, pokud uvazujeme jen danou
rovnici a,+1 — 4a, = 0, pak ji Fesi vSechny posloupnosti typu a,, = c¢- 4", kde ¢ je néjaka realna konstanta (tohle
zase ovéite dosazenim). Mimochodem, uvidime, Ze jina feseni uz tato iloha nemd, nasli jsme tedy vSechny. V této
chvili je zajimavé, Ze mame nekonec¢né mnoho FesSeni.

7Z hlediska filosofického to dava smysl. Rovnice samotné je néco jako prirodni zdkon popisujici mnozeni kraliki,
tudiz se da cekat, ze existuje mnoho situaci, které tomuto zakonu vyhovuji, stejné jako gravita¢ni zakon umoznuje
mnoho riznych zptisobt padéni objektt (kladivo padajici ze stfechy mrakodrapu urazi trochu jinou drahu nez
chleba padajici ze stolu). Takovéto situace se lisi mirou svobody, v naSem pfipadé kraliki lze mluvit o situaci
s jednim stupném volnosti, coz vidime podle jednoho parametru c v feseni.

Podobné snadno dokazeme, zZe rovnice t,11 = 2¢, — 1 pro véSeni zaclon bijekci ma nekoneéné mnoho reSeni
ve tvaru ¢, = ¢2" 4+ 1 pro ¢ € R. Na druhou stranu pro rovnici druhého fadu a2 — a, = 0, n > 0 dostavame
nekoneéné mnoho feseni ve tvaru a,, = u+ v(—1)", n > 0, kde u,v € R mohou byt jakékoliv. Ovéfime: Pro n > 0
plati

iz — o = (u+v(=1)"*?) = (u+v(=1)") = (u - u) + v(=1)"((~1)* = 1) = 0.
A

Jak brzy uvidime, kdyz je linedrni rovnice fadu d, tak ma d stupnt volnosti, neboli lze najit vzorec zachycujici
vSechna mozné feseni, ve kterém je d parametri volitelnych dle libosti. Takovému FeSeni se Fikd obecné FeSeni.
Kdyz z mnoziny vSech FeSeni vybereme jedno konkrétni, tak mu fikdme partikularni feSeni.

Toto konkrétni feSeni obvykle vybirame pomoci dodateénych specifikaci. Selsky rozum ¥ika, ze kdyz je v obecném
feSeni d parametrti, tak by téch specifikaci mélo byt d. U kraliki i véseni zaclon to byla znalost, jak cely jev za¢ina.
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Je ovSem vice moznosti. Pokud bychom naptiklad u téch kraliki zadali, ze a5 = 40000, tak se najde presné jedno
partikularni feSeni, které tomu bude vyhovovat, a my z néj vycteme, s kolika kraliky bychom méli zac¢it, aby z nich
za 5 let bylo 40000.

Na druhou stranu pokud bychom pro feseni a,, = u+v - (—1)", n > 0 rovnice a, 12 — a, = 0, n > 0 pozadovali,
aby a1 = 13 a a3 = 23, tak to neptjde zafidit. Potfebovali bychom nastavit parametry u, v tak, aby spliiovaly

u+v(—1)t =13 u—v=13
3 =
u+wv(—1)° =23 u—uv =23,
coz zjevné nejde. Partikularni feseni s touto vlastnosti tedy neexistuje.
Naopak pozadavku a; = 0, a3 = 0 vyhovi libovolnd volba v = u € R neboli libovolna posloupnost typu

an =u+u -(=1)", n>0.

Abychom se vyhnuli podobnym problémtim, omezujeme se v teorii pouze na pfipad, kdy u feseni zadavame,
jak ma zacit. Pro posloupnost (a,) indexovanou v rozmezi n > ng to znamend, Ze pro zadani d pocéateénich dat
potiebujeme specifikovat ¢leny s indexy ng az ng + d — 1 (rozmyslete si). Takovéto zadani ma specidlni jméno.

Definice.
Necht je déna linearni rekurentni rovnice fadu d
antd + ca—1(n)anta—1 + -+ c1(n)ant1 + co(n)a, = by, n > ny.
Za pocate¢ni podminky (initial conditions) pro tuto rovnici povazujeme libovolnou sou-

stavu rovnosti
Ony = Ao, Ano+1 = A1, ..., ng+d—1 = Ad—1, kde Aj, € R jsou pevné zvolena cisla.

U kralikt v prikladé 10a.c jsme méli rovnici an+1 — 4a, = 0, n > 0. Podminka ay = 24 je tedy pocatecni
podminkou pro tuto rovnici. Kombinaci rovnice plus po¢ateéni podminky se nékdy fika ,poc¢atecni uloha“ (IVP,
initial value problem).

Vychézeli jsme z predstavy, ze pro rovnici fddu d ocekdvame v Teseni d parametrli, pak je rozumné zadéavat
d podminek. Vidéli jsme, ze to nékdy nemusi dopadnout dobie, ale nasledujici vé€ta potvrdi, Ze u pocatecnich
podminek problémy nastat nemohou.

Véta 10a.2. (o existenci a jednoznacnosti)

(i) Kazda linearni rekurentni rovnice ma néjaké feseni.

(ii) Je-li dana linedrni rekurentni rovnice fadu d a prislusné pocéateéni podminky, pak existuje
jediné feseni této rovnice, které spliiuje dané pocatecni podminky.

Véty o existenci a jednoznacnosti byvaji v matematickych teoriich rovnic klicové. Vsimnéte si, Ze druhé ¢ast véty
vlastné fika dvé véci, jednak ze partikularni feSeni existuje a pak ze je jediné. Neni to pfitom opakovani z prvni
Casti. Prvni Cast véty totiz jenom tiké, Ze néjaké feseni existuje, ale nezaruci, ze nutné musi spliiovat pocatecni
podminky, které zrovna potfebujeme. AZ druhd ¢ast fiké, ze kdyz libovolné vybereme pocateéni podminky, tak
uz k nim feSeni existuje, a pak také doda, Ze je jediné mozné.

Prvni ¢ast véty snadno vyplyva z druhé: Je-li dana rovnice, tak prosté zvolime néjaké pocatecéni podminky a
k nim najdeme podle druhé ¢asti feseni. Mohli bychom tedy (i) vynechat, ale je zajimava sama o sobé. U fady
rovnic nemame zaruceno, ze jejich reseni existuji, takze samotné existence Feseni je v teorii uzite¢nou informaci
a stoji za to ji vyjadrit v jednoduché podobé, kdy ndm to nekomplikuji néjaké dalsi podminky.

d—1
Dukaz (drsny, pouény): Dokazeme druhou ¢ast véty. Uvazujme rovnici aniq + . ck(n)anik = bp, n > ng
a pocatecni podminky a,, = Ao, ang+1 = A1, ..., Angtrd—1 = Aa—1. e
1) Nejprve ukazeme, ze existuje feSeni této tlohy. Sestrojime jej pomoci modifikované indukce s d predpokla-
danymi hodnotami pro n > ng.
(0) Zakladni krok: Pro n = ng,ng +1,... ,n9 + d — 1 definujeme a,, = Ay, _p,.

(1) Necht n € N, n > ng + d — 1. Predpokladejme, Ze jsou definovany a,—q+1,an—d+2,- .. ,an. Pak definujeme
d—1

ap+1 =bpnt1—a— Y ck(n+1—d)apy1—q+k- Na pravé strané pouzivame jen a,y1—d,Gni2—d,--- ,an, které dle
k=0

predpokladu mame, nebot diky n > ng + d — 1 vSechny pouzivané indexy spliuji n + 1 — d + k > ng. Definice
je proto korektni.
Tim mame vytvorenu posloupnost (a,);2, . Potiebujeme ukézat, Ze je to Tesen.
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Platnost poc¢ateénich podminek je zjevna dle definice v kroku (0). Nyni ovéfime platnost rovnice. Zvolme tedy
libovolné N > ngy. Pak N 4+ d > ng 4+ d — 1, proto byl pii definici ay 4 pouzit krok (1) pron = N +d — 1. Méli

d—1 d—1
jsme tedy definici anyi1q = by — > cx(N)ant, coz po prepsani dava aniq + >, cx(N)ayir = by a FeSend
k=0 k=0

rovnice je splnéna.
2) Nyni ukdZeme jednozna¢nost. Vezméme tedy jiné feseni (a,) nasi tlohy (rovnice a pocateéni podminky).
Ukézeme modifikovanou indukei, Ze se jiz musi shodovat s nasim (a,). Pfesné, pro n > ny dokdzeme a,, = a,.

(0) Pro n =ng,np +1,... ,n9 + d — 1 musi podle poc¢atecnich podminek platit a, = A, _n, = an.
(1) Necht n € N, n > n + d — 1. Pfedpoklddejme, ze pro m = n—d+ 1,n —d+2,... ,n plati @, = ap,.
d—1
Protoze je (ay,) feSeni, musi platit ayyqa+ Y cx(N)an+xr = bn. KdyZ to aplikujeme s N = n+1—d, dostavame
k=0
. d—1 3 o d—1 _ ..
an+1+ Y. ck(n+1—d)ant1-drk = bpt1—a neboli ani1 = bpy1-a — >, ck(n + 1 — d)an41—a+k. Pouzijeme
k=0 k=0
indukéni predpoklad a podminku (1) z definice (a,) a dostavame
d—1 d—1
Un41 = bny1-q — Z ce(n+1—d)anyi—d+k = bnyi—d — Z ce(n+1—d)anyi—dik = any1-
k=0 k=0
Tim je indukéni krok dokézan, a tedy i jednoznac¢nost nalezeného feSeni.
Il
Priklad 10a.e: Brzy se nauc¢ime postup, jak pro linedrni rovnici a, 2 — 4a, = —3, n > 0 najit obecné FeSeni

an =14wu-2"+v-(=2)" n > 0. Je to linedrni rovnice druhého ¥éadu, proto potfebujeme dvé podminky. Protoze
jsou Teseni indexovana n > 0, poc¢atecni podminky specifikuji hodnoty pro ag a a;.

Uvazujme pocatecni podminky ag = 0, a; = 3. Dosazenim za ag a a; ze vzorce ziskdme dvé rovnice pro dvé
nezname:

w-224v-(=2)°+1=0, utv=-—1,
1 1 =
u-2"4+v-(-2)+1=3 2u—2v =2
Odtud v = 0 a v = —1. Dostali jsme partikularni feseni a,, =1 — (—2)", n > 0.

Pfipomerime, Ze vymezeni rozsahu pro index je nutnou soucasti specifikace posloupnosti, tedy musi byt uvedeno
také v feseni rekurentni rovnice.

A
Dusledek 10a.3.
Jestlize se dvé TeSeni téze lineadrni rekurentni rovnice fadu d shoduji v prvnich d ¢lenech, pak
jde o stejné feseni.
Diikaz (poucny): Necht (a,)52,,, a (@n)5%,,, Tesi danou rovnici. Oznaéme Ag = any, A1 = Gnoy1,--- 5, Ag—1 =

Ang+d—1- Pak (a,) Fesi onu linedrni rekurentni rovnici a také spliiuje poc¢atecni podminky A;. Diky shodnosti
prvnich d ¢lenti ovSem i feSeni (a,) spliiuje tyto poc¢ateéni podminky, proto podle véty o jednoznacnosti musi
jit o shodné posloupnosti.

O

Véta ndm zarucila existenci feseni, ale neporadila, jak jej najit vyjadfené explicitnim vzoreckem. Abychom tuto
otazku dokazali uspokojivé zodpovédét, musime védét vic o tom, jakou strukturu feSeni maji. Nasledujici véty
nepiekvapi nikoho, kdo se jiz s néjakymi linedrnimi rovnicemi setkal (viz kapitola 3). Jako obvykle ukdzeme, ze
Feseni homogennich rovnic tvoii vektorovy (linedrni) prostor. Vhodné posuny tohoto prostoru pak daji feseni dané
rovnice pro nenulové pravé strany. To je v kostce obsah zbytku této sekce.

Zacneme homogennimi rovnicemi, které se u linearnich rovnic vzdy feSi nejsnaze. Pokud dana rovnice neni
homogenni, tak si z ni takovou snadno vyrobime.

! Definice.
Uvazujme linearni rekurentni rovnici

Aptd + ca—1(N)antrg—1+ -+ ca(n)anse + c1(n)any1 + co(n)a, = by, n > ng.
Pak se linearni rekurentni rovnice

Untd + ca—1(N)antd—1 + -+ ca(n)ant2 + c1(n)an+1 + co(n)a, =0, n > ng

nazyva k ni pridruzena homogenni rovnice.
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Priklad 10a.f: V piikladé 10.a jsme véSeni zavésu bisekci popsali rovnici ¢,,11—2t, = —1, n > 0. K ni pfidruzena
homogenni rovnice je t,,+1 — 2t, =0, n > 0.
A

Piichazi prvni inzerovand véta.

Véta 10a.4. (o struktufe prostoru feseni homogenni linearni rekurentni rovnice)
MnotZina vsech FeSeni dané homogenni linearni rekurentni rovnice fadu d je vektorovy prostor
dimenze d.

S Rozbor: Méame rovnici an4q + ¢4—1(n)antda—1 + -+ + c2(n)any2 + c1(n)an+1 + co(n)a, = 0, n > ng. Pracuje

s posloupnostmi, jejichz indexace vzdy zac¢iné od ng, proto ji v diitkazu budeme pro zjednoduseni zapisu vynechévat.

Posloupnosti indexované stejnym zplisobem lze s¢itat a ndsobit konstantou obdobné jako vektory, viz kapitola 8c,
a je standardni fakt, ze tak vznikd vektorovy prostor, fikejme mu zde V. NasSe rovnice z tohoto V' vybere urcité
posloupnosti coby feseni této rovnice, oznac¢me jako M mnozinu vSech téchto feSeni. Potfebujeme ukazat dveé véci,
ze M je vektorovy prostor a ze ma dimenzi d.

To prvni bude snadné, linearni algebra ndm totiz nabizi pfijemnou zkratku. Stac¢i ukéazat, ze M je uzaviena
na operace s¢itani a nasobeni konstantou, ¢imz potvrdime, Ze je to podprostor V. Pak uz to je automaticky
vektorovy prostor.

Jak se ukaze uzavienost M7 Podle obecné definice mame pro s¢itani ukazat toto: Pokud Z,y € M, pak také
T+ 1y € M. V nasem pripadé pracujeme s posloupnostmi, tedy mame ukézat:

o Jestlize (an)n, (@n)n € M, pak (an)n + (an)n € M.

Pfipomenme, Ze posloupnosti se s¢itaji po ¢lenech, tedy (ay,)n + (Gn)n je posloupnost s ¢leny a,, + a,.

OvsSem prislusnost do mnoziny M se pozna podle toho, zda dotyéna posloupnost fesi nasi rovnici. Mame tedy
ukézat nésledujici:

o Jestlize (an)n, (@n)n Fesi danou rovnici, pak ji fesi také poslupnost (an)n + (Gn)n-

Obdobné se ovéri uzavienost na nasobeni konstantou. Nékteti autori preferuji tento pristup, kdy se kazda operace
Fesi zvlast, jini preferuji zpracovat obé operace najednou prostiednictvim linedrni kombinace. Osobné nemam
preferenci, zkusim ten druhy pfistup. Pro lepsi pochopeni tprav pouzijeme tiiteckovy zapis rovnice.

Dukaz (drsny, poucny): 1) Dokdzeme, ze M je uzaviend na vektorové operace. Vezméme dva prvky (a,)n

a (@n)n této mnoziny. Jde tedy o feSeni dané rovnice, proto plati

antd + ca—1(N)antda—1 + -+ ca(n)anta + c1(n)ant1 + co(n)a, =0,
An+d + ca—1(N)antda—1 + -+ + c2(n)ant2 + c1(n)ant1 + co(n)a, =0  pro vSechna n > ng.

Necht u,v € R. Ovéfime, ze ptislusnd linedrni kombinace u(ay,), + v(@n), tuto rovnici také fesi. Za tim ucelem

ji dosadime do rovnice, zacneme levou stranou. Pro kazdé n > ng mame

(Un+a + Vanta) + ca—1(n)(UWanta—1 + Vinya—1) + - -
<ot ea(n)(uappo + Vant2) + c1(n)(uans1 + vang1) + co(n)(uay, + vay,)
= [uantdq + ca—1(n)uaniqg—1 + - + ca(n)uany2 + c1(n)uay 11 + co(n)uay]
+ [Van+d + ca—1(N)Vanta—1 + - - + c2(N)Vant2 + c1(N)VApt+1 + co(N)vay)
= ulap+d + ca—1(N)antd—1 + -+ ca(N)ant2 + c1(n)an+1 + co(n)ay]
+ U[dn—i-d + Cd—l(n)an-i-d—l + -+ C2(n)5bn+2 +c (n)an-i-l + CO(n)an]
=u-04+v-0=0.

Takze ta posloupnost fesi danou rovnici, a tedy u(ay )n+v(a@n), € M. M je proto linearni podprostor vektorového

prostoru vSech posloupnosti, tudiz vektorovy prostor.

2) Ted ukazeme, ze dimenze M je d.

Necht (a1,,)n je TeSeni dané rovnice a poc¢atecnich podminek a,, =1, apo+1 =0, ..., ang+a—1 = 0.
Necht (a2 ,)n je FeSeni dané rovnice a poc¢ate¢nich podminek a,, =0, apo+1 =1, ang+2 =0, ..., ang+di—1 = 0.
Postupujeme obdobné dale a dostaneme d feSeni, pri¢emz (a; ), splituje pocatecni podminky a,y4i—1 = 1

a Gpo+j—1 = 0 pro j # i, 1 < j < d. Tato feSeni existuji dle véty 10a.2. VSimnéte si, Ze feSeni se dopliiuji. Prvni

z téchto Feseni za¢ina (1,0,0,0,...), druhé za¢iné (0,1,0,0,...), tfeti zac¢ina (0,0,1,0,0,...), takze kdykoliv se

u téchto posloupnosti podivame na stejny ¢len (prvni, druhy az d-ty), tak vzdy pouze jedna z nich mé hodnotu

1 a ostatni maji hodnotu 0.
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d
a) Tvrdime, Ze tato FeSeni jsou linedrné nezavisla. Piedpokladejme, ze > u;(ain)n = (0)n, neboli necht se jista

i=1
linedrni kombinace téchto feseni rovnéd nulové posloupnosti, tedy nulovému prvku prostoru M. Potfebujeme
ukazat, ze pak nutné u; = 0 pro kazdé i. Vezméme tedy j z mnoziny {1,2,...,d} a podivejme se v té rovnosti

nalevo i napravo na j-ty prvek posloupnosti, neboli na prvek posloupnosti s indexem ng + j — 1. Kazdy prvek
nulové posloupnosti je prosté 0, proto

d
E Uil g1 = 0.
=1

Na vyraz nalevo aplikujeme pocateéni podminky pro jednotlivd feSeni. Jak uz jsme diskutovali, jen jediné
z téchto feseni ma nenulovy svtj j-ty ¢len (Clen s indexem ng + j — 1), jde o feSeni (a;,), a ten ¢len je roven
ajn+j—1 = 1. Proto ta rovnice ve skutecnosti zni u; = 0, pfesné jak jsme potifebovali.

d
Dokazali jsme, Ze z rovnosti ) u;(a; n)n = (0), uz nutné vyplyva u; = 0 pro vSechna i, proto je mnozina
1=1
{(ain)n,; i=1,2,...,d} linedrné nezévisla. Z toho mimo jiné plyne, ze dim(M) > d.

b) Nyni dokazeme, ze onéch d posloupnosti také generuje M, tedy je to vlastné baze. Vezméme néjaké libovolné
feSeni (a,), € M, potfebujeme ukazat, ze se da vyjadrit jako linearni kombinace naSich d posloupnosti. Podi-

d
vejme se na linearni kombinaci (Gn)n = ) Gng+i—1(@in)n (zde tedy pouzivame prvnich d ¢leni onoho daného
i=1

feSeni jako koeficienty linearni kombinace). Nechf j je né&jaké ¢islo mezi 1 a d. Jaky je j-ty ¢len posloupnosti
(Gn)n, tj- €len @py45-17 Jak jsme jiz diskutovali, ona feseni zahrnutd v dané linearni kombinaci jsou nenulova
vzdy pouze jednou, takze dostavame
d
lingtj—1 = D Gnotim18iingtj—1 = Gngj1* L = Gngij_1.
i=1
To znamend, ze posloupnosti (@, ), a (an), jsou obé feSenim dané rovnice a maji také shodné vsechny ze svych

d
prvnich d-¢lend, proto se podle dusledku 10a.3 rovnaji, tedy (an)n = (Gn)n = D @ngti—1(Ain)n-
i=1
Ukézali jsme, Ze libovolné Feseni dané rovnice (tj. libovolny prvek mnoziny M) lze vyjadfit jako linedrni kom-

binaci posloupnosti (a; )52, . Spolu s linedrni nezdvislosti to znamena, ze mnozina {(a;,)52,,; i =1,... ,d}
je béaze prostoru M, a proto dim(M) = d.
U

1 Jaky to mé dtsledek? Linedrni algebra nabizi zajimavou zkratku. Staci najit néjakou bézi prostoru téchto fesen,
jinymi slovy, staci najit néjakych d feseni (a;n);e,, této homogenni rovnice tak, aby byly linedrné nezavislé,
d d
a uz zname vSechna FeSeni, jmenovité se daji vyjadrit jako linedrni kombinace ) u;(a; n)n>n, = (Z uiai,n)
i=1 i=1
Vsimneéte si, ze se tam objevuje d parametri u;, coZ presné souhlasi, dostavame tak obecné feSeni dané homogenni
rovnice.

n>ng

Na néco podobného jsme narazili u kralikt (piiklad 10a.c). Rovnice a, 11 —4a, = 0 je homogenni rovnice 1. fadu,
podle této véty je prostor jejich feSeni jednorozmérny. My jsme zjistili, Ze vSechny posloupnosti (¢4™),, = c¢(4"),
jsou feSenimi, toto jedno FeSeni (4"),, tedy pfedstavuje jednoprvkovou bézi prostoru feseni a vse souhlasi.

Jak uvidime v p¥isti sekci, pro nalezeni onéch d nezavislych Feseni existuje postup, takze budeme schopni (snadno)
fesit homogenni rovnice. Jak ndm to pomtize s nehomogennimi rovnicemi?

Pro ty se feseni hledaji mnohem obtiznéji a obvykle jsme radi, kdyz sezeneme alespon jedno. Nastésti to staci.

Véta 10a.5. (o struktufe FesSeni linedrni rekurentni rovnice)
Necht je déna linearni rekurentni rovnice

Untd + Ci-1(N)anya—1 + -+ c1(n)any1 +co(n)an, = by, n>ng
a néjaké jeji feseni (apn )y,
Posloupnost (a,)52,, je TeSenim této rovnice pravé tehdy, pokud se dd napsat jako soucet

(an)n = (@pn)n + (ahn)n, kde (ann)ney, je néjaké feseni piidruzené homogenni rovnice.

S Rozbor: Dikaz této véty je v zdsadé stejny jako u lineadrnich rovnic v kapitole 3. Véta coby ekvivalence vlastné
ukazuje dvé véci.
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Za prvé, pridavanim (ap,n)n k (apn)n generujeme nova feseni dané rovnice. Funkénost tohoto generatoru do-
kézeme snadno tak, Ze novou posloupnost dosadime do prislusné rovnice; také vime, ze praktic¢téjsi je dosadit
zkoumanou posloupnost do levé (komplikovanéjsi) strany rovnosti a postupné se tipravami propracovat k pravé.

Druhé tvrzeni je, Ze tento generator poskytne vSechna TeSeni, tedy neni tfeba hledat jesté nékde jinde. Musime
ukézat, ze kdyz nam nékdo da reseni, tak jej 1ze ziskat pomoci naseho generdtoru, tedy nasim tkolem bude najit
vhodné (ap ,)n. Kdyz si rozmyslime, co od této posloupnosti pozadujeme, tak ziskdme kandidata, o kterém pak
potvrdime, ze déla, co ma.

Upravy v rovnicich budou obdobné jako u piedchoziho diikazu, proto pouzijeme tispornéjsi sumacni zapis.

Duikaz (rutinni, pou¢ny): Necht (apn)n>n, €Sl danou rovnici, tedy pro n > ng plati

d—1
Apntd + g cx(n)ap itk = by.
k=0

1) <=: Necht (an,n)pZ,, je n€jaké feseni pridruzené homogenni rovnice a (an)n = (p,n)n + (ann)n. Pak pro
libovolné n > ng mame

d—1 d—1
antd + ) cu()antrk = (apatd + anmra) + ) k() (@pnte + annsk)
k=0 k=0
d—1 d—1
= tpntat ahmrat Y k(n)apnik + Y ck(n)an o
k=0 k=0

s
—

d—1
= (ap,n+d +) Ck(n)ap,n+k) + (ah,n+d + Ck(n)ahm-&-k)
k=0 0

=
Il

=b,+0=0,.
Takze (apn + Gnn)nep, Tesi danou rovnici.
2) =: Necht (a,);%,,, je néjaké feseni dané rovnice. Zvolime posloupnost a,, = @, — ap . Pak plati rovnost
(an)n = (@pn)n + (@hn)n, nebot apn + ann = apn + (an — apn) = an. Zbyva ukazat, ze (ahm)zo:no fesi
pridruzenou homogenni rovnici. Pro n > ng méame

d—1 d—1
sk + ) ck(M)annir = (@nva = apir) + ) cr(n)(@nsn = apnir)
k=0 k=0
d—1 d—1
= ntd = Gy + Y ck(N)anik — Y cr(n)ap i
k=0 k=0

d—1 d—1
— (an+d -+ Z Ck.(n)an+k> — <ap,n+k =+ Z ck(n)ap7n+k> = bn — bn = 0
k=0 k=0

O

1 Véta nam 1ik4, Ze vzorec a,, = ap n +ap.n, 1 > ng je obecnym feSenim dané rovnice. Miizeme také fict, Ze mnozina,
vSech feseni dané linearni rekurentni rovnice je
{(apm)n + (ah,n)n; (@nn)n Fesi piidruzenou homogenni rovnici}.
Vizualni pfedstava je nésledujici: Uvazujme mnozinu M vSech feSeni pfidruzené homogenni rovnice. Vime, zZe
je to linearni podprostor V, takze si tfeba pfedstavime rovinu prochazejici po¢atkem v R3. Kdyz najdeme néjaké

feseni (ap,n ), dané rovnice, tak pomoci néj celou mnozinu M posuneme a dostaneme mnozinu (ap ), + M vSech
feseni dané rovnice.

Piiklad 10a.g: V piikladé 10.a jsme zjistili, Ze posloupnost (2" 4 1),,>¢ je feSenim rovnice t,,11 — 2t,, = —1,
n > 0. Mtzeme ji tedy zvolit jako nase partikularni feseni ¢, ,, = 2" +1, n > 0.

Uvazujme pridruzenou homogenni rovnici ¢, 11 — 2t,, = 0. Podobné jako v piikladé s kraliky snadno uhodneme
a potvrdime dosazenim, Ze posloupnost a;, = u-2", n > 0 ji fesi pro libovolné v € R, a da se ukazat, ze
jde o vSechna teSeni. Podle strukturalni véty lze tedy generovat vSechna Teseni zavéSovaci rovnice vzorcem a, =
(2" 4+ 1)+ u2™, n >0, kde u € R mize byt libovolné.

V ptikladé 10.a jsme také poukazali na to, Ze rovnéz posloupnost a,, = 1, n > 0 fesi doty¢nou rovnici a tudiz ji
lze pouzit coby partikularni reseni. Dostavame tak jiny vzorec pro obecné feseni, a,, = 1 + u2™, n > 0.

Jako obvykle, parametr u je ve vzorci lokalni, tedy kazda verze obecného feseni mé ,svoje u. Mozné bychom
mohli druhou verzi pfepsat jako a, = 1 + 2™, n > 0. Kdyz prvni verzi upravime na tvar a, = 1+ (u + 1)2",
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n > 0, tak vidime, Ze se mezi vzorci da prechazet posunem parametru. Kdyz tedy nechdme parametry u v prvni
verzi a a v druhé verzi projit vsemi realnymi ¢isly, tak mnoziny fesSeni vygenerované témito vzorci budou stejné.

U v8ech linearnich rovnic je mozné mit vice (dokonce nekoneéné mnoho) vzorcti pro obecné feseni. Podstatné je,
ze vzdy generuji stejnou mnozinu feseni.

A

Rysuje se nam tady prakticky postup hledédni obecného feseni pfes vzorec a, = a,, + apn. Pro usnadnéni
komunikace zavedeme zkratku.

Umluva.
Abychom nemuseli porad fikat ,obecné feseni pridruzené homogenni rovnice“, budeme ay
fikat prosté homogenni reseni.

10a.6 Poznamka (rovnice jako zobrazeni): V této kapitole jsme nasledovali klasicky pfistup, kdy pracujeme
s rovnici. Existuje alternativni pohled, ktery se na celé téma diva z nadhledu a usnadni nékteré kroky.
Uvazujme rovnici Gn4+2 — 2ap41 + an = n, n > 0. Vlastné jde o sadu rovnic
CL2—2CL1—|—CLO :O,
as —2a9 +a; =1,
as — 2a3 + as = 2,
as — 2a4 + a3 = 3, atd.
Mtizeme se na to divat jako na porovnavani soufadnic dvou ,nekoneénych vektori“ neboli posloupnosti, takze
vlastné spolu porovnavame dvé posloupnosti: (a2 — 2a1 + ag, a3 — 2as + a1, a4 — 2a3 + a2, a5 — 2a4 + ag, . . ) se
ma rovnat posloupnosti (0,1,2,3,...). Zkraceny zapis: (an+2 — 2an41 + an)n>0 = (0)n>o0-
Vektor vlevo vznikl uréitou manipulaci s posloupnosti (a,)n>0. Tato manipulace je vlastné zobrazeni, které
z dané posloupnosti (a,)n>0 vytvori posloupnost (as —2a1 + ag, ag — 2az + a1, as — 2a3 + as, as —2a4 +as, . . . Jn>0-
Oznac¢me toto zobrazeni L, mame tedy

L: (an)nzo = (any2 — 20p41 + an)nzo

neboli L{(an)n>0] = (@nt+2 — 2an+1 + an)n>0. Zjevné je odvozeno od levé strany nasi rovnice.

Snadno nahlédneme, ze posloupnost (a,),>o Tesi nasi rovnici pravé tehdy, pokud plati L[(an)n>0] = (n)n>0-
Napriklad pro a, = 3", n > 0 mame

L[(3”)n20] = (3n+2 —2.3"*! + 3n)n20 = (4 ) 3n)n20-

Protoze se tento vystup nerovnd pravé strané, neni posloupnost (3"),>¢ FeSenim doty¢né rovnice.

Obecné feceno, mame-li néjakou rekurentni rovnici ve tvaru F(an1d, Gntd—1,--- ,Gnt1,@n) = bp Pro n > ng,
tak uvazujeme vektorovy prostor V vSech posloupnosti (a,)n>n, indexovanych od ng a zobrazeni L: V — V
definované pro (a,) € V jako

L: (ay) — (F(an+d, Aptd—1y--- 5 Qptl, an))nZno.

Posloupnost (ay,), € V Fesi danou rovnici pravé tehdy, pokud plati L[(an)n] = (bn)n. Nalezeni feseni dané rovnice
tak lze vnimat jako stielbu na cil prostfednictvim zobrazeni L odvozeného od levé strany rovnice.
Pokud je rovnice linearni, tak je linearni i prislusné zobrazeni L. Dikaz je snadny, staci do pfislusného L dosadit
kombinaci u(a,) + v(b,) a roznasobit:
d—1
Liu(an) + v(by)] = ([uan+d t+ 0bpral + Y en(n)[uan i + vbn+k]>
k=0
d—1 d—1
=...= u(an+d + Z Ck(n)an+k> + ’U(bn+d + Z Ck(n)bn+k>
k=0 k=0
= uL[(an)] +vL[(b,)].
Jsou to stejné vypocty, jaké jsme provadéli v ditkazech vét 10a.5 a 10a.4. Vyhoda tohoto pfistupu je, Ze tento
dikaz udélame jen jednou a pak jiz vyuzivame linearitu. Napiiklad v dikazu, ze (ap n + an,n) Tesi danou rovnici,
by diky linearité L stacilo napsat

Ll(ap,n) + (ann)] = L{(ap,n)] + L{(ann)] = (bn) + (0) = (by).
Mtzeme také vyuzit znamé véty z linearni algebry. Napiiklad mnozina homogennich feseni je mnozina posloup-
nosti, které spliuji L[(a,)] = (0), coz je pFesné jadro Ker(L) zobrazeni L. Jadra linedrnich zobrazeni jsou vzdy
vektorové prostory.
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Tento pohled na rovnice oCima zobrazeni se bude hodit také v dalsi sekci.

A
Cviceni
Cviceni 10a.1 (rutinni): Dokazte, Ze dana posloupnost fesi danou rovnici, pfipadné i s po¢ateénimi podminkami:
) (2™)22 45 rovnice ay42 — 4a, =0, n > 3;
b) (2™)9°,; rovnice Gpi2 + Qi1 — an =5-2", n > 1; poé. podm. a1 = 2, ay = 4;
c) (n2" + 1) 4; rovnice ant2 — 3ant1 +2a, =2-2", n > 0; poc. podm. ag =1, a3 = 3;
d)

(2™ 4+ 3™)2%y; rovnice apt2 — Hapy1 + 6a, =0, n > 0;
e) (2" +n)S; rovnice anta — Gpy1 — 2a, =1 —2n, n > 1; poé. podm. a3 = 3, as = 6.

&

Cviceni 10a.2 (rutinni): Nasledujici rovnice upravte do spravného tvaru linedrni rekurentni rovnice véetné
spravného indexovani.

a) Apt1 =Nap + ap_1 — 3", n>1;

b) an+1 = 4an—1 +3n, n > 2;

c)a,=n+5—2a,-1+4-3",n>1

Cviceni 10a.3 (rutinni): Pro kazdou z nasledujicich rovnic ovéite, ze poskytnuty vzorec je opravdu FeSenim dané
rovnice, a pak najdéte partikularni reseni vyhovujici zadanym pocateénim podminkam.

a) apt1 = (n+ 1)ay,, n > 0; feSeni a, = u-n!; poé. podm. ag = 13;

b) ant1 = 3an — 2a,-1, n > 2; FeSeni a, = u+v-2"; poc. podm. a; =11, ay =9;

) nta — 2an41 +a, =4-3" n>0; feSeni a, = u+ nv+ 3"; po¢. podm. ag =6, a3 = T7;

Nezapomeiite u feSeni urcit spravny rozsah pro indexy.

Cvic€eni 10a.4 (rutinni): Pro zadanou rovnici uvazujte ptislusné zobrazeni L a naleznéte L[(a,),] pro zadanou
posloupnost.

a) apy2 +4a, =0, n > 1; posloupnost (2"),>1;

b) an+1 — 3a, =0, n > 0; posloupnost (n — 1),>0.

Reseni:

10a.1: Staci dosadit, nejlépe zacit levou stranou:

a) Apio —4a, =2"T2 —4.2"=4.2" —4.2" =0 pro n > 3.

b) 22 4 ontl _9m — 4.9n 4 2.27 — 2" = 5.2" pro n > 1, podateéni podminky: a; = 2! = 2, ay = 22 = 4
souhlasi.

¢) ant2 — 3ant1 +2a, = (2" (n+2)+1) = 32" (n+ 1)+ 1) +2(2"n + 1)

=4n2" +8-2" 41 —6n2" —6-2" — 3 +2n2" +2 = 2-2" pro n > 0, poc¢ateéni podminky: ag =2°-0+1 =1,
a; = 2' -1+ 1 = 3 souhlasi.

d) ant2—5an41+6a, = (272 4+3712) 5271 4+ 37 H1) +6(2" +3") = 4.2"+9-3"—10-2" —15-3"+6-2"+6-3" = 0
pro n > 0.

e) ant2—ani1—2a, = (2"724+(n+2))— (2" +(n+1))—2(2"+n) =4-2"4+n+2-2-2"—n—1-2.2"-2n = 1-2n
pro n > 1, poéateéni podminky: a; = 2' + 1 = 3, ay = 22 + 2 = 6 souhlasi.

10a.2: a) ap2—(n+1)api1—a, = —3""1 n > 0.b) apro2—4a, = 3(n+1),n > 1.¢) app1+2a, = (n+1)+5+4-3"+1
neboli a,41 +2a, =n+6+12-3" n > 0.

10a.3: a) a, =13-nl, n>0.b)a, =13—-2"n>1.¢)a, =5—n+3",n>0.

10a.4: a) L[(2")n>1] = (2"72 4+ 4-2"),,51 = (8- 2"),,>1.

b) Ll(n — Duzol = (I(n = 1) + 1] =3+ [n = W)z0 = (=20 + B)z0-

10b. Rovnice s konstantnimi koeficienty

Zde se konec¢né naucime rovnice fesit. Nejprve se ale musime vzdat moznosti, ze by koeficienty rovnice zavisely
na n.

Definice.
Linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty (constant coefficients) je li-
bovolna rovnice ve tvaru

Untd + Cd—1Antd—1 + *++ + C1Qnt1 + Coan = bn, 1 > no,
kde ng € Z, ¢, € R pro k =0,...,d — 1 jsou pevné zvolena ¢isla a (b,);Z,,, je pevné zvolend
posloupnost redlnych cisel.
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S takovymi rovnicemi se uz da néco délat. Vsimnéte si, ze priklady 10.a a 10a.c jsou tohoto typu.

! Definice.

Necht je déna linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty
Gntd + Cd—10n4+d—1 + -+ + Cc1@ny1 + colpn = by, 1 > nyp.

Jeji charakteristicky polynom (characteristic polynomial) je definovan jako polynom

pA) = A+ g AT+ e A+ o
Rovnici A + cg_1 A4+ .-+ 1A+ ¢o = 0 se iik4 charakteristicka rovnice (characteristic
equation).
Jejim feSenim ziskdme kotfeny charakteristického polynomu zvané charakteristicka éisla, po-
pfipadé vlastni €éisla dané rovnice (characteristic numbers/roots or eigenvalues).

Charakteristicky polynom dostaneme, kdyz v dané rovnici namisto a, piseme A*.

Priklad 10b.a: Pro rovnici a,15 — 17a,42 + 5a,, = 0 je charakteristickd rovnice rovna

A =172 +5X =0
neboli A% — 1702 4+ 5 = 0. Neumime ji vyiesit analyticky (vzorcem), tedy nezname charakteristickd ¢isla rovnice
Unys — 1Tan 1o + ba, = 0. Jak brzy uvidime, je to $koda. Charakteristicky polynom je p(\) = A% — 17A% + 5.

V priklad€é 10a.c jsme fesili rovnici a,41 = 4a, neboli a,4+1 — 4a, = 0. To je homogenni lineadrni rovnice, tudiz
muzeme uvazovat jeji charakteristicky polynom p(A) = A — 4. Charakteristickou rovnici A — 4 = 0 hravé vyfesime
a ziskdme charakteristické ¢islo A = 4. Mimochodem, zjistili jsme, Ze posloupnost (4™) tuto rovnici Fesi.

V prikladé 10.a jsme méli rovnici ¢, = 2t, — 1. Jeji pfidruzend homogenni rovnice je t,11 — 2t, = 0, jejiz
charakteristickd rovnice A — 2 = 0 poskytne charakteristické ¢islo A = 2. Také jsme vidéli, Ze posloupnost (2™) fesi
tuto homogenni rovnici. Neni to nahoda.

A

Fakt 10b.1.
Jestlize je A\¢ charakteristickym ¢islem dané homogenni linedrni rekurentni rovnice s konstant-

nimi koeficienty, pak je geometricka posloupnost (Af);Z,,, jejim Fesenim.

Dukaz (pou¢ny): Mame rovnici a,4q + C4—1an+d—1 + -+ + c1an+1 + coan = 0, n > ng. Jeji charakteristicky
polynom je p(\) = A4 +cq_ 1AL+ -+ A +¢p. Charakteristické &islo Ao dané rovnice tedy splituje p(Ag) = 0.

Dosadime kandidata na feSeni a,, = Aj do dané rovnice (za¢neme levou stranou) a uvidime. Pro libovolné
n > ng plati

Aptd + C4—10ntd—1 + -+ C1Qpy1 + CoGp = )\g+d + Cd—l)\ngdil + -+ C1>\6L+1 + coy
— )\701()\3 + Cd—l)\g_l 4t CIAO + CO) — gp()\o) — )\8 .0=0.

Tato posloupnost tedy fesi danou rovnici.
O

Poznamka: Homogenni linedrni rekurektni rovnice mé vzdycky alespoti jedno FeSeni, jmenovité nulovou posloup-
nost (0)y,>n,. Ovéfime to snadno dosazenim. Neni to pfekvapeni, jde o obecny poznatek o linedrnich rovnicich
vSech typa.

Nulovéa posloupnost je také geometrickd, (0),, = (0™),, ale nikdy ji nedostaneme pomoci charakteristickych ¢isel.
Spravny zapis linearni rekurentni rovnice vyzaduje ¢o # 0, coz pak také plati pro charakteristicky polynom, a tudiz
nemuize mit nulu jako kofen. Pozorovani, ze charakteristicka ¢isla jsou vzdy nenulova, se bude hodit.

JAN

Méjme homogenni rovnici fadu d. Jeji charakteristicky polynom mé stupen d, tudiz ma d kofenti (pokud bereme
i ty komplexni a véetné nasobnosti). Z kofenii dostaneme feseni rovnice. Shodou okolnosti potfebujeme najit bazi
prostoru feseni, kterd ma d ¢lend. To vypada nadéjné. Zaéneme snadnym piipadem.

!| Véta 10b.2.

Uvazujme homogenni linearni rekurentni rovnici s konstantnimi koeficienty fadu d. Jestlize ma
d riznych charakteristickych cisel \;, pak posloupnosti (A} );2,,  tvori bazi prostoru feseni dané
rovnice.
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Dukaz (drsny): Mame charakteristicka ¢isla A1,..., Aq dané rovnice. Posloupnosti (A}")p>n, proi =1,...,d
pak Tesi danou rovnici dle predchoziho tvrzeni. Pokud jesté dokazeme, Ze jsou linearné nezavislé, tak uz budou

baze, protoze je jich d neboli stejné jako dimenze prostoru feseni dle véty 10a.4.

d
Potfebujeme tedy ukazat, ze rovnice ) u;(A!)n>n, = (0)n>n, nutné vede na u; = 0 pro v8echna i. Diky n > ng
i=1
d
lze z kazdé posloupnosti (A]')n>n, vytknout A° a dostavame tvar rovnice ) AM°u;(A}7")p>ne = (0)n>n,-
i=1
Ozna¢me v; = A\°u;. Diky A; # 0 staci ukéazat, ze v; = 0.

d
Rovnice ) v;(A ") p>ne = (0)n>n, porovnava vektory, musi se tedy rovnat jejich prvnich d soufadnic. Pro
=1
indexy n =ng, n =ng + 1 az n = ng + d — 1 tak dostavame nasledujici soustavu rovnic:
’Ul)\(l) —|—’l)2)\g —+ . —|—”Ud)\g =0
A} FUAy 4 Fugd) =0
A 43 4 +ughs =0

d—1 d—1 d—1
VAT Uy g AT =0
Potfebujeme ukazat, Ze jejim jedinym feSenim je to trividlni, coz znamend, ze potfebujeme ukazat, Ze matice
soustavy

Y A Y
Al A )\11
Af—l Ag—l . Ag_l

je regularni. To je ale pro navzajem ruzné \; standardni fakt z linearni algebry, viz tzv. Vandermontuv
determinant.

g

Toto je klicové tvrzeni. Znamena to, ze kazdé feSeni této rovnice lze ziskat jako néjakou linedrni kombinaci
d

d
21 ;i (A" )n>n, baze. Ziskame tak vzorec (Z:l ui)\?>n>n neboli a, = ug AT + - - +ugA]j, n > ng pro obecné feseni
= 1= 2n0

rovnice. Vyskytuje se v ném dle ocekavani d parametri.

Priklad 10b.b: Uvazujme rovnici a1 = 2a, + ap—1 — 24,2, n > 2.

Po posunu indexu ap 241 = 2an4+2+ant2-1—20p42-2, n+2 > 2 ji piepiSeme na tvar a,+3 —2ap4+2 —an4+1+2ay,
n > 0. Je to homogenni linearni rovnice fadu 3, ktera pracuje s posloupnostmi (ay)n>0.

Jeji charakteristicka rovnice je A> — 2A\%2 — A + 2 = 0. Koieny polynomu tietiho stupné se sice daji ziskat pomoci
vzorcu, ale ty jsou diky své komplikovanosti vysoce nepopularni. Ovsem je to skolni priklad, tudiZ se daji ¢ekat
pékné koteny. Doporucime tedy metodu ,,uhodnu kofeny*. Zkusime A = 1 a vyjde to. Diky tomu mtzeme pomoci
déleni polynomt rovnici pfepsat jako (A—1)(A%2—A—2) = 0. Pak uz snadno najdeme rozklad (A—1)(A+1)(A—2) =0
a kofeny A =1,—1,2.

Jde o rizné charakteristick ¢isla, proto podle véty 10b.2 jsou posloupnosti (1"),>1, ((—=1)")n>1 & (2")n>0 bézi
prostoru vSech feseni. Obecné feseni vznikne jejich linearni kombinaci,

u-(1")p>0 +v((=1)")n>0 + w(2")p>0 = (ul" +o(=1)" + w2”)n>0 = (u +o(-1)" + w2”)n>0.
Obvykle preferujeme zapis a,, = u + v(—1)" + w2™, n > 0 odkazujici na neznamou a,.
Parametry u, v, w mohou nabyvat libovolné realné hodnoty. Povazujeme to za automatické, proto nebyvé zvykem

to v TeSeni néjak zminovat.

A

Poznamka (zapis feSeni): Byla ddna rekurentni rovnice s neznamou posloupnosti (a,,),>0 a nasli jsme feseni
e explicitni vzorec pro a,: ,ReSeni je a, = u+v-(—1)" +w- 2", n > 0“.

Algebraické alternativy jako u + (—1)"v + 2™w jsou samoziejmé mozné.
e z4pis posloupnosti: ,Refeni je (u +v - (=1)" +w - 2"),>0“
e piipadné variace jako (u +wv - (=1)" +w-2")p2, Ci{utv - (=1)" +w- 2"},

Je samoziejmé mozné volit i jiné poradi ¢lenti a parametry je mozné zapsat i pomoci jinych pismen, napiiklad
a,b,c, a, B,y ¢ s indexy uy, uq, ug atd., takze tieba a,, = u12" + ug + ug(—1)", n > 0 by také bylo spravné.
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Svobodny vybér hodnot parametri z R se povazuje za samoziejmy a neuvadi se. Kdyz to tam peclivéjsi lidé
napisou, neni to chyba, ale je to prekvapujici.

Naopak nesmime vynechat vymezeni indexu. Zapis a, = u2" muze znamenat posloupnost (u,2u,4u,8u,...)
nebo (iu, %u, u, 2u, . .. ) nebo nekoneéné mnoho jingch. Co tim autor myslel?

AN

V kapitole 7 jsme méli standardni tlohu, kdy jsme u rekurentné zadané funkce uhodli explicitni vzorec a dokazali
jeho spréavnost indukci. Slabinou tohoto pristupu je ta hadaci faze. Ted mame alternativu.

Priklad 10b.c: Uvazujme funkci zadanou induktivné podminkami f(1) =3, f(2) = -1 a
f(n+1)=f(n)+6f(n—1) pron > 2.

V jazyce posloupnosti se jedné o rovnici f,+1 = fi +6fn—1, n > 2, kterou pfevedeme do spravného tvaru linearni
rovnice. Dostavame homogenni linearni rovnici f,19 — frne1 — 6f, =0 pron > 1.

Tato rovnice pracuje s posloupnosti (f,) indexovanou n > 1, dané podminky f; = 3 a fo = —1 tedy lze
interpretovat jako pocatecni podminky pro nasi rovnici, pocet souhlasi pro rovnici radu 2.

Méme tedy nésledujici tlohu: Najdéte feSeni rekurektni rovnice fr,12 — frnyr1 — 6fn = 0, n > 1, které spliiuje
pocatetni podminky f; = 3, fo = —1.

Reseni: Nejprve najdeme obecné feseni. Uréime charakteristicky polynom:

pAN) =2 A=6=A-3)(A+2).

Z rovnice (A — 3)(A 4+ 2) = 0 dostéavame charakteristicka ¢isla A = 3, —2. Jsou rtznd, dostdvame obecné FeSeni
fo=u-3"+v-(-2)",n>1.

Ted mezi témito nekoneéné mnoha Fesenimi najdeme to, které splituje pocateéni podminky. Ty vyzaduji nasle-
dujici:

fi=3%w+(-2)v=3 3u—2v=3
9 9 <~
fo=3%u+(-2)v=-1 9u + 4v = —1.

Odtud hravé vykutdme, Ze u = 3, v = —1. ReSeni dané tlohy tedy je (3 -3" + (—1)- (—2)”)20:1 neboli (prejdeme
k funkcim dle zadani) f(n) = 3""! — (—2)" pron > 1.

Po vyteseni ulohy byva dobré udélat zkousku, tj. ovérit, ze to, co jsme nasli, je opravdu Feseni.

Takze: f(1) = 3% — (=2) = 3 a f(2) = 3! — (—2)2 = —1, to souhlasi, ted se podivime na rovnici. Dosadime
do pravé strany ptivodni rekurzivni rovnice a zkusime se dostat k levé:

f)+6f(n—1)=[3""1 = (=2)"] +6[3" % — (=2)" ] =3""" — (-2)" +2-3"71 +3 - (-2)"
=3.3" 14 2. (2" =3+l _(_o)nHl = f(n41).

Poznédmka: Pokud bychom pi#i zapisu obecného feSeni chtéli pouzit metody z linearni algebry, mohli bychom

mnozinu vSech feseni zapsat napiiklad témito zptisoby:
{3t (-2 0)3s o € RY = (w3 )32y +0((-2)")ies wv € R} = (3" 13y, (-2)")32).

A

Nejcastéji fesime dva druhy tuloh.

1. Chceme obecné feSeni dané rovnice (tedy vlastné chceme znat mnozinu vsech feseni). Pak najdeme bazi prostoru
feseni pomoci charakteristickych ¢isel a obecné feSeni dostaneme jako linedrni kombinaci této baze.

2. Chceme feSeni rovnice, které navic spliiuje dané pocateéni podminky. Jak jsme pravé vidéli, tento druhy
typ tlohy se obvykle fesi ve dvou krocich. Nejprve se najde obecné feSeni a pak se urc¢i hodnoty konstant tak,
aby vysledné Teseni splnovalo pocateéni podminky. Tento druhy krok je v zasadé trividlni, prosté napiseme, co
od obecného Feseni chceme (poc¢ateéni podminky), pak vyfesime vzniklych d rovnic o d neznamych a je to.

Priklad 10b.d: Zde zkusime jiny pohled na kraliky. Na zac¢atku prvniho mésice dostaneme parek éerstveé naroze-
nych kralik. Necht F, je pocet pari na zac¢atku n-tého mésice. Podle jakych pravidel se krélici mnozi? Uvazujme
tyto zasady:
e kralici maji prvni mladé ve chvili, kdy jsou jim 2 meésice;
e kdyZ se zatnou mnozit, tak pak maji kazdy mésic jeden par mladych;
e krélici nikdy neumfou (jsou to matematicti kralici).

Jak to pak s jejich pocty vypada? Na zacatku prvniho mésice je F; = 1 par. Na zac¢atku druhého mésice je
porad F5 = 1 par. Na zacatku tifetiho mésice uz jsou tomu paru dva mésice, takze se zaénou mnozit a maji mladé
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(novy par), F3 =1+ 1 = 2. Na zacatku 4. mésice se ten prvni par znovu zmnozil, ale druhy je jesté mlady, takze
Fy=2+1=3. A tak déle, jak to vlastné funguje?

Chceme-li znat, kolik bude kralikd na zacatku meésice n + 1, tak vychozim stavem je samoziejmé stav predchozi,
tedy F,. K tomu se musi pri¢ist nové prirastky, coz se pfesné rovna poctu pari, kterym je na zac¢atku meésice n+1
alesponn dva meésice, neboli poctu pari, které uz tu byly na za¢atku mésice n — 1. Dostavame F,,+1 = F,, + Fj, 1,
coz je rovnice udavajici Fibonacciho posloupnost, viz piiklad 7b.g. Pfesné takovouto ivahou (véetné nesmrtelnosti
kralikt) k ni pfisel ctihodny Leonardo z Pisy znamy téz jako Fibonacci, mozné nejlepsi stfedovéky matematik.
Také se tim pochlubil v knize Liber abaci cili Kniha o poc¢itani, kterd vysla roku 1202 a kterd Evropu privedla
k pouzivani revolu¢niho indo-arabského systému zapisu ¢isel.

Ptepiseme to jako F, 10— F,,+1—F, = 0, n > 1 a tuto homogenni linearni rekurentni rovnici 2. fadu s poc¢atecnimi
podminkami F; = 1, F5 = 1 hravé vyresime.

Nejprve obecné feseni: Z p(\) = A2 — X — 1 = 0 dostavame charakteristicka ¢isla A\ = M Obecné feSeni

2
n n
dané rovnice je tedy F,, = u(l +2\/5> + U(%ﬁ) ,n>1.
Aplikujeme pocateéni podminky:
_14+Vh 16
Fi=u 5 + v 5 =1 :>u(1+\/5)+v(1—\/5):2
1+1/5\2 1— /52 u(3+V5)+v(3—V5) =2

FQ:“( 2 ) +U< 2 ) =1

Kdyz rovnice ode¢teme, dostaneme u + v = 0, odtud v = —u, dosadime do prvni rovnice a dostaneme 2u\/5 = 2,

tedy u = % = —.

Zavér: Fibonacciho posloupnost je dana explicitnim vzorcem F,, =

\}§<1+2\/3)n_ %(1 _2\/5)71, nzl

Tato posloupnost mozna neni nejlepsim modelem pro mnozeni kralikii, ale objevuje se pfi zkoumani jev prekva-
pivé ¢asto. V této knize ji potkdme t¥eba pfi analyze rychlosti Euklidova algoritmu (véta 14a.3) ¢i v kombinatorice
(ptiklad 11b.g).

Zajimavé je Cislo ¢ = % = 1.618... Je to presné hodnota zlatého fezu, dalsi izasna ndhoda. Protoze je to to
vétsi z charakteristickych ¢isel, je dominantni, a tedy v jazyce kapitoly 8d muzeme Fict, ze F,, = O(p™).

Mozné vam vrté hlavou, co by se stalo, kdybychom do toho zapracovali smrtelnost kralikti. Zkusme tifeba toto:
e na konci ¢tvrtého mésice kralici umiraji.

Jaky model z toho vyjde ted? To je trochu komplikovanéjsi, je to mozna lépe vidét, kdyz zavedeme posloupnost
b, ktera rika, kolik part kralikt se narodilo na zacatku mésice n. Toto ¢islo se rovna poctu pard, kterym je v té
chvili dva ¢i tii mésice, protoze ti mladsi jesté nemohou a ti stars$i uz maji opacné starosti. Dostavame vztah
bn = bn—2 + bn—3-

Aktualni stav na zacatku meésice n, ozna¢me jej c¢,, je dan souctem poctu kralika, kteri se pravé narodili ¢i jsou
meésic, dva a tfi mésice stari, tedy ¢, = b, + bp_1 + b2 + b,_3. Kdyz na vSechny b; aplikujeme jiz odvozeny
vztah, dostaneme

Cn = (bn72 + bnf?)) + (bn73 + bn74) + (bn74 + bn75) + (bn75 + bnfﬁ)
= (bn72 + bnf?) + bn74 + bn75) + (bnf?; + bn74 + bn75 + bnfﬁ) =Cp—2+Cp-3.
Posun indexu dava c,11 = ¢p—1 + cn—2, je to tedy podobné Fibonacciho vztahu, pocatek posloupnosti dokonce
s Fibonacciho posloupnosti souhlasi, ¢; = ¢c3 = 1, ¢c3 = 2, protoze v té dobé se jesté smrtelnost neprojevila.
Dostévame posloupnost (1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16,21,...), kterd evidentné (a logicky) roste pomaleji nez ta pro
Fibonacciho nesmrtelné kraliky. Jak rychle vlastné roste?

Pfepis dava homogenni lineadrni rekurentni rovnici ¢, +3—cn4+1—c, = 0 tfetiho fadu. Bohuzel, jeji charakteristicka
rovnice A> — A — 1 = 0 nema4 zadné , pékné“ koieny. To ale nevadi. K urceni rychlosti riistu ndm vlastné staci znat
koten, ktery je v absolutni hodnoté nejvétsi, ten se da urcit i pfiblizné nékterou z oblibenych metod (Newtonova,
bisekce), vychazi 1.325... To znamena, zZe ¢, je pfiblizné ©((1.325)").

Vzhledem ke komplikacim je asi jasné, proc¢ si lidé radéji hraji s Fibonacciho nesmrtelnymi kraliky.

A

Zatim jsme méli v prikladech Stésti a vzdy jsme dostali d riiznych realnych charakteristickych cisel. Na to se ale
neda spoléhat a potfebujeme zjistit, co délat, kdyz to nevyjde.
Zacneme problémem opakovaného korene.
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Priklad 10b.e: Uvazujme rovnici a,42 — 6a,+1 + 9a, = 0, n > 0. Jeji charakteristickd rovnice
M —6A4+9=(\1-3)?2=0

dé charakteristické ¢islo A = 3, které méa jako kofen nasobnost dva. Ukazme né€kolik slepych ulicek oblibenych
mezi zacatecniky. Zejména u zkousky se silné nedoporucuji.
1. ap = u3™, n > 0. Toto generuje jednorozmérny prostor feseni (jeden parametr), coz pro rovnici druhého fadu
2. a, = u3"+v3", n > 0. Sice mame dva parametry, ale u stejného vektoru, toto zase generuje jen jednorozmeérny
prostor. Ostatné a,, = (u+ v)3™, n > 0, tedy sta¢i oznacit v + v = ¢ a mame a,, = ¢3".

My potfebujeme z A = 3 vygenerovat dvé posloupnosti, které jsou nezavislé.

A

Fakt 10b.3.

Necht je ddna homogenni linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty. Jestlize je Ao jeji
charakteristické ¢islo a mé nasobnost m jako koren charakteristického polynomu, pak posloup-
nosti (A}), (nAg), ..., (n™~1\7) jsou fesenimi dané rovnice a tvoii linedrné nezavislou mnozinu.

Pro zkraceni budeme v takové situaci prosté rikat, ze \g je charakteristické ¢islo nasobnosti m.

~evs

pro dvojnasobny kofen. Pouzijeme obecny postup, ktery funguje i pro charakteristicka ¢isla vyssi nasobnosti.
d-1
Méjme tedy rovnici aniq + Y. Ckanik = 0, n > ng, kde ¢ # 0. Jeji charakteristicky polynom je p(\) =
k=0

d—1
A4 ST epAF. Jestlize je Ao alespoii dvojnasobny kofen, pak teorie polynomiti (nebo obecné funkci) ¥ika, Ze plati
k=0
nejen p(Ag) = 0, ale také p’(Ag) = 0 (zde p’ je derivace). To budeme zdhy potFebovat.
1) Potfebujeme dokézat, ze posloupnosti (A\j) a (rAj) Fesi danou rovnici. Pro prvni posloupnost uz to vime,
zbyva tedy ovérit, ze i ta druha funguje. Dosadime do levé strany rovnice pro libovolné n > ng:

d—1 d—1 d—1 d—1
nsa+ Y Crange = (n+ AT+ er(n+ AT = nAg T+ a4 Y At D ek tE
k=0 k=0 k=0 k=0

Vsimneme si, Zze v posledni sumé je ¢len odpovidajici indexu k = 0 nulovy, a lze tedy k = 0 vynechat. Pak se

v této sumé vyskytuji /\g+k pro k > 1, a je tedy mozné vytknout )\SH, zatimco z prvni sumy vytkneme jen Aj.
d—1 d—1 d—1
Apiq+ Z Crlpik = n)\g“l + Z cknAngk + d)\g+d + Z ckkAngk
k=0 k=0 k=1
d—1 d—1
=X (A8 + D0 b ) + A (AN D k)
k=0 k=0

= n\Ip(Ao) + A0 (No) = nAg -0+ AT 0 =0.
Posloupnost (nAy) tedy fesi danou rovnici.
2) Ted jesté potfebujeme dokéazat linedrni nezavislost téch dvou posloupnosti. Podobné jako u ptedchoziho

dikazu nezavislosti se to nakonec prevede na otazku, zda je matice ( o So) regularni. Protoze \g # 0,
matice regularni je.
3) Obecné by se muselo dokazat, ze (n™ 1\") je fesenim, pokud ma \ nasobnost alespoii m, coz by se délalo
podobné, jen to da vic prace, pouzilo by se pfitom faktu, Ze pro kofen Ay nasobnosti m se v bodé \g vynuluji
i derivace p/, p”, ..., p{™=b.

Nezavislost by se pak redukovala na otazku regularnosti matice

1 0 0 0

A A A A

A2 2)2 23\ . gm—1)2
AL (= DAL (= 1)3Am L (m— 1)y

I to je néco, na co ndm kladné odpovi linearni algebra.
O
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Vidime tedy, ze pokud ma néktery koren charakteristického polynomu vyssi ndsobnost m, tak sice bude o m — 1
méné riaznych kofeni ve vété 10b.2, ale stejny pocet nezavislych feseni zase pribyde diky tomu nasobeni ¢lenem
n*. Celkovy pocet feseni je tedy poidd spravny, ale jesté zbyva dokdzat, Ze tato nova Feseni typu (n*A") nezkazi
nezavislost po pridani k posloupnostem pochéazejicim od ostatnich A.

Véta 10b.4.
Necht je ddna homogenni linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty fadu d. Necht
jsou A1, ..., Ap jejl ruznd charakteristickd Cisla, pricemz kazdé \; ma nasobnost m; € N. Pak
je mnozina

{0, A9, (0™ AT, 08, (1AD), - (0™ A), - (), (R, (0™ )}

bazi prostoru feSeni dané rovnice.

Vlastné uz toho hodné méame dokazaného, zbyva linedrni nezavislost vysledné mnoziny feseni, kterd se zase
redukuje na regularitu jisté matice a to je prace pro linedrni algebru (tentokrate opravdu drsnd). Stejné jako
autori vétsiny ucebnic na toto téma, i my toho ¢tenafe (a sebe) usetfime. Opravdu zvédavého ¢tenadfe odkazeme
na néjakou podrobnéjsi ucebnici diferencialnich rovnic, kde se u homogennich linedrnich rovnic déla prakticky
totéz.

1 Priklad 10b.f: Najdeme obecné feseni rovnice a3 — apni2 — Gpt1 +an =0, 7 > —2.
Reseni: Je to homogenni linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty, Véta 10b.4 tedy dava navod
k feseni.
Charakteristicky polynom je p(A\) = A3 — A2 — X\ + 1. Opét aplikujeme metodu ,uhodnu kofen“ a brzy zjistime,
ze vyhovuje A = 1. Odloupneme z p piislusny kofenovy faktor:
p(A) = (A =1)(\* = 1).
A je to jasné,
p(A)=A=1DA-1)(A+1)=(A—-1)*(A+1).
Maéame tedy charakteristickd ¢isla A = 1 (dvojnésobné) a A = —1 (jednoduché). Podle véty 10b.4 proto bude
mnozina
{5 s, (1) o, (-1)")7Z o }
bézi prostoru vSech feseni. Dostavame obecné FeSeni (u-1" +v-nl" +w-(—1)")52 _,, které prepiSeme do podoby
an = u+vn +w(—1)", n > —2. Pfipomindme, Ze se automaticky bere u,v,w € R.
Pro tplnost udélame zkousku, dosadime toto feseni do levé strany dané rovnice. Pro n > —2 méame
An+3 — Ant2 — Ani1 + an = (u+v(n+3) + w(—=1)""3) — (u+ v(n + 2) + w(-1)""2)
— (u+o(n+1) +w(=1)"") + (u+on +w(=1)")
=u+on+3v+w-13(-1)" —u—uvn — 20 —w(—1)%(-1)
—u—vn—v—w(—1"(=1)" +u+ovn+w(-1)"=0.

n

A

Ted uz tedy teoreticky umime vyreSit vSechny homogenni linedrni rovnice s konstantnimi koeficienty, pokud
jsme spokojeni s pfipadnymi komplexnimi posloupnostmi. Jenze my spokojeni nejsme, protoze kdyz zde mluvime
o rovnicich s redlnymi koeficienty, tak také ocekavame realna reseni. Potfebujeme tedy jesté jeden trik.

Je znamo, ze jestlize je A = a + fi kofenem realného polynomu p, pak je jeho kofenem i \* = o — §i. V béazi se
tedy objevi i dvojice posloupnosti ((c + 8i)™),, ((o« — Bi)™),. Klicem je podivat se na jejich linedrni kombinace
u(a+ Bi)" + v(a — Bi)™, ukaze se totiz, Ze mezi nimi je i dostateény pocet redlnych posloupnosti na to, aby nam
daly dvojrozmérny vektorovy prostor (nad redlnymi ¢isly), coz je pfesné to, co potfebujeme.

Déla se to takto: NapiSeme a + 5i = r[cos(p) £ isin(p)], pak (o £ §i)"™ = r™[cos(np) £ isin(ny)], a proto

(v + )" + (a — Bi)™ = 2r" cos(ny),

(a4 Bi)" — (a— pi)" = 2ir" sin(nyp).
Vidime tedy, Ze pokud vezmeme linedrni kombinaci §(A™ 4 (A*)"), tak dostaneme feseni dané rovnice ve tvaru
(r™ cos(ng))n, coz uz je realnd posloupnost, zatimco linedrni kombinace 5 (A" — (A*)") davé dal$i redlné feseni
(r™sin(ny)),. D4 se také ukazat, Ze posloupnosti (7" cos(ng)), a (r" sin(ng)), jsou nezavislé. Jaké je tedy pona-
uceni?
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Komplexni kofeny vzdy chodi po dvou, takze pokud dostaneme charakteristické ¢islo A = r[cos(y) + isin(y)],
které neni realné, tak pouzijeme dvojici feseni (" cos(ny)), a (r"sin(ng)),. Je-li to kofen vicendsobny, tak

obvyklym zpiisobem déle ptihodime (nr™ cos(ng)), a (nr™sin(ny)),, ptipadné (n?r™ cos(ny)), a (n?r"sin(ny)),

az po (n™ 11" cos(ny)), a (n™ 1r"sin(ny)),, kde m je nasobnost kotene \. Tato fegeni (kterych je 2m) zaroven
zastupuji feSeni pro sdruzeny kofen \*.
Ted uz tedy opravdu umime vyftesit vSechny homogenni linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty.

Mohli bychom to zase potvrdit vétou, ale stejné bychom ji nedokazovali, tak radéji rovnou zformulujeme algoritmus.

S Algoritmus 10b.5.

d—1
pro feseni homogenni linearni rekurentni rovnice a, 14 + Y. cxanir = 0, n > ng fadu d.
k=0
d—1
1. Sestavime charakteristicky polynom p(\) = A + 3 cpA*.
k=0

Resenim rovnice p(\) = 0 najdeme vSechna charakteristicka ¢isla dané rovnice.

2. Sestavime mnozinu posloupnosti B takto:

e pro kazdé realné charakteristické ¢islo A pfiddme do B posloupnost (A™)72,, ;

e pro kazdé redlné charakteristické cislo A, jehoz nasobnost je m > 1, pfiddme do B rovnéz posloupnosti
(AN o (0N
e pro kazdé komplexni charakteristické ¢islo A = r[cos(¢) +isin(y)], které neni realné, pfiddme do B posloupnosti
(1™ cos(np) ), a (1" sin(ng))sZ,, ; pro jeho komplexné sdruzené ¢islo A* jiz do B nic nepiidavame;

n=ngo
e pro kazdé komplexni charakteristické ¢islo A = r[cos(p) +isin(p)], které neni realné a jehoz nasobnost je m > 1,
pfidéme do B posloupnosti (nr™ cos(ng))sZ,, ... , (0™ 1r™ cos(ng)) s,

a (nr"sin(ng))o,, -, (n™ " sin(ng))o2,, ; pro jeho komplexné sdruzené ¢islo A* jiz do B nic nepFidévame.

Mnozina B je bazi prostoru reseni.

3. Oznacime-li B = {(alm), e ,(adm)}, pak a, = ) u;a;,, n > ng je obecné feSeni dané rovnice. Vymezeni
i=1

U1, ... ,uq € R neni treba uvadét.

4. Jsou-li dany pocatecni podminky, pak do nich za piislusnd a; pro j = ng,... ,n9 +d — 1 dosadime vzorce
d

a; = Y u;a;; a vyFesime vzniklych d rovnic pro d neznamych u;. Ty po dosazeni do obecného FeSeni urci
i=1

prislusné partikularni feseni.

JAN

Priklad 10b.g: Najdeme feSeni rovnice @y 43— an12+0nt1—an, = 0, n > 13 s pocateénimi podminkami a3 = 1,
alf; = 0, a15 = 1.

Reseni: Je to homogenni linearni rekurentni rovnice 3. fadu s konstantnimi koeficienty pracujici s posloupnostmi
s indexaci n > 13, takze pocateéni podminky maji specifikovat t¥i ¢leny posloupnosti poc¢inaje ai3, to souhlasi. Je
to tedy korektné zadana tiloha a pouzijeme algoritmus 10b.5.
1. Obecné Teseni: Charakteristicky polynom je p(A) = A3 — A2 + X\ — 1. Zkusime néjaky kofen uhadnout, trefime
se s A = 1. Mame prvni kofen a rozlozime p prislusnym zptisobem:

p(A) = (A =1)(A* +1).
A je to jasné,
p(A) = (A=A =i)(A+19).
Méme tedy jednoduché charakteristickd ¢isla A =1a A= +i=1" [cos(%) + isin(g)]. Podle algoritmu 10b.5
proto bude mnozina
oo . oo
{(171)20:137 (" Cos(n%))nzls’ (" Sm(ng))nzlg
bazi prostoru vsech feseni. Dostavame obecné feseni
ap, =u-1"4+v-1" cos(n%) +w- 1" sin(ng) =u+ vcos(ng) + wsin(ng), n > 13.

2. Pocatecni podminky: Dosadime do nich obecné feseni:

a3 =u+ vcos(13%) + wsin(13g) =1 ut+w=1
a14:u—|—vcos(14g) —|—wsin(14g) =0 — u—v=20
ais = u+ UCOS(15g) + wsin(15g) =1 u—w=1.

Odtud v =v =1 a w = 0. Dosazenim do obecného feseni dostavame hledané partikularni feSeni
ap, =1+ cos(ng), n > 13.
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Je to periodické posloupnost (1,0,1,2,1,0,1,2,1,0,1,2,1,...).
A

Bohuzel algoritmus funguje takto pékné jen v pfipadé, ze mame snadné rovnice. V aplikacich nastésti mivame
Casto stupen jedna ¢i dva, ale kdyZ ma rovnice rad vyssi, nastavaji komplikace.

10b.6 Nehomogenni rovnice

Naucili jsme se, jak najit vSechna feseni homogenni linedrni rovnice. Vime uz také, ze v pfipadé, zZe je rovnice
nehomogenni, nam sta¢i néjak najit jedno jeji feSeni, a uz zase budeme umét najit vsechny. Bohuzel, k nalezeni
toho jednoho feSeni obecny algoritmus neexistuje. Zde je tfeba spoléhat na ndhodu, napiiklad existuje jisty typ
pravé strany b,, pro ktery reseni umime uhodnout.

V poznamce 10a.6 jsme predstavili pohled na rovnice coby stfelbu na cil prostfednictvim zobrazeni vytvoreného
levou stranou rovnice. Klicovym poznatkem pro tuto sekci je, Ze zobrazeni vznikla z linearnich rovnic zobrazuji
urc¢ité typy posloupnosti predvidatelnym zptisobem.

Priklad 10b.h: Uvazujme rovnici s levou stranou t, 1 — 2t,, viz napriklad véseni zaclon, kde jsme ji uvazovali
pro n > 0. Vznika tak linearni zobrazeni

L: (an)nzo — (an+1 — 2an)n20.
Pro tsporu ¢asu budeme ve vypoctech zjednodusovat zapis indexu.
1. Co dostaneme, kdyz do L dosadime a,, = 5"7
L[(5™),]) = (6" —=2-5"), = (5-5" —2-5"), = (3-5"),.
Vidime, Ze se zachovala geometrickd posloupnost (5"),,, jen pfibyla nasobici konstanta, coz se dalo ¢ekat vzhledem
k tomu, Ze se v rovnici i zobrazeni ty a, nasobi koeficienty.

Jak ndm to pomutze? Kdybychom chtéli fesit rovnici t,,11 — 2t, = 6 - 5™, tak mtzZeme usoudit, Ze se nas pokus
netrefil, potfebujeme z L dostat dvakrat vétsi vystup. Ovsem L je linedrni, takze stac¢i zdvojnasobit vstup. Soudime,
ze (2-5"™)p>0 je feSenim dané rovnice, coz snadno potvrdime zkouskou.

Obecné plati, ze pokud je levd strana rovnice linedrni s konstantnimi koeficienty, tak zachovava geometrické

posloupnosti, jen modifikuje jejich nasobek. Snadno to dokdzeme, dosadime a,, = A" do L pochéazejici z obecné
d—1

levé strany apiq + Y CrQnik:
k=0

d—1 d—1 d—1
n _ n+d n+k — dyn kyn _ d k n .
LIO™)n] = (/\ + +k§ckA + ) (A A +;§)CM Y )n ([A +k2:06k)\ }A )n

Vsimneme si, Ze vyraz pfed A" nezavisi na n, je to tedy konstanta, ozna¢me ji a. Pak mame L[(A"),] = a(A\"),.

Postup, kdy nejprve zjistime, jak L zobrazi (A\*),, a na zdkladé pravé strany usoudime na feseni, se v praxi
nepouziva. Misto toho se postupuje nasledovné: Pokud ma pravé strana tvar c - A", tak uhodneme, Ze feSenim
bude néjaky nasobek posloupnosti (A"),, tedy uhodneme, Ze Feseni bude mit tvar a, = AA". Tento odhad se
dosadi do L a porovnanim s zddanym vystupem snadno zjistime A.

Najdeme feseni rovnice t,,+1 — 2t,, = 14-4" n > 0. Uhodneme, ze by mélo existovat feseni ve tvaru a,, = A-4",
n > 0. Dosadime do L:

L[(A4™),] = (A4"Th — 244™), = (4A - 4" — 2A - 4"),, = (2A-4™),.

My ovSem pozadujeme vystup (14 - 4™),,, tedy pozadavek je 2A = 14. Odtud A = 7, tedy FeSenim rovnice je
an, =7-4" n>0.

V praxi se postup jesté zjednodusuje tim, ze nepracujeme se zobrazenim L, ale odhad dosadime do levé strany
rovnice a vysledek porovname s pravou stranou:

L=A4" — 244" =24 4" £ 144",

Tomuto postupu se fikd metoda odhadu, také nékdy metoda neurcitych koeficientti (undetermined co-
efficients method).

2. Dalsim oblibenym typem posloupnosti jsou ty dané polynomem. UkéZeme, jak si nase zobrazeni poradi s kva-
dratickym:

n

L{(An* + Bn+ C),] = ([A(n + 1)* + B(n + 1) + C] — 2[An® + Bn + C)),,
An* +2n+1)+B(n+1)+C —24n*> —2Bn —20),
An? + 2An+ A+ Bn+ B+ C — 24An* — 2Bn — 20),,

[—AJn? + [2A — Bln+[A+ B — C]),.

(
(
(
(
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Vznikl zase polynom druhého stupné. Podobné jako u geometrickych posloupnosti, je snadné ale pracné ukazat, ze
pokud je p(n) polynom, ktery definuje posloupnost (p(n)),, tak L{(p(n)),] je zase posloupnost dana polynomem,
a to nejvyse stejného stupné jako p(n).

To znamena, Ze pokud se chceme levou stranu rovnice trefit do polynomu urcitého stupné, tak budeme hledat mezi
polynomy stejného stupné. Protoze nevime, jaky vzit, opét se nabizi myslenka vzit obecny polynom s nezndmymi
koeficienty, prohnat jej zobrazenim L a porovnat s Zddanym vystupem.

Najdeme feseni rovnice t, 11 — 2t,, = 3n. Abychom dostali jako vystup L linedrni polynom, potfebujeme dosadit
néjaky linedrni polynom, t¥eba a,, = An + B. Namisto zobrazeni opét jen dosadime do levé strany rovnice
a porovname.

L=[A(n+1)+ B]—2[An+ B] = —An+ [A — B] = 3n +0.
Rovnost polynomu znamenda rovnost koeficientti, takze potfebujeme, aby platilo
-A=3 A=-3
—
A-B=0 B=-3
Posloupnost (—3n — 3),,>0 tedy fesi danou rovnici.
Vsimneme si, zZe kdyz polynom prochazi zobrazenim L, tak se koeficienty presouvaji od vyssich mocnin k nizsim,
jinak fe¢eno mocniny spolu interaguji. Proto musime pri odhadovani tvaru feSeni vzdy zadat polynom se vSemi
¢leny, i kdyz v pravé strané néktery treba chybi, abychom si dali Sanci vyrovnat se s presouvanim konstant mezi

mocninami. V naSem piikladé by odhad v nedplném tvaru a, = An vedl na podminku —An + A = 3n, kterou
nelze splnit zadnou volbou ¢isla A. Odhad a,, = An + B uz fungoval.

3. Dtikaz, ze linearni L s konstantnimi koeficienty zachovava polynomy, jsme z divodu pracnosti vynechali. Jesté
pracnéjsi je diikaz, ze nase dva typy 1ze spojit. Pokud do L dosadime a,, = p(n)\"™, kde p je polynom, tak na vystupu
dostaneme posloupnost danou vyrazem ¢(n)A", kde ¢(n) je polynom stupné ne vétsiho nez p. Poznamenejme, ze
obvykle je stupen stejny, vyjimkou jsou specidlni pripady, které oSetfime v ramci postupu, ktery se nam zde
postupné vyviji.

Tim jsme se dostali k obecnému tvaru, pro ktery umime odhadnout tvar feseni: V odhadu zachovame geome-
trickou posloupnost a polynom nahradime obecnym polynomem stejného stupné. Vznikly odhad pak dosadime
do L a vystup porovname s pravou stranou rovnice.

Jiné (rozumné) posloupnosti, které by pfi prichodu linedrnim L neménily podstatu, jiz nemame.

A

Definice.
Rekneme, 7e posloupnost (bn)oZr, je kvazipolynom (quasipolynomial), jestlize existuje ¢islo
A € R a polynom p(n) takovy, ze b, = p(n)\" pro vSechna n > ng.

Nastésti pro nas vede mnoho prikladii pravé na kvazipolynomialni pravou stranu, patii mezi né také vSechny
pfipady z inspira¢niho ptikladu 10b.h.

Poznamka: Jako prvni jsme probrali pravé strany typu b, = A™. Jsou to také kvazipolynomy, protoze muzeme
psat \¥ = 1. \*. Mame tam tedy polynom p(n) = 1 stupné nula, ktery bychom v odhadu nahradili obecnym
polynomem stejného stupné, tedy konstantou. Dostédvame odhad feseni a,, = A", coZz souhlasi s postupem
z prikladu 10b.h.

Pokud je prava strana dana polynomem, b,, = p(n), pak je to také kvazipolynom, protoze

p(n) =p(n)-1=p(n)-1".
Pak bychom méli odhadnout FeSeni ve tvaru g(n) - 1™ pro néjaky obecny polynom ¢(n) stejného stupné jako p,
tedy dostavame odhad a,, = q(n), coz opét souhlasi s odvozenym postupem.
A

Vypada to, ze mame funkéni postup pro nalezeni néjakého feSeni linedrni rovnice s konstantnimi koeficienty,
pokud je prava strana kvazipolynom. Je tam ale jesté jedna komplikace, kterou musime vyftesit.

Priklad 10b.i: Uvazujme rovnici ¢, — 2t,, = 2", n > 0. Abychom dostali na vystupu L posloupnost 2", méli
bychom dosadit odhad a,, = A2":

L= A2"+! — 242" = 242" — 242" =0 = 2",
Mame problém, posloupnost pfi priichodu levou stranou zmizela. Pfi bliz§im pohledu to neni piekvapivé. V pred-

chozi sekci jsme hledali feSeni pridruzené homogenni rovnice ¢,,11 — 2t, = 0. Charakteristickd rovnice A —2 =0
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vede na A = 2 a tudiz posloupnost (2"),>¢ Fesi tuto homogenni rovnici. Coz znamena, ze L[(2"),] = 0, zmizeni
naseho odhadu v L je tedy naopak v porddku. Az na to, ze ndm nefunguje metoda odhadu.

Tento problém nastane vzdy, kdyz se na pravé strané rovnice objevi geometrickd posloupnost, ktera je zaroven
FeSenim pridruzené homogenni rovnice. Nastésti existuje zachrana. Proces odhadu zac¢iname vzdy stejné, tak jak
jsme to délali diive. Pak se ale podivame, jestli ndhodou geometrickd posloupnost pfritomnéd na pravé strané
nefesi homogenni rovnici. To se snadno pozné podle jejiho zdkladu A, bud souhlasi nebo nesouhlasi s néjakym
charakteristickym ¢islem. Pfipomenime, Ze ta geometrickd posloupnost na pravé strané muize byt maskovana jako
nasobeni jednickou neboli 1".

Pokud jsme v situaci, kdy by nas odhad zmizel, tak jej musime ochranit tim, Ze jej vynasobime ¢lenem n. Tento
ochranny ¢len nebude pii feSeni rovnice vadit, protoze pii prichodu levou stranou L zase zmizi—obétuje se, aby
zachranil nas odhad.

V nasem ptipadé tedy zakladni odhad A2™ upravime (provedeme korekci) na a, = n - A2™ = An2™. Dosadime:

L=A(n+1)2""" —24An2" = 2A(n + 1)2" — 2An2" = 2An2"™ + 242" — 2An2™ = 2A2" Lon,
Presné jak jsme inzerovali, to pfidané n pfi prichodu levou stranou zmizelo a nas odhad A2"™ prezil. Vidime, Ze
potiebujeme A = %, nasli jsme tedy feSeni a,, = %nQ", n > 0. Ctenéf si jisté rad udéla zkousku.

Kdyby nase rovnice byla druhého fadu a A = 2 bylo dvojnasobnym charakteristickym c¢islem, pak by feSeni
homogenni rovnice bylo dano bazi {(2"),, (n2"),} (viz fakt 10b.3). To znamena, Ze by pfi prichodu levou stranou
zmizel i opraveny odhad An2". Co s tim? Pouzijeme korekéni faktor n?, tedy pracovali bychom s odhadem n?A2".
Obecné bychom pouzili takovou nejnizsi mocninu n", aby n” A™ nebylo v bazi feseni pridruzené homogenni rovnice.
Nase uvahy naznacuji, Ze by to méla byt nasobnost A coby charakteristického ¢isla (jednoduché charakteristické
¢islo vedlo na korekei n', dvojnasobné na korekci n?).

A

Ted jsme pripraveni na oficidlni tvrzeni.

! Véta 10b.7. (feSeni pro kvazipolynomidlni pravou stranu)

Uvazujme linedrni rekurentni rovnici s konstantnimi koeficienty

Up+d + Cd—10ntd—1 + -+ + C1Gn41 + Coan = by, 1N > np.
Predpokladejme, Ze existuji A € R a polynom p takovy, ze b, = p(n)\" pro vSechna n > ny.
Necht m je nasobnost tohoto ¢isla A jako charakteristického ¢isla pfidruzené homogenni rovnice,
pricemz m = 0 v pripadeé, ze toto A viibec charakteristickym ¢islem neni.
Pak existuje polynom ¢ stupné stejného jako p takovy, ze a, = n™q(n)\", n > ng je FeSenim
dané rovnice.

Dtikaz je ponékud komplikovanéjsi a vynechéame jej. Tato véta ukazuje, Ze kdyz hleddme feSeni ve tvaru g(n)\"
podle pravé strany, tak to ma smysl, protoze takové feseni existuje. Potvrzuje také spravnost aplikace korekéniho
faktoru. Z praktického pohledu tedy mame nasledujici postup pro sestaveni odhadu:

e Podivame se na pravou stranu, do které se zkousime trefit. Pokud je tam geometricka posloupnost, zkopirujeme
ji do odhadu. Polynom (vzdy je tam alesponi nasobeni jednickou) zobecnime na polynom stejného stupné, a to na
uplny tvar (nesmime vynechat niz$i mocniny).

e Podivame se na zaklad A geometrické posloupnosti v pravé strané (vzdy tam je, piipadny osamoceny polynom
je nasoben 1", tedy A = 1). Pokud jej najdeme i mezi charakteristickymi ¢isly, musime zakladni odhad ochranit
korekci.

Nyni ukdzeme tplné reseni prikladu, kdy spojime poznatky vsech sekci.

Priklad 10b.j: Najdeme feSeni rovnice a,12 — 26,41 — 36, = —9In2", n > 0, které spliuje podminky ag = 3,
a; = 11.

Vsimneme si, Ze rovnice je zadana presné podle vzoru pro linearni rekurektni rovnice. Ma konstantni koeficienty,
tedy nase metody jsou aplikovatelné. Vsimneme si také, ze nejmensi dosazitelny index v rovnici je n = 0. Rovnice
tedy pracuje s posloupnostmi (a,),>0 a zadané podminky udavaji prvni dva ¢leny, tedy jsou to spravné pocatecni
podminky pro nasi tlohu fadu 2.

Reseni bude mit dvé hlavni faze: 1. Najdeme obecné feSeni. 2. Pomoci poéatecnich podminek identifikujeme
partikularni feseni.

1. K nalezeni obecného feSeni pouzijeme vétu 10a.5. Tato faze tedy bude mit tii etapy.
a) Najdeme obecné feseni pridruzené homogenni rovnice a, 42 — 2ay,+1 — 3a, =0, n > 0.

Charakteristick4 rovnice A? — 2\ — 3 = 0 dava charakteristické ¢isla —1,3 a obecné feseni (u - (—1)" +v-3")% .

Obvykle budeme psat ap, =u- (—1)" +v-3", n > 0 nebo apn, = (—1)"u+ 3"v, n > 0.

10b.7, 10b.] 377 10b.7, 10b.]



Diskrétn{ matematika 10b. Rovnice s konstantnimi koeficienty pHabala 2026

b) Najdeme néjaké feSeni dané rovnice. Prava strana je kvazipolynom, formélné A = 2 a p(n) = —9n je polynom
stupné 1. Nejprve vytvorime zdkladni tvar odhadu ¢(n)\"™ pro obecny polynom ¢(n) stupné 1, tedy odhad je
(An + B)2™.

Nyni ovéfime, zda je nutno zvazit korekci. Protoze ¢islo A = 2 charakterizujici pravou stranu neni charakteris-
tickym ¢islem pfidruzené homogenni rovnice, viz ¢ast a), neni tfeba délat korekci. Formalné podle véty nastavime
m = 0 a zadkladni tvar odhadu vynasobime ¢lenem n° = 1, takZe se nic nezméni.

Koneéné verze odhadu tvaru feseni je tedy a,,, = (An + B)2". Dosadime do levé strany rovnice a vystup po-
rovname s pravou stranou. Abychom mohli spravné porovnat, je tfeba vystup opét upravit na tvar polynom krat
2", tedy upravy zacneme vytknutim 2".

L =ani2 —2an41 — 3a, = (A(n+2) + B)2""? —2(A(n + 1) + B)2"* — 3(An + B)2"
=[(An+2A+B)-4—2(An+ A+ B)-2—-3(An+ B)]2"
= [4An +8A+ 4B — 4An — 4A — 4B — 3An — 3B]2"

2

=[(=34)n+ (4A —3B)]2" = —9n2" = (—9n + 0)2".
Rovnost vystupu a pravé strany vyzaduje rovnost dvou polynomd, coz znamena, ze se museji shodovat koefici-
enty (proto jsme pii upravé vystupu oddélili linedrni a absolutni ¢len). Dostavame soustavu dvou rovnic o dvou
neznamych —34 = —9 a 44 — 3B = 0, odkud obratem ruky dostaneme A = 3, B = 4. Tyto hodnoty dosadime
do odhadu (An + B)2" a zjistime, ze dana rovnice ma feseni a,, = (3n +4)2", n > 0.
c¢) Nyni aplikujeme vétu 10a.5 a sestavime obecné FeSeni:
ap = app + anpn = (3n+4)2" + (=1)"u + 3"v.
MiuZeme napsat odpovéd, napiiklad takto: Obecné Feseni dané rovnice je
an = (3n+4)2" + (=1)"u + 3"v, n > 0.
Popiipadé: Obecné feseni dané rovnice je ((3n + 4)2™ + (—1)"u + 3"0v)22,.

2. Nyni ur¢ime partikuladrni feSeni dané pocatecnimi podminkami. Pomoci vzorce pro obecné feseni napiSeme ag
a a; a porovname s predepsanou hodnotou. Dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznamgych.

ap=(3-0+4)2°+ (-1)°u+3% =3 u+v=-1
a1 =(3-14+4)2' + (-D'u+ 3w =11 —u+3v= -3
Oblibenou metodou soustavu vyfesime (ja jsem zacal tim, Ze jsem rovnice secetl) a ziskdme u =0, v = —1.

Hledané feseni je a, = (3n +4)2" — 3", n > 0, popfipadé ((3n + 4)2" — 3™)0%,,.

Pripominame, ze specifikace indexu je nutna.

Bonus: Jaka je asymptoticka rychlost ristu typického feseni? Viz kapitola 8d.

Typické feseni ma u,v # 0, takze porovnavame vyrazy (3n + 4)2™, (—1)", 3. Jsou to geometrické posloup-
nosti, tedy rozhoduje zaklad, dominantni je ¢len 3". Posloupnost 2" je sice jesté nasobena polynomem, ale jeho
vliv je zanedbatelny vzhledem k dominujici geometrické posloupnosti 3". Roli by hrél jen v pripadé, ze bychom
porovnavali napfiklad (3n + 4)2™ a 2", pak by to prvni vyhralo.

Zaveér: a, = ©(3").

Slovy: Asymptoticka rychlost ristu a, je 3". Neforméalné: a,, jde do nekoneéna asymptoticky jako 3™.

A

Priklad 10b.k: Najdeme obecné feseni rovnice a,, = 4n - (—3)" — 3a,—1, n > 3.

Zkuseny fesic¢ vidi, ze jde o rovnici linearni, ale formélné to jesté neni jisté, dokud se ndm ji nepodaii prepsat
do spravného tvaru. Nejprve prevedeme vSechny neznamé nalevo a pak posuneme index tak, aby se nejmensi index
v rovnici rovnal n. Budeme tedy posouvat n nahoru o jednicku, a to vSude.

ap + 3ap—1 =4n(-3)", n >3
tnt1 + 3a(ni1y-1 = 4(n +1)(=3)"", n+1>3

apt1 +3a, = (An+4)-(=3)-(=3)", n>2

apt1 + 3a, = (—12n —12) - (=3)", n > 2.
Mame potvrzeno, ze jde o linearni rovnici, jmenovité je fadu 1, nehomogenni a ma konstantni koeficienty. Vidime, ze
pracuje s posloupnostmi (a,),>2, coz budeme potfebovat pro zapis feseni. Také by to ovlivnilo podobu pfipadnych
pocatecnich podminek: U rovnice fadu 1 je podminka jedna a zde by urdila as.

Nyni nasledujeme postup jako u predchoziho ptikladu.

a) Homogenni feseni: Rovnice a,,41 + 3a, = 0 mé charakteristickou rovnici A +3 = 0 a tudiz charakteristické ¢islo
A = —3. Dostavame homogenni feSeni ay, , = u - (—3)™.
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b) Partikuldrni feseni: Prava strana b, = (—12n — 12) - (—=3)™ je kvazipolynom. Zakladni odhad feseni je zde
(An 4+ B)(—3)™. Vyhodnotime korekci: Geometrickd posloupnost na pravé strané ma A\ = —3, coZ se prekryva
s charakteristickymi ¢isly levé strany, jmenovité jednou. Proto formalné m = 1, zdkladni tvar feSeni musime
vynésobit korekénim ¢lenem n' = n. Dostdvame tedy odhad tvaru feseni a,,, = n(An + B)(—3)". Prakti¢téjsi
forma je a,,, = (An® + Bn)(—3)".

Poznamenejme, Ze ted nemame Uplny polynom, chybi absolutni ¢len. To je ale v poradku, zdkladni podoba
(polynom prvniho stupné podle pravé strany) byla spravna (Gplny polynom), po aplikaci korekéniho faktoru vzdy
dojde k posunu mocnin.

Dosadime odhad do levé strany, vystup upravime na tvar polynom krat (—3)™ a porovname s pravou stranou:
L=ans1+3a, =(An+1)2+B(n+1))(=3)"" +3 - (An? + Bn)(-3)"
=[(A(n*+2n+1)+ B(n+1)) - (=3) + 34n* + 3Bn](-3)"
= [-3An* — 6An — 3A — 3Bn — 3B + 3An® 4 3Bn|(-3)"
= [-6An + (=34 — 3B)](=3)" = (—12n — 12)(—3)".
Porovnanim polynomi (jejich koeficientti) dostavame soustavu
—6A =12 A=2,
—
—3A—-3B=-12 B=2
Mame partikuldrni feseni a,, = (2n? + 2n) (—3)".
c¢) Se¢tenim partikuldrniho a homogenniho feseni dostavame odpovéd:
Obecné Feseni dané rovnice je a, = (2n% + 2n) (=3)" + u - (=3)"u, n > 2.

Protoze jsme preci jen fesili jinou rovnici nez tu ptivodni a pifi pfepisu jsme mohli udélat chybu, radéji udélame
zkousku pro rovnici ze zadani: Nejmensi hodnota n, ktera se v zadané rovnici vyskytuje, je n — 1 pro n = 3, coz je
n = 2. NaSe posloupnost tedy za¢ind spravnym indexem. Ted dosadime, za¢neme komplikovanéjsi pravou stranou.
Pro n > 3 mame

3[2(n —1)2 +2(n—1)) (=3)"" + (—3)”*1u]

(=3)" -
=4n(=3)" + (2(n = 1)* +2(n = 1)) (=3) - (=3)" 7" + (=3) - (=3)"'u
=4n(=3)" 4+ (2(n®* —2n + 1) +2(n — 1)) (=3)" + (=3)"u
=4n(—3)" + (2n® —4n +2+2n — 2) (=3)" + (-3)"u

= (202 +20) (=3)" + (~3)"u = ay.
Rovnice je splnéna.

Bonus: Asymptotické rychlost riistu typického feseni: a,, = ©((2n?+2n)3"), lépe a,, = ©(n?3"), protoze polynom
se asymptoticky chova jako jeho nejvyssi mocnina.

Poznamka: Vidéli jsme, ze nas odhad mél mocninu navic oproti pravé strané, ale ta fungovala jako ochrance,
ktery se obétoval, aby se na vystupu objevil polynom spravného stupné.

Co by se stalo, kdybychom zapomnéli na opravny faktor? Mysleli bychom si naivn€, Ze existuje feseni ve tvaru
= (An + B) - (—3)™. Po dosazeni do rovnice bychom dostali
L=ap1+3a, = (An+1)+ B)-(=3)"" +-3(An+ B) - (—3)"
=(An+A+B)-(-3) - (-3)"+ (3An+3B) - (=3)"
= [-3An — 34 — 3B + 3An + 3B|(=3)" = [-3A](=3)" = (—12n — 12) (—3)".
Z polynomu —3A Zadnou volbou konstanty A nevyrobime polynom prvniho stupné. Zde je dileZité upozornit, ze
A, B, ... jsou koeficienty polynomu neboli ¢isla, tedy nelze zkouSet véci jako A = 4n + 4.

JAN

Priklady ukazaly dva dilezité jevy. Podstatu pravé strany urcuje geometricka posloupnost, ktera také rozhoduje
o pripadné korekci. Polynomy pak pravou stranu modifikuji. V pocitaci fazi metody odhadu naopak geometricka
posloupnost ustupuje do pozadi a rovnice pro neznamé konstanty ziskdme porovnavanim polynomd.

Shrneme postup. Zakladni schéma vypada takto:
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\

(1. Obecné feseni

fa)

homogenni feseni
Qh,n

\_

fb) partikularni feéeni]

k ap7n

fc)

obecné feSeni
\ Qp = Qpn + Ghn

- J

KQ. Partikuléarni feseni
9 (poc¢ateéni podminky) )

Podrobnéji:

S Algoritmus 10b.8.
pro nalezeni feSeni rovnice ay4q + Ci—1ant+d—1 + -+ + C1ant1 + Coan = by, n > ng Fadu d, kde b, = p(n)\"™.
0. Pokud je to potfeba, zadanou rovnici prepiseme do spravného tvaru presunem ¢lent, popripadé€ posunem indexu.
Ujasnime si, s jakymi posloupnostmi (jaké je indexace) rovnice pracuje.

1. Najdeme obecné feseni.
a) Najdeme homogenni feSeni.
Z pridruzené homogenni rovnice a4+ C4—1ant1d—1+ -+ + C1ap41 + Coa, = 0 vytvorime charakteristickou rovnici
A g N A+ = 0. Vytesenim najdeme charakteristicka ¢isla A; s ndsobnostmi m; dané rovnice
a podle algoritmu 10b.5 sestavime bézi prostoru feseni {(a; )5 ,; i =1,...,d}.

d

Obecné Feseni pfidruzené homogenni rovnice (homogenni feSeni) je ap,, = Y ;i n, n > ng.

Pokud byla zadana rovnice homogenni, krok 1 kon¢i. =

b) Najdeme partikularni feseni.

e Pro pravou stranu b, = p(n)\" sestavime zakladni podobu odhadu feSeni ve tvaru ¢(n)A\", kde ¢ je obecny
polynom stejného stupné jako p. Tradi¢né se jako koeficienty pouzivaji A, B,C,... a Zddnou mocninu neni mozné
vynechat.

Pokud je prava strana jen geometricka posloupnost b, = A", pouzijeme interpretaci b, = 1 - A", tedy p(n) = 1.
Pak ¢(n) = A a odhad je A\".

Pokud je prava strana jen polynom b, = p(n), pouZijeme interpretaci b, = p(n)l”, tedy A = 1 a odhad je
q(n)1" = q(n).

e Porovname A s charakteristickymi ¢isly A; z kroku a). Pokud se zddnému nerovna, nas ptivodni odhad feseni je
spravny, formélné polozime m = 0.

Pokud pro néjaké j plati A = \;, polozime m = m; (nisobnost doty¢ného charakteristického ¢isla) a ptivodni
odhad vynasobime ¢lenem n"*. Doporucuje se tuto mocninu roznasobit do polynomu.

e Uhodnuty tvar feSeni a,, = n"q(n)\" dosadime do levé strany rovnice (ve spravném tvaru), vytkneme A"
a zbytek zjednodusime do tvaru polynomu. Tento vystup porovname s pravou stranou b,. Méli bychom dostat
rovnost dvou polynomu stejného stupné, coz porovnanim koeficientti vede na soustavu rovnic. Jejim FeSenim
ziskdme hodnoty koeficientti polynomu ¢(n) a tim i partikularni feSeni.

c) Obecné Feseni dané tlohy je dano vztahem a,, = a, n + ap p-

oo

d d
Typicky zapis je a, = n"q(n)A" + 3 u;a; n, n > ng, poptipadé (nmq(n))\” + > u,;aim)
i=1 i=1

n=ngo

2. Pokud byly s rovnici zadany také pocatecni podminky, dosadime v téchto podminkach misto a; vzorec z obec-

ného feseni. Ziskame d rovnic pro d neznamych uq, ... ,uq. Tuto soustavu vytresime, ziskana u; dosadime do vzorce
pro obecné feSeni a dostaneme tak partikularni feSeni pro zadanou tlohu.
A

Neni tfeba doslovné dodrzovat formalni postup vcetné znaceni 1b a podobné, ale ¢tenar by si mél ujasnit, které
kroky je tfeba udélat a jak spolu souvisi. Strukturovany zapis zlepSuje Citelnost a snizuje pravdépodobnost chyby
z prehlédnuti, ke kterym je v tomto typu prikladu dostatek prilezitosti.

V celém procesu hraji zajimavou roli obé strany rovnice. Nejprve hleddme homogenni feseni. Zde pracujeme
Cisté s levou stranou rovnice, prava nema vliv. Pak sestavime zakladni podobu odhady feSeni. Tam pro zmeénu
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vychézime jen z pravé strany a levd nema vliv. Ve fazi korekce pak porovname povahu obou stran prostfednictvim

A

Sestaveni spravného tvaru feseni je klicové. Zakladni postup je jednoduchy. Geometrickou posloupnost zkopiru-

jeme, polynom zobecnime a doplnime pripadnou korekci.

Spravné chapani procesu mtizeme vyzkouset v nasledujici tabulce. Ve sloupcich jsou levé strany rovnic a v fadcich
napravo jsou pravé strany. Kazdé pole tabulky tak odpovida jedné rekurentni rovnici, naptiklad druhé pole zleva

v prvnim fadku odpovida rovnici a,42 — 3ap11 + 2a, = n2™.

Nejprve jsme pro kazdy sloupec urcili charakteristicka ¢isla rovnice, ktera jsou vzdy pro kazdy sloupec spolecné,
protoze nejsou ovlivnéna pravou stranou. Pak jsme pro kazdy fadek vytvorili zakladni odhad a vepsali jej do vSech
policek dotyéného Ffadku, protoze jej leva strana neovlivni. Také jsme do zahlavi fadktu doplnili klicovou konstantu

pravé strany A. Nakonec jsme v jednotlivych polickach doplnili zdkladni odhady o korekce.

Ap42 — 9a,, = Qp42 — 3an+1 + 2a, = Ap42 — 4an+1 +4a, = L=
pn=-33 | D=1 =2 (2x) =
(An + B)2" n(An + B)2" wint B | T
_ 2 n
n(An® + Bo+C)3" | (An 4 Bnt O3 | (An? 4 BntO)3" |7 \d a 13
An+ B n(An + B) An+ B :[in—_lf
— (—3)"
A(=3)" A(=3)" A(=3)" (
nA(-3) (—3) (=3) A= -3

Ctenai doufejme vidi, jak jednotlivé odhady vznikly. Zahrnuli jsme dilezité specifické piipady, kdy pravé strana

ma jen jednu slozku. Rozsahlejsi tabulku k nacviku nabizime ve cviceni 10b.1.

Existuji pravé strany, které jsou velice blizké kvazipolynomtim. Napiiklad b,, = n - 3" + 7 - 2" vypada hodné
jako kvazipolynom, ale tento vyraz nelze sjednotit pomoci jediného A\"”. Mame tam dva ruzné kvazipolynomy. Zde

pomiize princip, ktery je velice obecny a zase jej najdeme u vSech typt linedrnich rovnic.

!| vata 10b.9. (o superpozici)

Necht d € N, uvazujme funkce co(n),c1(n),... ,ci—1(n): Z — R.
oo

Jestlize posloupnost (a,)5Z,,,

d—1
fesi rovnici  apyq+ Y. ck(n)ansk = by, 1> ng
k=0

a posloupnost (a,)5%

d—1 .
no Y€1 rovnici  apia + Y ck(n)anir = bp, 1> no,
k=0

d—1 -
pak posloupnost (a, + @n)ps,, Fesi rovnici  anyq+ D cp(n)anyr = by +byn, 1 > ny.
k=0

Dtikaz je snadny a nechame jej jako cvic¢eni 10b.9.

V praxi tuto vétu pouzivame od konce: Mame Tesit rovnici s pravou stranou sestavajici ze dvou vyraziu. Véta
nam umozni vyFesit rovnici s kazdou slozkou pravé strany zvlast a pak jednotlivd feSeni spojit. Indukci se to da

snadno rozsifit na libovolny (kone¢ny) pocet s¢itanct na pravé strané.

1 Priklad 10b.l: Najdeme obecné feSeni rovnice ap42 —ay, =3-2" =12, n > 0.

Jde o linearni rekurentni rovnici s konstantnimi koeficienty, ktera je jiz zadana ve standardnim tvaru, nemusime

ji tedy upravovat. Pracuje s posloupnostmi (ay,),>0-

Aplikujeme standardni algoritmus. Homogenni feseni: a, 1o — a,, = 0 dava charakteristickou rovnici A2 — 1 = 0,

jsou tedy jednoduché charakteristicka ¢isla Ay = —1, Ay = 1 a obecné feseni ap, , = u-(—1)"+v-1"

n > 0.

= (71)nu+v’

Partikularni feSeni: Prava strana je uréena ¢lenem A\*. V nasi pravé strané b, = 3-2" —12 =3-2" —12-1" jsou
takové posloupnosti dvé rtizné, pouzijeme tedy vétu o superpozici a vyresime dvé jednodussi rovnice odpovidajici

rozkladu b, = 3-2" + (—12) - 1. Budeme pracovat paralelné.

rovnice: Apto2 — Gp =3 - 27 An42 — Gp = —12- 17
zékladni odhad: A2m Al" = A
A A=2# N2 A =1 = Ao, shoda > korekce
po korekei: apn, = A2" apn = An
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dosazeni: L= A2n+2 _ Aon = 342" £ 3. 9n L=A(n+2)— An=24 < —12
A=1 A=—6
feSeni: apy, =2" azn = —6n

Partikularni feSeni nasi rovnice ziskdme sectenim dvou ¢astecnych feSeni, tedy a, , = 2" — 6n.
Obecné Feseni je a, = 2" — 6n + (—1)"u +v, n > 0.

Existuje alternativni pristup, kdy nespojujeme az vysledna castecnd feSeni, ale uz ve fazi odhadu sloucime
¢astecné odhady do jednoho vyrazu, se kterym pak pracujeme najednou. Rozdilné geometrické posloupnosti pak
slouzi jako ukazatele, které vyrazy patii k sobé, vlastné se tak najednou provedou ony dva paralelni vypocty vyse.
Funguje to takto:

Odhad: Mame dva rtzné kvazipolynomy v pravé ¢asti.

Kvazipolynom 3 - 2": Zakladni odhad A2", diky A = 2 bez korekce.

Kvazipolynom —12: Zékladni odhad B (zde jsme pouzili jiné pismeno, abychom mohli vznikajici odhad pficist
k predchozimu), specialni lambda je zde A = 1, shoda s A2 (jednoduché charakteristické ¢islo), proto korekce n!,
tedy odhad Bn.

Spojime: Odhad feSeni je a, , = A2" + Bn. Dosadime do levé ztrany a zpracujeme:

L=ani2—a, = (A2""2 + B(n +2)) — (A2" + Bn)
— 449" + Bn + 2B — A2" — Bn = 342" + 2B = 3.9" — 12.

Porovname polynomy u 2™ a polynomy u 1", dostavame A = 1 a B = —6. Nalezli jsme partikularni feseni 2" — 6n.
obecné feseni dané rovnice je a, = 2" — 6n + (—1)"u+v, n > 0.

Bonus: Typicka asymptoticka rychlost ristu je a,, = ©(2™). V souboji polynomu a geometrickych posloupnosti
dominuji ty druhé, a mezi nimi rozhodne vétsi zaklad, Ze dominantni ve vyrazu je 2".

A

Osobné preferuji druhy pfistup, pak je t¥eba si hlidat, abychom tutéz (nezndmou) konstantu neboli pismeno
omylem nepouzili ve dvou ¢astech odhadu.

S Poznamka: Nékolik uziteénych pozorovani:

1. Rozklad pravé strany na komponenty 3 - 2" a (—12) - 1™ vedl na odhad ve tvaru A2" + Bn. Je mozné vidét
pravou stranu jako 3 - 2™ — 12 - 1" a dojit k odhadu tvaru feSeni A2™ — Bn. Je to také funkéni, konstanta B se
prizptisobi znaménku. U tohoto alternativniho odhadu bychom dostali B = 6 a nakonec stejné partikularni feSeni
apn = 2" — 6n.
2. Césti, které v pravé strané mame, jsou uréeny geometrickymi posloupnostmi neboli parametry \. Pokud maji
dva ¢leny stejné A, pak patii k sobé. Napiiklad prava strana b, = (2n — 2)3" — (=1)" + 15 - 3" se ma spravné
zpracovat jako b, = (2n 4 13)3"™ — (—1)". Zakladni tvar odhadu pak bude (An + B)3"™ + C(—1)", popfipadé
(An+ B)3" — C(—-1)™.

Pokud bychom vytvorili odhad na zdkladé ptavodni podoby b, dostali bychom (An + B)3"™ + C(—1)" + D3".
Maéame tam zbytecnou konstantu, coz posléze zplisobi, Ze budeme mit tii rovnice na ¢tyfi neznamé konstanty.

A

S 10b.10 Poznamka (troubleshooting): Pokud pouzijeme spravny odhad tvaru feseni, tak pocet neurc¢itych
koeficienti bude roven poc¢tu rovnic, které obdrzime. Existuji dva popularni problémy ve fazi uréovani konstant,
které nas varuji, ze jsme se v odhadu tvaru reseni zmylili.

o Nékteré cleny, které mame na pravé strané, chybi ve vystupu levé strany. Typicky zmizi cela geometricka
posloupnost, popfipadé u ni chybi nejvyssi mocnina. Toto je obvykle zptisobeno zapomenutou korekci.
e Na v§stupu L mame méné konstant, neZ bychom potiebovali pro zajisténi shody s pravou stranou. Casto je to
zpusobeno tim, Ze pfi vytvareni obecného polynomu ¢(n) byla vynechéna nékterd mocnina.
e Mame vice konstant, nez je rovnic. To byva zplisobeno nadmeérnou stédrosti pii vytvareni odhadu a obvykle to
vznika u slozenych pravych stran.
e Porovnanim vystupu L a pravé strany vznikla nefeSitelnd rovnice. Mohlo se stat, ze jsme odhad skladali z vice
slozek a omylem jsme stejné pismeno pouzili vicekrat.

Samoziejmé oblibenym zdrojem vsech téchto problémt je chyba pfi zjednodusovani vystupu levé strany. Vyplati
se nespéchat a omezit pocitani z hlavy. Co je na papife, to mozek vidi.

Pro aplnost pfidame chybu tykajici se homogenni etapy
e Pocatecni podminky nelze splnit

Typickym divodem je, ze madme v homogennim feSeni méné konstant, nez je potfeba. Zakladni pravidlo je, Ze
homogenni feseni musi mit tolik parametri, kolik je fad rovnice.

A
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Poznamka o resonanci: Forma linedrni rekurentni rovnice, kterou jsme zde zvolili (nezndmé nalevo, zndmé
napravo) se objevuje také u dalsich typtu rovnic a obvykle mé smysl nasledujici intepretace:

Leva strana rovnice, tedy pfidruzend homogenni rovnice, zachycuje vnitini usporadani zkoumaného systému.
Homogenni feseni tedy popisuje, jak se systém chova, pokud do néj nezasahujeme. Charakteristicka ¢isla ukazuji,
jaké mody chovani ma systém nejradéji.

Prava strana predstavuje vnéjsi zasah do systému. Partikularni feSeni tedy ukazuje odezvu systému na nase
zésahy. U linedrnich rovnic se pak celkové chovani systému skladéd z jeho vlastniho chovani plus odezvy systému,
viz véta 10a.5.

Metoda odhadu ukazuje, ze obvykle odezva systému odpovida tomu, jak do né€j zasahujeme. Pokud je prava
strana n2", systém odpovi chovanim (An + B)2", coz pro velka n roste zase jako n2". To ovSem za pfedpokladu,
Ze jsme se svym zasahem netrefili do toho, co ma systém rad.

Pokud mé nés zasah stejnou povahu jako to, co ma systém rad (neboli pokud se A\ pravé strany trefi do \ levé
strany), tak systém reaguje mnohem nadsenéji (odezva se nasobi ¢lenem n'). Takové situaci se Fikd resonance a
v aplikacich to muze vést k velkym komplikacim, tfeba kdyz oscilujici omezeny vliv b, = (—1)" vybudi odezvu
n(—1)", jejiz amplituda roste nade vSechny meze, napiiklad nad konstrukéni mez systému.

V inzenyrskych aplikacich (naptiklad stavebnictvi) se tak mimo jiné upravuji konstrukce tak, aby se jejich
vysledné A nemohly potkat s vnéjsSimi vlivy.

A

Nyni ukazeme nékolik zajimavych aplikaci.

Priklad 10b.m (pokracovéni 10a.c): Vratme se ke kralikim. Odhadli jsme, Ze poté, co se krélici deset let
nerusend mnozili, jich v roce 1869 bylo cca 24 - 10°. Podivdme se na dva scénafe. Oznac¢me jako a,, pocet kralikii
n let po roce 1869, a to v milionech (usetfime Sest nul). Mame ag = 24.
a) Pokud by se kralici nerusené mnozili dal, pak by jejich populace zase spliiovala rovnici a,+1; = 4a, neboli
Gn+1 — 4a, = 0 a pocateéni podminku ag = 24.

Tato homogenni rovnice mé charakteristické ¢islo A\ = 4 a obecné feseni a,, = u - 4", poc¢ateéni podminka pak
dava a,, = 24 -4".

b) Druhy scénéi vyuziva informaci, Ze se stiilelo 2-106 kréalikt ro¢né. Miizeme to interpretovat tak, Ze je vystfilime

na konci roku, coz dava upraveny vztah a,i11 = 4a, — 2, tedy an4+1 — 4a, = —2, zase s pocatecni podminkou
ag = 24.

Ve scénaii a) jsme nasli feseni aj, , = 4™ u pfidruzené homogenni rovnice. Partikularni feseni: Pro pravou stranu
—2 = —2-1" je zdkladni odhad a,, = A, ktery neni tfeba dale upravovat, protoze ¢islo A = 1 pravé strany se

neshoduje s A = 4 levé strany. Dosadime a zpracujeme:

L=ap1—4a, =A—4A= 345 -2 — A=2
Maéame tedy obecné feseni nasi rovnice ve tvaru a, = % + 4™u. Kdyz pouzijeme pocateéni podminku ag = 24,
dostaneme % +u =24, tedy u =23 + %

Druhy scénéi dava rtst populace a,, = % + (23 + %)4” Vidime, zZe populace roste pomaleji, ale potad rychlosti
geometrické posloupnosti 4", takze k néjaké zasadnéjsi zméné nedoslo.

Uvazujme obecny piipad, kdy kazdy rok nastane ubytek znaceny tradiéné H (jako harvesting, sklizime kréliky).
Resime tedy rovnici a, ;1 —4a, = —H s podminkou ay = 24. Stejnym postupem dostaneme a,, = % + (24— g)4”
Jaka hodnota H zaruéi, ze pocet kraliki neporoste exponencialné? To se musi vynulovat konstanta pred 4", tedy
museli bychom na konci kazdého roku snist 72 milionti kralikt. To je dost. Mozna vas napadne, Ze chyba je v tom,
Ze je stiilime az na konci roku, kdyz se rozmnozi. Bohuzel si ¢lovék nepomtize ani stfilenim tieba hned na zacatku
roku. Pak je spravna rovnice déna a,+1 = 4(a, — H) = 4a,, — 4H, je to tedy vlastné ptvodni piiklad, jen se
efekt H ctyrikrat zveétsi. Na zabranéni geometrického ristu by bylo proto tifeba st¥ilet minimalné % = 18 miliéni
rocneé, coz je porad nerealistické.

N

metod boje proti skudcim.

— Poznamka: Problém s tim, kdy kraliky strilime, se da feSit tak, Ze pracujeme s mensSimi ¢asovymi intervaly.
Mizeme naptiklad uvazovat stav po tydnech b,,, dosta&vame pak rovnici b,+1 = Kb, — H, kde H je hodnota
tydenniho odstfelu a K je konstanta prirozené mnozivosti, kterd samoziejmé souvisi s tou ctyikou za rok.
Pokud bychom nestiileli, bylo by za 52 tydnti K°2 krat vice kraliki, proto musi platit K52 = 4. Odtud jiz K
snadno uréime, rovnici lze vyfesit a ro¢ni stavy dostaneme jednoduchym pfevodem a,, = bsa,. Tento model je
jiz mnohem realisti¢téjsi. Lze dokonce pocitat i stav po dnech, pak uz je ale lep$i prejit rovnou na diferencialni
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rovnice, kdy méfime ¢as na realné ose, ¢imz se dostavame mimo oblast diskrétni matematiky, toto je hajemstvi
« matematiky spojité neboli matematické analyzy.
A

Poznamka: Onen prvni model neomezeného rustu kraliki dany vztahem a,; = Ka, je docela popularni.
Rika se mu exponencialni model, protoze vede na feseni a, = ag - €)™, Obvykle je nepiesny kvili velkému
zjednoduseni popisované situace, jeho vyhodou je jednoduchost, diky které nabizi rychly orienta¢ni nahled, coz
byva velice uzitecné. Nékteré popularni situace:

e Mate na u¢té ag = C penéz, kazdy rok se vam to zroéi hodnotou r procent. Pak vyvoj financi popisuje (dokonce
presné) vztah a,41 = (1 + ﬁ)an.

e Mate-li na zacatku kolonii ag = C bakterii v Petriho misce, pak jejich pocet po jednotlivych hodinach je dan
vztahem a,+1 = Ka,. Vysledna exponencidla vykazuje dobrou shodu s realitou, dokud neni pocet natolik velky,
ze baktérie zatnou soupefit o zdroje zivin.

e Totéz lze tici o libovolné populaci, ktera se volné mnozi, neuziraji z ni predatoii a ma dostatek zdrojt. I lidstvo
se tak jeden ¢as mnozilo.

e Kdyz se rozpadne atom uranu 235, vypusti dva neutrony. Kdyz neutron vhodné vleti do dalsiho atomu uranu,
ten se rozpadne a vypusti dva neutrony. Pocet rozpadlych jader po n krocich je dan a,41 = 2a,, coz vede na 2™
a 1tika se tomu jaderny vybuch. Ve skutecnosti je pocet vypusténych neutronti proménny, udava se v primeéru
okolo 2.5, ale ten nésobici faktor v rovnici byva mensi, protoze urcité procento neutrond se netrefi do dalsiho
atomu a uleti bez uzitku pry¢. V jadernych elektrarnach se toto snazi podporovat, dokonce neutrony i lapaji.
Tento priklad je samoziejmé zjednoduseny, ale vystihuje podstatu.

e Radioaktivni prvky funguji tak, Ze se jednotlivé atomy neustile ndhodné rozhoduji, zda se rozpadnou nebo
ne. Jestlize mame a,, atomt, tak se z nich béhem sekundy urcité procento p rozpadne, takze pak uz jich mame
Gnt1 = (1 — %O)an. Vede to na feseni a, = c(l — %)n, které plati i pro hmotnost ¢i hustotu zastoupeni
v jiném materialu a velice dobfe odpovida redlnému stavu (vétsinou se ale zase pracuje se spojitym ¢asem a vyjde
exponenciéla ce*). Na tomto vzorci je mimo jiné zaloZena metoda méfeni staif organickych latek ve vykopavkach.

A

Priklad 10b.n: V kapitole o indukci jsme dokazovali rozlicné souctové vzorce (viz napf. cvideni 7a.3), ale
poznamenali jsme, Ze na to, abychom dokéazali indukei jejich spravnost, je musime odnékud ziskat. Jedna moznost
byla naznacena v dikazu véty 8c.6, zde ukdzeme dalsi.

n

Najdeme vzorec pro » k=14+2+---+n.
k=1

n
Hledanou hodnotu oznacime s, = > k. Pak plati rekurentni vztah s,,11 = s, + (n + 1), mame tedy rovnici
k=1
Sp+1 — Sn =n + 1 pro n > 1, evidentné plati pocatecni podminka s; = 1.

Tuto tlohu vyfesime standardnim zptsobem. Nejprve najdeme obecné feseni pridruzené homogenni rovnice
Sn+1 — Spn = 0. Charakteristickd rovnice A — 1 = 0 dava charakteristické ¢islo A = 1 a konstantni posloupnost
Shn =u-1" =u, n > 1 jako obecné feseni homogenni rovnice.

Ted najdeme jedno partikularni feSeni. Prava strana je kvazipolynomidlni, n + 1 = (n + 1)1™, proto lze pouzit
metodu odhadu. Zde je specialni ¢islo A = 1 také charakteristickym ¢islem (jednoduchym), méme tedy korekéni
faktor a odhadneme feseni s, ,, = nt(An+ B)1™ = An? 4+ Bn. Dosadime do fesené rovnice, upravime na polynom
a porovname koeficienty:

L=8ps1—sn=(An+1)2+Bn+1))— (An®+ Bn) = 2An+ (A+ B) = n +1
— 2A=1, A+B=1= A=B=3.
Méme tedy partikuldrni feSeni s, , = %nQ + %n a obecné feseni a, = %nQ + %n +u, n > 1. Ted jesté najdeme
hodnotu u tak, aby tato posloupnost spliovala poc¢atecni podminku:
81:%+%+u:1 = u=0.

n(n+1)
2

Vychézi s, = %n2 + %n = , COZ je onen zndmy vzorec.

n

Nyni zvolme mocninu a a uvazujme soucty s, = >, k* = 1%+ 2%+ --. + n®. Tentokrite nebudeme chtit presny
k=1

vzorec, ale asymptotickou rychlost ristu s,,.

Prepiseme do podoby rekurentni rovnice:
Spt1 —Spn=(n+1)* n>1
S1 = 1.

Homogenni rovnice ziistdva stejnd, proto A =1 a 55, = u.
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Partikuldrni feseni: Prava strana je polynom stupné a, vzhledem k nutnému korekénimu faktoru bude tedy odhad
tvaru feseni s, , = n(An® + Bn®~ ! +...).

Protoze nas zajima jen asymptotickd rychlost rtistu, nemusime jiz déle fesit. Obecné feseni bude ve tvaru
sp = An%t + Bn® 4 ... 4 u, tedy s, = O(n21).

Pokud bychom chtéli pfesnéjsi odhad, mizeme do L dosadit a zkoumat jen osud mocniny n®. Zjistime, ze
A= a%rl Mizeme tedy odhadovat, Ze

1a+2“+---+n“~ina.
a+1

Je to velmi dobry odhad a podobnost se vzorcem pro integral % neni ndhodna.

A

Priklad 10b.o: Zde se podivame, jakd je vypodetni naro¢nost rtiznych postupt pro vypocet determinantu
matice o rozmeéru n X n.

1. Podle definice se maji s¢itat souciny typu air(1) - Gar(2) " Gnr(n), kde suma jde pfes vSechny permutace m
mnoziny (1,2,...,n). Téchto permutaci je n! a jeden takovy soucin stoji m — 1 nasobeni plus jedno pficteni
k ostatnim, tedy vypocet determinantu podle definice vyzaduje celkem n - n! operaci, a to jsme jesté nezapocitali
vytvareni téch premutaci. Jde tedy o zcela neperspektivni zptiisob, jakmile se mohou objevit trochu vétsi matice.
My takto pocitame determinanty 2 x 2 a 3 x 3 tuzkou na papife, kdy to jesté jde.

2. Pro trochu vétsi matice se s oblibou pouziva rozvoj podle fadku ¢i sloupce, ktery je pripadné opakovéan, dokud
se nedojde k malym determinanttim. Byla by tato metoda dobrym vychodiskem pro algoritmus?

Necht a,, je pocet operaci pii pocitani determinantu rozvojem podle prvniho sloupce, je-li velikost matice n X n.
Kolik operaci vyzaduje spocitat takto determinant matice (n +1) x (n +1)?

Nejprve musime spocitat (n+1) dopliikovych determinanti, které maji o jedno mensi velikost, takze pokud na to
opét pujdeme rozvojem, tak potfebujeme (n + 1) - a,, operaci. Kazdy dopliikovy determinant pak potfebujeme
vynasobit pfislusnym ¢islem prvniho sloupce a vysledky stfidavé pri¢itat a odéitat, coz je dalsich (n + 1) +n
operaci.

Dostavame rovnici a,+1 = (n+1)-a, +2n+1, n > 1 a pro matici 1 x 1 mame a; = 0, coz je poc¢ateéni podminka.

Kdyz to pfepiSeme, mame a1 — (n+ 1)a, = 2n + 1, coz je sice krasnd linedrni rekurentni rovnice, ale bohuzel
nemd konstantni koeficienty, takze jsme se ji vyreSit nenaudili. To ale nakonec nebude tak velky problém, my ted
totiz ukézeme, ze i tento algoritmus je natolik narocny, ze nés nebude zajimat.

Dokazeme indukci, ze kazdé feSeni a,, této rovnice splnuje a,, > n! — 1.

(0)ag =0>1-1=1!-1, v poradku.

(1) Dano n > 1. Predpoklddejme, ze a,, > n! — 1. Pak

any1 =M+ Da, +2n+1>nm+1)Rn!I—1)+n+1l=Mn+1)n!—14+1)=n+1)n!>n+1)!—1.
Oproti vypoctu podle definice jsme si tedy moc nepolepsili a jako obecnad metoda to neni vhodny napad, nicméné
stoji za zminku, Ze pokud dopfedu vime, Zze hodné ¢lend matice je nulovych, pak se naroc¢nost prudce snizuje
a rozvo] podle sloupce/fadku se stava zajimavou volbou, viz cviceni 10b.8.

3. V praxi se pouziva jiny postup. Nejprve matici fadkovou eliminaci upravime na horni trojuhelnikovy tvar,
a poté vynasobime prvky diagonaly za levnych n — 1 operaci. Kolik nas ale bude stat radkova eliminace?

Oznacme jako d,, pocet operaci nutnych k prevedeni matice n X n na horni trojuhelnikovy tvar. Z praktického
pohledu nas zajimaji jen s¢itani a nasobeni, protoZze pripadné vymeény radka pii pivotovani jsou z pocitacového
pohledu skoro zdarma. Budeme tedy piedpokladat, ze pfi zpracovavani urcitého sloupce uz je na spravném misté
nenulovy pivot.

Vezméme matici (n + 1) x (n + 1) a podivejme se na prvni sloupec. Potfebujeme vyrobit nuly v n fadcich pod
pivotem. Pro kazdy fadek si nejprve zjistime délenim (1 operace), kolikrat je tfeba z néj odebrat pivotovaci fadek,
aby vznikla nula. Tu pak vytvorime a je tfeba zjistit, jaké budou nové polozky v dalSich n sloupcich upravovaného
radku. Kazda polozka vyzaduje vynasobit prislusny prvek pivotniho fadku a odecist, tedy dvé operace. Celkem
potifebujeme udélat 1+ 2n operaci na kazdy fadek. Po n - (14 2n) operacich jsme tak vynulovali vSe pod pivotem
v prvinim sloupci a nyni je potfeba pfevést na trojihelnikovy tvar pravou dolni podmatici o rozméru n X n, coz
vyzaduje d,, operaci.

Dostavame rovnici d, 41 = dp+2n%4+n,n > 1, opét d; = 1. Piepis dpt1—dp = 2n?+n ukazuje na charakteristické
¢islo A = 1 a homogenni feSeni dj, ,, = u.

Pravéa strana je kvadraticky polynom a ma konstantu A = 1, ktera se shoduje s charakteristickym ¢islem Po ko-
rekci tedy méame odhad tvaru feseni d,, ,, = n(An? + Bn + C) = An® + Bn? + Cn.
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Miizeme tedy konstatovat, ze fadkova eliminace matice vyzaduje asymptoticky n> operaci. Ve srovnani s tim pak
vypocet determinantu nasobenim diagonaly vyzaduje zanedbatelnych n — 1 operaci. Vychéazi nam, ze vypocetni
naroc¢nost nalezeni determinantu eliminaci je f4dové n3, coz je vyrazné méné nez predchozi piistupy.

Protoze Gaussova eliminace je dtlezitd metoda, podivame se na jeji vypocetni naro¢nost podrobnéji.

L=dps1 —dy=(An+1)>+B(n+1)*>+C(n+1)) — (An® + Bn? + Cn)
= An3 4+ A3n® + A3n+ A+ Bn?> + B2n+ B+ Cn +C — An® — Bn® — Cn

= (34)n% + (3BA+2B)n+ (A+ B+C) = 2n% +n.

Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin na levé a pravé strané vidime, ze A = %, ostatni ¢leny nejsou pro velka
n dulezité.
Zavér: Vypocetni narocnost Gaussovy eliminace je priblizné %n3.

JAN

Priklad 10b.p: Mame k dispozici dva rizné signaly lisici se délkou (pipnuti, t¥eba jako u Morseovky), jeden
trvad 1 ms (milisekunda), druhy 2 ms. Kolik riznych zprav se dé poslat za n ms?

Toto je kombinatoricka tiloha, kterymi se zabyvame v kapitole 11b, je to tedy jakasi upoutavka na to, co prijde,
a zaroven pripominka, ze v doty¢né kapitole ¢tenar najde dalsi priklady s rekurentnimi vztahy.

Oznaéme jako a, pocet ruznych zprav, které lze vyslat za n milisekund. Uvazujme mnozinu vSech takovych
zprév. Tato mnozina se da rozdélit na dvé ¢asti podle toho, jestli ve zpravé je jako posledni kratky ¢i dlouhy
signal. Pocet zprav, které konc¢i kratkym signalem, je stejny, jako pocet zprav o délce n — 1. Pocet zprav, které
kon¢i dlouhym signalem, je stejny jako pocet zprav o délce n — 2. Dostavame tedy rovnici a,, = a,—1 + a,—_2 pro
n > 2. Je to zase Fibonacciho vztah!

Jaké jsou pocateéni podminky? Je jen jedna zprava dlouhd 1 ms, a; = 1, zato do dvou ms se vejde bud jeden
dlouhy signal nebo dva kratké, tedy dvé rizné zpravy, as = 2.

Kdyz rovnici upravime, @42 — @nt1 — an = 0, dostdvame homogenni linedrni rovnici 2. fadu s konstantnimi
koeficienty, kterou fesime jako v ptikladé 10b.d. Dostavame obecné feseni a,, = u(H—Z\/g)n+1 + U(I_T\/g)nﬂ.

(s s . [ . . SV 1 _ 1
Pocateéni podminky nam pak daji hledané partikularni feseni a,, = % ( 1+2\/g)n+ — % ( L 2\/5)“+

posunutd Fibonacciho posloupost, a,, = F,,+1. Pro ilustraci, je mozné vyslat tfeba 89 rtiznych zprav béhem 10 ms
a 987 ruznych zprav béhem 15 ms.

A

. Je to vlastné

Tim kon¢i kapitola o linearnich rekurentnich rovnicich. Nakonec jesté jedna nepovind poznamka.

— Tyka se zadsadniho problému, Ze nase krasné metody jsou k ni¢emu, pokud prava strana neni kvazipolynom,
a dokonce ani homogenni rovnici neumime vyftesit, pokud nejsou koeficienty rovnice konstantni. Touto pro-
blematikou se zabyvaji pokrocilé teorie, my zde ukazeme dva piipady, kdy se daji pomoci chytrého pifevodu
pouzit nase metody.

a) Pokud se v rekurentnim vztahu jen nasobi/déli, pak se d& rovnice pfevést na linedrni pomoci logaritmu.

Ukazeme to na ptikladé.
3
Maéame rovnici a,4+1 = ag” . Po jejim zlogaritmovani dostavame In(a,+1) = 31n(a,) — 2In(a,—1). Kdyz

ozna¢ime b, = In(a,), dostgvélmme rovnici b, 1 = 3b, — 2b,,_1 neboli by, 12 — 3b, 1 + 2b, = 0. Charakteristicka

rovnice A2 — 3\ 4+ 2 = 0 dava A\ = 1,2 a Tedeni b, = ul”™ + v2". Pak a, = eP» = e"+2"v = ¢u . (e¥)2".

b) Zde se podivame, co se da délat s linedrni rekurentni rovnici 1. fadu, pokud nemé konstantni koeficienty.
Uvazujme nésledujici rekurentni vztah: f(n)a,+1 + g(n)a, = h(n).

Vytvorime funkce Q(n) = FfE) fln—1) 7 vSimnéte si, Ze Q(n +1) = Q(n)(f(n) Kdyz pouzi-

9(1)g(2) -~ g(n —1)g(n g(n+1)
jeme substituci b, = g(n)Q(n)a, neboli dosazujeme do rovnice a,, = S0 ) ) tak mame
bn, by, b,
f(n) = +9(n)—— 7~ = h(n) = bn+1 ( )9 ( ) + = h(n)

g(n+1)Q(n+1) 9(n)Q(n)
= bpt1 + b, = Q(n)h(n).
Dostavame tedy linedrni rekurentni rovnici s konstantnimi koeficienty, kterou pfi trose stésti (kdyz vyjde prava

strana kvazipolynomiélni) dokézeme vyfesit. Dokonce lze napsat obecny vzorec. Jestlize za¢neme pocéateéni
hodnotou b; = —C, pak by = Q(1)h(1) + C, b3 = Q(2)h(2) — Q(1)h(1) — C atd., indukci ukazeme vztah
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(1€ = T (-1 Q)
g(n)Q(n)

Bohuzel, mira nutného $tésti je docela vysoka, naptiklad rovnice a, 1 —(n+1)a, = n+1, kterou jsme dostali
v prikladé 10b.o, dava f(n) = 1, g(n) = —(n + 1), h(n) = n + 1, odtud Q(n) = =" a dostavame rovnici

- (n+1)!
(=™ o s . ) " . , o S
bpt1 + by = ~—;—. Tim jsme skondili, kvazipolynom na pravé strané neni a obecny souctovy vzorec vyse nam

+ také k pfesnému feSeni v uzavieném tvaru nepomize.

n—1
by, = (=1)"C — Y (—=1)"**Q(i)h(i). Substituéni rovnice pak dava a,, =
i=1

Cviceni
Cviceni 10b.1 (rutinni): Kazdé prazdné pole tabulky reprezentuje rekurentni rovnici, jejiz levou stranu najdete

v zadhlavi sloupce a pravou stranu napravo v oznaceni Ffadku. Napiiklad prvni pole druhého (préazdného) fadku
dava rovnici ayn42 — 4an,4+1 + 3a, = (—1)™.

Pro kazdé pole najdéte odhad tvaru partikularniho feseni (obecny, s konstantami A, B, ..., nemusite to dal fesit).
ant2 — 4ant1 + 3an = | a0 — 4a, = | apnyo + 2ap11 +an =| [ =
[A=1,3] [A=-2,2] [A=-1 (2x)] /: b,
=13-2"
(A =2]
= 1
(A= —1]
=(n—-2)3"
(A =3]
=n?-1
A =1]
=2"—-2n-(—1)"
[A=2,-1]
=1—(-2)"
A=1,-2]

Cviceni 10b.2 (rutinni): Najdéte obecna FeSeni nésledujicich rovnic:

a) apto — 6an4+1 + 8a, =0, n > 0;
) pto —4a, =0, n > 1;
) Upy2 + Apy1 — 2a, =0, n > 25
) ant2 — 6an+1 + 9a, =0, n > —2;
e) apy2 +9a, =0, n > 0;
f) Apy3 — 20p42 — Gyl + 20, =0, n 2> 1

g) anto —a, = 18n2", n > 0;

h) ango + 2an11 — 3an = (5n + 12)27, n > 0;

i) anto —4apt1 +4a, =13-3" =3, n > 1;

.]) Gn41 = Ap + 2an—1 +3-2" -2 (_2)717 n 2 27
k) apys + 3an2 —4a, =16-2"+9, n > 0;

D) apy1 =apn-1+n—1,n>2.

Cviceni 10b.3 (rutinni, zkouskové): Najdéte feseni nasledujicich uloh s poc¢ateénimi podminkami.
Pro obecné feSeni urcete typickou asymptotickou rychlost ristu.

a) apy1 = 2ap, —ap—1 —4-(—=1)", n>0; poé. podm. a_1 =0, ag = 2;

b) ani1 =6an_1 —an, +7—4n —5-2" n > 3; poc. podm. ay = —12, az = 57;

C) pta — an = (8n +18)3" — 6, n > 1; poé. podm. a; = 13, ay = 25;

d) ani1 = 4a, —5an-1 + 242 — 12 (=1)", n > 2; poé. podm. ag =2, a3 =0, ag = 3;

e) apy2 +4a, =0, n > 0; poé¢, podm. ag =0, a1 = 1;

f) any2 +2an+1 —3a, =5-2"+ 8, n > 1; poé. podm. a; =5, az = 9;

g) ant1 = ap +4an_1 —4an_—o2+ (6n—7)(=1)", n > 2; po¢. podm. ap =2, a1 =4, a3 =7.

Cviceni 10b.4 (rutinni, dobré): Uvazujte funkce dané nasledujicimi rekurentnimi rovnicemi. Pro kazdou z nich
uréete asympotickou rychlost ristu (viz znaceni © z kapitoly 8d) pomoci metod z této kapitoly, ale bez toho,
abyste funkce opravdu pocitali.

Néapovéda: druha c¢ast prikladu 10b.n.

a) f(n+1)=2f(n) + 2n; d) f(n+1)=4f(n) —3f(n—1)+n2";

b) f(n+1) = f(n) + 2n; e) f(n+1)=4f(n) —3f(n—1)+ 3™

c) f(n+1)=4f(n) —3f(n—1)+ 2n; f) fin+1)=4f(n) —3f(n—1) +4™.

Cviceni 10b.5 (rutinni, *dobré): Najdéte pomoci rekurentnich vztahti explicitni vzorce v uzavieném tvaru pro
nasledujici sumy:

n
a)1+4+74+104+---4+Bn+1)= > (3k+1);
k=0 k=1

n
Q) 14346410+ .- 4 nlntl) — v~ kil
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D) 1+ A+ A2+ 4+ A" = > A pro X #1; A)*12+32+-+(2n+1)2 = (2k+1)2

k=0 k=0
Cviceni 10b.6 (poucné): Nastupni plat je 20,000. Ve smlouvé je kazdoro¢ni zvysSeni platu o 5 procent kvili
inflaci plus zvysSeni o vérnostni ¢astku 1000. Kolik je plat po n letech?

Cviceni 10b.7 (poucné): Vezmeme si hypotéku H korun. Je tro¢ena mési¢éné tirokem r procent, na konci mésice
se plati splatka S. Necht H (k) je dluzné ¢astka po k mésicich splaceni.

a) Najdéte rekurentni vztah pro H(k), uréete pocateéni podminku a vzniklou tlohu vyfeste.

b) Urcete dluznou ¢astku po 2 letech, jsou-li tdaje H = 3-10% r = 0.5 (tedy piil procenta za mésic), S = 13000.
Kolik je ro¢ni trokova mira?

c) Najdéte obecny vzorec, jak vysokd musi byt splatka S, aby dluzna ¢astka ubyvala.

Cviceni 10b.8 (dobré, poucné): Necht A, je matice dand a;; = 2 pro vSechna i, a;; = 1 pro |i — j| = 1
a a;; = 0 jinak (tedy 2 na diagonale, 1 v mistech hned vedle diagonaly a 0 jinde). Najdéte rekurentni vzorec pro
d, = det(A,,).

Napovéda: Rozvoj dle prvniho sloupce, jaké podmatice vzniknou?

d—1
Cviceni 10b.9 (rutinni, poucny): Dokazte, ze kdyz posloupnost (a,)n>,,, Fesi rovnici a,iq + > crnir = by
k=0
d—1 B
a posloupnost (Gn )5, fesi rovnici ayqa + Y Cranyr = by (stejnd leva strana), pak posloupnost (a, + @n)pey,
k=0
d—1 _
fesi rovnici aptqg + Y. Ck@nir = by + by
k=0
Reseni:
10b.1:
Ap+2 — 4an+1 + 3CLn = Ap+2 — 46Ln = An4-2 + 2an+l + an = L=
A =1,3] A= -2,2] A= —1(2x)] /:bn
=13.2"
A2m An2" A2m
i A=2
A(=1)" A(=1)" 2A(-1) = (="
(1) (1) nA(-1) S
n(An + B)3" (An + B)3" (An + B)3n :[ i”_‘g?) 3"
— 2
n(An? + Bn + C) (An? 4+ Bn + O) (An%? + Bn + C) _[;\l B 1]1
A2" 1 (Bn+ C)(—1)" | nA2" + (Bn + O)(—1)" | A2" + n?(Bn + C)(~1)" :[in_;” '1](1)”
nA + B(~2)" A+ nB(—2) A+ B(=2)" :[i :<1—2>2’;

A=2)(A—4)=0, a, =2"u+4"v, n > 0. b) (A—=2)(A+2) =0, a, =2"u+ (—2)"v, n > 1.
A=1)=0,a, =u+(—-2)"v, n>2. d) (A =3)2=0, a, = un3" +v3", n > —2.

)X+ 3i) =0, a, =u3"cos(ng) +v3"sin(nf), n > 0.

A+1)(A=2)=0,a, =u+ (—1)"v+2"w, n > 1.

g) A—1)(A+1) =0, ap, = u+ (—1)"v; odhad a, = (An + B)2", a,, = (6n — 16)2" + u + (—1)"v, n > 0.

h) A—=1)(A+3) =0, apn = u+ (=3)"v; odhad a,, = (An + B)2", a,, = n2" + u + (—3)"v, n > 0.

i) (A —2)2=0, ap, = n2"u + 2"v; odhad a,, = A3" + B, a,, = 13- 3" — 3 + n2"u + 2"v, n > 1.

j) pfepis: apyo — api1 — 20y, = 6-2" +4-(=2)", n > 1. A =2)(A+1) =0, ap, = 2"u + (—1)"v; odhad
an =ntA2" + B(=2)", a, = n2" + (=2)" + 2"u + (—1)"v, n > 1.

k) A=1)(A+2)? =0, ann = ut(—2)"v+n(—2)"w; odhad a, = A2"+n'B, a, = n+2" +u+(—2)"v+n(—2)"w,
n > 0.

1) pfepis: apt2 —ap =n =n-1",n>1, A=1)(A+1) =0, ar, = u+ (—1)"v; odhad a, = n(An + B),
an =3in? — In+u+(-1)"v,n > 0.

10b.3: a) prepis: api2 — 2ap41 +a, =4-(—1)", n > —1; (A—1)2 =0, ap,, = u+nv; odhad a,,, = A(—1)", a, =
(=1)"4+u+nv,n > —1; as. rust: a, = O(n); po¢. podm. davajia,, = (—1)"+1,n > —1,jeto (0,2,0,2,0,2,0,2,...).
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b) pfepis: apt2 + apnt1 — 6a, = 3 —4n+10-2", n > 2; (A —2)(A+3) = 0, an, = 2"u + (—3)"v; odhad
apn = An+ B+ Cn2", ap, = n+ 3 —n2" 4+ 2"u + (—3)"v, n > 1; as. rust: a,, = O((—3)"); po¢. podm. davaji
an =n+3—n2"4+3-2" —2(=3)", n>2.

c) A\—=1)(A+1) =0, apn = u+ (—1)"v; odhad ap,,, = (An + B)3" + Cn, a,, = n3" —3n +u+ (—1)"v, n > 1;
as. rust: a,, = ©(n3"); po¢. podm. davaji a,, = n3" —3n+ 13, n > 1.

d): piepis: an43—4an12+5a,11—2a, = —12-(=1)", n > 0; A—=1)2(A—2) = 0; a, = u+nv+2"w, n > 0; odhad
apn =A(-1)", ap = (—1)" + u+nv+2"w, n > 05 as. rist: a, = O(2"); po¢. podm. davaji a, = (—1)" +2" —n,
n > 0.

e) (A=2i)(A+2i) =0, a, = u2" cos(n})+v2"sin(ng), n > 0; as. rst: vyraz nema jednoduchou tendenci, kombi-

nuje dva porovnatelné omezené vzorce; po¢. podm. davaji a,, = 2"~ ! sin(ng), n > 0,jeto (0,1,0,—4,0,16,0,—64,0, ..

f) A=1)(A+3) =0, ann = u+ (—3)"v; odhad a,,, = A2" + n' B, a, = 2" + 2n + u + (—3)"v, n > 1; as. riist:
an = O((—3)"); po¢. podm. dévaji a, = 2" +2n+ 1, n > 1.

g) prepis: ap4+3 — anyo — 4ant1 +4a, = (6n+5)(=1)", n >0; (A —=1)(A—=2)(A+2) =0,

apn =u+2"v + (—2)"w; odhad a,, = (An+ B)(-1)", ap, = (n+ 1)(—=1)" + u + 2"v + (=2)"w, n > 0; as. rist:
nemd jednoduchou tendenci, nelze rozhodnout dominanci mezi stejné rychle rostoucimi 2" a (—2)"; poé¢. podm.
davaji a, = (n+1)(=1)" + 2"+ — (=2)", n > 0.

10b.4: a) char. ¢isla: A = 2, proto hom. fes. f(n) = 2"u. Odhad pravé strany: f(n) = An+ B, proto obecné feseni
bude tvaru f(n) = 2" + An + B. Protoze An + B = 0(2"), bude f(n) = ©(2").

b) char. éisla: A = 1, proto hom. fes. f(n) = u. Odhad pravé strany: f(n) = n(An + B), proto obecné feseni bude
tvaru f(n) = u+ An? + Bn. Mame f(n) = ©(n?).

c) char. ¢isla: A = 1,3, proto hom. fes. f(n) = u + 3"v. Odhad pravé strany: f(n) = n(An + B), proto obecné
feSeni bude tvaru f(n) = u + 3"v + An? + Bn. Protoze An? + Bn +u = (3"), bude f(n) = ©(3").

d) char. éisla: A = 1,3, proto hom. fes. f(n) = u + 3"v. Odhad pravé strany: f(n) = (An + B)2", proto obecné
feseni bude tvaru f(n) = u+ 3"v + (An + B)2". Protoze An2" + B2" + u = 0(3"), bude f(n) = ©(3").

e) char. ¢isla: A = 1,3, proto hom. fes. f(n) = u + 3"v. Odhad pravé strany: f(n) = An 3™, proto obecné FeSeni
bude tvaru f(n) = u+ 3"v + An3"™. Mame f(n) = ©(n3").

f) char. ¢isla: A = 1,3, proto hom. fes. f(n) = u + 3"v. Odhad pravé strany: f(n) = A - 4", proto obecné FeSeni
bude tvaru f(n) =u+ 3"v + A-4". Protoze 3" + u = (4"), bude f(n) = 0(4").

10b.5: a) s,41 = s, + (3n+4) a so = 1; spn = u, odhad s, = n(An + B) = An? + Bn, po dosazeni A = %,

n+1)(3n+2
B=3, (n+1)(3n+2)

b) spi1 = 8n + A"l a sy =1; 55, = u, odhad pro s,11 —s, = A- A" aX#1jes, = ANF| po dosazeni A = ﬁ,

Sp = %n2 + gn + u. Po¢. podm. dd u=1, s, =

1 1\
=17 Y

C) Spt1 = Sn + % a sy = 1; sp, = u, odhad s, = n(An? + Bn + C) = An3 + Bn? + Cn, po dosazeni

A:%,B:%,C:%,sn— =n +1n + n+u Poé¢. podm. da u =0, s, —M

d) sp41 = sn+(2n+3)2 a sy =1; sh n = u odhad s,, = n(An? +Bn+C) An? +Bn +Cn, po dosazeni A =

B=4,C=13, s, =3n+4n? + In+u. Po¢. podm. dd u =1, s, (n+1)(2”;1)(2”+3).

10b.6: P(n + 1) — 1.05 - P(n) + 1000, P(0) = 20000.

Homogenni: P(n + 1) —1.05- P(n) =0, A = 1.05, P,(n) = (1.05)"u

Odhad kvazipolynomiélni pravé strany: P(n) = A, dosadit, —0.05A4 = 1000, A = —20000, proto

P(n) = u(1.05)" — 20000. Poé. podminka d4 40000 = . Proto P(n) = 40000 - (1.05)" — 20000.

10b.7: a) H(k+1) = (14 155)H (k) — S, H(0) = H; ozna¢me R =1+ 155.

Homogenni: H(k + 1) — RH(k) = 0, A = R, Hy,(k) = uR*. Toto popisuje riist dluhu bez splatek.

Odhad kvazipolynomialni pravé strany: H(k) = A, dosadit, (1—R)A = =S, A = 21 = 1995 H(k) = uRF 4 1005

Po¢. podminka: H — 195 = 4. Proto H (k) = (H — 12%2) (1 + ﬁ)k + 1005
b) H(k + 1) — 1.005H (k) = 15000, H(0) = 3000000;
Kdyby se nic nesplacelo, byla by dluzné ¢astka za rok (1.005)12H(0), tedy ro¢ni tirok je 100 ((1.005)12 —1) ~ 6.17.
Po dvou letech je dluh H(24) = 400000 - (1.005)2* + 2600000 ~ 3025000.

c) Je potteba H — 1OOS <0 tedy S > T Pro data z b) je tieba S > 15000.

Sp =

Sy = ﬁ)\” + u. Po¢. podm. da u =

[SUII

100"
10b.8: Rozvoj podle prvmho sloupce a pak prvniho fadku
2100 0 210 --- 0 100 --- 0
1 2 1 0 0 2 1 0
121 --- 0 1 21 0
01 2 1 0 1 2 .. 0
= 00 1 2 ol =2 012 -+ 0l=1.10 1 2 0| =2/4,|-1-1- L s
Do 0 0 2
00 0 0 9 0 0 O 2 0 0O 2
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tedy |Ant1| = 2|An| — |An—1]. Rovnice je dy41 — 2dp41 +dp =0, n > 1.
10b.9: Dosadte a,, + @, do levé strany rovnice, roznasobte, shromézdéte k sobé vSechna a,, a vSechna a,, a pak
pouzijte predpoklad, viz diikkaz véty 10a.5.

10c. Dalsi rovnice (Master theorem)

Mnohé rekurzivni algoritmy pouzivaji metodu ,rozdél a panuj“ (divide-and-conquer).

Priklad 10c.a: Zde se podivame, kolik porovnavani nas stoji binarni vyhledavani v seznamu o délce n, oznacme
to f(n). Bindrni vyhleddvani pracuje s uspofddanym seznamem (dle abecedy, velikosti atd.), takze kdyz hleddme
v seznamu o velikosti n, mizeme se podivat na prvek uprostied a porovnanim zjistime, zda jsme hledany objekt
nasli, a pokud ne, tak zda by mél byt v prvni nebo druhé poloviné seznamu. Pro zjednoduseni budeme predstirat,
Ze ta polovina ma velikost 7, a zase na ni posleme binarni vyhledavani, pokud ovSem neni jednoprvkova. Vidime,
ze hledani v seznamu o n polozkach vyzaduje tolik porovnavani, kolik hledani v seznamu polovi¢nim plus jedno
porovnéni k rozhodnuti, kterou pilku pouzit, mame tedy f(n) = f(%) + 1.

Pro licha n je treba u zlomku zaokrouhlovat, proto se obvykle prechéazi substituci m = 2n k péknéjsi formé
f(2m) = f(m) + 1. Pfepsano do fe¢i posloupnosti (ktera je ale v tomto kontextu méné popularni) dostdvame
G2m = G + 1, coZ sice je rekurentni rovnice, ale nikoliv linearni, protoze linearni format umozinuje jen pric¢itani
k indexu, nikoliv jeho nésobeni.

Méme tedy rovnici nového typu, pojdme na to selskym rozumem. Rovnice f(2m) = f(m) + 1 plati pro m > 1,
pro seznam o jedné polozce pak zjistime jednim srovnanim, zda hledany prvek méame ¢i ne, tedy f(1) = 1.
Z rekurentniho vzorce pak dostdavame f(2) = f(1) + 1 = 2. KdyZ umime f(2), umime také f(2 - 2) neboli

f(4) = f(2) + 1 = 3. Pak umime f(2-4) atd.

f)y=1 Ovsem k hodnotam f(3) nebo f(5) se neumime dostat. Vidime, ze nase rovnice generuje funkci
f(2)=2 f pouze pro argumenty ve tvaru n = 2¥, k € Ny. To je podstatny rys tohoto typu rovnic.
f4)=3 Jako bonus si mtizeme v§imnout, ze f(2%) = k + 1. My ale preferujeme vzorec typu f(n), kde
f(8) = 4 piimo dosazujeme proménnou. Proto zavedeme substituci n = 2¥, pak k = log,(n) a po dosazeni
f(e) = dostavame f(n) = logy(n)+1 pro n typu 2*. To znamen4, Ze binarni vyhledavani je dost rychlé,
f(32) = 6 atd. podstatné rychlejsi nez pfim4a tméra k délce seznamu.

V této sekci se naucime pracovat s rovnicemi tohoto typu a také si polozime otéazku, jestli se neda néco zjistit o f
také pro jina n, protoze v praxi se s nimi pracuje a pak se pii rozdélovani souboru na poloviny musi zaokrouhlovat,
coz jsme zatim nefesili.

A

Podstata pristupu ,,rozdél a panuj“ je nasledujici: Problém velikosti n se rozdéli na b mensich problémi velikosti
n

% (realné nejblizsi celé ¢islo k 7, tieba (ﬂ ). Z nich se pak ur¢ity pocet a vyfesi a jednotlivé vysledky zpracuji, coz
muze stat g(n) operaci. Celkovy pocet operaci f(n) k vyFeseni problému velikosti n je tedy dan jako a- f (%) +g(n),
kde jsme opét radéji nediskutovali problém se zaokrouhlenim toho zlomku
varianté f(bm) = af(m)+ g(bm). Ve funkci g(bm) se nasobek b da zapracovat do funkce samotné, ¢imz dostaneme
vzorec f(bm) = af(m) + h(m). Obvykle vime, jak vypada f(1), tento vzorec ndm pak umoziuje spocitat f(b),
f(b?) atd. Pokud tedy chceme rovnici tohoto typu pouzit a nemuset se starat, co se déje se zlomky, tak se staci
omezit na mnozinu M = {b*; k € Ng}.

Rovnice tohoto typu jsou v teorii algoritmu velice uzite¢né (viz dalsi ptiklady ¢i cviceni 10c.4). Zajimavé je, ze
ackoliv nejsou linearni ve smyslu pfedchozich sekci tak pro neé plati obdobné Véty, viz cviéeni 10(: 7 a 10c 8. Také

N

zde zacneme.

P¥iklad 10c.b: Necht b € N, b > 2, oznaéme M = {b*; k € Ny}. Uvazujme funkci f definovanou na M, ktera
pro n > b spliuje f(n) =a - f(%) pro n&jaké a € N.
Zkusime nalézt explicitni vzorec pro f(n) pomoci iterovani vztahu z definice.
2

b b
fO) =af(7) = af(), ) =af(T) =af(®) = af(1), fO) =af(?) =a*f(1),...
Vypada to, ze f(b*) = a* f(1).
Ditikaz spravnosti vzorce provedeme indukci na k.
(0) Pro k = 0 plati f(b°) = f(1) = a®f(1), to souhlasi.
(1) Pfedpoklddejme, Ze pro néjaké k € Ny plati f(b*) = a” f(1). Pak podle definice
pk+1

f(bk'H) —a- f(T) —a- f(bk) I a- a’ff(l) = ak+1f(1).

10c.b 390 10c.b
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Potvrdili jsme vzorec f(b¥) = a*f(1). My ovSem preferujeme vyjadieni ve tvaru f(n) = ... Pro n € M méame
n = b¥, pak k = log,(n) a po dosazeni dostavame f(n) = a'°%() £(1).

Kam tato funkce zapada na nasi obvyklé skale (mocniny, geometrické posloupnosti, faktorialy atd.)? To uvidime,
kdyz tento vyraz prepiSeme:

al()gb(n) — (blOgb(a))logb(n) — blogb(a) log, (n) — (blOgb(n))logb(a) — nlogb(a)_

Proto pro é&isla typu n = bF plati f(n) = n'°8(®) £(1). Toto je velice vyhodny tvar, &isla a,b jsou totiz konstanty
znamé ze zadani, takze n'°8(%) f(1) je jistad mocnina n. Mzeme psét, ze f = ©(n'°8:(*)) na M.

Je dobré si vSimnout, ze pokud a = 1, tak dostavame ©(n®) = ©(1), coz iik4, Ze funkce by méla byt omezena

a nikam nertst. To neni pfekvapujici, protoze pro a = 1 mame rovnici f(bn) = f(n), a tedy f(b) = f(1),
f(%) = f(b) = f(1) atd.
A

Tento priklad byl dilezity, protoze ukazal hlavni ingredience nasi dalsi prace, zejména ten zavéreény prevod
na mocninu n budeme opakované pouzivat. Radéji jej zvyraznime:

Fakt 10c.1.
Necht a > 0 a b > 1. Pro vSechna k € Ny plati ¥ = (bF)o8s(2),
Oznaéime-li n = bF, mame a* = nloss(@),

Zvécnime také vysledek nasi prace.

Lemma 10c.2.
Necht b € N, b > 2. Necht f(n) je funkce definovana pro n € M = {b*; k € Ny}. Piedpokla-
dejme, ze existuje a € N takové, ze

f(n)=a- f(%) pro vSechna n € M, n > b.
Pak pro n € M plati f(n) = n'°s:(@) £(1).

Pro¢ jsme nezacali timto vysledkem a pak jej nedokazali postupem predvedenym vysSe? Protoze v praxi se
homogenni rovnice Casto Tesi pravé tim intuitivnim zptsobem, ktery jsme predvedli v prikladé, je tedy uzitecny.
Naopak vysledek zde citovany brzy nahradime mnohem zajimavéj$im tvrzenim, takze se pfilis nepouziva.

10c.3 Poznamka: V kapitole o indukci i zde jsme se k odhadu vzorce dopracovali spoéitanim prvnich hod-
not, tedy induktivnim procesem. Druhou mozZnosti je pouzit na f(n) opakované rekurzi a pfidat t¥iteckovy krok
podepfeny optimismem. Vratime se k piikladu 10c.b Pokud n = b* pro néjaké k € N, miizeme psét

S =af(3) =a-af(§) = () = - af () = aS (35) = S () = 1 ()
— = () = a ),

Kvili tfem teckdm to samoziejmé neni korektni odvozeni, nicméné mame kandidata, jehoz spravnost lze potvrdit
indukeci.

A

Dalsim a hlavnim tkolem je zjistit, co se stane, kdyZz g(n) neni nulové. Postup z pfikladu 10c.b lze zopakovat
a dostaneme obecny vysledek.

Lemma 10c.4.
Necht b € N, b > 2. Necht f(n) je funkce definovand pro n € M = {b*; k € Ny}. Piedpokla-
dejme, Ze existuje a € N a funkce g na M takova, ze

f(n)=a- f(%) +g(n) pro v8echnan € M, n >b.
Pak pro n = b* € M plati

k-1 k—1
) =atf(1)+ > a'g (5 ) = ns O ) + 3 alg (o).
=0 i=
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Diikaz (poué¢ny): Pro n = b* pro k € N aplikujeme postup z poznamky 10c.3.
f) =af (%) + gt = a[ar(2) +o(2)] + o) = a?r (1%) +ag() + o)
o (B) ()] () ot =t (1) o () +aa(3) oo =

=1 () ot o) o v o) () el )

1. Mame kandidata, jehoz spravnost ovérime indukci.

no—

bF
1 0
i (b
(0) k= 0:af(1) + X a'g () = F(1) +0=f(1) = ().
1=
V té sumé se s¢ita pres prazdnou mnozinu, coz je automaticky 0.

-1 bk
(1) Dano k > 0. Predpokladejme, ze plati f(b¥) = a* f(1) + Z a g(—) Pak mame

2

a

k+1 k=1 ok
Oy =a- (50 ) a0 = 0 F08) + g0 = (aFF) + ;a’g(?ﬂ-)) 90"

K1 j=i+1
:ak+1f(1)+zai+1g(l;]::) Fgbty =| i=0 = j=1

i i=k-1 = j=k

k ) bk+1 bk:—l—l (k+1) 1 bk:—l—l
—akﬂf(l)—l—Za]g( - >+aog<bT> a* 1 f(1) Z ol ( )

j=1

Spravnost vzorce je dokdzana.
Na zavér aplikujeme piepis a* = nlog (@),

Poznamka: Oznaéme
k—1
- n
=S aig(), fuln) =m0 p),
i=0

Snadno ovétime, ze f,(n) Fesi danou rovnici, a uz vime, ze f, fesi rovnici f(n) =a- f (%), coZ je jakoby pfidruzené
homogenni rovnice. Vidime, Ze analogie se vzorcem f = f, + fj, pro linedrni rovnice funguje.

A

Ziskany vzorec nedava hledanou funkci v pékném tvaru, nastésti umime pro nejobvyklejsi typy funkce g(n) najit
kompaktnéjsi vyjadreni.

P¥iklad 10c.c: Necht b € N, b > 2, uvazujme funkci f danou na mnozing M = {b*; k € No} rekurzivnim
vztahem f(n) =a - f(%) + g(n) pron > b.
1. Nejprve analyzujeme situaci, kdy g(n) = c pro néjaké ¢ € R. Lemma 10c.4 ¥ik4, Ze pro n = b*, kde k € Ny,
k=1
méame f(n) = n'°%(@ f(1) + 3 a’c. Ted jsou dvé moznosti.
i=0
la) Pokud a = 1, tak dostaneme f(n) = f(1) + k¢ = f(1) + clog,(n). Funkce tedy na M roste logaritmickou
rychlosti.

Poznamenejme, Ze zaklad logaritmu zde nehraje zasadni roli, protoze jej umime prevést na jakykoliv jiny diky
vzorecku log,(n) = ¢, plogg(n), kde ¢, g = log,(B). V computer science jsou popularni logaritmy o zakladu 2,
takze muzeme psat f(n) = f(1) 4 clog,(2)log,(n). Vzhledem k tomu, Ze pti zkouméni rastu funkci nas nasobici
kladné konstanty nezajimaji, nam ten c¢len log,(2) nevadi. Lze tedy konstatovat, ze pro ¢ # 0 mame f(n) =
©(logy(n)) pron € M.

Mimochodem, presné sem zapada rovnice z prikladu 10c.a, vysledky souhlasi.

1b) Pokud a > 1, pak pomoci vzorce z véty 8c.5 a a* = nlo8s(@) dostavame

1 k
f(n) =n'8 @ f(1) + ¢

k
174 log,(a) _ca ¢ _ logb<a>( ¢ ) ¢
1—a " ALY 1fa+17a " ALY 1—a +17a‘

Zatimco tedy v prvnim piipadé a = 1 plati f(n) = ©(logy(n)) (logaritmicky rust), ve druhém piipadé méme
f(n) = ©(n'°8:()) (polynomiélni riist), zatim samoziejmé pouze na M.
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Vsimnéte si, ze ve vyrazu n'°%(%) uz se zdkladem logaritmu pohybovat beztrestné nelze, protoze by piipadna
pievodni konstanta ovlivnila rychlost réstu tim, Ze ndm umocni n: n'°8(®) = (plogs(2))log2(2) Takze to nechame
tak, jak to vyslo.

Posledni poznamka: Jak to bude s vysledky, kdyz ¢ = 0, neboli mdme homogenni piipad feseny v prikladé 10c.b?
Dosazenim ¢ = 0 do vzorct, které jsme zde odvodili, dostaneme stejné vysledky jako v onom piikladé, takze je
vSe v poradku.

2. Ted budeme analyzovat situaci, kdy g(n) = cn? pro néjaké ¢ € R\ {0}, d € N. Lemma 10c.4 pak pro n = b*,
kde k € Ny, dava

k—1 k—1 A
_ . lo a 7 n d _ log.(a d a\*
f(n) = n'e@ f(1) 4+ Z;a c(E) = n'°8:(0) £(1) 4+ en 2. (b—d> .
Opét sc¢itame geometrickou posloupnost, takze musime rozebrat dva pripady.
2a) Jestlize a = b?, pak dostaneme
k—1
f(n) = n'&@ £(1) 4+ end Z 1 = n'°8(@ £(1) + en@k = n'°&(@ £(1) + en?log, (n).
i=0

Vsimnéte si, Ze a = b? znamena log, (a) = d, takze dostavame f(n) = nef(1) + cnlog,(n).
2b) Druhy piipad je, Ze a # b?, tedy l%d # 1 a geometricky soucet ziskdme pomoci vzorce z véty 8c.5. V néaslednych

tipravach se nam pak budou hodit pozorovéani, ze (b%)* = (b¥)? = n¢ a aF = nloss(2),

_(a\k bd — pd_a_ pd _ pdat
f(n) = nlOgb(a)f(].) + Cnd . 1(172) g nlogb(a)f(l) + Cnd . bdi(lfd)k IOgb(a)f(l) + Cnd bd nd
- —a
k d d d d
_ ,log,(a) _ 4. 9 cb d . cb _ log,(a) _ cb d . cb
o) = n ndbd—a+n bl—q ' (f(l) bd—a> bd —a’

3. Prvni ¢ast byla dobra jako pfiprava na tézsi ¢ast 2, nicméné se nabizi otazka, zda to nebylo zbyte¢né. Kdyz
ve vysledku ¢asti 2 pouzijeme d = 0, dostaneme stejné vzorce jako v ¢asti 17 Ano. Je tedy mozné udélat obecny
ZAVET.

Vysledek: Necht g(n) = cn? pro c € R a d € Np.

Jestlize a = b? neboli d = log,(a), tak f(n) = nf(1) + cnlog,(n).

d d
Jestlize a # b? neboli d # log,(a), tak f(n) = n'°ss(®) <f(1) - deb_ a) + nd deb_ o
A

Poznamka (rozbor vysledkt): Uvazujme funkci f definovanou na mnozing M = {b*; k € Ny} pro néjaké
b € N, b > 2, pro kterou existuji konstanty a € N, d € Ny a ¢ € R takové, ze pro n € M, n > b plati
fn)=a- f(%) + end.

V ptikladé 10c.c jsme odvodili nasledujici vzorce:
e Pokud ¢ = 0, pak f(n) = ¢;n'°8(%) pro néjaké c¢; € R. My vime, ze ¢; = f(1), ale neni to ted podstatné.
e Pokud ¢ # 0 a d # log,(a), pak f(n) = c1n'%(@) 4 con.
e Pokud ¢ # 0 a d = log,(a), pak f(n) = c1n'°8(®) 4 conlog,(n).

Vidime, ze ve vSech pfipadech ma funkce f zakladni rychlost ristu @(nlogb(a)) danou homogenni verzi rovnice
fn)=a-f (%) Pokud k této rovnici pfiddme mocninu n?, tak feSeni f reaguje jednim z nésledujicich zptsobii:

e Pokud je pfidand mocnina n? mensi nez zékladni (homogenni) rychlost riistu f (coz zahrnuje i pripad ¢ = 0),

tak se tato zékladni rychlost riistu zachova a stéle plati f = ©(n'°8:(*)) na M.

e Pokud je pfidand mocnina n? vétsi nez zdkladni (homogenni) rychlost rfistu f, tak pievdz a f roste touto
rychlosti, tedy f = ©(n?) na M.

e Pokud je pfidand mocnina stejna jako zdkladni (homogenni) rychlost ristu f, tak dojde k logaritmickému
posileni tohoto chovéani a plati f = ©(n'°8(%) log,(n)) = ©(n%log,(n)) na M.

A

Proc¢ jsme toto zajimavé pozorovani neformulovali jako vétu? Protoze nam udava chovani f pouze na mnoziné
M, ale v praxi je f definovand na N a my bychom ji radi znali na celém defini¢nim oboru.

To je ovSem problematické, protoze pro n nedé€litelnd b se v rovnici musi néjak zaokrouhlovat, coz zavisi na kon-
krétnim studovaném algoritmu. Proto se ted uz nebudeme snazit o nalezeni presného vzorce pro funkci f, ale
spokojime se s ur¢enim jeji asymptotické rychlosti rtistu, coz uz jsme ostatné délali v predchozich ptikladech nebo
ve cviceni 10b.4.
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Pro urceni chovani f mezi body mnoziny M nam pak bude stacit pozorovani, ze funkce, které potiebujeme
v aplikacich znat, jsou neklesajici (coz se u naro¢nosti algoritmu da ocekéavat).

! | vata 10c.5. (The Master theorem)

Uvazujme neklesajici nezdpornou funkci f na N. Predpokladejme, Ze existuji a,b € N, kde
b> 2, dale c >0 adc Ny takové, Ze pro kazdé n ve tvaru n = b¥, k € N funkce f splituje
f(n)=a- f(%)+cnt.

Pak plati nasledujici:

(i) Jestlize d < n'°8() nebo ¢ = 0, pak f(n) = O(n'o#s(2)).

(ii) Jestlize d = n'°8(®) pak f(n) = ©(n'°8+() log,(n)) = O(nlog,(n)).

(i) Jestlize d > n'°&(®) pak f(n) = O(n9).

Diikaz (pou¢ny): Ozna¢me M = {b*; k € Ny}.
(i): d < nlogo(2) znamend a > b4, tedy podle piikladu 10c.c mame pro n € M vzorec f(n) = c1ntogs (@) 4 cond,
kde ¢1,c2 € R jsou konstanty nezavisejici na n. Prvni mocnina ma vétsi exponent, proto funkce na M roste

d
jako c¢;n'°8() pokud tedy toto ¢islo neni nula. Co o ¢; vime? Mame ¢; = f(1) — %, kde f(1) > 0 (f je

nezaporna), zlomek je pak diky predpoklad@im ¢ > 0, b > 0 a a > b? zaporny a od¢itame jej, tedy c¢; > 0. Prvni
¢len %)I;oto nezmizi a je nasoben kladnym ¢islem, lze tedy Fict, Ze funkce f(n) ma asymptotickou rychlost rtistu
nlogb a).

Totéz plati pro ptripad ¢ = 0.

Proto existuji konstanty 0 < C; < Cs takové, ze pro n € M mame Cyn'°%(®) < f(n) < Cyn!8(®), Pro n = b*
to znamend, ze Cya* < f(b¥) < Coa®.

Nyni tento odhad rozsifime také na c¢isla v mezerach mnoziny M. Vezméme libovolné n € N, n > b. Pak
existuje k € N takové, ze b¥ < n < b*T1 a pro neklesajici f tedy f(b*) < f(n) < f(bF*1). Jesté pripomeneme
vzorec a® = (b*)18(9) | viz fakt 10c.1, a miizeme odhadovat:

f(n) < f(bk+1) < 02ak+1 _ a02ak _ aCZ(bk)logb(a) < GCinogb(a)7

Fn) > F04) > Cra = Tkt = S priyon > Dppos
Oznaéme Dq = % a Dy = aCy. Pravé jsme dokézali, ze pro n € N, n > b plati Dyn!8:(®) < f(n) < Doynloss(a)
tedy f(n) = O(n'o8s(@)),
(ii): d = n'°8+(@) podle pifkladu 10c.c déva pro n € M vzorec f(n) = f(1)n? + cnlogy(n). Druhy ¢len pro
velka n prevazi a koeficient ¢ je kladny, proto existuji konstanty 0 < C; < Cs takové, Zze pro n € M mame
Cin?log,(n) < f(n) < Conlog,(n). Pro n = b* to tedy znamena, ze C1b%k < f(b*) < Cob?*k.

Tento odhad zase rozsitime. Pouzijeme pfitom s Gspéchem ekvivalentnich nerovnosti £k +1 < 2k a k >
které evidentné plati pro k£ > 1.

Vezméme tedy libovolné n € N, n > b. Pak existuje k € N takové, ze b* < n < b**1 tedy také k < log,(n) <
k + 1, a pro f neklesajici mizeme odhadovat:

F(n) < FOOFFY) < Cob¥HD (k4 1) < Cob® b2k = 2b9C, (V7)) < 269Cyn? log, (n),

k + 1 Cl k+1 d Cl d

— = ﬁ(b )i (k+1) > 25" log, (n).

Ozna¢me Dy = 2%, a Doy = 20%Cy. Dokéazali jsme, Ze pro n € N, n > b je Dinlog,(n) < f(n) < Danlog,(n),
tedy f(n) = ©(n?log,(n)) = O(n?logy(n)).

iii): d > n'°8:(2) znamend a < b?, proto podle piikladu 10c.c mame pro n € M vzorec f(n) = c1ntoge(@) 4 copd
(iii) proto podle p p :
kde c1,c2 € R jsou konstanty nezavisejici na n. Z a < b¢ mame log,(a) < d, proto druhy séitanec prevazi

k+1
2

f(n) > f(b*) > C16%k > %bd(k+1)

nad prvnim, pokud tedy neni nasoben nulou. Mame cy = z piedpokladi ¢ > 0, b > 0 a a < b? tedy

_¢o
bt —a’
dostavame c; > 0 a funkce f(n) opravdu roste jako n?. Proto existuji konstanty 0 < C; < Cy takové, Ze pro
n € M mame Cin¢ < f(n) < Cyn?. Pro n = b* to tedy znamena, ze C1b8¢ < f(b%) < Oy,

Zase toto rozsifime. Vezméme libovolné n € N, n > b. Pak existuje k € N takové, ze b* < n < b**!, a mtizeme
odhadovat nasledovné:

f(n) < FOFFY) < O = plCybkd = b0y () < b?Con?,
Cl Cl Cl
f(n) 2 f(0F) 2 Cobt = g = SG ()T > S,
Oznaéime-li Dy = % a Dy = b?Cs, tak jsme pravé dokazali, ze pro n € N, n > b plati Din? < f(n) < Dyn?,
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a tedy f(n) = 0(n?). -

Nézev véty vystihuje jeji vyznam: Zcela fesi standardni piipady algoritmi typu rozdél a panuj. Jakmile se
podari sestavit pfislusnou rovnici, Master theorem udéla zbytek. Volny ptreklad nazvu by byl ,,véta, kterd vSechno
zvladne“, coz neni prili§ praktické, takze autofi s jejim ¢eskym ndzvem klickuji, se¢ jim jejich fantasie (a troven
znalosti angli¢tiny) dovoli. Lze se setkat s ndzvy ,mistrovska véta“, ,panska véta“, ,kucharkova véta* a mozné jsou
i dalsi. Zadny z nich mi nepfijde vystizny, osobné bych jesté mezi kandidaty pfidal ,vSefesici véta® a ,univerzalni
véta“, ale obvykle se budu drzet anglického nazvu, coz také fada ceskych prednasejicich déla.

Priklad 10c.d (pokrac¢ovéani 10c.a):  Vratime se k bindrnimu vyhledavani. Odvodili jsme rovnici f(n) = f (%) +1.
Parametry jsoua = 1,b =2 ad = 0, neboli a = 1 = b%, mame také log, (a) = log,(1) = 0 = d takZe nam véta 10c.5
uréi, ze asymptotickd naro¢nost tohoto algoritmu je f(n) = ©(n°log,(n)) = O(log,(n)). Odpovida to tomu, co
jsme si sami predtim intuitivné odvodili.

VAN

Piiklad 10c.e: Zde pfedstavime rychlé nasobeni (Karatsubovo): Méjme dvé ¢isla, a a b o n cifrach, feknéme
v binarnim tvaru. Standardni aloritmus pro nasobeni vyzaduje vice nez n? operaci: ndsobeni kazdého s kazdym
pro jednotlivé bity obou ¢isel plus véci jako séitani mezivysledkt, které ndrocnost déale zhorsi, ale ne natolik, aby
to zvysilo rychlost ristu n2. Mimochodem, toto klasické nasobeni je zase dosti tisporné na pamét, vyzaduje navic
jen cca log(n) registri.

Existuje zajimava finta: Rozdélime obé ¢isla na poloviny (ve smyslu fetézcii Cislic) o délce m = % mist, coz
algebraicky zapiSeme jako a = Ay - 2™ + Ay, b= By - 2" + Bs, kde A; < 2™, B; < 2™. Pak

ab = (A12m + A2)(B12m + B2) (22m + 2m)AlBl + Qm(Al AQ)(BQ — Bl) + (2m + ].)AQBQ

(ovéite). Protoze A1 — As a By — Bs jsou zase nejvyse m-cifernd ¢isla, tak se tam t¥ikrat nasobi ¢isla velikosti m,
¢ili narocnost je 3m? = %n? Jsou tam i dalsi operace typu 2™ Ay, které na prvni pohled vypadaji jako nasobeni,
jenze pokud jsou vSechna uvazované c¢isla v bindrnim tvaru, pak jde vlastné jen o posuny bitt doleva, coz jsou
velice rychlé operace ve srovnani s nasobenim a daji se ignorovat.

Vidime, Ze timto ptilicim trikem jsme se dostali z n? na %n2, coz je pokrok, ale asymptoticky zase ©(n?). Ovsem
nic ndm nebrani podobnou fintu rekurzivné aplikovat i na ta tfi nasobeni, dostaneme tak algoritmus pro chytré
nasobeni ¢isel délky n = 2. Kolik zabere operaci?

Kdyz zapocitame s¢itani a posuny, které jsou vSechny linedrné naro¢né, dostaneme rovnici f(n) = 3f (%) + cn.
Maéme konstanty a = 3, b =2 a d = 1, zde je d je mensi nez log, (a) = log,(3) a podle véty 10c.5 je tedy naro¢nost
algoritmu fadu ©(n'°%2(3)). Protoze log,(3) ~ 1.585..., je to lepsi nez klasické nasobeni s jeho n?.

Poznamka: Podobn finta existuje pro nadsobeni matic, které standardné ,,stoji“ n® ndsobeni a n?(n—1) séitani, &ili
v z4sadé je to algoritmus s asymptotickou naro¢nosti fadu n3. Chytré nasobeni pro matice je zaloZeno na rovnosti,
pomoci které se misto jednoho nasobeni dvou n X n matic sedmkrat nasobi dvé matice o rozméru 4 a pak se jesté

pouzije 15 s¢itani matic téze velikosti, zase se to da zrekurzivnit a dostaneme f(n) = 7f(%) + 15(%)2. Méame tedy
a="17b=2 d=2 opét je d mensi nez log,(a) = log,(7) ~ 2.8, proto ma toto maticové nisobeni narocnost
O(n'°82(M), coz je ponckud lepsi nez obvyklych n?.

A

Podobné jako u linedrnich rekurentnich rovnic je také mozné pravé strany kombinovat.

Véta 10c.6. (o superpozici)

Necht a,b € N, kde b > 2, ozna¢me M = {b¥; k € N}.

Jestlize funkce fi spliiuje rovnici f(n) = af(") + g1(n), ne M, n>b

a funkce f5 spliiuje rovnici = af(%) +g2(n), n€ M, n >b,

pak funkce f; + f2 splnuJe rovnici f(n) = af(%) + g1(n) + g2(n), ne€ M, n>b.

Indukci se to samoziejmé dé snadno rozsifit na libovolny (koneény) pocet séitanych funkei g na pravé strané.
Porovnanim rychlosti riistu se pak zjisti, ze pokud je mezi pfidanymi ¢leny jeden dominantni, tak jeho vliv prevazi
a ostatni lze ignorovat. To vede na obecnéjsi verze nasi hlavni véty. Obvykle se také povoluje, aby a, b nebyly jen
prirozené, ovSem stale s omezenim a > 1, b > 1. Neni jasné, jaka je pak praktickd interpretace vyrazu af (%), ale
matematice to nevadi.

Jesté pfipomeneme, ze |x] je zaokrouhleni dolti a [x] je zaokrouhleni nahoru, a jsme pfipraveni.
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Véta 10c.7. (The Master theorem)
Uvazujme neklesajici nezapornou funkci f na N. Predpokladejme, Ze existuji a > 1, b > 1
a funkce g(n), ktera je pro velkd n nezdpornd, takové, ze pro n € N, n > b funkce f spliiuje

fn) =a-f([3]) +9(n),
popripadé

£y =a- £([%]) + gln)
Pak plati:

(i) Jestlize existuje d < n'°8(®) takové, ze g = O(n?), tak f(n) = ©(nlo8s(@)),

(ii) Jestlize g = ©(n'°8:(0)), tak f(n) = O(n'°%(?) log,(n)) = O(n¢logy(n)).

(iii) Jestlize existuje d > n'°8:(?) takové, ze g = Q(n?), tak f(n) = O(n?),

za predpokladu, Ze pro néjaké C < 1 plati ag({%]) < Cg(n) pro dostatecné velka n.

ez

Poznamka: Existuje zajimavy trik. Rovnici f(bn) = af(n) lze vyjadtit jako f(b¥t1) = af(b*). Po zlogaritmovani
dostavame log, (f(bE*1)) = log,(a) + log,(f(b*)). Oznacime-li by, = log,(f(b*)), mizeme rovnici prepsat jako
bk+1 — bk = logb(a).

To je homogenni line4rni rekurentni rovnice, jejiz obecné feseni snadno najdeme: by, = u +log, (a)k. Pak f(b*) =
bor = b - bF1o8u(@) neboli f(b*) = c(bF)18(2) neboli f(n) = cnloss(®),

Tento trik obéas pomiize s nékterymi variacemi na homogenni rovnici naseho typu, tteba f(bn) = af?(n), ale
ur¢ité ne s nehomogenni verzi, protoze pro logaritmus souc¢tu nemame identitu.

A

Cviceni
Cviceni 10c.1 (rutinni): a) Uvazujte funkci danou f(1) =1 a f(n) = f(%) + 3. Spoditejte f(4), f(16), f(256).
b) Uvazujte funkci danou f(1) =0 a f(n) = f(%) + n?. Spocitejte f(2), f(4) a f(32).

Cviceni 10c.2 (rutinni, pouc¢né): Pro nasledujici funkce na N nejprve odhadnéte piesny vzorec na mnoziné
M = {b*; k € Ny} iteraci definiéniho vztahu a dokazte indukei jeho spravnost (viz pitklad 10c.b, popft. diikaz
lemma 10c.4). Poté aplikujte Master theorem k ovéfeni asymptotické rychlosti rustu funkee.

a) f(1) =13, f(n) = 2f(2); d) f(1) =13, f(n) =3f(3) +1
b) f(1) =13, f(n) = f(%) +1; e) f(1) =13, f(n) = f(%) + %;
c) f(1)=13, f(n) =2f(2) +1; £) f(1) =13, f(n) = f(Z) +3n2

Cviceni 10c.3 (rutinni): Pro funkce spliiujici nésledujici rovnice uréete jejich asymptotickou rychlost ristu
pomoci Master theorem (véta 10c.5):

)f( )—2f(”) d (3 + 2n; g) f(n) =8f(%) + 13n;
b) f(%); 3f(%) +2n; h) f(n) =4f(5) +n%
) —4f(%) f) f( )—2f( ) +27; i) f(n) =4f(3) +n’.

Cviceni 10c.4 (poucné): V tomto cviceni bude struéné popsano nékolik uziteénych algoritmu. Pro kazdy z nich
sestavte rekurentni rovnici popisujici ndroc¢nost algoritmu, poté odhadnéte asymptotickou rychlost ristu dotycéné
funkce pomoci véty 10c.5.

a) Chceme-li poc¢itat mocninu 2" pfimo, vyzaduje n — 1 nésobeni.

Rychlé mocnéni: Jestlize mdme umociiovat na sudou mocninu, miizeme pouzit 2™ = (z™)%. K vypoctu je tedy
potieba 1) spo¢itat ™ 2) vynésobit ™ - ™.

Pokud je i m sudé, mizeme v rozkladu rekurzivné pokracovat, idealni je pouzivat tento algoritmus na mocniny
typu 22 . Urcete, kolik j Je pak tfeba nasobenl

Napiiklad pro vipocet z® stadi nasobit 22 =z -z, 2* =22 - 22 a 28 = :c z?*, tedy celkem t¥ikrat.

Bonus: Takto lze zjednodusit vypocet libovolné mocniny. Napiiklad x'2 si napiSeme jako x'T4*8 = . 2% . 28, T¥i
nasobeni nam dala vSechny nutné mocniny typu m2k, dalsi dvé nasobeni nam daji #'3. Stadi tedy pét nasobeni
namisto dvanécti. Odhadnéte pocet nasobeni nutny k vypocétu obecného =™

b) Mame seznam o n polozkach a chceme jej sefadit podle velikosti/abecedy. Pokud bychom pouzili metodu ,najdi
nejvétsi, pak najdi nejvétsi ze zbytku, pak najdi nejvétsi ze zbytku ...“, bylo by tfeba fadové n? porovnani.
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Merge sort: Necht mé seznam sudy pocet poloZek n = 2m. Rozdélime jej na poloviny, uspofddame kazdou z nich
a dva usporadané seznamy o délce m spojime do jednoho usporadaného seznamu, coz lze udélat s pouhymi
2m = n srovnanimi. Pro n = 2* lze postup snadno iterovat. Odhadnéte pocet srovnani potfebny k urovnani
celého seznamu.

¢) Mame seznam o n polozkach a chceme najit nejvétsi polozku v seznamu. P¥imocary utok: Prvni ¢islo schovame
jako max, kazdé dalsi ¢islo porovname s docasnym maximem a pokud je vétsi, nahradime jim pfislusnou hodnotu.
To nés stoji n srovnani, tedy asymptotickd naroc¢nost ©(n).

Pokus o ndpodobu merge sortu: Rozdélime seznam na polovinu, najdeme u kazdé poloviny jeji maximum, pak
sta¢i porovnat obé maxima. Kolik porovnani vyzaduje algoritmus, kdyz toto pileni iterujeme?

Cviceni 10c.5 (dobré, poucné): Predpokladejme, ze funkce f spliiuje rekurentni vztah f(n) = 3f (\/ﬁ ) + 13 pro
n ve tvaru k2, k € N, k > 2 a plati f(2) = 1.

a) Najdéte f(16)

b) Uvazujte funkci F'(m) = f(2™). Pomoci ptivodni rekurentni rovnice najdéte novou rekurentni rovnici pro F,
urcete rychlost risu F' a paki f.

Cviceni 10c.6 (dobré, pou¢né): Necht a € R, b € N spliiuji @ > 1 a b > 2, oznaéme M = {b¥; k € N}.
Dokazte nasledujici: Jestlize funkce f1 spliuje rovnici f(n) = af (%) + g1(n), n € M a funkce f> spliuje rovnici
f(n) = af(%) + g2(n), n € M, pak funkce f1 + f» spliiuje rovnici f(n) = af(%) + g1(n) + g2(n), ne€ M.

Cvigeni 10c.7 (dobré, pou¢né): Necht a € R, b € N spliiuji @ > 1 a b > 2, oznaéme M = {b*; k € N}. Necht N
je mnozina vSech funkci na M spliujicich rovnici f(n) = af (%), ne M.

Dokazte, ze N je jednodimenzionalni vektorovy prostor.

Napovéda: priklad 10c.b.

Cviceni 10c.8 (dobré, pou¢né): Necht a € R, b € N spliiuji @ > 1 a b > 2, oznaéme M = {b*; k € N}. Necht
funkce f, splituje rovnici f(n) = af (%) + g(n), n € M.

Dokazte, ze funkce fo splituje rovnici f(n) = af (%) + g(n) pro viechna n € M pravé tehdy, kdyz fo = f, + fn,
kde fp, je néjaka funkce spliiujici rovnici f(n) = af(%), neM.

ReSeni:

10c.1: a) f(4) = f(1)+3 =143 =4, f(16) = f(4) +3 =4+ 3 = 7, pracovni mezivysledek f(64) = f(16)+3 =
7+ 3 =10, a tedy f(256) = f(64) +3 =10+ 3 = 13.

b) f(2) = f(1)+22=0+4=4, f(4) = f(2) +4%2 = 4+ 16 = 20, pracovni mezivysledky f(8) = f(4) + 82 =
20 + 64 = 84, f(16) = f(8) + 162 = 84 + 256 = 340, a tedy f(32) = f(16) + 322 = 340 + 1024 = 1364.

10c.2: a) Piepis: f(3n) = 2f(n); f(3) =2f(1) =2-13, f(3%) =2f(3) =2-(2-13) = 22 - 13,

f(3%) =2f(3%) =2-(22-13) = 2313, odhad f(3%) = 13- 2*.

(0) k=0: f(3%) = f(1) =13 =13-2°.

(1) k> 0: f(3%) =13.2F = f(3k*t1) =2f(3F) = 13- 2¥*+! souhlasi.

Piepis: f(n) = 13- 2°8:(") = 13 . plo8s(2) na M.

Véta 10c.5: a = 2, b =3, ¢ = 0, proto f(n) = O(n'°8:(2)),

b) Piepis: f(3n) = f(n )+ LfB)=f1)+1=13+1, f(3*)=f3)+1=(13+1)+1=13+2,
f(3)=f(3?)+1=(13+ 2) +1 =13+ 3, odhad f(3’f) =13 +k.

(0) k=0: f(3%) = f(1) =13 =13+0.

(1) k>0: f(3*) =13+ k = f(3*)=f(3%)+1=(13+k)+ 1 =13+ (k + 1) souhlasi.

Prepis: f(n) = 13 +logs(n) = 13 + log;(2) logy(n) na M.

Véta 10c.5: a =1, b= 3, d = 0 = logs(1), proto f(n) = 0(n’logy(n)) = O(logy(n)).

c) Piepis: f(2n) =2f(n)+1; f(2) =2f(1)+1=2-13+1, f(22) =2f(2)+1=2-(2-13+1)+1=22-13+1+2,
23 =2f2)+1=2-(22-13+1+2)+ 1—23 13+1+2+4,
feYH=2f2)4+1=2-(22-13+1+24+4)+1=2*-13+1+2+4+38,

odhad f(2F) =13-2F 414+ 244+ 4261 = 13.2F 4 120 —13. 9k y ok _ 1 —14.2k _ 1.

(0) k=0: f(2°) = f(1) =13 =14-2° — 1.

(1) k>0: f(2¥)=14-2F -1 = fFYH =2f(2F)+1=14-2F"1 -2+ 1 =142k 1 souhlasi.

Piepis: f(n) =14n — 1 na M.

Véta 10c.5: a = 2, b =2, d = 0 < log,(2) = 1, proto f(n) = ©(n'°&2(2)) = O(n).
d) Prepis: f(2n) =3f(n)+1; f(2) =3f(1)+1=3-13+1, f(22) =3f(2)+1 =
f(2)=3f2)+1=3-(32-1341+3)+1=3*-13+1+3+9,

f2eH =32 +1=3-(33-13+1+3+9)+1=34-13+1+3+9+27,

3-(3-13+1)+1=32-13+1+3,

397



Diskrétn{ matematika 10d. Bonus: Generujici funkce pHabala 2026

odhad f(2k):13~3k+1+3+9+--1-+3k—1 1:13-3’f+%:13-3’f+§-3k—%: (13+3)-3F— 1.
— 0 £(90) — 12 — 0

0 k= O: f(Qk) __f(l) _113 _k(131+ 2) 2 1y _ k _ 1) . ak+l _ 3 _ 1) . ak+1l _ 1
(1) k>0: f(2") = (134 3) -3k =3 = fMY) =3f2") +1=(13+3) -3 -3 4+1=(1344) 3% -

souhlasi.

Piepis: f(n) = (134 3) - 322" — 1 = (13 + 1)n'°82(®) — 1 na M.

Véta 10c.5:a=3,0=2,d=0< log2(3) proto f(n) = ©(n'°s2(3)),

e) Prepis: f(2n) = f(n)+n; f(2) = f(1)+1=13+1, f(2%) = f(2) +2=13+1+2,

2 =Ff2)+22=13+1+2+22 f2Y) =f(23)+22 =13+ 1+2+22 423,

odhad f(2¥) =13+ 1+ 244+ .-+ 281 =134 =2 — 13 4 28 — 1 =2k 12,

(0) k=0: f(2°) = f(1) =13 =2+ 12.

(1) k>0: f(2F) =2k + 12 = f(2FF1) = f(2F) +2F =2F 4 12 + 28 = 2. 2% 4 12 = 2%+ 4 12 souhlasi.

Prepis: f(n) =n+ 12 na M.

Véta 10c.5: a =1,b=2,d =1 > log,(1) = 0, proto f(n) = O(n).

f) Piepis: f(2n) = f(n) +3(2n)* = f(n) + 12n%; f(2) = f(1)+12-12 =13+ 121,

f2H =f(2)+12-22=134+12-1+12-22 f(23) = f(2%) +12-(22)2 =13+ 12 -1+ 1222 + 12 (22)?,

Y =fF(23)+12-(23)2=13+12-1+12-22 +12- (22)2 + 12 (22)3,

odhad f(2F) =13+ 12(1 + 4 +42 4 - 445 1) = 13 4 12147 — 13 4 4.4 — 4 =4hF1 49,

(0) k=0: f(2°) = f(1) =13 =4 +9.

(1) k> 0: f(2%) = 4**1 + 9 = f(2F1) = f(2F) + 12(2F)? = 4FH1 4+ 9 + 12(22)F = 4F+1 1 3. 4FF1 1 9 =

4. 4%+ 49 = 4%+2 1 9 souhlasi.

Piepis: f(n) = 419820+ 4 9 — (22)loga(n) . 41 4 9 — (2lo82(M))2. 4 1 9 = 4n? + 9 na M.

Véta 10c.5: a =1, b =2, d = 2 > log,(1) = 0, proto f(n) = O(n?).

10c.3: a) a =2, b =3, c =0, tedy f(n) = O(n'°s:(2)).

b)a=1,b=3,c=0,tedy f(n) = 0(ns:1)) =0(n
c)a=4,b=2 c¢=0,tedy f(n) = O(n'°8:9) = (n?).

d)a=1,b=3,d=1>0=logs(1), tedy f(n) =0(n)

e)a=3,b=3,d=1=1logs(3), tedy f(n) = 0O(nlogy(n)).

f)a=2,b=4,d=0<1=log,(2), tedy f(n) =0(n°81?) =0(/n).

)a=8,b=2d=1<3=1og,(8), tedy f(n) =0(n 1°g2(8)):® n?).
Ja=4,b=2,d=2=logy(4), tedy f(n) = O log, (n)) = O(n? logy(n)).
iYa=4,b=2,d=3>2=logy(4), tedy f(n) =0(n3).

10c.4: a) f(n) = f(%)+1,a=1,b=2,d=0=logy(1), proto f(n) = 0(n’logy(n)) = O(logy(n)).

Poznéamka: Je to rozhodné lepsi nez n pii umoctiovani podle definice.

Bonus: Kazdé m € N lze napsat jako soucet mocnin typu 2¢ (neboli zapsat ve dvojkové soustave), nejvyssi pouzita

. . 7 . . 7 7’ ’ e v . k
mocina 2* je ddna jako k = |log,(m)]|. Mocninu 2™ pak ziskdme vynasobenim téch z mocnin x!, 22, 24, ..., 22",

které se objevi v rozkladu. Vypodet nejvyssi mocniny nés dle piedchoziho vypoétu stoji log,(2%) = k nasobeni,
téch mocnin je celkem k41 a v nejhorsim nasobime vSechny, coZ je dalsich k£ nasobeni. Nejhorsi scénar pro vypocet
2™ timto zpusobem tedy dava 2k = 2[log,(m) ]| nasobeni, tedy naroénost 0O (log,(m)) nasobeni. To je velmi pékné.
b) f(n) =2f(%) +n,a=2,b=2,d=1=log,(2), proto f(n) = O(n'logy(n)) = O(nlog,(n)).

Poznamka: Je to dost lepsi nez onéch n?.

c) f(n)=2f(2)+1,a=2,b=2,d=0<1=logy(2), proto f(n) = O(n'e2(2)) = O(n).

Poznamka: Je to tedy radové stejné rychlé jako pfimy utok, moc jsme si nepomohli.

10c.5: a) f(4) = 3f(2) +13 =31+ 13 = 16, f(16) = 3f(4) + 13 =3 - 16 + 13 = 6L.

b) F(m) = f(2™) = 3f(2™/?) + 13 = 3F(2) 4+ 13. Véta 10c.5: a = 3, b = 2, d = 0 < log,(3), proto F(m) =
O(m'°82(3)), to dava f(27) = ©(m!°82(3), a proto f(n) = O([logy(n)]s2(3)).

10c.6: Dosazent: (f1+ f2)(n) = f1(n)+ fa(n) = af1(2)+91( n)+afs(y) +92(n) = alfi+f2)(3) +(91(n) +g2(n)).
10c.7: Podle piikladu 10c.b kazdé feseni spliiuje f(b*) = a¥f(1). Oznacme jako fo funkci fo(b*) = a*. Pak kazdé
feseni spliuje f = f(1) - fo, proto N = {cfo; ¢ € R}, jde tedy o jednorozmérny vektorovy prostor s béazi { fo}.
10c.8: 1) Necht fj je feSeni. Definujeme fj, = fo — f,, dosadit:

Fum) = foln) — Fylm) = afo (%) + g(n) = afy(2) = g(n) = alfo — £,)(2) = afu(2).

2) Necht f}, je homogenni feSeni. Pak podle véty o superpozici f, + f;, Tesi rovnici f(n) = af(%) + g(n) + 0.

— 0(1).

10d. Bonus: Generujici funkce

Zde predstavime zajimavou alternativni metodu feseni rekurentnich rovnic. Je zaloZzena na kombinaci poznatkt
z matematické analyzy, linearni algebry a dalsich oborti. Nema smysl opakovat jejich odvozeni, takze zde predve-
deme jen uzivatelskou verzi.
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Jednim z vyznamnych objekti studovanych v analyze jsou mocninné fady. Pokud koeficienty az nerostou prilis
o0

rychle, tak fada > ajx® konverguje na néjakém okoli nuly a d4va vznik funkci f(z). Napiiklad ve zndmém vzorci
k=0

3 ¢*¥ = -1 je mozno povazovat ¢ za proménnou, oznadit ji x a dostdvame
1—q ’

00
E IEk =
k=0

V analyze se na tento proces obvykle divime ze strany funkce, kterou rozvijime v fadu. Zde se na néj podivame
z opafné strany a dokonce zajdeme jesté dal. Kazda mocninnd fada je jednoznac¢né urcena posloupnosti (ax)r>o0
svych koeficientt. Mame tedy vztah

a(—1,1).

(ag,a1,as,...) <+— Zakxk —  f(x).

Praveé tento vztah méa v oblasti rekurentnich rovnic své jméno.

Definice.
Rekneme, Ze funkce f je generujici funkci (generating function) pro posloupnost (a)%2,,

o0
jestlize na néjakém intervalu (—p, ) pro o > 0 plati f(z) = 3 apz*.
k=0

Nékdy se tomu také fikd vytvorujici funkce.
Abychom tento vztah mohli zkoumat, vyjadiime jej jako zobrazeni.

Umluva.
Definujeme zobrazeni T' predpisem T'((a)r>0) = f(x) pravé tehdy, kdyz f je generujici funkce
pro (ax)k>o0-

Ctenaf by nejspise Cekal, Ze soucasti definice zobrazeni bude uréeni defini¢niho oboru a oboru hodnot, ale
zrovna toto je velmi dobra otazka studovand v matematické analyze, pficemz ohledné defini¢niho oboru neexistuje
jednoduchy a srozumitelny popis. Formalné lze Fici, Ze defini¢cnim oborem 7' je mnozina M vsech posloupnosti,

o
pro které fada > az® konverguje na netrividlnim okoli nuly.
k=0

Kdyby toto nebyl jen uzivatelsky prehled, museli bychom se této otdzce vénovat na fadé stranek, ale nastésti
nemusime a omezime se na zakladni poznatky. Mnozina M je vektorovy prostor, ktery je také uzavieny na radu
dalsich uziteénych operaci, které predstavime déle. Zobrazeni T je linedrni, coz je dobry zacatek, a hlavné spliuje
i fadu dalsich pravidel. Je také prosté, coz se bude hodit, protoze budeme potfebovat jeho inverzi.

7Z praktického pohledu nés zajimé zejména slovnicek, ktery samoziejmé vychézi z bézné znamych rozvoji elemen-
tarnich funkci, ale z pohledu feseni rovnic nejsou vsechny uzitecné, takze nas slovnicek bude trochu jiny. Protoze
nas zajima jak T, tak 7!, budeme vztah T((ar)r>0) = f(x) znacit také (ax) <— f(). Index vynechdvime,
protoze v této sekci se vSechny posloupnosti indexuji od nuly.

Fakt 10d.1. (slovnik)
(1) T((Dr>0) = 7— . neboli (1,1,1,1,...) +—

() T+ 1)iz0) = =

(iii) T(a*)g>0) = 7= neboh (1,a,a,a3,...) +—
(

(

neboli (1,2,3,4,...) = 5
1

1— ax;
—— neboli (1,-1,1,-1,1,...) +— H—m,

), ):m neboli (1,0,1,0,1,...) +— —.

11—z

) 7 >’f> )=
k

(=1)")k>0
v) T((z[1+ (1)

Pokud méa ¢tendf pocit, Ze nékteré vzorce nejsou nutné (napiiklad (i) a (iv) jsou specidlnimi verzemi tietiho
pravidla), tak ma pravdu. Slovnicek je psan z praktického pohledu, aby uzivatel hned vidél ¢asto se objevujici
pripady.

Aby tato sekce nebyla tak smutnd, pfece jen ukazeme nékolik dikazu.
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Dukaz (naznak): (i) je pfepis zndmého souc¢tu geometrické rady.

(iv): Posloupnosti (1,—1,1,—1,1,—1,1,...) odpovida fada
o0 o

0 2 . 3.,.4_ .5, .6 k., k k
_ _ _ = -1 = —z)k =
x—rx+art -zttt -2+ Z( )iz Z( x) .

k=0 k=0

(v): Posloupnosti (1,0,1,0,1,0,1,...) odpovida fada

11
(—z)  1+z

(oo} o 1
0 2 4 6 _ 2k __ 2\k __
k=0 k=0
O

Dalsi pripady zpracovavame pomoci pravidel. Kromé linearity jsou popularni zejména posuny a nasobky koefi-
cientem. Nabidneme dva zépisy, vyjadieni pomoci T a vyjadfeni pomoci pfifazeni, které je pro nékteré uzivatele
praktictéjsi.

Véta 10d.2. (gramatika)

Necht (ar)32, (br)52, € M.

Predpokladejme, ze T'((ar)r>0) = f(x) neboli (ag,a1,az,...) +— f(z) a T((br)k>0) = g(z)

neboli (bg, by, ba,...) «— g(z). Pak plati nasledujici:

() T((ar)r + (0x)x) = T((ar)x) + T((br)x) neboli
(a0 +bo, a1 + b1, a2 + b, -+ ) «— f(x) + g(z);

(ii) Pro c € R plati T'(c(ax)x) = ¢T'((ax)x) neboli
(cag,cay,cas,cag, ...) +— cf(x);

(iii) Pro ¢ € R plati T'((cFay)r) = T((ar)x)(cx) neboli
(ag, cay, c?as, c®as,...) +— f(cx);

(v) T((ar+1)e) = £ [ T((ax)x) = ao| neboli
(a1,a2,as,a4,...) < (f(x) — ao);

(v) T((0,ag,a1, a2, ...)) = xT((ar)r) neboli
(0,a9,a1,a2,...)+— x f(x);

(vi) T((kag)r) = [T ((ak)r)]” neboli
(0-ag,1-ay,2as,3as,...) +— x f'(x);

(vii) T(((k + Dar)r) = [z T((ax)3Zo)]" neboli
(ao,2a1,3a2,4as,...) «— [z f(z)].

Pravidla (iv) a (v) lze zobecnit na

(an,an41,aN42,aN 13 ... ) ¢ Q%N(f(ff) —ap — ai1T — - — aN—1fL‘N71);
0,...,0,a0,a1,az,...) +— =V f(z).
———

N

V praxi je oblibena zejména verze

(apio)r = (as,as,aq,as...) > = (f(x) —ag — alx).

2
Kombinaci pravidel a slovnicku pak odvodime naptiklad

(7akl+1)k r—a’

které je velmi uzitecné z pohledu zprava doleva.

Tim mame vsechny nastroje pohromadé a je nacase ukazat, k ¢emu generujici funkce mohou byt.

Priklad 10d.a: Uvazujme rekurentni rovnici a,42 — a, = 3-2"™ — 12, n > 0 s poc¢ateénimi podminkami ag = 1,
a1 = 0, viz také priklad 10b.L.

Vime, Ze dana rovnice vlastné reprezentuje mnoho rovnic, které 1ze vnimat jako jednu rovnici mezi vektory (viz
poznamka 10a.6).

(an+2 — an)nzo = (3 . 2n — 12)n20'
Levou stranu déle pfepiSeme jako (an+2)n>0 — (@n)n>0 neboli rozdil dvou posloupnosti. Kdyz se posloupnosti
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rovnaji, musi se rovnat i jejich obrazy vzhledem k zobrazeni T', tedy diky linearité a dalsim pravidlim mame
Tl(an+2)n>0 = (an)n>o0] = T[(3 - 2" = 12)n>0]
T[(an+2)n>0] = T[(an)n=0] = T[(3 - 2" )nx0] = T[(12)n>0]
L [T((an)nz0) — a0 — a12] — T((an)nz0) = 3T((2")nz0) — 127((ns0).
Bude se ndm lépe pracovat, kdyz oznacime f(z) = T'((a,)). Diky poc¢ateénim podminkam také umime dosadit za

ap a ay, to je ale ndhodicka, ono to tak musi vyjit uz z principu (pocet téch ¢lent v prvnim vzorci je roven stupni
rovnice, coZ se rovna poc¢tu pocate¢nich podminek). Také umime vyhodnotit vyrazy napravo. Dostavame

1 1
% —-1-0] - = —12 :
L[f@) 10~ fa) =370 120
Tuto rovnici ted vyfesime pro nezndmou funkci f(z).
1 1
L —1] - = —12
L) 1]~ o) = 3 19
322 1222
—1— 2 = —
fla) ~1 -t f(a) = o 2
322 1222
1—2? =1 —
A=2)f(2) =1+ —5- — 7
1 322 1222

xTr) = — .
G R e g Sl e
Méme funkeci, ted bychom ji potfebovali pomoci T—! pfevézt zpét na posloupnost. Vyrazy na pravé strané ale

nemame ve slovnicku (ani rozsifeném). Pomiize algebra, dané vyrazy lze rozloZit na parcidlni zlomky. Detaily
nechame do kursu analyzy, dostavame

_ 1 3z 1222
J(w) = (1—-2)(1+2) - 1—2)1+z)1-22) (1-2)2(1+2)
3 : 5 3 1 9 6 3
B <1ix+1—ix>+<1—2x+lj—x+ 1—2a:>_<_1—x+ (1—2)? +1+x>
8 6 2 1

1—z (1—x2)2 Ttz 1-20
Tento vyraz jiz dokdzeme prevést na posloupnosti. Pomoci 7! neboli ¢teni zprava doleva u +— dostdvame
(@n)n>0 = ) =6(n+1)n =2 ((=1)")n + (2")n = (2" =2 (=1)" = 61+ 2)n>0.

Co kdybychom chtéli obecné feseni? Pak staci pracovat s obecnymi pocateénimi podminkami ag = A, a; = B.
Opakovanim predchoziho postupu dostéavame

Lf(x) — A Ba] - f(x) =3— !

—12 )
1-—-2x 1—=x

Odtud
322 1222
— — — 2 — —
flx) — A— Bx —z°f(x) T 1—2
322 1222
—_ 2 — i
(1—2%)f(x) A+Bw+1_2x 1=
B 3z 1222
flz) = TR L & -

1—22 " 1—-22 (1-22)1-2z) (1-22)1—2a)
Nasleduje rozklad na parcialni zlomky, ktery zpestii pritomnost dvou parametrd,
A+ Bz 322 1222

flz) = 1-2)(1+2) t (1—2)1+z)(1—-2x) (1-=z)21+a2)

:(A+B) 1(A—B) -3 z 1 9 6 3
S e
l1—=z 1+ l—z 142z 1-2z l—z (1-2)2 14z
_%(A+B+15)+%(A—B—5) 1 6
N 11—z 1+ 1-2z (1—12)%

Zpétna transformace da (a,)n>0 = 3(Ap+15)(1)n>0+ 3 ? LHA=B=5)((-=1)")n>0+(2")n>0—6(n)n>0. Protoze A, B
byly libovolng zvolené, jsou i vyrazy 1(A+ B+ 15) a 5(A — B — 5) &isla, kterd je mozno libovolné (a nezavisle)
ménit, mizeme jim tedy pfidélit jind jména, napiiklad u a v. Dostaneme tak vzorec a, = u + (—1)Fu + 2" — 6n,
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ktery odpovida obecnému feseni z prikladu 10b.1.

A

Kdyz porovname fesSeni algoritmem 10b.8 a pres generujici funkce, vidime nésledujici rozdily:
e Mame-li najit obecné reseni, byva klasickd metoda pies vlastni ¢isla casto vyrazné rychlejsi.
e Potiebujeme-li ¢isté partikularni feseni, pak je metoda pomoci transformace prinejmensim rovnocennd, muize
byt i snazsi, pokud si dobfe rozumime s transformacénimi pravidly a tfeba za nas jesté nékdo udéla ten rozklad
na parcialni zlomky.

Kritické body Tfeseni pres generujici funkce jsou dva. Jednak musime byt schopni vyfesit explicitné rovnici, kterou
jsme odvodili pro funkci f, a pak jesté musime umét tuto funkci transformovat zpét (parcialni zlomky jsou moznd
pracné, ale zarucené funguji, mize byt hut). Vyhodou této metody je, Ze je docela flexibilni. Na této trovni to
ovSem moc neuvidime. Kdyz si predstavime, jaké pravé strany bychom uméli s nasimi znalostmi transformovat,
tak nam v zasadé zase vyjdou kvazipolynomy, na levé strané pak dostavame rozumné rovnice v pripadech, kdy
jde o linearni rekurentni rovnici s konstantnimi koeficienty. Jinymi slovy, s tim, co zatim umime, se transformaci
daji fesit v zasadé stejné rovnice jako pomoci metod z prechazejicich sekci. Potvrdi to i nasledujici priklad.

Priklad 10d.b: Uvazujme rovnici a,4+1 — (n + 1)a, =0, n > 0 s poc¢ateéni podminkou ag = 1.
Protoze nema konstantnmi koeficienty, nelze ji fesit standardnim postupem (homogenni rovnice atd.). Zkusime
ji tedy transformovat pomoci T'. S oznac¢enim T'((ay),) = f(z) dostavame

L@ -1 - @) =0

T

—[f(@) -1 = f(z) —2f'(z) =0

x
fl@) =1 —af(z) —a?f'(z) =0
22 () +(z—1)f(z)+1=0
Toto je dosti drsné diferencialni rovnice, takze se dal nedostaneme.

Zajimavé je, ze transformace je uziteénd v obou smérech. Vidéli jsme prevod rekurentni rovnice na rovnici
s funkcemi, ale velice uziteény muze byt i pfevod nepfijemné diferencidlni rovnice na rekurentni, jejiz feseni se
pak da tfeba néjak odhadnout.

Zrovna nas priklad to ale neukaze. Pokud nékdo potiebuje vytesit diferencidlni rovnici vyse a prevede ji trans-
formaci na rekurentni rovnici, tak sice neni feSitelnd nasimi metodami, ale tfeba uhodne feseni a,, = n!. BohuZel,
tato posloupnost nepatii do M, tudiz ji pomoci T" neumime prevést zpét na funkci a feSeni diferencidlni rovnice
tak nedostaneme.

A

Vyhody metody vyniknou ve chvili, kdy si uzivatel rozsifi slovni¢ek a zasobu rozlicnych transformacnich triki,
navic lze upravit i koncept generujici funkce, aby obsahl vice posloupnosti.
Na zavér ukazeme par zajimavych rozsifeni slovnicku pro nasi transformaci.

Fakt 10d.3.
(i) Pro N € N plati ((Jl::[))kzo = ((](\)[), (]Y), (g), ,(%),0,0,...) — (1+ )N,
(ii) Pro a € R plati ((§)>k20 — (1+2)°.

() Pro N € N plati (("35)),p = (LN 41, (%), (5)...) = e

Jak tyto vzorecky naznacuji, generujici funkce jsou uzite¢nym nastrojem i v kombinatorice.
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