
10. Rekurentńı vztahy

Existuje mnoho typů rovnic. Třídíme je podle toho, s jakými objekty pracují a jaké se v nich používají operace.
Všechny rovnice ale mají některé věci společné, například se dají interpretovat jako filtr či test, který z nějaké
výchozí množiny kandidátů vybírá ty, které chceme. Třeba rovnice (x+ 3)(2x−1) = 0 vybere z množiny R čísla 12
a −3. Mimochodem, z množiny Z tato rovnice vybere číslo −3 a z množiny N nevybere žádné, naopak z množiny
Z6 vybere 3 a 5.

Jak to víme? U všech typů rovnic rozhoduje tzv. zkouška. Dosazením kandidáta do rovnice buď vznikne nebo
nevznikne pravdivá rovnost, což jednoznačně rozhoduje, zda nějaký kandidát rovnici řeší nebo ne.

Příklad 10.a: V příkladě 7a.n jsme zjistili, že bisekcí lze zavěsit jen tn = 2n + 1 háčků pro n ≥ 0. Tuto
posloupnost jsme vygenerovali induktivně pomocí vztahu tn+1 = 2tn − 1. Teď se na to podíváme jinak. Máme
k dispozici všechny možné posloupnosti (tn)n≥0 a my z nich vybereme tu, která splňuje podmínky tn+1 = 2tn− 1
pro n ≥ 0. Tento vztah tedy slouží jako filtr, což je typické chování rovnic.

Vzorec tn+1 = 2tn − 1 spolu se specifikací n ≥ 0 je typický případ rekurentní rovnice. To zní jako jednotné číslo
a obvykle se to tak i používá, ale ve skutečnosti tento vztah skrývá nekonečně mnoho rovnic, konkrétně ty, které
vzniknou pro jednotlivá n ≥ 0:

t1 = 2t0 − 1, t2 = 2t1 − 1, t3 = 2t2 − 1, atd.

Tato sada rovnic neboli jedna rekurentní rovnice vybraly z posloupností tu naši tn = 2n + 1, n ≥ 0. Má členy
t0 = 2, t1 = 3, t2 = 5 atd., ty opravdu splňují rovnice t1 = 2t0 − 1, t2 = 2t1 − 1 atd. Otestovat takto nekonečně
rovnic nelze, naštěstí je toto možné rozhodnout hromadně. tn = 2n + 1 a tn+1 = 2n+1 + 1 dosadíme do obecného
vyjádření rovnice a zjistíme, že pro n ≥ 0 máme

2tn − 1 = 2(2n + 1)− 1 = 2n+1 + 1 = tn+1.

Můžeme říct, že posloupnost (2n + 1)n≥0 je řešením rovnice tn+1 = 2tn − 1, n ≥ 0.

Pro úplnost dodejme, že tento filtr vybírá i jiné posloupnosti, například posloupnost tn = 1, n ≥ 0 také řeší
naši rekurektní rovnici. Jak uvidíme dále (a bude to důležité), rekurentní rovnice má typicky nekonečně mnoho
řešení. Rovnicemi popisujeme zákonitosti, a ty se obvykle dají splnit mnoha způsoby. Konkrétní řešení (situaci)
získáme přidáním dalších požadavků, v našem případě to byla specifikace t0 = 2. Jde o typické chování, které
v následujících sekcích podpoříme teoreticky.
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Náš vztah odvozoval budoucnost od přítomnosti. V kapitole 7 o indukci jsme potkali řadu takových vztahů,
které odvozovaly stav n + 1 ze stavu n a často i těch předchozích. My jsme tam pomocí nich generovali funkce
f(n) či posloupnosti an, ale všechny tyto vztahy lze vnímat jako rovnice, které ony funkce či posloupnosti vybírají
z možných kandidátů.

Generování hodnot an postupně pomocí rekurentních vztahů je pracné a tedy nepraktické, například k získání
a1000000 musíme typicky spočítat milion předchozích hodnot. Mnohem lepší je mít pro an explicitní vzorec v uza-
vřeném tvaru (elementární funkce spojené algebraickými operacemi či skládáním), který lze přímo vyhodnotit.
V kapitole 7 jsme tento vzorec zkoušeli uhádnout a pak dokazovali indukcí jeho zprávnost, což se povede pouze
ve výjimečně pěkných případech. Cílem této kapitoly je najít postup, který (pro pěkné rovnice) řešení najde
spolehlivě.

V této teorii je zvykem neodvozovat budoucnost od přítomnosti a minulosti, ale přítomnost od minulosti. Prak-
ticky řečeno, naši rovnici tn+1 = 2tn − 1, n ≥ 0 bychom posunem indexu převedli na tvar tn = 2tn−1 − 1, n ≥ 1.
Čtenář nahlédne, že tím dostáváme stejnou sadu rovnic jako v původní verzi: t1 = 2t0 − 1, t2 = 2t1 − 1, atd.

• rekurentní vztah (recurrence relation) pro posloupnost (an)n≥n0 je soubor specifikací, které určují každé
an (s výjimkou několika prvních) pomocí přechozích členů posloupnosti, tedy jako funkci ak pro k < n.

Tento popis je poněkud vágní, což je způsobeno tím, že se snaží postihnout řadu různých specifikací, které se
mohou v aplikacích objevit. Proto se to také nejmenuje definice.

Nejčastěji se pracuje se situací, kdy se ve vztahu pro každé an odkazujeme vždy na stejný počet předchozích
stavů, a to vždy stejným způsobem. Tím je například vyloučen případ, kdy máme a3 = a2 + a1, ale a4 = a3 · a2.
Onen převod mezi vstupy a výstupem (určujícím an) je vlastně zobrazení neboli funkce. Má tolik proměnných,
kolik je vstupních dat. Například pravou stranu rovnice an = 2an−1 + a2n−2 − 13 můžeme vidět tak, že se an−1
a an−2 dosadí do funkce F (x, y) = 2x+ y2 − 13; pak lze vztah zapsat jako an = F (an−1, an−2).
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!!! Definice.
Rekurentní vztah, rekurzivní vztah (recurrence relation) či rekurentní rovnice řádu
d ∈ N pro posloupnost (an)n≥n0 je libovolná množina rovnic typu an = F (an−1, an−2, . . . , an−d)
pro n ≥ n0 + d, kde F je nějaká funkce d− 1 proměnných.
Posloupnost (an)n≥n0 je řešením takového vztahu či rovnice, pokud pro všechna n ≥ n0 + d
dostaneme dosazením an−d až an do vztahu an = Fn(an−1, an−2, . . . , an−d) pravdivou rovnost.

Naprostá většina rekurentních vztahů z kapitoly 7 je tohoto typu, šlo o případy, které jsme řešili modifikovaným
principem. Řešit rekurentní rovnice není snadné, většinu této kapitoly se proto budeme věnovat jednomu speciál-
nímu případu. V některých aplikacích jsou ale významné rovnice jiných typů, na jeden se podíváme v sekci 10c.

10a. Lineárńı rekurentńı rovnice

Řadu užitečných rekurentních vztahů lze přepsat do tvaru, kdy an závisí jen na stále stejném počtu d předchozích
členů a navíc lineárním způsobem. Někteří autoři s tímto tvarem rovnice pracují, ale vede to na určité formální
komplikace. Proto se spíše setkáváme s jiným zápisem tohoto typu rovnic, kdy chceme, aby neznámé byly nalevo,
ostatní členy napravo a nejmenší index objevující se v rovnici byl n.

!!! Definice.
Lineární rekurentní rovnice, popřípadě lineární rekurzivní rovnice řádu d ∈ N0 (linear
recurrence equation of order d) je libovolná rovnice ve tvaru

an+d +
d−1∑
k=0

ci(n)an+k = bn, n ≥ n0,

psáno také

an+d + cd−1(n)an+d−1 + · · ·+ c1(n)an+1 + c0(n)an = bn, n ≥ n0,
kde n0 ∈ Z, ck(n) pro k ∈ {0, . . . , d − 1} jsou nějaké funkce Z 7→ R (tzv. koeficienty rov-
nice, coefficients), přičemž c0(n) není identicky nulová funkce, a (bn)∞n=n0 je pevně zvolená
posloupnost reálných čísel (tzv. pravá strana rovnice, right hand-side).

Jestliže bn = 0 pro všechna n ≥ n0, pak se příslušná rovnice nazývá homogenní (homogene-
ous).

Příklad 10a.a: Rovnici tn+1 = 2tn − 1, n ≥ 0 z příkladu 10.a snadno přepíšeme na tvar tn+1 + (−2)tn = −1,
n ≥ 0. Je tedy lineární, a to řádu 1. Její pravé strany jsou všechny shodné, bn = −1.

Všimneme si, že tvar tn+1 + (−2)tn + 1 = 0 nevyhovuje definici (ta chce sčítance s neznámou nalevo, sčítance
bez neznámé napravo), tedy je jednoznačné, zda lineární rovnice je či není homogenní. V tomto případě není.

Rovnice an = 2an−1 + a2n−2 − 13 lineární není. Sice umíme poslat neznámé doleva a zbytek doprava, naučíme
se také posunout index, ale ve výsledné rovnici an+2 − 2an+1 − a2n = 13 se proměnná an umocňuje, což formát
lineární rovnice neumožňuje.
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Podotkněme, že forma rovnice z naší definice není univerzálně přjímaná. Někteří autoři preferují jiné formy,
například tn+1 = 2tn − 1. Zvolená kanonická podoba lineární rovnice pak ovlivní znění vět a postupy. Pokud se
čtenář rozhodne nahlédnout i do jiného zdroje, měl by si na to dát pozor.

Poznámka: Podívejme se blíže na vzorec v definici. Začneme otázkou, proč se tato rovnice jmenuje lineární,
když v koeficientech ck připouštíme parametr n. Lineární kombinace přece znamenají, že základní objekty lze
násobit čísly a sčítat.

Zde připomeneme, že rovnice je ve skutečnosti množné číslo, je to nekonečně mnoho rovnic. Uvažujme rovnici
an+1 − (n+ 1)an = 0, n ≥ 0, viz faktoriál v kapitole 7, třeba příklad 7a.l. Tento zápis ve skutečnosti reprezentuje
sadu rovnic

a1 − a0 = 0, a2 − 2a1 = 0, a3 − 3a2 = 0, a4 − 4a3 = 0, atd.

Vidíme, že každá z těchto rovnic představuje lineární kombinaci členů posloupnosti, vše je tedy v pořádku. Kon-
krétní rovnice získáváme volbou hodnoty pro index n, koeficienty se pak stanou pro konkrétní rovnici konstantami.
Mohou se ovšem v jednotlivých rovnicích lišit, což je způsobeno oním výskytem n v ck(n).
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Podmínka, že c0(n) nesmí být ve všech rovnicích nulová, je tam proto, aby nešlo manipulovat s řádem. Když
rovnici an+1− (n+ 1)an = 0 přepíšeme jako an+2− (n+ 2)an+1+ 0 ·an = 0 (viz posun indexu níže), tak by mohla
vypadat jako rovnice druhého řádu. Ale není, protože zde c0(n) = 0 pro všechna n, tedy tato forma není správná.

Abychom tu podmínku, že c0(n) není nulová funkce, nemuseli pořád psát, tak namísto toho řekneme, že daná
rovnice je řádu d, a bude to totéž. Jsou ale situace, kde řád tak podstatný není, pak předpoklad o řádu rovnice
psát nebudeme.

Obdobně neprojde pokus 0 · an+2 + an+1 − (n+ 1)an = 0, u členu s nejvyšším indexem není povolen koeficient.
V zásadě bychom jej povolit mohli, pak bychom museli vyžadovat, aby nebyl nikdy nulový. Načež bychom jej
mohli v každé rovnici zkrátit a zbavit se jej, takže je jednodušší rovnou používat praktický tvar, kde nejvyšší člen
je sám o sobě.

To pak komplikuje kompaktní zápis pomocí sumy, kdy u takovýchto rovnic musíme nejvyšší člen uvádět zvlášť.
Sumační značení je kompaktní a praktické, ale pro intuici bývá názornější dlouhé značení s třemi tečkami. Obecně
vzato není korektní, proto jsme mu v definici dali přesný význam, abychom jej mohli používat ve formálních
tvrzeních.
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SSS 10a.1 Poznámka o posunu indexu: Uvažujme rovnici Fn+1 = Fn + Fn−1, n ≥ 2, viz příklad 7b.g a později
příklad 10b.d. Přepis Fn+1−Fn−Fn−1 = 0 má nalevo lineární kombinaci členů posloupnosti Fn, ale nejnižší index
není n, a tedy nejde o správný tvar. Ten lze ovšem získat posunem indexu. Je několik možností.

1. Selský rozum: Daná rovnice reprezentuje sadu rovnic (dosazujeme n počínaje n = 2)

F3 − F2 − F1 = 0,

F4 − F3 − F2 = 0,

F5 − F4 − F3 = 0, atd.

Snadno si rozmyslíme, že ji dokážeme zapsat pomocí rovnice Fn+2 − Fn+1 − Fn = 0, n ≥ 1. Vidíme, že jde
o homogenní lineární rovnici řádu 2.

2. Posun indexu, viz algoritmus 8c.1: Máme rovnici

Fn+1 − Fn − Fn−1 = 0, n ≥ 2.

Formální přístup: Aby se v nejnižším indexu objevila jen indexační konstanta, zavedeme nový index m = n − 1.
Pak n = m+ 1 a provedeme nahrazení:

F(m+1)+1 − Fm+1 − F(m+1)−1 = 0, m+ 1 ≥ 2

=⇒ Fm+2 − Fm+1 − Fm = 0, m ≥ 1.

Dostali jsme stejný tvar jako výše, jen s jiným písmenem pro index, což je u pracovní proměnné nepodstatné.
Posunový přístup: Aby se v nejnižším indexu objevilo jen n, posuneme všechna n nahoru o jedničku (přičteme

1), a to opravdu všude včetně vymezení rozsahu. Dostaneme

F(n+1)+1 − Fn+1 − F(n+1)−1 = 0, n+ 1 ≥ 2

=⇒ Fn+2 − Fn+1 − Fn = 0, n ≥ 1.

Toto je můj oblíbený přístup.

3. Kombinace obou: Aby se v rovnici Fn+1 − Fn − Fn−1 = 0 objevil nejnižší index jako n, tak je třeba všechna n
navýšit o jedničku. V rovnici dostaneme Fn+2 − Fn+1 − Fn = 0.

Pak si rozmyslíme, že v původní formě rovnice byla nejmenší dosažitelná hodnota indexu dána volbou n = 2,
a tedy rovna n − 1 = 1. První člen posloupnosti, které se tato rovnice týká, je tedy F1. Abychom dostali totéž
s novou podobou rovnice, musí začít n od jedné.
4
Ať už je rekurentní rovnice daná jakkoliv, vždycky je užitečné si rozmyslet, jaký je nejmenší dosažitelný index

neboli jak jsou indexované posloupnosti, se kterými tato rovnice pracuje. Například u rovnice an+2−an ·an−3 = n,
n ≥ 7, která mimochodem kvůli tomu součinu není lineární, je nejmenším dosažitelným indexem 4, tedy rovnice
pracuje s posloupnostmi (an)n≥4.

Příklad 10a.b: Převedeme rovnici an+1 − 6 = 7an − n2an−2 + (3n− 1) · 2n, n ≥ 5 na standardní tvar. Nejprve
přesuneme neznámé nalevo a ostatní členy napravo: an+1 − 7an + n2an−2 = 6 + (3n − 1) · 2n, n ≥ 5. Vidíme, že
je to nehomogenní rovnice, nalevo je lineární kombinace neznámých.

Nyní posuneme n o dva nahoru (přičteme dvojku), a to všude:

a(n+2)+1 − 7an+2 + (n+ 2)2a(n+2)−2 = 6 + (3(n+ 2)− 1) · 2n+2, n+ 2 ≥ 5

=⇒ an+3 − 7an+2 + (n+ 2)2an = 6 + (3n+ 5) · 4 · 2n, n ≥ 3.

10a.1, 10a.b 359 10a.1, 10a.b
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Máme nehomogenní lineární rovnici řádu 3 s pravou stranou bn = 6 + (3n+ 5) · 4 · 2n = 6 + (12n+ 20) · 2n.
4

!!! Příklad 10a.c: Dlouhodobé pozorování volně žijících králíků v Austrálii ukázalo, že se jejich počet každých šest
měsíců zdvojnásobí. Vše začalo v roce 1859, kdy jich bylo vypuštěno 24. Kolik jich bylo v roce 1869?

Označme jako an počet králíků v roce 1859 + n, takže nás zajímá an pro n ≥ 0. Jaký vztah pro ně platí? Je-li
králíků jeden rok an, pak za šest měsíců je jich 2an a za dalších šest měsíců (tedy za rok od an) je jich 2·2an = 4an.
Dostáváme an+1 = 4an, tedy an+1 − 4an = 0 pro n ≥ 0. Je to homogenní lineární rekurektní rovnice 1. řádu.

Víme, že a0 = 24, takže můžeme počítat.
a0 = 24,
a1 = 4a0 = 4 · 24,
a2 = 4a1 = 4 · (4 · 24) = 42 · 24,
a3 = 4a2 = 4 · (42 · 24) = 43 · 24.

Odhadneme, že posloupnost an = 24 ·4n, n ≥ 0 je hledanou posloupností,
což lze potvrdit indukcí. My zde ověříme, že tato posloupnost řeší naši
rekurentní rovnici: Pro libovolné n ≥ 0 po dosazení dostáváme an+1−4an =
24 · 4n+1 − 4 · 24 · 4n = 0, přesně jak bylo požadováno.

Pak už hravě zjistíme, že v roce 1869 tam teoreticky bylo a10 = 24 · 410 neboli cca 25 milionů králíků. To už
je skoro dost, není někde chyba? Historie říká, že od roku 1869 zabíjeli v Austrálii asi 2 milony králíků ročně,
aniž by to nějak znatelněji ovlivnilo jejich populaci, takže těch 24 milionů najednou nevypadá nereálně. Pokusy
o klasickou decimaci (odstřel, jedy) růst mírně zpomalily, ale i tak byl v roce 1950 jejich stav odhadován na 600
milionů. Moderní metody s tím drobet pohnuly, dnes je stav odhadován na 300 milionů, což je ale pořád slušné
číslo na 24 prapředků.
→Pokročilá poznámka: Čtenář asi cítí, že tento model není zrovna nejspolehlivější. Zádrhel je ve výchozím

předpokladu, populace se za šest měsíců bude těžko přesně zdvojnásobovat, spíš půjde o průměrnou hodnotu.
Jde tedy o statistický údaj a statistické údaje se nedají používat na malé populace, fungují jen na velkých
množstvích. Kdybychom zkoumali populace o milionech králíků (což později děláme), tak by ještě výsledky
mohly být docela spolehlivé, ale my jsme začali s 24 králíky, což je hodně málo. U tak malé populace se klidně
může stát, že za šest měsíců jich nebude 2 · 24 = 48, ale třeba 34 či 50, čímž se celý další vývoj vykolejí dost
jinam. Při modelování reálných situací je vždy třeba být opatrný, zda výsledek, který nám matematika dala,
lze aplikovat na popisovanou situaci. Klíčová je zde věrnost modelu, matematická odpověď na matematickou
otázku je samozřejmě spolehlivá.←

Ke králíkům se vrátíme v příkladě 10b.m, kde se podíváme za rok 1869, a také v příkladě 10b.d, kde ukážeme
jiný přístup k jejich problematice.
4

V této kapitole teoreticky prozkoumáme, jak se řešení lineárních rekurentních rovnic chovají. V další sekci pak
znalosti využijeme a odvodíme konkrétní metody pro nalezení potřebných řešení.

!!! Příklad 10a.d: Vraťme se k příkladu o králících. Když místo počátečního počtu 24 dáme počet jiný, třeba
obecně číslo c, pak stejným postupem dostaneme řešení an = c · 4n. Jinak řečeno, pokud uvažujeme jen danou
rovnici an+1 − 4an = 0, pak ji řeší všechny posloupnosti typu an = c · 4n, kde c je nějaká reálná konstanta (tohle
zase ověřte dosazením). Mimochodem, uvidíme, že jiná řešení už tato úloha nemá, našli jsme tedy všechny. V této
chvíli je zajímavé, že máme nekonečně mnoho řešení.

Z hlediska filosofického to dává smysl. Rovnice samotná je něco jako přírodní zákon popisující množení králíků,
tudíž se dá čekat, že existuje mnoho situací, které tomuto zákonu vyhovují, stejně jako gravitační zákon umožňuje
mnoho různých způsobů padání objektů (kladivo padající ze střechy mrakodrapu urazí trochu jinou dráhu než
chleba padající ze stolu). Takovéto situace se liší mírou svobody, v našem případě králíků lze mluvit o situaci
s jedním stupněm volnosti, což vidíme podle jednoho parametru c v řešení.

Podobně snadno dokážeme, že rovnice tn+1 = 2tn − 1 pro věšení záclon bijekcí má nekonečně mnoho řešení
ve tvaru tn = c2n + 1 pro c ∈ R. Na druhou stranu pro rovnici druhého řádu an+2 − an = 0, n ≥ 0 dostáváme
nekonečně mnoho řešení ve tvaru an = u+ v(−1)n, n ≥ 0, kde u, v ∈ R mohou být jakékoliv. Ověříme: Pro n ≥ 0
platí

an+2 − an = (u+ v(−1)n+2)− (u+ v(−1)n) = (u− u) + v(−1)n((−1)2 − 1) = 0.

4

Jak brzy uvidíme, když je lineární rovnice řádu d, tak má d stupňů volnosti, neboli lze najít vzorec zachycující
všechna možná řešení, ve kterém je d parametrů volitelných dle libosti. Takovému řešení se říká obecné řešení.
Když z množiny všech řešení vybereme jedno konkrétní, tak mu říkáme partikulární řešení.

Toto konkrétní řešení obvykle vybíráme pomocí dodatečných specifikací. Selský rozum říká, že když je v obecném
řešení d parametrů, tak by těch specifikací mělo být d. U králíků i věšení záclon to byla znalost, jak celý jev začíná.

10a.1, 10a.d 360 10a.1, 10a.d
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Je ovšem více možností. Pokud bychom například u těch králíků zadali, že a5 = 40000, tak se najde přesně jedno
partikulární řešení, které tomu bude vyhovovat, a my z něj vyčteme, s kolika králíky bychom měli začít, aby z nich
za 5 let bylo 40000.

Na druhou stranu pokud bychom pro řešení an = u+ v · (−1)n, n ≥ 0 rovnice an+2− an = 0, n ≥ 0 požadovali,
aby a1 = 13 a a3 = 23, tak to nepůjde zařídit. Potřebovali bychom nastavit parametry u, v tak, aby splňovaly

u+ v(−1)1 = 13

u+ v(−1)3 = 23
⇐⇒

u− v = 13

u− v = 23,

což zjevně nejde. Partikulární řešení s touto vlastností tedy neexistuje.
Naopak požadavku a1 = 0, a3 = 0 vyhoví libovolná volba v = u ∈ R neboli libovolná posloupnost typu

an = u+ u · (−1)n, n ≥ 0.
Abychom se vyhnuli podobným problémům, omezujeme se v teorii pouze na případ, kdy u řešení zadáváme,

jak má začít. Pro posloupnost (an) indexovanou v rozmezí n ≥ n0 to znamená, že pro zadání d počátečních dat
potřebujeme specifikovat členy s indexy n0 až n0 + d− 1 (rozmyslete si). Takovéto zadání má speciální jméno.

!!! Definice.
Nechť je dána lineární rekurentní rovnice řádu d

an+d + cd−1(n)an+d−1 + · · ·+ c1(n)an+1 + c0(n)an = bn, n ≥ n0.
Za počáteční podmínky (initial conditions) pro tuto rovnici považujeme libovolnou sou-
stavu rovností
an0 = A0, an0+1 = A1, . . . , an0+d−1 = Ad−1, kde Ak ∈ R jsou pevně zvolená čísla.

U králíků v příkladě 10a.c jsme měli rovnici an+1 − 4an = 0, n ≥ 0. Podmínka a0 = 24 je tedy počáteční
podmínkou pro tuto rovnici. Kombinaci rovnice plus počáteční podmínky se někdy říká „počáteční úlohaÿ (IVP,
initial value problem).

Vycházeli jsme z představy, že pro rovnici řádu d očekáváme v řešení d parametrů, pak je rozumné zadávat
d podmínek. Viděli jsme, že to někdy nemusí dopadnout dobře, ale následující věta potvrdí, že u počátečních
podmínek problémy nastat nemohou.

!!! Věta 10a.2. (o existenci a jednoznačnosti)
(i) Každá lineární rekurentní rovnice má nějaké řešení.
(ii) Je-li dána lineární rekurentní rovnice řádu d a příslušné počáteční podmínky, pak existuje
jediné řešení této rovnice, které splňuje dané počáteční podmínky.

Věty o existenci a jednoznačnosti bývají v matematických teoriích rovnic klíčové. Všimněte si, že druhá část věty
vlastně říká dvě věci, jednak že partikulární řešení existuje a pak že je jediné. Není to přitom opakování z první
části. První část věty totiž jenom říká, že nějaké řešení existuje, ale nezaručí, že nutně musí splňovat počáteční
podmínky, které zrovna potřebujeme. Až druhá část říká, že když libovolně vybereme počáteční podmínky, tak
už k nim řešení existuje, a pak také dodá, že je jediné možné.

První část věty snadno vyplývá z druhé: Je-li dána rovnice, tak prostě zvolíme nějaké počáteční podmínky a
k nim najdeme podle druhé části řešení. Mohli bychom tedy (i) vynechat, ale je zajímavá sama o sobě. U řady
rovnic nemáme zaručeno, že jejich řešení existují, takže samotná existence řešení je v teorii užitečnou informací
a stojí za to ji vyjádřit v jednoduché podobě, kdy nám to nekomplikují nějaké další podmínky.

Důkaz (drsný, poučný): Dokážeme druhou část věty. Uvažujme rovnici an+d +
d−1∑
k=0

ck(n)an+k = bn, n ≥ n0

a počáteční podmínky an0 = A0, an0+1 = A1, . . . , an0+d−1 = Ad−1.
1) Nejprve ukážeme, že existuje řešení této úlohy. Sestrojíme jej pomocí modifikované indukce s d předpoklá-
danými hodnotami pro n ≥ n0.
(0) Základní krok: Pro n = n0, n0 + 1, . . . , n0 + d− 1 definujeme an = An−n0 .
(1) Nechť n ∈ N, n ≥ n0 + d− 1. Předpokládejme, že jsou definovány an−d+1, an−d+2, . . . , an. Pak definujeme

an+1 = bn+1−d −
d−1∑
k=0

ck(n+ 1− d)an+1−d+k. Na pravé straně používáme jen an+1−d, an+2−d, . . . , an, které dle

předpokladu máme, neboť díky n ≥ n0 + d− 1 všechny používané indexy splňují n + 1− d + k ≥ n0. Definice
je proto korektní.

Tím máme vytvořenu posloupnost (an)∞n=n0 . Potřebujeme ukázat, že je to řešení.
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Platnost počátečních podmínek je zjevná dle definice v kroku (0). Nyní ověříme platnost rovnice. Zvolme tedy
libovolné N ≥ n0. Pak N + d > n0 + d− 1, proto byl při definici aN+d použit krok (1) pro n = N + d− 1. Měli

jsme tedy definici aN+d = bN −
d−1∑
k=0

ck(N)aN+k, což po přepsání dává aN+d +
d−1∑
k=0

ck(N)aN+k = bN a řešená

rovnice je splněna.

2) Nyní ukážeme jednoznačnost. Vezměme tedy jiné řešení (ãn) naší úlohy (rovnice a počáteční podmínky).
Ukážeme modifikovanou indukcí, že se již musí shodovat s naším (an). Přesně, pro n ≥ n0 dokážeme ãn = an.
(0) Pro n = n0, n0 + 1, . . . , n0 + d− 1 musí podle počátečních podmínek platit ãn = An−n0 = an.
(1) Nechť n ∈ N, n ≥ n + d − 1. Předpokládejme, že pro m = n − d + 1, n − d + 2, . . . , n platí ãm = am.

Protože je (ãn) řešení, musí platit ãN+d+
d−1∑
k=0

ck(N)ãN+k = bN . Když to aplikujeme s N = n+1−d, dostáváme

ãn+1 +
d−1∑
k=0

ck(n + 1 − d)ãn+1−d+k = bn+1−d neboli ãn+1 = bn+1−d −
d−1∑
k=0

ck(n + 1 − d)ãn+1−d+k. Použijeme

indukční předpoklad a podmínku (1) z definice (an) a dostáváme

ãn+1 = bn+1−d −
d−1∑
k=0

ck(n+ 1− d)ãn+1−d+k = bn+1−d −
d−1∑
k=0

ck(n+ 1− d)an+1−d+k = an+1.

Tím je indukční krok dokázán, a tedy i jednoznačnost nalezeného řešení.
�

Příklad 10a.e: Brzy se naučíme postup, jak pro lineární rovnici an+2 − 4an = −3, n ≥ 0 najít obecné řešení
an = 1 + u · 2n + v · (−2)n, n ≥ 0. Je to lineární rovnice druhého řádu, proto potřebujeme dvě podmínky. Protože
jsou řešení indexována n ≥ 0, počáteční podmínky specifikují hodnoty pro a0 a a1.

Uvažujme počáteční podmínky a0 = 0, a1 = 3. Dosazením za a0 a a1 ze vzorce získáme dvě rovnice pro dvě
neznáme:

u · 20 + v · (−2)0 + 1 = 0,

u · 21 + v · (−2)1 + 1 = 3
⇐⇒

u+ v = −1,

2u− 2v = 2

Odtud u = 0 a v = −1. Dostali jsme partikulární řešení an = 1− (−2)n, n ≥ 0.
Připomeňme, že vymezení rozsahu pro index je nutnou součástí specifikace posloupnosti, tedy musí být uvedeno

také v řešení rekurentní rovnice.
4

Důsledek 10a.3.
Jestliže se dvě řešení téže lineární rekurentní rovnice řádu d shodují v prvních d členech, pak
jde o stejné řešení.

Důkaz (poučný): Nechť (an)∞n=n0 a (ãn)∞n=n0 řeší danou rovnici. Označme A0 = an0 , A1 = an0+1, . . . , Ad−1 =
an0+d−1. Pak (an) řeší onu lineární rekurentní rovnici a také splňuje počáteční podmínky Ai. Díky shodnosti
prvních d členů ovšem i řešení (ãn) splňuje tyto počáteční podmínky, proto podle věty o jednoznačnosti musí
jít o shodné posloupnosti.

�

Věta nám zaručila existenci řešení, ale neporadila, jak jej najít vyjádřené explicitním vzorečkem. Abychom tuto
otázku dokázali uspokojivě zodpovědět, musíme vědět víc o tom, jakou strukturu řešení mají. Následující věty
nepřekvapí nikoho, kdo se již s nějakými lineárními rovnicemi setkal (viz kapitola 3). Jako obvykle ukážeme, že
řešení homogenních rovnic tvoří vektorový (lineární) prostor. Vhodné posuny tohoto prostoru pak dají řešení dané
rovnice pro nenulové pravé strany. To je v kostce obsah zbytku této sekce.

Začneme homogenními rovnicemi, které se u lineárních rovnic vždy řeší nejsnáze. Pokud daná rovnice není
homogenní, tak si z ní takovou snadno vyrobíme.

!!! Definice.
Uvažujme lineární rekurentní rovnici

an+d + cd−1(n)an+d−1 + · · ·+ c2(n)an+2 + c1(n)an+1 + c0(n)an = bn, n ≥ n0.
Pak se lineární rekurentní rovnice

an+d + cd−1(n)an+d−1 + · · ·+ c2(n)an+2 + c1(n)an+1 + c0(n)an = 0, n ≥ n0
nazývá k ní přidružená homogenní rovnice.
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Příklad 10a.f: V příkladě 10.a jsme věšení závěsu bisekcí popsali rovnicí tn+1−2tn = −1, n ≥ 0. K ní přidružená
homogenní rovnice je tn+1 − 2tn = 0, n ≥ 0.
4

Přichází první inzerovaná věta.

!!! Věta 10a.4. (o struktuře prostoru řešení homogenní lineární rekurentní rovnice)
Množina všech řešení dané homogenní lineární rekurentní rovnice řádu d je vektorový prostor
dimenze d.

SSS Rozbor: Máme rovnici an+d + cd−1(n)an+d−1 + · · · + c2(n)an+2 + c1(n)an+1 + c0(n)an = 0, n ≥ n0. Pracuje
s posloupnostmi, jejichž indexace vždy začíná od n0, proto ji v důkazu budeme pro zjednodušení zápisu vynechávat.

Posloupnosti indexované stejným způsobem lze sčítat a násobit konstantou obdobně jako vektory, viz kapitola 8c,
a je standardní fakt, že tak vzniká vektorový prostor, říkejme mu zde V . Naše rovnice z tohoto V vybere určité
posloupnosti coby řešení této rovnice, označme jako M množinu všech těchto řešení. Potřebujeme ukázat dvě věci,
že M je vektorový prostor a že má dimenzi d.

To první bude snadné, lineární algebra nám totiž nabízí příjemnou zkratku. Stačí ukázat, že M je uzavřená
na operace sčítání a násobení konstantou, čímž potvrdíme, že je to podprostor V . Pak už to je automaticky
vektorový prostor.

Poznatek o dimenzi je výrazně náročnější.
Jak se ukáže uzavřenost M? Podle obecné definice máme pro sčítání ukázat toto: Pokud ~x, ~y ∈ M , pak také

~x+ ~y ∈M . V našem případě pracujeme s posloupnostmi, tedy máme ukázat:
• Jestliže (an)n, (ãn)n ∈M , pak (an)n + (ãn)n ∈M .

Připomeňme, že posloupnosti se sčítají po členech, tedy (an)n + (ãn)n je posloupnost s členy an + ãn.
Ovšem příslušnost do množiny M se pozná podle toho, zda dotyčná posloupnost řeší naši rovnici. Máme tedy

ukázat následující:
• Jestliže (an)n, (ãn)n řeší danou rovnici, pak ji řeší také poslupnost (an)n + (ãn)n.

Obdobně se ověří uzavřenost na násobení konstantou. Někteří autoři preferují tento přístup, kdy se každá operace
řeší zvlášť, jiní preferují zpracovat obě operace najednou prostřednictvím lineární kombinace. Osobně nemám
preferenci, zkusím ten druhý přístup. Pro lepší pochopení úprav použijeme třítečkový zápis rovnice.

Důkaz (drsný, poučný): 1) Dokážeme, že M je uzavřená na vektorové operace. Vezměme dva prvky (an)n
a (ãn)n této množiny. Jde tedy o řešení dané rovnice, proto platí

an+d + cd−1(n)an+d−1 + · · ·+ c2(n)an+2 + c1(n)an+1 + c0(n)an = 0,

ãn+d + cd−1(n)ãn+d−1 + · · ·+ c2(n)ãn+2 + c1(n)ãn+1 + c0(n)ãn = 0 pro všechna n ≥ n0.
Nechť u, v ∈ R. Ověříme, že příslušná lineární kombinace u(an)n + v(ãn)n tuto rovnici také řeší. Za tím účelem
ji dosadíme do rovnice, začneme levou stranou. Pro každé n ≥ n0 máme

(uan+d + vãn+d) + cd−1(n)(uan+d−1 + vãn+d−1) + · · ·
· · ·+ c2(n)(uan+2 + vãn+2) + c1(n)(uan+1 + vãn+1) + c0(n)(uan + vãn)

= [uan+d + cd−1(n)uan+d−1 + · · ·+ c2(n)uan+2 + c1(n)uan+1 + c0(n)uan]

+ [vãn+d + cd−1(n)vãn+d−1 + · · ·+ c2(n)vãn+2 + c1(n)vãn+1 + c0(n)vãn]

= u[an+d + cd−1(n)an+d−1 + · · ·+ c2(n)an+2 + c1(n)an+1 + c0(n)an]

+ v[ãn+d + cd−1(n)ãn+d−1 + · · ·+ c2(n)ãn+2 + c1(n)ãn+1 + c0(n)ãn]

= u · 0 + v · 0 = 0.

Takže ta posloupnost řeší danou rovnici, a tedy u(an)n+v(ãn)n ∈M .M je proto lineární podprostor vektorového
prostoru všech posloupností, tudíž vektorový prostor.
2) Teď ukážeme, že dimenze M je d.

Nechť (a1,n)n je řešení dané rovnice a počátečních podmínek an0 = 1, an0+1 = 0, . . . , an0+d−1 = 0.
Nechť (a2,n)n je řešení dané rovnice a počátečních podmínek an0 = 0, an0+1 = 1, an0+2 = 0, . . . , an0+d−1 = 0.
Postupujeme obdobně dále a dostaneme d řešení, přičemž (ai,n)n splňuje počáteční podmínky an0+i−1 = 1

a an0+j−1 = 0 pro j 6= i, 1 ≤ j ≤ d. Tato řešení existují dle věty 10a.2. Všimněte si, že řešení se doplňují. První
z těchto řešení začíná (1, 0, 0, 0, . . . ), druhé začíná (0, 1, 0, 0, . . . ), třetí začíná (0, 0, 1, 0, 0, . . . ), takže kdykoliv se
u těchto posloupností podíváme na stejný člen (první, druhý až d-tý), tak vždy pouze jedna z nich má hodnotu
1 a ostatní mají hodnotu 0.
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a) Tvrdíme, že tato řešení jsou lineárně nezávislá. Předpokládejme, že
d∑
i=1

ui(ai,n)n = (0)n, neboli nechť se jistá

lineární kombinace těchto řešení rovná nulové posloupnosti, tedy nulovému prvku prostoru M . Potřebujeme
ukázat, že pak nutně ui = 0 pro každé i. Vezměme tedy j z množiny {1, 2, . . . , d} a podívejme se v té rovnosti
nalevo i napravo na j-tý prvek posloupnosti, neboli na prvek posloupnosti s indexem n0 + j − 1. Každý prvek
nulové posloupnosti je prostě 0, proto

d∑
i=1

uiai,n0+j−1 = 0.

Na výraz nalevo aplikujeme počáteční podmínky pro jednotlivá řešení. Jak už jsme diskutovali, jen jediné
z těchto řešení má nenulový svůj j-tý člen (člen s indexem n0 + j − 1), jde o řešení (aj,n)n a ten člen je roven
aj,n+j−1 = 1. Proto ta rovnice ve skutečnosti zní uj = 0, přesně jak jsme potřebovali.

Dokázali jsme, že z rovnosti
d∑
i=1

ui(ai,n)n = (0)n už nutně vyplývá ui = 0 pro všechna i, proto je množina{
(ai,n)∞n=n0 ; i = 1, 2, . . . , d

}
lineárně nezávislá. Z toho mimo jiné plyne, že dim(M) ≥ d.

b) Nyní dokážeme, že oněch d posloupností také generuje M , tedy je to vlastně báze. Vezměme nějaké libovolné
řešení (an)n ∈ M , potřebujeme ukázat, že se dá vyjádřit jako lineární kombinace našich d posloupností. Podí-

vejme se na lineární kombinaci (ãn)n =
d∑
i=1

an0+i−1(ai,n)n (zde tedy používáme prvních d členů onoho daného

řešení jako koeficienty lineární kombinace). Nechť j je nějaké číslo mezi 1 a d. Jaký je j-tý člen posloupnosti
(ãn)n, tj. člen ãn0+j−1? Jak jsme již diskutovali, ona řešení zahrnutá v dané lineární kombinaci jsou nenulová
vždy pouze jednou, takže dostáváme

ãn0+j−1 =
d∑
i=1

an0+i−1ai,n0+j−1 = an0+j−1 · 1 = an0+j−1.

To znamená, že posloupnosti (ãn)n a (an)n jsou obě řešením dané rovnice a mají také shodné všechny ze svých

prvních d-členů, proto se podle důsledku 10a.3 rovnají, tedy (an)n = (ãn)n =
d∑
i=1

an0+i−1(ai,n)n.

Ukázali jsme, že libovolné řešení dané rovnice (tj. libovolný prvek množiny M) lze vyjádřit jako lineární kom-
binaci posloupností (ai,n)∞n=n0 . Spolu s lineární nezávislostí to znamená, že množina

{
(ai,n)∞n=n0 ; i = 1, . . . , d

}
je báze prostoru M , a proto dim(M) = d.

�

!!! Jaký to má důsledek? Lineární algebra nabízí zajímavou zkratku. Stačí najít nějakou bázi prostoru těchto řešení,
jinými slovy, stačí najít nějakých d řešení (ai,n)∞n=n0 této homogenní rovnice tak, aby byly lineárně nezávislé,

a už známe všechna řešení, jmenovitě se dají vyjádřit jako lineární kombinace
d∑
i=1

ui(ai,n)n≥n0 =
( d∑
i=1

uiai,n

)
n≥n0

.

Všimněte si, že se tam objevuje d parametrů ui, což přesně souhlasí, dostáváme tak obecné řešení dané homogenní
rovnice.

Na něco podobného jsme narazili u králíků (příklad 10a.c). Rovnice an+1−4an = 0 je homogenní rovnice 1. řádu,
podle této věty je prostor jejích řešení jednorozměrný. My jsme zjistili, že všechny posloupnosti (c4n)n = c(4n)n
jsou řešeními, toto jedno řešení (4n)n tedy představuje jednoprvkovou bázi prostoru řešení a vše souhlasí.

Jak uvidíme v příští sekci, pro nalezení oněch d nezávislých řešení existuje postup, takže budeme schopni (snadno)
řešit homogenní rovnice. Jak nám to pomůže s nehomogenními rovnicemi?

Pro ty se řešení hledají mnohem obtížněji a obvykle jsme rádi, když seženeme alespoň jedno. Naštěstí to stačí.

!!! Věta 10a.5. (o struktuře řešení lineární rekurentní rovnice)
Nechť je dána lineární rekurentní rovnice

an+d + cd−1(n)an+d−1 + · · ·+ c1(n)an+1 + c0(n)an = bn, n ≥ n0
a nějaké její řešení (ap,n)∞n=n0 .
Posloupnost (an)∞n=n0 je řešením této rovnice právě tehdy, pokud se dá napsat jako součet
(an)n = (ap,n)n + (ah,n)n, kde (ah,n)∞n=n0 je nějaké řešení přidružené homogenní rovnice.

SSS Rozbor: Důkaz této věty je v zásadě stejný jako u lineárních rovnic v kapitole 3. Věta coby ekvivalence vlastně
ukazuje dvě věci.
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Za prvé, přidáváním (ah,n)n k (ap,n)n generujeme nová řešení dané rovnice. Funkčnost tohoto generátoru do-
kážeme snadno tak, že novou posloupnost dosadíme do příslušné rovnice; také víme, že praktičtější je dosadit
zkoumanou posloupnost do levé (komplikovanější) strany rovnosti a postupně se úpravami propracovat k pravé.

Druhé tvrzení je, že tento generátor poskytne všechna řešení, tedy není třeba hledat ještě někde jinde. Musíme
ukázat, že když nám někdo dá řešení, tak jej lze získat pomocí našeho generátoru, tedy naším úkolem bude najít
vhodné (ah,n)n. Když si rozmyslíme, co od této posloupnosti požadujeme, tak získáme kandidáta, o kterém pak
potvrdíme, že dělá, co má.

Úpravy v rovnicích budou obdobné jako u předchozího důkazu, proto použijeme úspornější sumační zápis.

Důkaz (rutinní, poučný): Nechť (ap,n)n≥n0 řeší danou rovnici, tedy pro n ≥ n0 platí

ap,n+d +
d−1∑
k=0

ck(n)ap,n+k = bn.

1) ⇐=: Nechť (ah,n)∞n=n0 je nějaké řešení přidružené homogenní rovnice a (an)n = (ap,n)n + (ah,n)n. Pak pro
libovolné n ≥ n0 máme

an+d +
d−1∑
k=0

ck(n)an+k = (ap,n+d + ah,n+d) +
d−1∑
k=0

ck(n)(ap,n+k + ah,n+k)

= ap,n+d + ah,n+d +
d−1∑
k=0

ck(n)ap,n+k +
d−1∑
k=0

ck(n)ah,n+k

=
(
ap,n+d +

d−1∑
k=0

ck(n)ap,n+k
)

+
(
ah,n+d +

d−1∑
k=0

ck(n)ah,n+k
)

= bn + 0 = bn.

Takže (ap,n + ah,n)∞n=n0 řeší danou rovnici.
2) =⇒: Nechť (an)∞n=n0 je nějaké řešení dané rovnice. Zvolíme posloupnost ah,n = an − ap,n. Pak platí rovnost
(an)n = (ap,n)n + (ah,n)n, neboť ap,n + ah,n = ap,n + (an − ap,n) = an. Zbývá ukázat, že (ah,n)∞n=n0 řeší
přidruženou homogenní rovnici. Pro n ≥ n0 máme

ah,n+k +
d−1∑
k=0

ck(n)ah,n+k = (an+d − ap,n+k) +
d−1∑
k=0

ck(n)(an+k − ap,n+k)

= an+d − ap,n+k +
d−1∑
k=0

ck(n)an+k −
d−1∑
k=0

ck(n)ap,n+k

=
(
an+d +

d−1∑
k=0

ck(n)an+k
)
−
(
ap,n+k +

d−1∑
k=0

ck(n)ap,n+k
)

= bn − bn = 0.

�

!!! Věta nám říká, že vzorec an = ap,n+ah,n, n ≥ n0 je obecným řešením dané rovnice. Můžeme také říct, že množina
všech řešení dané lineární rekurentní rovnice je{

(ap,n)n + (ah,n)n; (ah,n)n řeší přidruženou homogenní rovnici
}
.

Vizuální představa je následující: Uvažujme množinu M všech řešení přidružené homogenní rovnice. Víme, že
je to lineární podprostor V , takže si třeba představíme rovinu procházející počátkem v R3. Když najdeme nějaké
řešení (ap,n)n dané rovnice, tak pomocí něj celou množinu M posuneme a dostaneme množinu (ap,n)n +M všech
řešení dané rovnice.

Příklad 10a.g: V příkladě 10.a jsme zjistili, že posloupnost (2n + 1)n≥0 je řešením rovnice tn+1 − 2tn = −1,
n ≥ 0. Můžeme ji tedy zvolit jako naše partikulární řešení tp,n = 2n + 1, n ≥ 0.

Uvažujme přidruženou homogenní rovnici tn+1 − 2tn = 0. Podobně jako v příkladě s králíky snadno uhodneme
a potvrdíme dosazením, že posloupnost ah,n = u · 2n, n ≥ 0 ji řeší pro libovolné u ∈ R, a dá se ukázat, že
jde o všechna řešení. Podle strukturální věty lze tedy generovat všechna řešení zavěšovací rovnice vzorcem an =
(2n + 1) + u2n, n ≥ 0, kde u ∈ R může být libovolné.

V příkladě 10.a jsme také poukázali na to, že rovněž posloupnost an = 1, n ≥ 0 řeší dotyčnou rovnici a tudíž ji
lze použít coby partikulární řešení. Dostáváme tak jiný vzorec pro obecné řešení, an = 1 + u2n, n ≥ 0.

Jako obvykle, parametr u je ve vzorci lokální, tedy každá verze obecného řešení má „svojeÿ u. Možná bychom
mohli druhou verzi přepsat jako an = 1 + α2n, n ≥ 0. Když první verzi upravíme na tvar an = 1 + (u + 1)2n,
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n ≥ 0, tak vidíme, že se mezi vzorci dá přecházet posunem parametru. Když tedy necháme parametry u v první
verzi a α v druhé verzi projít všemi reálnými čísly, tak množiny řešení vygenerované těmito vzorci budou stejné.

U všech lineárních rovnic je možné mít více (dokonce nekonečně mnoho) vzorců pro obecné řešení. Podstatné je,
že vždy generují stejnou množinu řešení.
4

Rýsuje se nám tady praktický postup hledání obecného řešení přes vzorec an = ap,n + ah,n. Pro usnadnění
komunikace zavedeme zkratku.

Úmluva.
Abychom nemuseli pořád říkat „obecné řešení přidružené homogenní rovniceÿ, budeme ah,n
říkat prostě homogenní řešení.

10a.6 Poznámka (rovnice jako zobrazení): V této kapitole jsme následovali klasický přístup, kdy pracujeme
s rovnicí. Existuje alternativní pohled, který se na celé téma dívá z nadhledu a usnadní některé kroky.

Uvažujme rovnici an+2 − 2an+1 + an = n, n ≥ 0. Vlastně jde o sadu rovnic

a2 − 2a1 + a0 = 0,

a3 − 2a2 + a1 = 1,

a4 − 2a3 + a2 = 2,

a5 − 2a4 + a3 = 3, atd.

Můžeme se na to dívat jako na porovnávání souřadnic dvou „nekonečných vektorůÿ neboli posloupností, takže
vlastně spolu porovnáváme dvě posloupnosti:

(
a2 − 2a1 + a0, a3 − 2a2 + a1, a4 − 2a3 + a2, a5 − 2a4 + a3, . . .

)
se

má rovnat posloupnosti (0, 1, 2, 3, . . . ). Zkrácený zápis: (an+2 − 2an+1 + an)n≥0 = (n)n≥0.
Vektor vlevo vznikl určitou manipulací s posloupností (an)n≥0. Tato manipulace je vlastně zobrazení, které

z dané posloupnosti (an)n≥0 vytvoří posloupnost (a2−2a1+a0, a3−2a2+a1, a4−2a3+a2, a5−2a4+a3, . . . )n≥0.
Označme toto zobrazení L, máme tedy

L: (an)n≥0 7→ (an+2 − 2an+1 + an)n≥0
neboli L[(an)n≥0] = (an+2 − 2an+1 + an)n≥0. Zjevně je odvozeno od levé strany naší rovnice.

Snadno nahlédneme, že posloupnost (an)n≥0 řeší naší rovnici právě tehdy, pokud platí L[(an)n≥0] = (n)n≥0.
Například pro an = 3n, n ≥ 0 máme

L[(3n)n≥0] = (3n+2 − 2 · 3n+1 + 3n)n≥0 = (4 · 3n)n≥0.

Protože se tento výstup nerovná pravé straně, není posloupnost (3n)n≥0 řešením dotyčné rovnice.
Obecně řečeno, máme-li nějakou rekurentní rovnici ve tvaru F (an+d, an+d−1, . . . , an+1, an) = bn pro n ≥ n0,

tak uvažujeme vektorový prostor V všech posloupností (an)n≥n0 indexovaných od n0 a zobrazení L: V 7→ V
definované pro (an) ∈ V jako

L: (an) 7→
(
F (an+d, an+d−1, . . . , an+1, an)

)
n≥n0

.

Posloupnost (an)n ∈ V řeší danou rovnici právě tehdy, pokud platí L[(an)n] = (bn)n. Nalezení řešení dané rovnice
tak lze vnímat jako střelbu na cíl prostřednictvím zobrazení L odvozeného od levé strany rovnice.

Pokud je rovnice lineární, tak je lineární i příslušné zobrazení L. Důkaz je snadný, stačí do příslušného L dosadit
kombinaci u(an) + v(bn) a roznásobit:

L[u(an) + v(bn)] =
(

[uan+d + vbn+d] +
d−1∑
k=0

ck(n)[uan+k + vbn+k]
)

= · · · = u
(
an+d +

d−1∑
k=0

ck(n)an+k
)

+ v
(
bn+d +

d−1∑
k=0

ck(n)bn+k
)

= uL[(an)] + vL[(bn)].

Jsou to stejné výpočty, jaké jsme prováděli v důkazech vět 10a.5 a 10a.4. Výhoda tohoto přístupu je, že tento
důkaz uděláme jen jednou a pak již využíváme linearitu. Například v důkazu, že (ap,n + ah,n) řeší danou rovnici,
by díky linearitě L stačilo napsat

L[(ap,n) + (ah,n)] = L[(ap,n)] + L[(ah,n)] = (bn) + (0) = (bn).

Můžeme také využít známé věty z lineární algebry. Například množina homogenních řešení je množina posloup-
ností, které splňují L[(an)] = (0), což je přesně jádro Ker(L) zobrazení L. Jádra lineárních zobrazení jsou vždy
vektorové prostory.
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Diskrétńı matematika 10b. Rovnice s konstantńımi koeficienty pHabala 2026

Tento pohled na rovnice očima zobrazení se bude hodit také v další sekci.
4

Cvičeńı

Cvičení 10a.1 (rutinní): Dokažte, že daná posloupnost řeší danou rovnici, případně i s počátečními podmínkami:
a) (2n)∞n=3; rovnice an+2 − 4an = 0, n ≥ 3;
b) (2n)∞n=1; rovnice an+2 + an+1 − an = 5 · 2n, n ≥ 1; poč. podm. a1 = 2, a2 = 4;
c) (n2n + 1)∞n=0; rovnice an+2 − 3an+1 + 2an = 2 · 2n, n ≥ 0; poč. podm. a0 = 1, a1 = 3;
d) (2n + 3n)∞n=0; rovnice an+2 − 5an+1 + 6an = 0, n ≥ 0;
e) (2n + n)∞n=1; rovnice an+2 − an+1 − 2an = 1− 2n, n ≥ 1; poč. podm. a1 = 3, a2 = 6.

Cvičení 10a.2 (rutinní): Následující rovnice upravte do správného tvaru lineární rekurentní rovnice včetně
správného indexování.
a) an+1 = nan + an−1 − 3n, n ≥ 1;
b) an+1 = 4an−1 + 3n, n ≥ 2;
c) an = n+ 5− 2an−1 + 4 · 3n, n ≥ 1.

Cvičení 10a.3 (rutinní): Pro každou z následujících rovnic ověřte, že poskytnutý vzorec je opravdu řešením dané
rovnice, a pak najděte partikulární řešení vyhovující zadaným počátečním podmínkám.
a) an+1 = (n+ 1)an, n ≥ 0; řešení an = u · n!; poč. podm. a0 = 13;
b) an+1 = 3an − 2an−1, n ≥ 2; řešení an = u+ v · 2n; poč. podm. a1 = 11, a2 = 9;
c) an+2 − 2an+1 + an = 4 · 3n, n ≥ 0; řešení an = u+ nv + 3n; poč. podm. a0 = 6, a1 = 7;
Nezapomeňte u řešení určit správný rozsah pro indexy.

Cvičení 10a.4 (rutinní): Pro zadanou rovnici uvažujte příslušné zobrazení L a nalezněte L[(an)n] pro zadanou
posloupnost.
a) an+2 + 4an = 0, n ≥ 1; posloupnost (2n)n≥1;
b) an+1 − 3an = 0, n ≥ 0; posloupnost (n− 1)n≥0.

Řešení:

10a.1: Stačí dosadit, nejlépe začít levou stranou:
a) an+2 − 4an = 2n+2 − 4 · 2n = 4 · 2n − 4 · 2n = 0 pro n ≥ 3.
b) 2n+2 + 2n+1 − 2n = 4 · 2n + 2 · 2n − 2n = 5 · 2n pro n ≥ 1, počáteční podmínky: a1 = 21 = 2, a2 = 22 = 4
souhlasí.
c) an+2 − 3an+1 + 2an = (2n+2(n+ 2) + 1)− 3(2n+1(n+ 1) + 1) + 2(2nn+ 1)
= 4n2n + 8 · 2n + 1 − 6n2n − 6 · 2n − 3 + 2n2n + 2 = 2 · 2n pro n ≥ 0, počáteční podmínky: a0 = 20 · 0 + 1 = 1,
a1 = 21 · 1 + 1 = 3 souhlasí.
d) an+2−5an+1+6an = (2n+2+3n+2)−5(2n+1+3n+1)+6(2n+3n) = 4·2n+9·3n−10·2n−15·3n+6·2n+6·3n = 0
pro n ≥ 0.
e) an+2−an+1−2an = (2n+2+(n+2))−(2n+1+(n+1))−2(2n+n) = 4·2n+n+2−2·2n−n−1−2·2n−2n = 1−2n
pro n ≥ 1, počáteční podmínky: a1 = 21 + 1 = 3, a2 = 22 + 2 = 6 souhlasí.
10a.2: a) an+2−(n+1)an+1−an = −3n+1, n ≥ 0. b) an+2−4an = 3(n+1), n ≥ 1. c) an+1+2an = (n+1)+5+4·3n+1
neboli an+1 + 2an = n+ 6 + 12 · 3n, n ≥ 0.
10a.3: a) an = 13 · n!, n ≥ 0. b) an = 13− 2n, n ≥ 1. c) an = 5− n+ 3n, n ≥ 0.
10a.4: a) L[(2n)n≥1] = (2n+2 + 4 · 2n)n≥1 = (8 · 2n)n≥1.
b) L[(n− 1)n≥0] = ([(n− 1) + 1]− 3 · [n− 1])n≥0 = (−2n+ 3)n≥0.

10b. Rovnice s konstantńımi koeficienty

Zde se konečně naučíme rovnice řešit. Nejprve se ale musíme vzdát možnosti, že by koeficienty rovnice závisely
na n.

!!! Definice.
Lineární rekurentní rovnice s konstantními koeficienty (constant coefficients) je li-
bovolná rovnice ve tvaru

an+d + cd−1an+d−1 + · · ·+ c1an+1 + c0an = bn, n ≥ n0,
kde n0 ∈ Z, ck ∈ R pro k = 0, . . . , d − 1 jsou pevně zvolená čísla a (bn)∞n=n0 je pevně zvolená
posloupnost reálných čísel.
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S takovými rovnicemi se už dá něco dělat. Všimněte si, že příklady 10.a a 10a.c jsou tohoto typu.

!!! Definice.
Nechť je dána lineární rekurentní rovnice s konstantními koeficienty

an+d + cd−1an+d−1 + · · ·+ c1an+1 + c0an = bn, n ≥ n0.
Její charakteristický polynom (characteristic polynomial) je definován jako polynom

p(λ) = λd + cd−1λ
d−1 + · · ·+ c1λ+ c0.

Rovnici λd + cd−1λ
d−1 + · · ·+ c1λ+ c0 = 0 se říká charakteristická rovnice (characteristic

equation).
Jejím řešením získáme kořeny charakteristického polynomu zvané charakteristická čísla, po-
případě vlastní čísla dané rovnice (characteristic numbers/roots or eigenvalues).

Charakteristický polynom dostaneme, když v dané rovnici namísto an+k píšeme λk.

Příklad 10b.a: Pro rovnici an+5 − 17an+2 + 5an = 0 je charakteristická rovnice rovna

λ5 − 17λ2 + 5λ0 = 0

neboli λ5 − 17λ2 + 5 = 0. Neumíme ji vyřešit analyticky (vzorcem), tedy neznáme charakteristická čísla rovnice
an+5 − 17an+2 + 5an = 0. Jak brzy uvidíme, je to škoda. Charakteristický polynom je p(λ) = λ5 − 17λ2 + 5.

V příkladě 10a.c jsme řešili rovnici an+1 = 4an neboli an+1 − 4an = 0. To je homogenní lineární rovnice, tudíž
můžeme uvažovat její charakteristický polynom p(λ) = λ− 4. Charakteristickou rovnici λ− 4 = 0 hravě vyřešíme
a získáme charakteristické číslo λ = 4. Mimochodem, zjistili jsme, že posloupnost (4n) tuto rovnici řeší.

V příkladě 10.a jsme měli rovnici tn+1 = 2tn − 1. Její přidružená homogenní rovnice je tn+1 − 2tn = 0, jejíž
charakteristická rovnice λ− 2 = 0 poskytne charakteristické číslo λ = 2. Také jsme viděli, že posloupnost (2n) řeší
tuto homogenní rovnici. Není to náhoda.
4

!!! Fakt 10b.1.
Jestliže je λ0 charakteristickým číslem dané homogenní lineární rekurentní rovnice s konstant-
ními koeficienty, pak je geometrická posloupnost (λn0 )∞n=n0 jejím řešením.

Důkaz (poučný): Máme rovnici an+d + cd−1an+d−1 + · · · + c1an+1 + c0an = 0, n ≥ n0. Její charakteristický
polynom je p(λ) = λd+cd−1λ

d−1+ · · ·+c1λ
1+c0. Charakteristické číslo λ0 dané rovnice tedy splňuje p(λ0) = 0.

Dosadíme kandidáta na řešení an = λn0 do dané rovnice (začneme levou stranou) a uvidíme. Pro libovolné
n ≥ n0 platí

an+d + cd−1an+d−1 + · · ·+ c1an+1 + c0an = λn+d0 + cd−1λ
n+d−1
0 + · · ·+ c1λ

n+1
0 + c0λ

n
0

= λn0 (λd0 + cd−1λ
d−1
0 + · · ·+ c1λ0 + c0) = λn0p(λ0) = λn0 · 0 = 0.

Tato posloupnost tedy řeší danou rovnici.
�

Poznámka: Homogenní lineární rekurektní rovnice má vždycky alespoň jedno řešení, jmenovitě nulovou posloup-
nost (0)n≥n0 . Ověříme to snadno dosazením. Není to překvapení, jde o obecný poznatek o lineárních rovnicích
všech typů.

Nulová posloupnost je také geometrická, (0)n = (0n)n, ale nikdy ji nedostaneme pomocí charakteristických čísel.
Správný zápis lineární rekurentní rovnice vyžaduje c0 6= 0, což pak také platí pro charakteristický polynom, a tudíž
nemůže mít nulu jako kořen. Pozorování, že charakteristická čísla jsou vždy nenulová, se bude hodit.
4

Mějme homogenní rovnici řádu d. Její charakteristický polynom má stupeň d, tudíž má d kořenů (pokud bereme
i ty komplexní a včetně násobnosti). Z kořenů dostaneme řešení rovnice. Shodou okolností potřebujeme najít bázi
prostoru řešení, která má d členů. To vypadá nadějně. Začneme snadným případem.

!!! Věta 10b.2.
Uvažujme homogenní lineární rekurentní rovnici s konstantními koeficienty řádu d. Jestliže má
d různých charakteristických čísel λi, pak posloupnosti (λni )∞n=n0 tvoří bázi prostoru řešení dané
rovnice.
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Důkaz (drsný): Máme charakteristická čísla λ1, . . . , λd dané rovnice. Posloupnosti (λni )n≥n0 pro i = 1, . . . , d
pak řeší danou rovnici dle předchozího tvrzení. Pokud ještě dokážeme, že jsou lineárně nezávislé, tak už budou
báze, protože je jich d neboli stejně jako dimenze prostoru řešení dle věty 10a.4.

Potřebujeme tedy ukázat, že rovnice
d∑
i=1

ui(λni )n≥n0 = (0)n≥n0 nutně vede na ui = 0 pro všechna i. Díky n ≥ n0

lze z každé posloupnosti (λni )n≥n0 vytknout λn0i a dostáváme tvar rovnice
d∑
i=1

λn0i ui(λ
n−n0
i )n≥n0 = (0)n≥n0 .

Označme vi = λn0i ui. Díky λi 6= 0 stačí ukázat, že vi = 0.

Rovnice
d∑
i=1

vi(λ
n−n0
i )n≥n0 = (0)n≥n0 porovnává vektory, musí se tedy rovnat jejich prvních d souřadnic. Pro

indexy n = n0, n = n0 + 1 až n = n0 + d− 1 tak dostáváme následující soustavu rovnic:
v1λ

0
1 +v2λ02 + · · ·+vdλ0d = 0

v1λ
1
1 +v2λ12 + · · ·+vdλ1d = 0

v1λ
2
1 +v2λ22 + · · ·+vdλ2d = 0

...
...

...
...

v1λ
d−1
1 +v2λ

d−1
2 + · · ·+vdλd−1d = 0

Potřebujeme ukázat, že jejím jediným řešením je to triviální, což znamená, že potřebujeme ukázat, že matice
soustavy 

λ01 λ02 · · · λ0d
λ11 λ12 · · · λ1d
...

...
...

...
λd−11 λd−12 · · · λd−1d


je regulární. To je ale pro navzájem různé λi standardní fakt z lineární algebry, viz tzv. Vandermontův
determinant.

�

Toto je klíčové tvrzení. Znamená to, že každé řešení této rovnice lze získat jako nějakou lineární kombinaci
d∑
i=1

ui(λni )n≥n0 báze. Získáme tak vzorec
( d∑
i=1

uiλ
n
i

)
n≥n0

neboli an = u1λ
n
1 + · · ·+udλ

n
d , n ≥ n0 pro obecné řešení

rovnice. Vyskytuje se v něm dle očekávání d parametrů.

!!! Příklad 10b.b: Uvažujme rovnici an+1 = 2an + an−1 − 2an−2, n ≥ 2.
Po posunu indexu an+2+1 = 2an+2+an+2−1−2an+2−2, n+2 ≥ 2 ji přepíšeme na tvar an+3−2an+2−an+1+2an,

n ≥ 0. Je to homogenní lineární rovnice řádu 3, která pracuje s posloupnostmi (an)n≥0.
Její charakteristická rovnice je λ3 − 2λ2 − λ+ 2 = 0. Kořeny polynomu třetího stupně se sice dají získat pomocí

vzorců, ale ty jsou díky své komplikovanosti vysoce nepopulární. Ovšem je to školní příklad, tudíž se dají čekat
pěkné kořeny. Doporučíme tedy metodu „uhodnu kořenyÿ. Zkusíme λ = 1 a vyjde to. Díky tomu můžeme pomocí
dělení polynomů rovnici přepsat jako (λ−1)(λ2−λ−2) = 0. Pak už snadno najdeme rozklad (λ−1)(λ+1)(λ−2) = 0
a kořeny λ = 1,−1, 2.

Jde o různá charakteristická čísla, proto podle věty 10b.2 jsou posloupnosti (1n)n≥1, ((−1)n)n≥1 a (2n)n≥0 bází
prostoru všech řešení. Obecné řešení vznikne jejich lineární kombinací,

u · (1n)n≥0 + v((−1)n)n≥0 + w(2n)n≥0 =
(
u1n + v(−1)n + w2n

)
n≥0 =

(
u+ v(−1)n + w2n

)
n≥0.

Obvykle preferujeme zápis an = u+ v(−1)n + w2n, n ≥ 0 odkazující na neznámou an.
Parametry u, v, w mohou nabývat libovolné reálné hodnoty. Považujeme to za automatické, proto nebývá zvykem

to v řešení nějak zmiňovat.
4

Poznámka (zápis řešení): Byla dána rekurentní rovnice s neznámou posloupností (an)n≥0 a našli jsme řešení
dané vzorcem u+ v(−1)n + w2n. Jak jej správně zapíšeme? Možností je více, asi nejpopulárnější jsou:
• explicitní vzorec pro an: „Řešení je an = u+ v · (−1)n + w · 2n, n ≥ 0ÿ.

Algebraické alternativy jako u+ (−1)nv + 2nw jsou samozřejmě možné.
• zápis posloupností: „Řešení je (u+ v · (−1)n + w · 2n)n≥0ÿ
• případné variace jako (u+ v · (−1)n + w · 2n)∞n=n0 či {u+ v · (−1)n + w · 2n}∞n=n0

Je samozřejmě možné volit i jiné pořadí členů a parametry je možné zapsat i pomocí jiných písmen, například
a, b, c, α, β, γ či s indexy u1, u2, u3 atd., takže třeba an = u12n + u2 + u3(−1)n, n ≥ 0 by také bylo správně.
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Svobodný výběr hodnot parametrů z R se považuje za samozřejmý a neuvádí se. Když to tam pečlivější lidé
napíšou, není to chyba, ale je to překvapující.

Naopak nesmíme vynechat vymezení indexu. Zápis an = u2n může znamenat posloupnost (u, 2u, 4u, 8u, . . . )
nebo ( 14u,

1
2u, u, 2u, . . . ) nebo nekonečně mnoho jiných. Co tím autor myslel?

4

V kapitole 7 jsme měli standardní úlohu, kdy jsme u rekurentně zadané funkce uhodli explicitní vzorec a dokázali
jeho správnost indukcí. Slabinou tohoto přístupu je ta hádací fáze. Teď máme alternativu.

!!! Příklad 10b.c: Uvažujme funkci zadanou induktivně podmínkami f(1) = 3, f(2) = −1 a

f(n+ 1) = f(n) + 6f(n− 1) pro n ≥ 2.

V jazyce posloupností se jedná o rovnici fn+1 = fn + 6fn−1, n ≥ 2, kterou převedeme do správného tvaru lineární
rovnice. Dostáváme homogenní lineární rovnici fn+2 − fn+1 − 6fn = 0 pro n ≥ 1.

Tato rovnice pracuje s posloupností (fn) indexovanou n ≥ 1, dané podmínky f1 = 3 a f2 = −1 tedy lze
interpretovat jako počáteční podmínky pro naši rovnici, počet souhlasí pro rovnici řádu 2.

Máme tedy následující úlohu: Najděte řešení rekurektní rovnice fn+2 − fn+1 − 6fn = 0, n ≥ 1, které splňuje
počáteční podmínky f1 = 3, f2 = −1.

Řešení: Nejprve najdeme obecné řešení. Určíme charakteristický polynom:

p(λ) = λ2 − λ− 6 = (λ− 3)(λ+ 2).

Z rovnice (λ − 3)(λ + 2) = 0 dostáváme charakteristická čísla λ = 3,−2. Jsou různá, dostáváme obecné řešení
fn = u · 3n + v · (−2)n, n ≥ 1.

Teď mezi těmito nekonečně mnoha řešeními najdeme to, které splňuje počáteční podmínky. Ty vyžadují násle-
dující:

f1 = 31u+ (−2)1v = 3

f2 = 32u+ (−2)2v = −1
⇐⇒

3u− 2v = 3

9u+ 4v = −1.

Odtud hravě vykutáme, že u = 1
3 , v = −1. Řešení dané úlohy tedy je

(
1
3 · 3

n + (−1) · (−2)n
)∞
n=1

neboli (přejdeme
k funkcím dle zadání) f(n) = 3n−1 − (−2)n pro n ≥ 1.

Po vyřešení úlohy bývá dobré udělat zkoušku, tj. ověřit, že to, co jsme našli, je opravdu řešení.
Takže: f(1) = 30 − (−2) = 3 a f(2) = 31 − (−2)2 = −1, to souhlasí, teď se podíváme na rovnici. Dosadíme

do pravé strany původní rekurzivní rovnice a zkusíme se dostat k levé:

f(n) + 6f(n− 1) = [3n−1 − (−2)n] + 6[3n−2 − (−2)n−1] = 3n−1 − (−2)n + 2 · 3n−1 + 3 · (−2)n

= 3 · 3n−1 + 2 · (−2)n = 3(n+1)−1 − (−2)n+1 = f(n+ 1).

Poznámka: Pokud bychom při zápisu obecného řešení chtěli použít metody z lineární algebry, mohli bychom
množinu všech řešení zapsat například těmito způsoby:{

(3n−1u+ (−2)nv)∞n=1; u, v ∈ R
}

=
{
u(3n−1)∞n=1 + v((−2)n)∞n=1; u, v ∈ R

}
=
〈
(3n−1)∞n=1, ((−2)n)∞n=1

〉
.

4

!!! Nejčastěji řešíme dva druhy úloh.

1. Chceme obecné řešení dané rovnice (tedy vlastně chceme znát množinu všech řešení). Pak najdeme bázi prostoru
řešení pomocí charakteristických čísel a obecné řešení dostaneme jako lineární kombinaci této báze.

2. Chceme řešení rovnice, které navíc splňuje dané počáteční podmínky. Jak jsme právě viděli, tento druhý
typ úlohy se obvykle řeší ve dvou krocích. Nejprve se najde obecné řešení a pak se určí hodnoty konstant tak,
aby výsledné řešení splňovalo počáteční podmínky. Tento druhý krok je v zásadě triviální, prostě napíšeme, co
od obecného řešení chceme (počáteční podmínky), pak vyřešíme vzniklých d rovnic o d neznámých a je to.

Příklad 10b.d: Zde zkusíme jiný pohled na králíky. Na začátku prvního měsíce dostaneme párek čerstvě naroze-
ných králíků. Nechť Fn je počet párů na začátku n-tého měsíce. Podle jakých pravidel se králíci množí? Uvažujme
tyto zásady:
• králíci mají první mladé ve chvíli, kdy jsou jim 2 měsíce;
• když se začnou množit, tak pak mají každý měsíc jeden pár mladých;
• králíci nikdy neumřou (jsou to matematičtí králíci).

Jak to pak s jejich počty vypadá? Na začátku prvního měsíce je F1 = 1 pár. Na začátku druhého měsíce je
pořád F2 = 1 pár. Na začátku třetího měsíce už jsou tomu páru dva měsíce, takže se začnou množit a mají mladé
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(nový pár), F3 = 1 + 1 = 2. Na začátku 4. měsíce se ten první pár znovu zmnožil, ale druhý je ještě mladý, takže
F4 = 2 + 1 = 3. A tak dále, jak to vlastně funguje?

Chceme-li znát, kolik bude králíků na začátku měsíce n+ 1, tak výchozím stavem je samozřejmě stav předchozí,
tedy Fn. K tomu se musí přičíst nové přírůstky, což se přesně rovná počtu párů, kterým je na začátku měsíce n+1
alespoň dva měsíce, neboli počtu párů, které už tu byly na začátku měsíce n− 1. Dostáváme Fn+1 = Fn + Fn−1,
což je rovnice udávající Fibonacciho posloupnost, viz příklad 7b.g. Přesně takovouto úvahou (včetně nesmrtelnosti
králíků) k ní přišel ctihodný Leonardo z Pisy známý též jako Fibonacci, možná nejlepší středověký matematik.
Také se tím pochlubil v knize Liber abaci cili Kniha o počítání, která vyšla roku 1202 a která Evropu přivedla
k používání revolučního indo-arabského systému zápisu čísel.

Přepíšeme to jako Fn+2−Fn+1−Fn = 0, n ≥ 1 a tuto homogenní lineární rekurentní rovnici 2. řádu s počátečními
podmínkami F1 = 1, F2 = 1 hravě vyřešíme.

Nejprve obecné řešení: Z p(λ) = λ2 − λ − 1 = 0 dostáváme charakteristická čísla λ = 1±
√

5
2

. Obecné řešení

dané rovnice je tedy Fn = u
(

1 +
√

5
2

)n
+ v
(

1−
√

5
2

)n
, n ≥ 1.

Aplikujeme počáteční podmínky:

F1 = u
1 +
√

5
2

+ v
1−
√

5
2

= 1

F2 = u
(1 +

√
5

2

)2
+ v
(1−

√
5

2

)2
= 1

=⇒
u(1 +

√
5 ) + v(1−

√
5 ) = 2

u(3 +
√

5 ) + v(3−
√

5 ) = 2

Když rovnice odečteme, dostaneme u+ v = 0, odtud v = −u, dosadíme do první rovnice a dostaneme 2u
√

5 = 2,

tedy u = 1√
5

= −v.

Závěr: Fibonacciho posloupnost je dána explicitním vzorcem Fn = 1√
5

(
1 +
√

5
2

)n
− 1√

5

(
1−
√

5
2

)n
, n ≥ 1.

Tato posloupnost možná není nejlepším modelem pro množení králíků, ale objevuje se při zkoumání jevů překva-
pivě často. V této knize ji potkáme třeba při analýze rychlosti Euklidova algoritmu (věta 14a.3) či v kombinatorice
(příklad 11b.g).

Zajímavé je číslo ϕ = 1+
√
5

2 = 1.618... Je to přesně hodnota zlatého řezu, další úžasná náhoda. Protože je to to
větší z charakteristických čísel, je dominantní, a tedy v jazyce kapitoly 8d můžeme říct, že Fn = Θ(ϕn).

Možná vám vrtá hlavou, co by se stalo, kdybychom do toho zapracovali smrtelnost králíků. Zkusme třeba toto:
• na konci čtvrtého měsíce králíci umírají.

Jaký model z toho vyjde teď? To je trochu komplikovanější, je to možná lépe vidět, když zavedeme posloupnost
bn, která říká, kolik párů králíků se narodilo na začátku měsíce n. Toto číslo se rovná počtu párů, kterým je v té
chvíli dva či tři měsíce, protože ti mladší ještě nemohou a ti starší už mají opačné starosti. Dostáváme vztah
bn = bn−2 + bn−3.

Aktuální stav na začátku měsíce n, označme jej cn, je dán součtem počtu králíků, kteří se právě narodili či jsou
měsíc, dva a tři měsíce staří, tedy cn = bn + bn−1 + bn−2 + bn−3. Když na všechny bi aplikujeme již odvozený
vztah, dostaneme

cn = (bn−2 + bn−3) + (bn−3 + bn−4) + (bn−4 + bn−5) + (bn−5 + bn−6)

= (bn−2 + bn−3 + bn−4 + bn−5) + (bn−3 + bn−4 + bn−5 + bn−6) = cn−2 + cn−3.

Posun indexu dává cn+1 = cn−1 + cn−2, je to tedy podobné Fibonacciho vztahu, počátek posloupnosti dokonce
s Fibonacciho posloupností souhlasí, c1 = c2 = 1, c3 = 2, protože v té době se ještě smrtelnost neprojevila.
Dostáváme posloupnost (1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21, . . . ), která evidentně (a logicky) roste pomaleji než ta pro
Fibonacciho nesmrtelné králíky. Jak rychle vlastně roste?

Přepis dává homogenní lineární rekurentní rovnici cn+3−cn+1−cn = 0 třetího řádu. Bohužel, její charakteristická
rovnice λ3−λ− 1 = 0 nemá žádné „pěknéÿ kořeny. To ale nevadí. K určení rychlosti růstu nám vlastně stačí znát
kořen, který je v absolutní hodnotě největší, ten se dá určit i přibližně některou z oblíbených metod (Newtonova,
bisekce), vychází 1.325. . . To znamená, že cn je přibližně Θ((1.325)n).

Vzhledem ke komplikacím je asi jasné, proč si lidé raději hrají s Fibonacciho nesmrtelnými králíky.
4

Zatím jsme měli v příkladech štěstí a vždy jsme dostali d různých reálných charakteristických čísel. Na to se ale
nedá spoléhat a potřebujeme zjistit, co dělat, když to nevyjde.

Začneme problémem opakovaného kořene.
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Příklad 10b.e: Uvažujme rovnici an+2 − 6an+1 + 9an = 0, n ≥ 0. Její charakteristická rovnice

λ2 − 6λ+ 9 = (λ− 3)2 = 0

dá charakteristické číslo λ = 3, které má jako kořen násobnost dva. Ukažme několik slepých uliček oblíbených
mezi začátečníky. Zejména u zkoušky se silně nedoporučují.
1. an = u3n, n ≥ 0. Toto generuje jednorozměrný prostor řešení (jeden parametr), což pro rovnici druhého řádu
nestačí, k většině řešení se tímto vzorcem nedostaneme.
2. an = u3n+ v3n, n ≥ 0. Sice máme dva parametry, ale u stejného vektoru, toto zase generuje jen jednorozměrný
prostor. Ostatně an = (u+ v)3n, n ≥ 0, tedy stačí označit u+ v = c a máme an = c3n.

My potřebujeme z λ = 3 vygenerovat dvě posloupnosti, které jsou nezávislé.
4

Fakt 10b.3.
Nechť je dána homogenní lineární rekurentní rovnice s konstantními koeficienty. Jestliže je λ0 její
charakteristické číslo a má násobnost m jako kořen charakteristického polynomu, pak posloup-
nosti (λn0 ), (nλn0 ), . . . , (nm−1λn0 ) jsou řešeními dané rovnice a tvoří lineárně nezávislou množinu.

Pro zkrácení budeme v takové situaci prostě říkat, že λ0 je charakteristické číslo násobnosti m.

Důkaz (náznak, poučný): Důkaz tohoto faktu je obecně drobet dobrodružnější, proto ukážeme, proč to platí
pro dvojnásobný kořen. Použijeme obecný postup, který funguje i pro charakteristická čísla vyšší násobnosti.

Mějme tedy rovnici an+d +
d−1∑
k=0

ckan+k = 0, n ≥ n0, kde c0 6= 0. Její charakteristický polynom je p(λ) =

λd+
d−1∑
k=0

ckλ
k. Jestliže je λ0 alespoň dvojnásobný kořen, pak teorie polynomů (nebo obecně funkcí) říká, že platí

nejen p(λ0) = 0, ale také p′(λ0) = 0 (zde p′ je derivace). To budeme záhy potřebovat.
1) Potřebujeme dokázat, že posloupnosti (λn0 ) a (nλn0 ) řeší danou rovnici. Pro první posloupnost už to víme,
zbývá tedy ověřit, že i ta druhá funguje. Dosadíme do levé strany rovnice pro libovolné n ≥ n0:

an+d +
d−1∑
k=0

ckan+k = (n+ d)λn+d0 +
d−1∑
k=0

ck(n+ k)λn+k0 = nλn+d0 + dλn+d0 +
d−1∑
k=0

cknλ
n+k
0 +

d−1∑
k=0

ckkλ
n+k
0 .

Všimneme si, že v poslední sumě je člen odpovídající indexu k = 0 nulový, a lze tedy k = 0 vynechat. Pak se
v této sumě vyskytují λn+k0 pro k ≥ 1, a je tedy možné vytknout λn+10 , zatímco z první sumy vytkneme jen λn0 .

an+d +
d−1∑
k=0

ckan+k = nλn+d0 +
d−1∑
k=0

cknλ
n+k
0 + dλn+d0 +

d−1∑
k=1

ckkλ
n+k
0

= nλn0

(
λd0 +

d−1∑
k=0

ckλ
k
0

)
+ λn+10

(
dλd−10 +

d−1∑
k=0

ckkλ
k−1
0

)
= nλn0p(λ0) + λn+10 p′(λ0) = nλn0 · 0 + λn+10 · 0 = 0.

Posloupnost (nλn0 ) tedy řeší danou rovnici.
2) Teď ještě potřebujeme dokázat lineární nezávislost těch dvou posloupností. Podobně jako u předchozího

důkazu nezávislosti se to nakonec převede na otázku, zda je matice

(
1 0
λ0 λ0

)
regulární. Protože λ0 6= 0,

matice regulární je.
3) Obecně by se muselo dokázat, že (nm−1λn) je řešením, pokud má λ násobnost alespoň m, což by se dělalo
podobně, jen to dá víc práce, použilo by se přitom faktu, že pro kořen λ0 násobnosti m se v bodě λ0 vynulují
i derivace p′, p′′, . . . , p(m−1).

Nezávislost by se pak redukovala na otázku regulárnosti matice
1 0 0 . . . 0
λ λ λ . . . λ
λ2 2λ2 23λ2 . . . 2m−1λ2
...

...
... . . .

...
λm−1 (m− 1)λm−1 (m− 1)3λm−1 . . . (m− 1)m−1λm−1


I to je něco, na co nám kladně odpoví lineární algebra.

�
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Vidíme tedy, že pokud má některý kořen charakteristického polynomu vyšší násobnost m, tak sice bude o m− 1
méně různých kořenů ve větě 10b.2, ale stejný počet nezávislých řešení zase přibyde díky tomu násobení členem
nk. Celkový počet řešení je tedy pořád správný, ale ještě zbývá dokázat, že tato nová řešení typu (nkλn) nezkazí
nezávislost po přidání k posloupnostem pocházejícím od ostatních λ.

!!! Věta 10b.4.
Nechť je dána homogenní lineární rekurentní rovnice s konstantními koeficienty řádu d. Nechť
jsou λ1, . . . , λM její různá charakteristická čísla, přičemž každé λi má násobnost mi ∈ N. Pak
je množina{

(λn1 ), (nλn1 ), . . . , (nm1−1λn1 ), (λn2 ), (nλn2 ), . . . , (nm2−1λn2 ), . . . , (λnM ), (nλnM ), . . . , (nmM−1λnM )
}

bází prostoru řešení dané rovnice.

Vlastně už toho hodně máme dokázaného, zbývá lineární nezávislost výsledné množiny řešení, která se zase
redukuje na regularitu jisté matice a to je práce pro lineární algebru (tentokráte opravdu drsná). Stejně jako
autoři většiny učebnic na toto téma, i my toho čtenáře (a sebe) ušetříme. Opravdu zvědavého čtenáře odkážeme
na nějakou podrobnější učebnici diferenciálních rovnic, kde se u homogenních lineárních rovnic dělá prakticky
totéž.

!!! Příklad 10b.f: Najdeme obecné řešení rovnice an+3 − an+2 − an+1 + an = 0, n ≥ −2.
Řešení: Je to homogenní lineární rekurentní rovnice s konstantními koeficienty, Věta 10b.4 tedy dává návod

k řešení.
Charakteristický polynom je p(λ) = λ3 − λ2 − λ+ 1. Opět aplikujeme metodu „uhodnu kořenÿ a brzy zjistíme,

že vyhovuje λ = 1. Odloupneme z p příslušný kořenový faktor:

p(λ) = (λ− 1)(λ2 − 1).

A je to jasné,

p(λ) = (λ− 1)(λ− 1)(λ+ 1) = (λ− 1)2(λ+ 1).

Máme tedy charakteristická čísla λ = 1 (dvojnásobné) a λ = −1 (jednoduché). Podle věty 10b.4 proto bude
množina {

(1n)∞n=−2, (n1n)∞n=−2, ((−1)n)∞n=−2
}

bází prostoru všech řešení. Dostáváme obecné řešení (u · 1n + v ·n1n +w · (−1)n)∞n=−2, které přepíšeme do podoby
an = u+ vn+ w(−1)n, n ≥ −2. Připomínáme, že se automaticky bere u, v, w ∈ R.

Pro úplnost uděláme zkoušku, dosadíme toto řešení do levé strany dané rovnice. Pro n ≥ −2 máme

an+3 − an+2 − an+1 + an = (u+ v(n+ 3) + w(−1)n+3)− (u+ v(n+ 2) + w(−1)n+2)

− (u+ v(n+ 1) + w(−1)n+1) + (u+ vn+ w(−1)n)

= u+ vn+ 3v + w(−1)3(−1)n − u− vn− 2v − w(−1)2(−1)n

− u− vn− v − w(−1)1(−1)n + u+ vn+ w(−1)n = 0.

4

Teď už tedy teoreticky umíme vyřešit všechny homogenní lineární rovnice s konstantními koeficienty, pokud
jsme spokojeni s případnými komplexními posloupnostmi. Jenže my spokojeni nejsme, protože když zde mluvíme
o rovnicích s reálnými koeficienty, tak také očekáváme reálná řešení. Potřebujeme tedy ještě jeden trik.

Je známo, že jestliže je λ = α+ βi kořenem reálného polynomu p, pak je jeho kořenem i λ∗ = α− βi. V bázi se
tedy objeví i dvojice posloupností ((α + βi)n)n, ((α − βi)n)n. Klíčem je podívat se na jejich lineární kombinace
u(α+ βi)n + v(α− βi)n, ukáže se totiž, že mezi nimi je i dostatečný počet reálných posloupností na to, aby nám
daly dvojrozměrný vektorový prostor (nad reálnými čísly), což je přesně to, co potřebujeme.

Dělá se to takto: Napíšeme α± βi = r[cos(ϕ)± i sin(ϕ)], pak (α± βi)n = rn[cos(nϕ)± i sin(nϕ)], a proto

(α+ βi)n + (α− βi)n = 2rn cos(nϕ),

(α+ βi)n − (α− βi)n = 2irn sin(nϕ).

Vidíme tedy, že pokud vezmeme lineární kombinaci 12 (λ
n + (λ∗)n), tak dostaneme řešení dané rovnice ve tvaru

(rn cos(nϕ))n, což už je reálná posloupnost, zatímco lineární kombinace 1
2i (λ

n − (λ∗)n) dává další reálné řešení
(rn sin(nϕ))n. Dá se také ukázat, že posloupnosti (rn cos(nϕ))n a (rn sin(nϕ))n jsou nezávislé. Jaké je tedy pona-
učení?
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!!! Komplexní kořeny vždy chodí po dvou, takže pokud dostaneme charakteristické číslo λ = r[cos(ϕ) + i sin(ϕ)],
které není reálné, tak použijeme dvojici řešení (rn cos(nϕ))n a (rn sin(nϕ))n. Je-li to kořen vícenásobný, tak
obvyklým způsobem dále přihodíme (nrn cos(nϕ))n a (nrn sin(nϕ))n, případně (n2rn cos(nϕ))n a (n2rn sin(nϕ))n
až po (nm−1rn cos(nϕ))n a (nm−1rn sin(nϕ))n, kde m je násobnost kořene λ. Tato řešení (kterých je 2m) zároveň
zastupují řešení pro sdružený kořen λ∗.

Teď už tedy opravdu umíme vyřešit všechny homogenní lineární rekurentní rovnice s konstantními koeficienty.
Mohli bychom to zase potvrdit větou, ale stejně bychom ji nedokazovali, tak raději rovnou zformulujeme algoritmus.

SSS Algoritmus 10b.5.

pro řešení homogenní lineární rekurentní rovnice an+d +
d−1∑
k=0

ckan+k = 0, n ≥ n0 řádu d.

1. Sestavíme charakteristický polynom p(λ) = λd +
d−1∑
k=0

ckλ
k.

Řešením rovnice p(λ) = 0 najdeme všechna charakteristická čísla dané rovnice.
2. Sestavíme množinu posloupností B takto:
• pro každé reálné charakteristické číslo λ přidáme do B posloupnost (λn)∞n=n0 ;
• pro každé reálné charakteristické číslo λ, jehož násobnost je m > 1, přidáme do B rovněž posloupnosti
(nλn)∞n=n0 , . . . , (n

m−1λn)∞n=n0 ;
• pro každé komplexní charakteristické číslo λ = r[cos(ϕ)+ i sin(ϕ)], které není reálné, přidáme do B posloupnosti
(rn cos(nϕ))∞n=n0 a (rn sin(nϕ))∞n=n0 ; pro jeho komplexně sdružené číslo λ∗ již do B nic nepřidáváme;
• pro každé komplexní charakteristické číslo λ = r[cos(ϕ) + i sin(ϕ)], které není reálné a jehož násobnost je m > 1,
přidáme do B posloupnosti (nrn cos(nϕ))∞n=n0 , . . . , (n

m−1rn cos(nϕ))∞n=n0
a (nrn sin(nϕ))∞n=n0 , . . . , (n

m−1rn sin(nϕ))∞n=n0 ; pro jeho komplexně sdružené číslo λ∗ již do B nic nepřidáváme.
Množina B je bází prostoru řešení.

3. Označíme-li B =
{

(a1,n), . . . , (ad,n)
}

, pak an =
d∑
i=1

uiai,n, n ≥ n0 je obecné řešení dané rovnice. Vymezení

u1, . . . , ud ∈ R není třeba uvádět.
4. Jsou-li dány počáteční podmínky, pak do nich za příslušná aj pro j = n0, . . . , n0 + d − 1 dosadíme vzorce

aj =
d∑
i=1

uiai,j a vyřešíme vzniklých d rovnic pro d neznámých ui. Ty po dosazení do obecného řešení určí

příslušné partikulární řešení.
4

!!! Příklad 10b.g: Najdeme řešení rovnice an+3−an+2+an+1−an = 0, n ≥ 13 s počátečními podmínkami a13 = 1,
a14 = 0, a15 = 1.

Řešení: Je to homogenní lineární rekurentní rovnice 3. řádu s konstantními koeficienty pracující s posloupnostmi
s indexací n ≥ 13, takže počáteční podmínky mají specifikovat tři členy posloupnosti počínaje a13, to souhlasí. Je
to tedy korektně zadaná úloha a použijeme algoritmus 10b.5.

1. Obecné řešení: Charakteristický polynom je p(λ) = λ3 − λ2 + λ− 1. Zkusíme nějaký kořen uhádnout, trefíme
se s λ = 1. Máme první kořen a rozložíme p příslušným způsobem:

p(λ) = (λ− 1)(λ2 + 1).

A je to jasné,

p(λ) = (λ− 1)(λ− i)(λ+ i).

Máme tedy jednoduchá charakteristická čísla λ = 1 a λ = ±i = 1 ·
[
cos
(
π
2

)
± i sin

(
π
2

)]
. Podle algoritmu 10b.5

proto bude množina {
(1n)∞n=13, (1

n cos
(
nπ2
))∞
n=13

, (1n sin
(
nπ2
))∞
n=13

}
bází prostoru všech řešení. Dostáváme obecné řešení

an = u · 1n + v · 1n cos
(
nπ2
)

+ w · 1n sin
(
nπ2
)

= u+ v cos
(
nπ2
)

+ w sin
(
nπ2
)
, n ≥ 13.

2. Počáteční podmínky: Dosadíme do nich obecné řešení:

a13 = u+ v cos
(
13π2

)
+ w sin

(
13π2

)
= 1

a14 = u+ v cos
(
14π2

)
+ w sin

(
14π2

)
= 0

a15 = u+ v cos
(
15π2

)
+ w sin

(
15π2

)
= 1

=⇒
u+ w = 1

u− v = 0

u− w = 1.

Odtud u = v = 1 a w = 0. Dosazením do obecného řešení dostáváme hledané partikulární řešení

an = 1 + cos
(
nπ2
)
, n ≥ 13.
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Je to periodická posloupnost (1, 0, 1, 2, 1, 0, 1, 2, 1, 0, 1, 2, 1, . . . ).
4

Bohužel algoritmus funguje takto pěkně jen v případě, že máme snadné rovnice. V aplikacích naštěstí míváme
často stupeň jedna či dva, ale když má rovnice řád vyšší, nastávají komplikace.

10b.6 Nehomogenńı rovnice
Naučili jsme se, jak najít všechna řešení homogenní lineární rovnice. Víme už také, že v případě, že je rovnice

nehomogenní, nám stačí nějak najít jedno její řešení, a už zase budeme umět najít všechny. Bohužel, k nalezení
toho jednoho řešení obecný algoritmus neexistuje. Zde je třeba spoléhat na náhodu, například existuje jistý typ
pravé strany bn, pro který řešení umíme uhodnout.

V poznámce 10a.6 jsme představili pohled na rovnice coby střelbu na cíl prostřednictvím zobrazení vytvořeného
levou stranou rovnice. Klíčovým poznatkem pro tuto sekci je, že zobrazení vzniklá z lineárních rovnic zobrazují
určité typy posloupností předvídatelným způsobem.

!!! Příklad 10b.h: Uvažujme rovnici s levou stranou tn+1 − 2tn, viz například věšení záclon, kde jsme ji uvažovali
pro n ≥ 0. Vzniká tak lineární zobrazení

L: (an)n≥0 7→ (an+1 − 2an)n≥0.

Pro úsporu času budeme ve výpočtech zjednodušovat zápis indexu.

1. Co dostaneme, když do L dosadíme an = 5n?

L[(5n)n] = (5n+1 − 2 · 5n)n = (5 · 5n − 2 · 5n)n = (3 · 5n)n.

Vidíme, že se zachovala geometrická posloupnost (5n)n, jen přibyla násobící konstanta, což se dalo čekat vzhledem
k tomu, že se v rovnici i zobrazení ty an násobí koeficienty.

Jak nám to pomůže? Kdybychom chtěli řešit rovnici tn+1 − 2tn = 6 · 5n, tak můžeme usoudit, že se náš pokus
netrefil, potřebujeme z L dostat dvakrát větší výstup. Ovšem L je lineární, takže stačí zdvojnásobit vstup. Soudíme,
že (2 · 5n)n≥0 je řešením dané rovnice, což snadno potvrdíme zkouškou.

Obecně platí, že pokud je levá strana rovnice lineární s konstantními koeficienty, tak zachovává geometrické
posloupnosti, jen modifikuje jejich násobek. Snadno to dokážeme, dosadíme an = λn do L pocházející z obecné

levé strany an+d +
d−1∑
k=0

ckan+k:

L[(λn)n] =
(
λn+d +

d−1∑
k=0

ckλ
n+k

)
n

=
(
λdλn +

d−1∑
k=0

ckλ
kλn

)
n

=
([
λd +

d−1∑
k=0

ckλ
k
]
λn
)
n
.

Všimneme si, že výraz před λn nezávisí na n, je to tedy konstanta, označme ji a. Pak máme L[(λn)n] = a(λn)n.
Postup, kdy nejprve zjistíme, jak L zobrazí (λk)n, a na základě pravé strany usoudíme na řešení, se v praxi

nepoužívá. Místo toho se postupuje následovně: Pokud má pravá strana tvar c · λn, tak uhodneme, že řešením
bude nějaký násobek posloupnosti (λn)n, tedy uhodneme, že řešení bude mít tvar an = Aλn. Tento odhad se
dosadí do L a porovnáním s žádaným výstupem snadno zjistíme A.

Najdeme řešení rovnice tn+1− 2tn = 14 · 4n, n ≥ 0. Uhodneme, že by mělo existovat řešení ve tvaru an = A · 4n,
n ≥ 0. Dosadíme do L:

L[(A4n)n] = (A4n+1 − 2A4n)n = (4A · 4n − 2A · 4n)n = (2A · 4n)n.

My ovšem požadujeme výstup (14 · 4n)n, tedy požadavek je 2A = 14. Odtud A = 7, tedy řešením rovnice je
an = 7 · 4n, n ≥ 0.

V praxi se postup ještě zjednodušuje tím, že nepracujeme se zobrazením L, ale odhad dosadíme do levé strany
rovnice a výsledek porovnáme s pravou stranou:

L = A4n+1 − 2A4n = 2A · 4n ?
= 14 · 4n.

Tomuto postupu se říká metoda odhadu, také někdy metoda neurčitých koeficientů (undetermined co-
efficients method).

2. Dalším oblíbeným typem posloupnosti jsou ty dané polynomem. Ukážeme, jak si naše zobrazení poradí s kva-
dratickým:

L[(An2 +Bn+ C)n] = ([A(n+ 1)2 +B(n+ 1) + C]− 2[An2 +Bn+ C])n
= (A(n2 + 2n+ 1) +B(n+ 1) + C − 2An2 − 2Bn− 2C)n
= (An2 + 2An+A+Bn+B + C − 2An2 − 2Bn− 2C)n
= ([−A]n2 + [2A−B]n+ [A+B − C])n.
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Vznikl zase polynom druhého stupně. Podobně jako u geometrických posloupností, je snadné ale pracné ukázat, že
pokud je p(n) polynom, který definuje posloupnost (p(n))n, tak L[(p(n))n] je zase posloupnost daná polynomem,
a to nejvýše stejného stupně jako p(n).

To znamená, že pokud se chceme levou stranu rovnice trefit do polynomu určitého stupně, tak budeme hledat mezi
polynomy stejného stupně. Protože nevíme, jaký vzít, opět se nabízí myšlenka vzít obecný polynom s neznámými
koeficienty, prohnat jej zobrazením L a porovnat s žádaným výstupem.

Najdeme řešení rovnice tn+1− 2tn = 3n. Abychom dostali jako výstup L lineární polynom, potřebujeme dosadit
nějaký lineární polynom, třeba an = An + B. Namísto zobrazení opět jen dosadíme do levé strany rovnice
a porovnáme.

L = [A(n+ 1) +B]− 2[An+B] = −An+ [A−B]
?
= 3n+ 0.

Rovnost polynomů znamená rovnost koeficientů, takže potřebujeme, aby platilo

−A = 3

A−B = 0
=⇒

A = −3

B = −3

Posloupnost (−3n− 3)n≥0 tedy řeší danou rovnici.
Všimneme si, že když polynom prochází zobrazením L, tak se koeficienty přesouvají od vyšších mocnin k nižším,

jinak řečeno mocniny spolu interagují. Proto musíme při odhadování tvaru řešení vždy zadat polynom se všemi
členy, i když v pravé straně některý třeba chybí, abychom si dali šanci vyrovnat se s přesouváním konstant mezi
mocninami. V našem příkladě by odhad v neúplném tvaru an = An vedl na podmínku −An + A = 3n, kterou
nelze splnit žádnou volbou čísla A. Odhad an = An+B už fungoval.

3. Důkaz, že lineární L s konstantními koeficienty zachovává polynomy, jsme z důvodu pracnosti vynechali. Ještě
pracnější je důkaz, že naše dva typy lze spojit. Pokud do L dosadíme an = p(n)λn, kde p je polynom, tak na výstupu
dostaneme posloupnost danou výrazem q(n)λn, kde q(n) je polynom stupně ne většího než p. Poznamenejme, že
obvykle je stupeň stejný, výjimkou jsou speciální případy, které ošetříme v rámci postupu, který se nám zde
postupně vyvíjí.

Tím jsme se dostali k obecnému tvaru, pro který umíme odhadnout tvar řešení: V odhadu zachováme geome-
trickou posloupnost a polynom nahradíme obecným polynomem stejného stupně. Vzniklý odhad pak dosadíme
do L a výstup porovnáme s pravou stranou rovnice.

Jiné (rozumné) posloupnosti, které by při průchodu lineárním L neměnily podstatu, již nemáme.
4

Definice.
Řekneme, že posloupnost (bn)∞n=n0 je kvazipolynom (quasipolynomial), jestliže existuje číslo
λ ∈ R a polynom p(n) takový, že bn = p(n)λn pro všechna n ≥ n0.

Naštěstí pro nás vede mnoho příkladů právě na kvazipolynomiální pravou stranu, patří mezi ně také všechny
případy z inspiračního příkladu 10b.h.

Poznámka: Jako první jsme probrali pravé strany typu bn = λn. Jsou to také kvazipolynomy, protože můžeme
psát λk = 1 · λk. Máme tam tedy polynom p(n) = 1 stupně nula, který bychom v odhadu nahradili obecným
polynomem stejného stupně, tedy konstantou. Dostáváme odhad řešení an = Aλn, což souhlasí s postupem
z příkladu 10b.h.

Pokud je pravá strana dána polynomem, bn = p(n), pak je to také kvazipolynom, protože

p(n) = p(n) · 1 = p(n) · 1n.
Pak bychom měli odhadnout řešení ve tvaru q(n) · 1n pro nějaký obecný polynom q(n) stejného stupně jako p,
tedy dostáváme odhad an = q(n), což opět souhlasí s odvozeným postupem.
4

Vypadá to, že máme funkční postup pro nalezení nějakého řešení lineární rovnice s konstantními koeficienty,
pokud je pravá strana kvazipolynom. Je tam ale ještě jedna komplikace, kterou musíme vyřešit.

Příklad 10b.i: Uvažujme rovnici tn+1 − 2tn = 2n, n ≥ 0. Abychom dostali na výstupu L posloupnost 2n, měli
bychom dosadit odhad an = A2n:

L = A2n+1 − 2A2n = 2A2n − 2A2n = 0
?
= 2n.

Máme problém, posloupnost při průchodu levou stranou zmizela. Při bližším pohledu to není překvapivé. V před-
chozí sekci jsme hledali řešení přidružené homogenní rovnice tn+1 − 2tn = 0. Charakteristická rovnice λ − 2 = 0
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vede na λ = 2 a tudíž posloupnost (2n)n≥0 řeší tuto homogenní rovnici. Což znamená, že L[(2n)n] = 0, zmizení
našeho odhadu v L je tedy naopak v pořádku. Až na to, že nám nefunguje metoda odhadu.

Tento problém nastane vždy, když se na pravé straně rovnice objeví geometrická posloupnost, která je zároveň
řešením přidružené homogenní rovnice. Naštěstí existuje záchrana. Proces odhadu začínáme vždy stejně, tak jak
jsme to dělali dříve. Pak se ale podíváme, jestli náhodou geometrická posloupnost přítomná na pravé straně
neřeší homogenní rovnici. To se snadno pozná podle jejího základu λ, buď souhlasí nebo nesouhlasí s nějakým
charakteristickým číslem. Připomeňme, že ta geometrická posloupnost na pravé straně může být maskovaná jako
násobení jedničkou neboli 1n.

Pokud jsme v situaci, kdy by náš odhad zmizel, tak jej musíme ochránit tím, že jej vynásobíme členem n. Tento
ochranný člen nebude při řešení rovnice vadit, protože při průchodu levou stranou L zase zmizí—obětuje se, aby
zachránil náš odhad.

V našem případě tedy základní odhad A2n upravíme (provedeme korekci) na an = n ·A2n = An2n. Dosadíme:

L = A(n+ 1)2n+1 − 2An2n = 2A(n+ 1)2n − 2An2n = 2An2n + 2A2n − 2An2n = 2A2n
?
= 2n.

Přesně jak jsme inzerovali, to přidané n při průchodu levou stranou zmizelo a náš odhad A2n přežil. Vidíme, že
potřebujeme A = 1

2 , našli jsme tedy řešení an = 1
2n2n, n ≥ 0. Čtenář si jistě rád udělá zkoušku.

Kdyby naše rovnice byla druhého řádu a λ = 2 bylo dvojnásobným charakteristickým číslem, pak by řešení
homogenní rovnice bylo dáno bází {(2n)n, (n2n)n} (viz fakt 10b.3). To znamená, že by při průchodu levou stranou
zmizel i opravený odhad An2n. Co s tím? Použijeme korekční faktor n2, tedy pracovali bychom s odhadem n2A2n.
Obecně bychom použili takovou nejnižší mocninu nm, aby nmλn nebylo v bázi řešení přidružené homogenní rovnice.
Naše úvahy naznačují, že by to měla být násobnost λ coby charakteristického čísla (jednoduché charakteristické
číslo vedlo na korekci n1, dvojnásobné na korekci n2).
4
Teď jsme připraveni na oficiální tvrzení.

!!! Věta 10b.7. (řešení pro kvazipolynomiální pravou stranu)
Uvažujme lineární rekurentní rovnici s konstantními koeficienty

an+d + cd−1an+d−1 + · · ·+ c1an+1 + c0an = bn, n ≥ n0.
Předpokládejme, že existují λ ∈ R a polynom p takový, že bn = p(n)λn pro všechna n ≥ n0.
Nechť m je násobnost tohoto čísla λ jako charakteristického čísla přidružené homogenní rovnice,
přičemž m = 0 v případě, že toto λ vůbec charakteristickým číslem není.
Pak existuje polynom q stupně stejného jako p takový, že an = nmq(n)λn, n ≥ n0 je řešením
dané rovnice.

Důkaz je poněkud komplikovanější a vynecháme jej. Tato věta ukazuje, že když hledáme řešení ve tvaru q(n)λn

podle pravé strany, tak to má smysl, protože takové řešení existuje. Potvrzuje také správnost aplikace korekčního
faktoru. Z praktického pohledu tedy máme následující postup pro sestavení odhadu:
• Podíváme se na pravou stranu, do které se zkoušíme trefit. Pokud je tam geometrická posloupnost, zkopírujeme

ji do odhadu. Polynom (vždy je tam alespoň násobení jedničkou) zobecníme na polynom stejného stupně, a to na
úplný tvar (nesmíme vynechat nižší mocniny).
• Podíváme se na základ λ geometrické posloupnosti v pravé straně (vždy tam je, případný osamocený polynom

je násoben 1n, tedy λ = 1). Pokud jej najdeme i mezi charakteristickými čísly, musíme základní odhad ochránit
korekcí.

Nyní ukážeme úplné řešení příkladu, kdy spojíme poznatky všech sekcí.

!!! Příklad 10b.j: Najdeme řešení rovnice an+2 − 2an+1 − 3an = −9n2n, n ≥ 0, které splňuje podmínky a0 = 3,
a1 = 11.

Všimneme si, že rovnice je zadána přesně podle vzoru pro lineární rekurektní rovnice. Má konstantní koeficienty,
tedy naše metody jsou aplikovatelné. Všimneme si také, že nejmenší dosažitelný index v rovnici je n = 0. Rovnice
tedy pracuje s posloupnostmi (an)n≥0 a zadané podmínky udávají první dva členy, tedy jsou to správné počáteční
podmínky pro naši úlohu řádu 2.

Řešení bude mít dvě hlavní fáze: 1. Najdeme obecné řešení. 2. Pomocí počátečních podmínek identifikujeme
partikulární řešení.

1. K nalezení obecného řešení použijeme větu 10a.5. Tato fáze tedy bude mít tři etapy.
a) Najdeme obecné řešení přidružené homogenní rovnice an+2 − 2an+1 − 3an = 0, n ≥ 0.

Charakteristická rovnice λ2− 2λ− 3 = 0 dává charakteristická čísla −1, 3 a obecné řešení (u · (−1)n + v · 3n)∞n=0.
Obvykle budeme psát ah,n = u · (−1)n + v · 3n, n ≥ 0 nebo ah,n = (−1)nu+ 3nv, n ≥ 0.
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b) Najdeme nějaké řešení dané rovnice. Pravá strana je kvazipolynom, formálně λ = 2 a p(n) = −9n je polynom
stupně 1. Nejprve vytvoříme základní tvar odhadu q(n)λn pro obecný polynom q(n) stupně 1, tedy odhad je
(An+B)2n.

Nyní ověříme, zda je nutno zvážit korekci. Protože číslo λ = 2 charakterizující pravou stranu není charakteris-
tickým číslem přidružené homogenní rovnice, viz část a), není třeba dělat korekci. Formálně podle věty nastavíme
m = 0 a základní tvar odhadu vynásobíme členem n0 = 1, takže se nic nezmění.

Konečná verze odhadu tvaru řešení je tedy ap,n = (An+B)2n. Dosadíme do levé strany rovnice a výstup po-
rovnáme s pravou stranou. Abychom mohli správně porovnat, je třeba výstup opět upravit na tvar polynom krát
2n, tedy úpravy začneme vytknutím 2n.

L = an+2 − 2an+1 − 3an = (A(n+ 2) +B)2n+2 − 2(A(n+ 1) +B)2n+1 − 3(An+B)2n

= [(An+ 2A+B) · 4− 2(An+A+B) · 2− 3(An+B)]2n

= [4An+ 8A+ 4B − 4An− 4A− 4B − 3An− 3B]2n

= [(−3A)n+ (4A− 3B)]2n
?
= −9n2n = (−9n+ 0)2n.

Rovnost výstupu a pravé strany vyžaduje rovnost dvou polynomů, což znamená, že se musejí shodovat koefici-
enty (proto jsme při úpravě výstupu oddělili lineární a absolutní člen). Dostáváme soustavu dvou rovnic o dvou
neznámých −3A = −9 a 4A − 3B = 0, odkud obratem ruky dostaneme A = 3, B = 4. Tyto hodnoty dosadíme
do odhadu (An+B)2n a zjistíme, že daná rovnice má řešení ap,n = (3n+ 4)2n, n ≥ 0.
c) Nyní aplikujeme větu 10a.5 a sestavíme obecné řešení:

an = ap,n + ah,n = (3n+ 4)2n + (−1)nu+ 3nv.

Můžeme napsat odpověď, například takto: Obecné řešení dané rovnice je

an = (3n+ 4)2n + (−1)nu+ 3nv, n ≥ 0.

Popřípadě: Obecné řešení dané rovnice je ((3n+ 4)2n + (−1)nu+ 3nv)∞n=0.

2. Nyní určíme partikulární řešení dané počátečními podmínkami. Pomocí vzorce pro obecné řešení napíšeme a0
a a1 a porovnáme s předepsanou hodnotou. Dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých.

a0 = (3 · 0 + 4)20 + (−1)0u+ 30v = 3

a1 = (3 · 1 + 4)21 + (−1)1u+ 31v = 11
⇐⇒

u+ v = −1

−u+ 3v = −3

Oblíbenou metodou soustavu vyřešíme (já jsem začal tím, že jsem rovnice sečetl) a získáme u = 0, v = −1.
Hledané řešení je an = (3n+ 4)2n − 3n, n ≥ 0, popřípadě ((3n+ 4)2n − 3n)∞n=0.
Připomínáme, že specifikace indexu je nutná.
Bonus: Jaká je asymptotická rychlost růstu typického řešení? Viz kapitola 8d.
Typické řešení má u, v 6= 0, takže porovnáváme výrazy (3n + 4)2n, (−1)n, 3n. Jsou to geometrické posloup-

nosti, tedy rozhoduje základ, dominantní je člen 3n. Posloupnost 2n je sice ještě násobena polynomem, ale jeho
vliv je zanedbatelný vzhledem k dominující geometrické posloupnosti 3n. Roli by hrál jen v případě, že bychom
porovnávali například (3n+ 4)2n a 2n, pak by to první vyhrálo.

Závěr: an = Θ(3n).
Slovy: Asymptotická rychlost růstu an je 3n. Neformálně: an jde do nekonečna asymptoticky jako 3n.
4

!!! Příklad 10b.k: Najdeme obecné řešení rovnice an = 4n · (−3)n − 3an−1, n ≥ 3.
Zkušený řešič vidí, že jde o rovnici lineární, ale formálně to ještě není jisté, dokud se nám ji nepodaří přepsat

do správného tvaru. Nejprve převedeme všechny neznámě nalevo a pak posuneme index tak, aby se nejmenší index
v rovnici rovnal n. Budeme tedy posouvat n nahoru o jedničku, a to všude.

an + 3an−1 = 4n(−3)n, n ≥ 3

an+1 + 3a(n+1)−1 = 4(n+ 1)(−3)n+1, n+ 1 ≥ 3

an+1 + 3an = (4n+ 4) · (−3) · (−3)n, n ≥ 2

an+1 + 3an = (−12n− 12) · (−3)n, n ≥ 2.

Máme potvrzeno, že jde o lineární rovnici, jmenovitě je řádu 1, nehomogenní a má konstantní koeficienty. Vidíme, že
pracuje s posloupnostmi (an)n≥2, což budeme potřebovat pro zápis řešení. Také by to ovlivnilo podobu případných
počátečních podmínek: U rovnice řádu 1 je podmínka jedna a zde by určila a2.

Nyní následujeme postup jako u předchozího příkladu.
a) Homogenní řešení: Rovnice an+1+ 3an = 0 má charakteristickou rovnici λ+ 3 = 0 a tudíž charakteristické číslo
λ = −3. Dostáváme homogenní řešení ah,n = u · (−3)n.
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b) Partikulární řešení: Pravá strana bn = (−12n − 12) · (−3)n je kvazipolynom. Základní odhad řešení je zde
(An + B)(−3)n. Vyhodnotíme korekci: Geometrická posloupnost na pravé straně má λ = −3, což se překrývá
s charakteristickými čísly levé strany, jmenovitě jednou. Proto formálně m = 1, základní tvar řešení musíme
vynásobit korekčním členem n1 = n. Dostáváme tedy odhad tvaru řešení ap,n = n(An + B)(−3)n. Praktičtější
forma je ap,n = (An2 +Bn)(−3)n.

Poznamenejme, že teď nemáme úplný polynom, chybí absolutní člen. To je ale v pořádku, základní podoba
(polynom prvního stupně podle pravé strany) byla správná (úplný polynom), po aplikaci korekčního faktoru vždy
dojde k posunu mocnin.

Dosadíme odhad do levé strany, výstup upravíme na tvar polynom krát (−3)n a porovnáme s pravou stranou:

L = an+1 + 3an = (A(n+ 1)2 +B(n+ 1))(−3)n+1 + 3 · (An2 +Bn)(−3)n

= [(A(n2 + 2n+ 1) +B(n+ 1)) · (−3) + 3An2 + 3Bn](−3)n

= [−3An2 − 6An− 3A− 3Bn− 3B + 3An2 + 3Bn](−3)n

= [−6An+ (−3A− 3B)](−3)n
?
= (−12n− 12)(−3)n.

Porovnáním polynomů (jejich koeficientů) dostáváme soustavu

−6A = −12

−3A− 3B = −12
=⇒

A = 2,

B = 2.

Máme partikulární řešení ap,n = (2n2 + 2n) (−3)n.

c) Sečtením partikulárního a homogenního řešení dostáváme odpověď:

Obecné řešení dané rovnice je an = (2n2 + 2n) (−3)n + u · (−3)nu, n ≥ 2.

Protože jsme přeci jen řešili jinou rovnici než tu původní a při přepisu jsme mohli udělat chybu, raději uděláme
zkoušku pro rovnici ze zadání: Nejmenší hodnota n, která se v zadané rovnici vyskytuje, je n− 1 pro n = 3, což je
n = 2. Naše posloupnost tedy začíná správným indexem. Teď dosadíme, začneme komplikovanější pravou stranou.
Pro n ≥ 3 máme

4n(−3)n − 3an−1 = 4n(−3)n − 3[(2(n− 1)2 + 2(n− 1)) (−3)n−1 + (−3)n−1u]

= 4n(−3)n + (2(n− 1)2 + 2(n− 1)) (−3) · (−3)n−1 + (−3) · (−3)n−1u

= 4n(−3)n + (2(n2 − 2n+ 1) + 2(n− 1)) (−3)n + (−3)nu

= 4n(−3)n + (2n2 − 4n+ 2 + 2n− 2) (−3)n + (−3)nu

= (2n2 + 2n) (−3)n + (−3)nu = an.

Rovnice je splněna.

Bonus: Asymptotická rychlost růstu typického řešení: an = Θ((2n2+2n)3n), lépe an = Θ(n23n), protože polynom
se asymptoticky chová jako jeho nejvyšší mocnina.

Poznámka: Viděli jsme, že náš odhad měl mocninu navíc oproti pravé straně, ale ta fungovala jako ochránce,
který se obětoval, aby se na výstupu objevil polynom správného stupně.

Co by se stalo, kdybychom zapomněli na opravný faktor? Mysleli bychom si naivně, že existuje řešení ve tvaru
an = (An+B) · (−3)n. Po dosazení do rovnice bychom dostali

L = an+1 + 3an = (A(n+ 1) +B) · (−3)n+1 + 3(An+B) · (−3)n

= (An+A+B) · (−3) · (−3)n + (3An+ 3B) · (−3)n

= [−3An− 3A− 3B + 3An+ 3B](−3)n = [−3A](−3)n
?
= (−12n− 12) (−3)n.

Z polynomu −3A žádnou volbou konstanty A nevyrobíme polynom prvního stupně. Zde je důležité upozornit, že
A,B, . . . jsou koeficienty polynomu neboli čísla, tedy nelze zkoušet věci jako A = 4n+ 4.

4

Příklady ukázaly dva důležité jevy. Podstatu pravé strany určuje geometrická posloupnost, která také rozhoduje
o případné korekci. Polynomy pak pravou stranu modifikují. V počítací fázi metody odhadu naopak geometrická
posloupnost ustupuje do pozadí a rovnice pro neznámé konstanty získáme porovnáváním polynomů.

Shrneme postup. Základní schéma vypadá takto:
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1. Obecné řešení

a) homogenní řešení
ah,n

b) partikulární řešení
ap,n

c) obecné řešení
an = ap,n + ah,n

2. Partikulární řešení
(počáteční podmínky)

Podrobněji:

SSS Algoritmus 10b.8.
pro nalezení řešení rovnice an+d + cd−1an+d−1 + · · ·+ c1an+1 + c0an = bn, n ≥ n0 řádu d, kde bn = p(n)λn.
0. Pokud je to potřeba, zadanou rovnici přepíšeme do správného tvaru přesunem členů, popřípadě posunem indexu.
Ujasníme si, s jakými posloupnostmi (jaká je indexace) rovnice pracuje.

1. Najdeme obecné řešení.
a) Najdeme homogenní řešení.
Z přidružené homogenní rovnice an+d + cd−1an+d−1+ · · ·+ c1an+1+ c0an = 0 vytvoříme charakteristickou rovnici
λd + cd−1λ

d−1 + · · ·+ c1λ+ c0 = 0. Vyřešením najdeme charakteristická čísla λj s násobnostmi mj dané rovnice
a podle algoritmu 10b.5 sestavíme bázi prostoru řešení

{
(ai,n)∞n=n0 ; i = 1, . . . , d

}
.

Obecné řešení přidružené homogenní rovnice (homogenní řešení) je ah,n =
d∑
i=1

uiai,n, n ≥ n0.

Pokud byla zadaná rovnice homogenní, krok 1 končí.
b) Najdeme partikulární řešení.
• Pro pravou stranu bn = p(n)λn sestavíme základní podobu odhadu řešení ve tvaru q(n)λn, kde q je obecný
polynom stejného stupně jako p. Tradičně se jako koeficienty používají A,B,C, . . . a žádnou mocninu není možné
vynechat.
Pokud je pravá strana jen geometrická posloupnost bn = λn, použijeme interpretaci bn = 1 · λn, tedy p(n) = 1.
Pak q(n) = A a odhad je Aλn.
Pokud je pravá strana jen polynom bn = p(n), použijeme interpretaci bn = p(n)1n, tedy λ = 1 a odhad je
q(n)1n = q(n).
• Porovnáme λ s charakteristickými čísly λj z kroku a). Pokud se žádnému nerovná, náš původní odhad řešení je
správný, formálně položíme m = 0.
Pokud pro nějaké j platí λ = λj , položíme m = mj (násobnost dotyčného charakteristického čísla) a původní
odhad vynásobíme členem nm. Doporučuje se tuto mocninu roznásobit do polynomu.
• Uhodnutý tvar řešení ap,n = nmq(n)λn dosadíme do levé strany rovnice (ve správném tvaru), vytkneme λn

a zbytek zjednodušíme do tvaru polynomu. Tento výstup porovnáme s pravou stranou bn. Měli bychom dostat
rovnost dvou polynomů stejného stupně, což porovnáním koeficientů vede na soustavu rovnic. Jejím řešením
získáme hodnoty koeficientů polynomu q(n) a tím i partikulární řešení.
c) Obecné řešení dané úlohy je dáno vztahem an = ap,n + ah,n.

Typický zápis je an = nmq(n)λn +
d∑
i=1

uiai,n, n ≥ n0, popřípadě
(
nmq(n)λn +

d∑
i=1

uiai,n

)∞
n=n0

.

2. Pokud byly s rovnicí zadány také počáteční podmínky, dosadíme v těchto podmínkách místo aj vzorec z obec-
ného řešení. Získáme d rovnic pro d neznámých u1, . . . , ud. Tuto soustavu vyřešíme, získaná ui dosadíme do vzorce
pro obecné řešení a dostaneme tak partikulární řešení pro zadanou úlohu.
4

Není třeba doslovně dodržovat formální postup včetně značení 1b a podobně, ale čtenář by si měl ujasnit, které
kroky je třeba udělat a jak spolu souvisí. Strukturovaný zápis zlepšuje čitelnost a snižuje pravděpodobnost chyby
z přehlédnutí, ke kterým je v tomto typu příkladu dostatek příležitostí.

V celém procesu hrají zajímavou roli obě strany rovnice. Nejprve hledáme homogenní řešení. Zde pracujeme
čistě s levou stranou rovnice, pravá nemá vliv. Pak sestavíme základní podobu odhady řešení. Tam pro změnu
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vycházíme jen z pravé strany a levá nemá vliv. Ve fázi korekce pak porovnáme povahu obou stran prostřednictvím
λ.

Sestavení správného tvaru řešení je klíčové. Základní postup je jednoduchý. Geometrickou posloupnost zkopíru-
jeme, polynom zobecníme a doplníme případnou korekci.

Správné chápání procesu můžeme vyzkoušet v následující tabulce. Ve sloupcích jsou levé strany rovnic a v řádcích
napravo jsou pravé strany. Každé pole tabulky tak odpovídá jedné rekurentní rovnici, například druhé pole zleva
v prvním řádku odpovídá rovnici an+2 − 3an+1 + 2an = n2n.

Nejprve jsme pro každý sloupec určili charakteristická čísla rovnice, která jsou vždy pro každý sloupec společná,
protože nejsou ovlivněna pravou stranou. Pak jsme pro každý řádek vytvořili základní odhad a vepsali jej do všech
políček dotyčného řádku, protože jej levá strana neovlivní. Také jsme do záhlaví řádků doplnili klíčovou konstantu
pravé strany λ. Nakonec jsme v jednotlivých políčkách doplnili základní odhady o korekce.

an+2 − 9an =
[λ = −3, 3]

an+2 − 3an+1 + 2an =
[λ = 1, 2]

an+2 − 4an+1 + 4an =
[λ = 2 (2×)]

L =
/

= bn

(An+B)2n n(An+B)2n n2(An+B)2n = n 2n

[λ = 2]

n(An2 +Bn+ C)3n (An2 +Bn+ C)3n (An2 +Bn+ C)3n = (n2 + 1)3n

[λ = 3]

An+B n(An+B) An+B = 2n− 5
[λ = 1]

nA(−3)n A(−3)n A(−3)n = (−3)n

[λ = −3]

Čtenář doufejme vidí, jak jednotlivé odhady vznikly. Zahrnuli jsme důležité specifické případy, kdy pravá strana
má jen jednu složku. Rozsáhlejší tabulku k nácviku nabízíme ve cvičení 10b.1.

Existují pravé strany, které jsou velice blízké kvazipolynomům. Například bn = n · 3n + 7 · 2n vypadá hodně
jako kvazipolynom, ale tento výraz nelze sjednotit pomocí jediného λn. Máme tam dva různé kvazipolynomy. Zde
pomůže princip, který je velice obecný a zase jej najdeme u všech typů lineárních rovnic.

!!! Věta 10b.9. (o superpozici)
Nechť d ∈ N, uvažujme funkce c0(n), c1(n), . . . , cd−1(n): Z 7→ R.

Jestliže posloupnost (an)∞n=n0 řeší rovnici an+d +
d−1∑
k=0

ck(n)an+k = bn, n ≥ n0

a posloupnost (ãn)∞n=n0 řeší rovnici an+d +
d−1∑
k=0

ck(n)an+k = b̃n, n ≥ n0,

pak posloupnost (an + ãn)∞n=n0 řeší rovnici an+d +
d−1∑
k=0

ck(n)an+k = bn + b̃n, n ≥ n0.

Důkaz je snadný a necháme jej jako cvičení 10b.9.
V praxi tuto větu používáme od konce: Máme řešit rovnici s pravou stranou sestávající ze dvou výrazů. Věta

nám umožní vyřešit rovnici s každou složkou pravé strany zvlášť a pak jednotlivá řešení spojit. Indukcí se to dá
snadno rozšířit na libovolný (konečný) počet sčítanců na pravé straně.

!!! Příklad 10b.l: Najdeme obecné řešení rovnice an+2 − an = 3 · 2n − 12, n ≥ 0.
Jde o lineární rekurentní rovnici s konstantními koeficienty, která je již zadána ve standardním tvaru, nemusíme

ji tedy upravovat. Pracuje s posloupnostmi (an)n≥0.
Aplikujeme standardní algoritmus. Homogenní řešení: an+2 − an = 0 dává charakteristickou rovnici λ2 − 1 = 0,

jsou tedy jednoduchá charakteristická čísla λ1 = −1, λ2 = 1 a obecné řešení ah,n = u · (−1)n+v ·1n = (−1)nu+v,
n ≥ 0.

Partikulární řešení: Pravá strana je určena členem λk. V naší pravé straně bn = 3 · 2n− 12 = 3 · 2n− 12 · 1n jsou
takové posloupnosti dvě různé, použijeme tedy větu o superpozici a vyřešíme dvě jednodušší rovnice odpovídající
rozkladu bn = 3 · 2n + (−12) · 1n. Budeme pracovat paralelně.
rovnice: an+2 − an = 3 · 2n an+2 − an = −12 · 1n
základní odhad: A2n A1n = A
λ : λ = 2 6= λ1,2 λ = 1 = λ2, shoda 7→ korekce
po korekci: ap,n = A2n ap,n = An
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dosazení: L = A2n+2 −A2n = 3A2n
?
= 3 · 2n L = A(n+ 2)−An = 2A

?
= −12

A = 1 A = −6
řešení: a1,n = 2n a2,n = −6n

Partikulární řešení naší rovnice získáme sečtením dvou částečných řešení, tedy ap,n = 2n − 6n.
Obecné řešení je an = 2n − 6n+ (−1)nu+ v, n ≥ 0.

Existuje alternativní přístup, kdy nespojujeme až výsledná částečná řešení, ale už ve fázi odhadu sloučíme
částečné odhady do jednoho výrazu, se kterým pak pracujeme najednou. Rozdílné geometrické posloupnosti pak
slouží jako ukazatele, které výrazy patří k sobě, vlastně se tak najednou provedou ony dva paralelní výpočty výše.
Funguje to takto:

Odhad: Máme dva různé kvazipolynomy v pravé části.
Kvazipolynom 3 · 2n: Základní odhad A2n, díky λ = 2 bez korekce.
Kvazipolynom −12: Základní odhad B (zde jsme použili jiné písmeno, abychom mohli vznikající odhad přičíst

k předchozímu), speciální lambda je zde λ = 1, shoda s λ2 (jednoduché charakteristické číslo), proto korekce n1,
tedy odhad Bn.

Spojíme: Odhad řešení je ap,n = A2n +Bn. Dosadíme do levé ztrany a zpracujeme:

L = an+2 − an = (A2n+2 +B(n+ 2))− (A2n +Bn)

= 4A2n +Bn+ 2B −A2n −Bn = 3A2n + 2B
?
= 3 · 2n − 12.

Porovnáme polynomy u 2n a polynomy u 1n, dostáváme A = 1 a B = −6. Nalezli jsme partikulární řešení 2n−6n.
obecné řešení dané rovnice je an = 2n − 6n+ (−1)nu+ v, n ≥ 0.

Bonus: Typická asymptotická rychlost růstu je an = Θ(2n). V souboji polynomů a geometrických posloupností
dominují ty druhé, a mezi nimi rozhodne větší základ, že dominantní ve výrazu je 2n.
4

Osobně preferuji druhý přístup, pak je třeba si hlídat, abychom tutéž (neznámou) konstantu neboli písmeno
omylem nepoužili ve dvou částech odhadu.

SSS Poznámka: Několik užitečných pozorování:
1. Rozklad pravé strany na komponenty 3 · 2n a (−12) · 1n vedl na odhad ve tvaru A2n + Bn. Je možné vidět
pravou stranu jako 3 · 2n − 12 · 1n a dojít k odhadu tvaru řešení A2n − Bn. Je to také funkční, konstanta B se
přizpůsobí znaménku. U tohoto alternativního odhadu bychom dostali B = 6 a nakonec stejné partikulární řešení
ap,n = 2n − 6n.
2. Části, které v pravé straně máme, jsou určeny geometrickými posloupnostmi neboli parametry λ. Pokud mají
dva členy stejné λ, pak patří k sobě. Například pravá strana bn = (2n − 2)3n − (−1)n + 15 · 3n se má správně
zpracovat jako bn = (2n + 13)3n − (−1)n. Základní tvar odhadu pak bude (An + B)3n + C(−1)n, popřípadě
(An+B)3n − C(−1)n.

Pokud bychom vytvořili odhad na základě původní podoby bn, dostali bychom (An + B)3n + C(−1)n + D3n.
Máme tam zbytečnou konstantu, což posléze způsobí, že budeme mít tři rovnice na čtyři neznámé konstanty.
4

SSS 10b.10 Poznámka (troubleshooting): Pokud použijeme správný odhad tvaru řešení, tak počet neurčitých
koeficientů bude roven počtu rovnic, které obdržíme. Existují dva populární problémy ve fázi určování konstant,
které nás varují, že jsme se v odhadu tvaru řešení zmýlili.
• Některé členy, které máme na pravé straně, chybí ve výstupu levé strany. Typicky zmizí celá geometrická
posloupnost, popřípadě u ní chybí nejvyšší mocnina. Toto je obvykle způsobeno zapomenutou korekcí.
• Na výstupu L máme méně konstant, než bychom potřebovali pro zajištění shody s pravou stranou. Často je to
způsobeno tím, že při vytváření obecného polynomu q(n) byla vynechána některá mocnina.
• Máme více konstant, než je rovnic. To bývá způsobeno nadměrnou štědrostí při vytváření odhadu a obvykle to
vzniká u složených pravých stran.
• Porovnáním výstupu L a pravé strany vznikla neřešitelná rovnice. Mohlo se stát, že jsme odhad skládali z více
složek a omylem jsme stejné písmeno použili vícekrát.

Samozřejmě oblíbeným zdrojem všech těchto problémů je chyba při zjednodušování výstupu levé strany. Vyplatí
se nespěchat a omezit počítání z hlavy. Co je na papíře, to mozek vidí.

Pro úplnost přidáme chybu týkající se homogenní etapy
• Počáteční podmínky nelze splnit

Typickým důvodem je, že máme v homogenním řešení méně konstant, než je potřeba. Základní pravidlo je, že
homogenní řešení musí mít tolik parametrů, kolik je řád rovnice.
4
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Poznámka o resonanci: Forma lineární rekurentní rovnice, kterou jsme zde zvolili (neznámé nalevo, známé
napravo) se objevuje také u dalších typů rovnic a obvykle má smysl následující intepretace:

Levá strana rovnice, tedy přidružená homogenní rovnice, zachycuje vnitřní uspořádání zkoumaného systému.
Homogenní řešení tedy popisuje, jak se systém chová, pokud do něj nezasahujeme. Charakteristická čísla ukazují,
jaké mody chování má systém nejraději.

Pravá strana představuje vnější zásah do systému. Partikulární řešení tedy ukazuje odezvu systému na naše
zásahy. U lineárních rovnic se pak celkové chování systému skládá z jeho vlastního chování plus odezvy systému,
viz věta 10a.5.

Metoda odhadu ukazuje, že obvykle odezva systému odpovídá tomu, jak do něj zasahujeme. Pokud je pravá
strana n2n, systém odpoví chováním (An+B)2n, což pro velká n roste zase jako n2n. To ovšem za předpokladu,
že jsme se svým zásahem netrefili do toho, co má systém rád.

Pokud má náš zásah stejnou povahu jako to, co má systém rád (neboli pokud se λ pravé strany trefí do λ levé
strany), tak systém reaguje mnohem nadšeněji (odezva se násobí členem nm). Takové situaci se říká resonance a
v aplikacích to může vést k velkým komplikacím, třeba když oscilující omezený vliv bn = (−1)n vybudí odezvu
n(−1)n, jejíž amplituda roste nade všechny meze, například nad konstrukční mez systému.

V inženýrských aplikacích (například stavebnictví) se tak mimo jiné upravují konstrukce tak, aby se jejich
výsledné λ nemohly potkat s vnějšími vlivy.
4

Nyní ukážeme několik zajímavých aplikací.

Příklad 10b.m (pokračování 10a.c): Vraťme se ke králíkům. Odhadli jsme, že poté, co se králíci deset let
nerušeně množili, jich v roce 1869 bylo cca 24 · 106. Podíváme se na dva scénáře. Označme jako an počet králíků
n let po roce 1869, a to v milionech (ušetříme šest nul). Máme a0 = 24.

a) Pokud by se králíci nerušeně množili dál, pak by jejich populace zase splňovala rovnici an+1 = 4an neboli
an+1 − 4an = 0 a počáteční podmínku a0 = 24.

Tato homogenní rovnice má charakteristické číslo λ = 4 a obecné řešení an = u · 4n, počáteční podmínka pak
dává an = 24 · 4n.

b) Druhý scénář využívá informaci, že se střílelo 2·106 králíků ročně. Můžeme to interpretovat tak, že je vystřílíme
na konci roku, což dává upravený vztah an+1 = 4an − 2, tedy an+1 − 4an = −2, zase s počáteční podmínkou
a0 = 24.

Ve scénáři a) jsme našli řešení ah,n = 4nu přidružené homogenní rovnice. Partikulární řešení: Pro pravou stranu
−2 = −2 · 1n je základní odhad ap,n = A, který není třeba dále upravovat, protože číslo λ = 1 pravé strany se
neshoduje s λ = 4 levé strany. Dosadíme a zpracujeme:

L = an+1 − 4an = A− 4A = −3A
?
= −2 =⇒ A = 2

3 .

Máme tedy obecné řešení naší rovnice ve tvaru an = 2
3 + 4nu. Když použijeme počáteční podmínku a0 = 24,

dostaneme 23 + u = 24, tedy u = 23 + 1
3 .

Druhý scénář dává růst populace an = 2
3 +

(
23 + 1

3

)
4n. Vidíme, že populace roste pomaleji, ale pořád rychlostí

geometrické posloupnosti 4n, takže k nějaké zásadnější změně nedošlo.
Uvažujme obecný případ, kdy každý rok nastane úbytek značený tradičně H (jako harvesting, sklízíme králíky).

Řešíme tedy rovnici an+1−4an = −H s podmínkou a0 = 24. Stejným postupem dostaneme an = H
3 +

(
24− H

3

)
4n.

Jaká hodnota H zaručí, že počet králíků neporoste exponenciálně? To se musí vynulovat konstanta před 4n, tedy
museli bychom na konci každého roku sníst 72 milionů králíků. To je dost. Možná vás napadne, že chyba je v tom,
že je střílíme až na konci roku, když se rozmnoží. Bohužel si člověk nepomůže ani střílením třeba hned na začátku
roku. Pak je správná rovnice dána an+1 = 4(an − H) = 4an − 4H, je to tedy vlastně původní příklad, jen se
efekt H čtyřikrát zvětší. Na zabránění geometrického růstu by bylo proto třeba střílet minimálně 724 = 18 miliónů
ročně, což je pořád nerealistické.

Mnohem perspektivnější je změnit tu čtyřku neboli rozmnožovací konstantu, což je v zásadě základ moderních
metod boje proti škůdcům.

→Poznámka: Problém s tím, kdy králíky střílíme, se dá řešit tak, že pracujeme s menšími časovými intervaly.
Můžeme například uvažovat stav po týdnech bn, dostáváme pak rovnici bn+1 = Kbn −H, kde H je hodnota
týdenního odstřelu a K je konstanta přirozené množivosti, která samozřejmě souvisí s tou čtyřkou za rok.
Pokud bychom nestříleli, bylo by za 52 týdnů K52 krát více králíků, proto musí platit K52 = 4. Odtud již K
snadno určíme, rovnici lze vyřešit a roční stavy dostaneme jednoduchým převodem an = b52n. Tento model je
již mnohem realističtější. Lze dokonce počítat i stav po dnech, pak už je ale lepší přejít rovnou na diferenciální
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rovnice, kdy měříme čas na reálné ose, čímž se dostáváme mimo oblast diskrétní matematiky, toto je hájemství
matematiky spojité neboli matematické analýzy.←

4
Poznámka: Onen první model neomezeného růstu králíků daný vztahem an+1 = Kan je docela populární.
Říká se mu exponenciální model, protože vede na řešení an = a0 · eln(K)n. Obvykle je nepřesný kvůli velkému
zjednodušení popisované situace, jeho výhodou je jednoduchost, díky které nabízí rychlý orientační náhled, což
bývá velice užitečné. Některé populární situace:
•Máte na účtě a0 = C peněz, každý rok se vám to zúročí hodnotou r procent. Pak vývoj financí popisuje (dokonce
přesně) vztah an+1 =

(
1 + r

100

)
an.

• Máte-li na začátku kolonii a0 = C bakterií v Petriho misce, pak jejich počet po jednotlivých hodinách je dán
vztahem an+1 = Kan. Výsledná exponenciála vykazuje dobrou shodu s realitou, dokud není počet natolik velký,
že baktérie začnou soupeřit o zdroje živin.
• Totéž lze říci o libovolné populaci, která se volně množí, neužírají z ní predátoři a má dostatek zdrojů. I lidstvo
se tak jeden čas množilo.
• Když se rozpadne atom uranu 235, vypustí dva neutrony. Když neutron vhodně vletí do dalšího atomu uranu,
ten se rozpadne a vypustí dva neutrony. Počet rozpadlých jader po n krocích je dán an+1 = 2an, což vede na 2n

a říká se tomu jaderný výbuch. Ve skutečnosti je počet vypuštěných neutronů proměnný, udává se v průměru
okolo 2.5, ale ten násobící faktor v rovnici bývá menší, protože určité procento neutronů se netrefí do dalšího
atomu a uletí bez užitku pryč. V jaderných elektrárnách se toto snaží podporovat, dokonce neutrony i lapají.
Tento příklad je samozřejmě zjednodušený, ale vystihuje podstatu.
• Radioaktivní prvky fungují tak, že se jednotlivé atomy neustále náhodně rozhodují, zda se rozpadnou nebo
ne. Jestliže máme an atomů, tak se z nich během sekundy určité procento p rozpadne, takže pak už jich máme
an+1 =

(
1 − p

100

)
an. Vede to na řešení an = c

(
1 − p

100

)n
, které platí i pro hmotnost či hustotu zastoupení

v jiném materiálu a velice dobře odpovídá reálnému stavu (většinou se ale zase pracuje se spojitým časem a vyjde
exponenciála c eλt). Na tomto vzorci je mimo jiné založena metoda měření stáří organických látek ve vykopávkách.
4

!!! Příklad 10b.n: V kapitole o indukci jsme dokazovali rozličné součtové vzorce (viz např. cvičení 7a.3), ale
poznamenali jsme, že na to, abychom dokázali indukcí jejich správnost, je musíme odněkud získat. Jedna možnost
byla naznačena v důkazu věty 8c.6, zde ukážeme další.

Najdeme vzorec pro
n∑
k=1

k = 1 + 2 + · · ·+ n.

Hledanou hodnotu označíme sn =
n∑
k=1

k. Pak platí rekurentní vztah sn+1 = sn + (n + 1), máme tedy rovnici

sn+1 − sn = n+ 1 pro n ≥ 1, evidentně platí počáteční podmínka s1 = 1.
Tuto úlohu vyřešíme standardním způsobem. Nejprve najdeme obecné řešení přidružené homogenní rovnice

sn+1 − sn = 0. Charakteristická rovnice λ − 1 = 0 dává charakteristické číslo λ = 1 a konstantní posloupnost
sh,n = u · 1n = u, n ≥ 1 jako obecné řešení homogenní rovnice.

Teď najdeme jedno partikulární řešení. Pravá strana je kvazipolynomiální, n + 1 = (n + 1)1n, proto lze použít
metodu odhadu. Zde je speciální číslo λ = 1 také charakteristickým číslem (jednoduchým), máme tedy korekční
faktor a odhadneme řešení sp,n = n1(An+B)1n = An2+Bn. Dosadíme do řešené rovnice, upravíme na polynom
a porovnáme koeficienty:

L = sn+1 − sn = (A(n+ 1)2 +B(n+ 1))− (An2 +Bn) = 2An+ (A+B)
?
= n+ 1

=⇒ 2A = 1, A+B = 1 =⇒ A = B = 1
2 .

Máme tedy partikulární řešení sp,n = 1
2n
2 + 1

2n a obecné řešení an = 1
2n
2 + 1

2n + u, n ≥ 1. Teď ještě najdeme
hodnotu u tak, aby tato posloupnost splňovala počáteční podmínku:

s1 = 1
2 + 1

2 + u = 1 =⇒ u = 0.

Vychází sn = 1
2n
2 + 1

2n = n(n+1)
2 , což je onen známý vzorec.

Nyní zvolme mocninu a a uvažujme součty sn =
n∑
k=1

ka = 1a + 2a + · · ·+ na. Tentokráte nebudeme chtít přesný

vzorec, ale asymptotickou rychlost růstu sn.
Přepíšeme do podoby rekurentní rovnice:

sn+1 − sn = (n+ 1)a, n ≥ 1

s1 = 1.

Homogenní rovnice zůstává stejná, proto λ = 1 a sh,n = u.
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Partikulární řešení: Pravá strana je polynom stupně a, vzhledem k nutnému korekčnímu faktoru bude tedy odhad
tvaru řešení sp,n = n(Ana +Bna−1 + · · · ).

Protože nás zajímá jen asymptotická rychlost růstu, nemusíme již dále řešit. Obecné řešení bude ve tvaru
sn = Ana+1 +Bna + · · ·+ u, tedy sn = Θ(na+1).

Pokud bychom chtěli přesnější odhad, můžeme do L dosadit a zkoumat jen osud mocniny na. Zjistíme, že
A = 1

a+1 . Můžeme tedy odhadovat, že

1a + 2a + · · ·+ na ∼ 1
a+ 1

na.

Je to velmi dobrý odhad a podobnost se vzorcem pro integrál xa není náhodná.
4

!!! Příklad 10b.o: Zde se podíváme, jaká je výpočetní náročnost různých postupů pro výpočet determinantu
matice o rozměru n× n.

1. Podle definice se mají sčítat součiny typu a1π(1) · a2π(2) · · · anπ(n), kde suma jde přes všechny permutace π
množiny (1, 2, . . . , n). Těchto permutací je n! a jeden takový součin stojí n − 1 násobení plus jedno přičtení
k ostatním, tedy výpočet determinantu podle definice vyžaduje celkem n · n! operací, a to jsme ještě nezapočítali
vytváření těch premutací. Jde tedy o zcela neperspektivní způsob, jakmile se mohou objevit trochu větší matice.
My takto počítáme determinanty 2× 2 a 3× 3 tužkou na papíře, kdy to ještě jde.

2. Pro trochu větší matice se s oblibou používá rozvoj podle řádku či sloupce, který je případně opakován, dokud
se nedojde k malým determinantům. Byla by tato metoda dobrým východiskem pro algoritmus?

Nechť an je počet operací při počítání determinantu rozvojem podle prvního sloupce, je-li velikost matice n×n.
Kolik operací vyžaduje spočítat takto determinant matice (n+ 1)× (n+ 1)?

Nejprve musíme spočítat (n+1) doplňkových determinantů, které mají o jedno menší velikost, takže pokud na to
opět půjdeme rozvojem, tak potřebujeme (n + 1) · an operací. Každý doplňkový determinant pak potřebujeme
vynásobit příslušným číslem prvního sloupce a výsledky střídavě přičítat a odčítat, což je dalších (n + 1) + n
operací.

Dostáváme rovnici an+1 = (n+1) ·an+2n+1, n ≥ 1 a pro matici 1×1 máme a1 = 0, což je počáteční podmínka.
Když to přepíšeme, máme an+1 − (n+ 1)an = 2n+ 1, což je sice krásná lineární rekurentní rovnice, ale bohužel

nemá konstantní koeficienty, takže jsme se ji vyřešit nenaučili. To ale nakonec nebude tak velký problém, my teď
totiž ukážeme, že i tento algoritmus je natolik náročný, že nás nebude zajímat.

Dokážeme indukcí, že každé řešení an této rovnice splňuje an ≥ n!− 1.
(0) a1 = 0 ≥ 1− 1 = 1!− 1, v pořádku.
(1) Dáno n ≥ 1. Předpokládejme, že an ≥ n!− 1. Pak

an+1 = (n+ 1)an + 2n+ 1 ≥ (n+ 1)(n!− 1) + n+ 1 = (n+ 1)(n!− 1 + 1) = (n+ 1)n! ≥ (n+ 1)!− 1.

Oproti výpočtu podle definice jsme si tedy moc nepolepšili a jako obecná metoda to není vhodný nápad, nicméně
stojí za zmínku, že pokud dopředu víme, že hodně členů matice je nulových, pak se náročnost prudce snižuje
a rozvoj podle sloupce/řádku se stává zajímavou volbou, viz cvičení 10b.8.

3. V praxi se používá jiný postup. Nejprve matici řádkovou eliminací upravíme na horní trojúhelníkový tvar,
a poté vynásobíme prvky diagonály za levných n− 1 operací. Kolik nás ale bude stát řádková eliminace?

Označme jako dn počet operací nutných k převedení matice n × n na horní trojúhelníkový tvar. Z praktického
pohledu nás zajímají jen sčítání a násobení, protože případné výměny řádků při pivotování jsou z počítačového
pohledu skoro zdarma. Budeme tedy předpokládat, že při zpracovávání určitého sloupce už je na správném místě
nenulový pivot.

Vezměme matici (n+ 1)× (n+ 1) a podívejme se na první sloupec. Potřebujeme vyrobit nuly v n řádcích pod
pivotem. Pro každý řádek si nejprve zjistíme dělením (1 operace), kolikrát je třeba z něj odebrat pivotovací řádek,
aby vznikla nula. Tu pak vytvoříme a je třeba zjistit, jaké budou nové položky v dalších n sloupcích upravovaného
řádku. Každá položka vyžaduje vynásobit příslušný prvek pivotního řádku a odečíst, tedy dvě operace. Celkem
potřebujeme udělat 1 + 2n operací na každý řádek. Po n · (1 + 2n) operacích jsme tak vynulovali vše pod pivotem
v prvním sloupci a nyní je potřeba převést na trojúhelníkový tvar pravou dolní podmaticí o rozměru n × n, což
vyžaduje dn operací.

Dostáváme rovnici dn+1 = dn+2n2+n, n ≥ 1, opět d1 = 1. Přepis dn+1−dn = 2n2+n ukazuje na charakteristické
číslo λ = 1 a homogenní řešení dh,n = u.

Pravá strana je kvadratický polynom a má konstantu λ = 1, která se shoduje s charakteristickým číslem Po ko-
rekci tedy máme odhad tvaru řešení dp,n = n(An2 +Bn+ C) = An3 +Bn2 + Cn.
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Můžeme tedy konstatovat, že řádková eliminace matice vyžaduje asymptoticky n3 operací. Ve srovnání s tím pak
výpočet determinantu násobením diagonály vyžaduje zanedbatelných n − 1 operací. Vychází nám, že výpočetní
náročnost nalezení determinantu eliminací je řádově n3, což je výrazně méně než předchozí přístupy.

Protože Gaussova eliminace je důležitá metoda, podíváme se na její výpočetní náročnost podrobněji.

L = dn+1 − dn = (A(n+ 1)3 +B(n+ 1)2 + C(n+ 1))− (An3 +Bn2 + Cn)

= An3 +A3n2 +A3n+A+Bn2 +B2n+B + Cn+ C −An3 −Bn2 − Cn

= (3A)n2 + (3A+ 2B)n+ (A+B + C)
?
= 2n2 + n.

Porovnáním koeficientů u stejných mocnin na levé a pravé straně vidíme, že A = 2
3 , ostatní členy nejsou pro velká

n důležité.
Závěr: Výpočetní náročnost Gaussovy eliminace je přibližně 23n

3.
4

Příklad 10b.p: Máme k dispozici dva různé signály lišící se délkou (pípnutí, třeba jako u Morseovky), jeden
trvá 1 ms (milisekunda), druhý 2 ms. Kolik různých zpráv se dá poslat za n ms?

Toto je kombinatorická úloha, kterými se zabýváme v kapitole 11b, je to tedy jakási upoutávka na to, co přijde,
a zároveň připomínka, že v dotyčné kapitole čtenář najde další příklady s rekurentními vztahy.

Označme jako an počet různých zpráv, které lze vyslat za n milisekund. Uvažujme množinu všech takových
zpráv. Tato množina se dá rozdělit na dvě části podle toho, jestli ve zprávě je jako poslední krátký či dlouhý
signál. Počet zpráv, které končí krátkým signálem, je stejný, jako počet zpráv o délce n − 1. Počet zpráv, které
končí dlouhým signálem, je stejný jako počet zpráv o délce n− 2. Dostáváme tedy rovnici an = an−1 + an−2 pro
n ≥ 2. Je to zase Fibonacciho vztah!

Jaké jsou počáteční podmínky? Je jen jedna zpráva dlouhá 1 ms, a1 = 1, zato do dvou ms se vejde buď jeden
dlouhý signál nebo dva krátké, tedy dvě různé zprávy, a2 = 2.

Když rovnici upravíme, an+2 − an+1 − an = 0, dostáváme homogenní lineární rovnici 2. řádu s konstantními
koeficienty, kterou řešíme jako v příkladě 10b.d. Dostáváme obecné řešení an = u

(
1+
√
5

2

)n+1
+ v
(
1−
√
5

2

)n+1
.

Počáteční podmínky nám pak dají hledané partikulární řešení an = 1√
5

(
1+
√
5

2

)n+1− 1√
5

(
1−
√
5

2

)n+1
. Je to vlastně

posunutá Fibonacciho posloupost, an = Fn+1. Pro ilustraci, je možné vyslat třeba 89 různých zpráv během 10 ms
a 987 různých zpráv během 15 ms.
4

Tím končí kapitola o lineárních rekurentních rovnicích. Nakonec ještě jedna nepoviná poznámka.

→Týká se zásadního problému, že naše krásné metody jsou k ničemu, pokud pravá strana není kvazipolynom,
a dokonce ani homogenní rovnici neumíme vyřešit, pokud nejsou koeficienty rovnice konstantní. Touto pro-
blematikou se zabývají pokročilé teorie, my zde ukážeme dva případy, kdy se dají pomocí chytrého převodu
použít naše metody.
a) Pokud se v rekurentním vztahu jen násobí/dělí, pak se dá rovnice převést na lineární pomocí logaritmu.
Ukážeme to na příkladě.

Máme rovnici an+1 =
a3n
a2n−1

. Po jejím zlogaritmování dostáváme ln(an+1) = 3 ln(an) − 2 ln(an−1). Když

označíme bn = ln(an), dostáváme rovnici bn+1 = 3bn − 2bn−1 neboli bn+2 − 3bn+1 + 2bn = 0. Charakteristická
rovnice λ2 − 3λ+ 2 = 0 dává λ = 1, 2 a řešení bn = u1n + v2n. Pak an = ebn = eu+2

nv = eu · (ev)2n .
b) Zde se podíváme, co se dá dělat s lineární rekurentní rovnicí 1. řádu, pokud nemá konstantní koeficienty.

Uvažujme následující rekurentní vztah: f(n)an+1 + g(n)an = h(n).

Vytvoříme funkce Q(n) =
f(1)f(2) · · · f(n− 1)

g(1)g(2) · · · g(n− 1)g(n)
, všimněte si, že Q(n + 1) = Q(n)

f(n)
g(n+ 1)

. Když použi-

jeme substituci bn = g(n)Q(n)an neboli dosazujeme do rovnice an = bn
g(n)Q(n)

, tak máme

f(n)
bn+1

g(n+ 1)Q(n+ 1)
+ g(n)

bn
g(n)Q(n)

= h(n) =⇒ bn+1
f(n)g(n+ 1)

g(n+ 1)Q(n)f(n)
+

bn
Q(n)

= h(n)

=⇒ bn+1 + bn = Q(n)h(n).

Dostáváme tedy lineární rekurentní rovnici s konstantními koeficienty, kterou při troše štěstí (když vyjde pravá
strana kvazipolynomiální) dokážeme vyřešit. Dokonce lze napsat obecný vzorec. Jestliže začneme počáteční
hodnotou b1 = −C, pak b2 = Q(1)h(1) + C, b3 = Q(2)h(2) − Q(1)h(1) − C atd., indukcí ukážeme vztah
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bn = (−1)nC −
n−1∑
i=1

(−1)n+kQ(i)h(i). Substituční rovnice pak dává an =
(−1)nC −

n−1∑
i=1

(−1)n+kQ(i)h(i)

g(n)Q(n)
.

Bohužel, míra nutného štěstí je docela vysoká, například rovnice an+1−(n+1)an = n+1, kterou jsme dostali
v příkladě 10b.o, dává f(n) = 1, g(n) = −(n + 1), h(n) = n + 1, odtud Q(n) = (−1)n

(n+1)! a dostáváme rovnici

bn+1 + bn = (−1)n
n! . Tím jsme skončili, kvazipolynom na pravé straně není a obecný součtový vzorec výše nám

také k přesnému řešení v uzavřeném tvaru nepomůže.←

Cvičeńı

Cvičení 10b.1 (rutinní): Každé prázdné pole tabulky reprezentuje rekurentní rovnici, jejíž levou stranu najdete
v záhlaví sloupce a pravou stranu napravo v označení řádku. Například první pole druhého (prázdného) řádku
dává rovnici an+2 − 4an+1 + 3an = (−1)n.
Pro každé pole najděte odhad tvaru partikulárního řešení (obecný, s konstantami A,B, . . . , nemusíte to dál řešit).
an+2 − 4an+1 + 3an =

[λ = 1, 3]
an+2 − 4an =

[λ = −2, 2]
an+2 + 2an+1 + an =

[λ = −1 (2×)]
L =

/
= bn

= 13 · 2n
[λ = 2]

= (−1)n

[λ = −1]
= (n− 2) 3n

[λ = 3]
= n2 − 1

[λ = 1]
= 2n − 2n · (−1)n

[λ = 2,−1]
= 1− (−2)n

[λ = 1,−2]

Cvičení 10b.2 (rutinní): Najděte obecná řešení následujících rovnic:
a) an+2 − 6an+1 + 8an = 0, n ≥ 0; g) an+2 − an = 18n 2n, n ≥ 0;
b) an+2 − 4an = 0, n ≥ 1; h) an+2 + 2an+1 − 3an = (5n+ 12)2n, n ≥ 0;
c) an+2 + an+1 − 2an = 0, n ≥ 2; i) an+2 − 4an+1 + 4an = 13 · 3n − 3, n ≥ 1;
d) an+2 − 6an+1 + 9an = 0, n ≥ −2; j) an+1 = an + 2an−1 + 3 · 2n − 2 · (−2)n, n ≥ 2;
e) an+2 + 9an = 0, n ≥ 0; k) an+3 + 3an+2 − 4an = 16 · 2n + 9, n ≥ 0;
f) an+3 − 2an+2 − an+1 + 2an = 0, n ≥ 1; l) an+1 = an−1 + n− 1, n ≥ 2.

Cvičení 10b.3 (rutinní, zkouškové): Najděte řešení následujících úloh s počátečními podmínkami.
Pro obecné řešení určete typickou asymptotickou rychlost růstu.
a) an+1 = 2an − an−1 − 4 · (−1)n, n ≥ 0; poč. podm. a−1 = 0, a0 = 2;
b) an+1 = 6an−1 − an + 7− 4n− 5 · 2n, n ≥ 3; poč. podm. a2 = −12, a3 = 57;
c) an+2 − an = (8n+ 18)3n − 6, n ≥ 1; poč. podm. a1 = 13, a2 = 25;
d) an+1 = 4an − 5an−1 + 2an−2 − 12 · (−1)n, n ≥ 2; poč. podm. a0 = 2, a1 = 0, a2 = 3;
e) an+2 + 4an = 0, n ≥ 0; poč, podm. a0 = 0, a1 = 1;
f) an+2 + 2an+1 − 3an = 5 · 2n + 8, n ≥ 1; poč. podm. a1 = 5, a2 = 9;
g) an+1 = an + 4an−1 − 4an−2 + (6n− 7)(−1)n, n ≥ 2; poč. podm. a0 = 2, a1 = 4, a2 = 7.

Cvičení 10b.4 (rutinní, dobré): Uvažujte funkce dané následujícími rekurentními rovnicemi. Pro každou z nich
určete asympotickou rychlost růstu (viz značení Θ z kapitoly 8d) pomocí metod z této kapitoly, ale bez toho,
abyste funkce opravdu počítali.
Nápověda: druhá část příkladu 10b.n.
a) f(n+ 1) = 2f(n) + 2n; d) f(n+ 1) = 4f(n)− 3f(n− 1) + n2n;
b) f(n+ 1) = f(n) + 2n; e) f(n+ 1) = 4f(n)− 3f(n− 1) + 3n;
c) f(n+ 1) = 4f(n)− 3f(n− 1) + 2n; f) f(n+ 1) = 4f(n)− 3f(n− 1) + 4n.

Cvičení 10b.5 (rutinní, ∗dobré): Najděte pomocí rekurentních vztahů explicitní vzorce v uzavřeném tvaru pro
následující sumy:

a) 1 + 4 + 7 + 10 + · · ·+ (3n+ 1) =
n∑
k=0

(3k + 1); c)∗ 1 + 3 + 6 + 10 + · · ·+ n(n+1)
2 =

n∑
k=1

k(k+1)
2 ;
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b) 1 + λ+ λ2 + · · ·+ λn =
n∑
k=0

λk pro λ 6= 1; d)∗ 12 + 32 + · · ·+ (2n+ 1)2 =
n∑
k=0

(2k + 1)2.

Cvičení 10b.6 (poučné): Nástupní plat je 20,000. Ve smlouvě je každoroční zvýšení platu o 5 procent kvůli
inflaci plus zvýšení o věrnostní částku 1000. Kolik je plat po n letech?

Cvičení 10b.7 (poučné): Vezmeme si hypotéku H korun. Je úročena měsíčně úrokem r procent, na konci měsíce
se platí splátka S. Nechť H(k) je dlužná částka po k měsících splácení.
a) Najděte rekurentní vztah pro H(k), určete počáteční podmínku a vzniklou úlohu vyřešte.
b) Určete dlužnou částku po 2 letech, jsou-li údaje H = 3 · 106, r = 0.5 (tedy půl procenta za měsíc), S = 13000.
Kolik je roční úroková míra?
c) Najděte obecný vzorec, jak vysoká musí být splátka S, aby dlužná částka ubývala.

Cvičení 10b.8 (dobré, poučné): Nechť An je matice daná aii = 2 pro všechna i, aij = 1 pro |i − j| = 1
a aij = 0 jinak (tedy 2 na diagonále, 1 v místech hned vedle diagonály a 0 jinde). Najděte rekurentní vzorec pro
dn = det(An).
Nápověda: Rozvoj dle prvního sloupce, jaké podmatice vzniknou?

Cvičení 10b.9 (rutinní, poučný): Dokažte, že když posloupnost (an)∞n=n0 řeší rovnici an+d +
d−1∑
k=0

ckan+k = bn

a posloupnost (ãn)∞n=n0 řeší rovnici an+d +
d−1∑
k=0

ckan+k = b̃n (stejná levá strana), pak posloupnost (an + ãn)∞n=n0

řeší rovnici an+d +
d−1∑
k=0

ckan+k = bn + b̃n.

Řešení:

10b.1:
an+2 − 4an+1 + 3an =

[λ = 1, 3]
an+2 − 4an =

[λ = −2, 2]
an+2 + 2an+1 + an =

[λ = −1 (2×)]
L =

/
= bn

A 2n An2n A 2n = 13 · 2n
[λ = 2]

A(−1)n A(−1)n n2A(−1)n = (−1)n

[λ = −1]

n(An+B)3n (An+B)3n (An+B)3n = (n− 2) 3n

[λ = 3]

n(An2 +Bn+ C) (An2 +Bn+ C) (An2 +Bn+ C) = n2 − 1
[λ = 1]

A2n + (Bn+ C)(−1)n nA2n + (Bn+ C)(−1)n A2n + n2(Bn+ C)(−1)n = 2n − 2n · (−1)n

[λ = 2,−1]

nA+B(−2)n A+ nB(−2)n A+B(−2)n = 1− (−2)n

[λ = 1,−2]

10b.2: a) (λ− 2)(λ− 4) = 0, an = 2nu+ 4nv, n ≥ 0. b) (λ− 2)(λ+ 2) = 0, an = 2nu+ (−2)nv, n ≥ 1.
c) (λ+ 2)(λ− 1) = 0, an = u+ (−2)nv, n ≥ 2. d) (λ− 3)2 = 0, an = un3n + v3n, n ≥ −2.
e) (λ− 3i)(λ+ 3i) = 0, an = u3n cos

(
nπ2
)

+ v3n sin
(
nπ2
)
, n ≥ 0.

f) (λ− 1)(λ+ 1)(λ− 2) = 0, an = u+ (−1)nv + 2nw, n ≥ 1.
g) (λ− 1)(λ+ 1) = 0, ah,n = u+ (−1)nv; odhad an = (An+B)2n, an = (6n− 16)2n + u+ (−1)nv, n ≥ 0.
h) (λ− 1)(λ+ 3) = 0, ah,n = u+ (−3)nv; odhad an = (An+B)2n, an = n2n + u+ (−3)nv, n ≥ 0.
i) (λ− 2)2 = 0, ah,n = n2nu+ 2nv; odhad an = A3n +B, an = 13 · 3n − 3 + n2nu+ 2nv, n ≥ 1.
j) přepis: an+2 − an+1 − 2an = 6 · 2n + 4 · (−2)n, n ≥ 1. (λ − 2)(λ + 1) = 0, ah,n = 2nu + (−1)nv; odhad
an = n1A2n +B(−2)n, an = n2n + (−2)n + 2nu+ (−1)nv, n ≥ 1.
k) (λ−1)(λ+2)2 = 0, ah,n = u+(−2)nv+n(−2)nw; odhad an = A2n+n1B, an = n+2n+u+(−2)nv+n(−2)nw,
n ≥ 0.
l) přepis: an+2 − an = n = n · 1n, n ≥ 1; (λ − 1)(λ + 1) = 0, ah,n = u + (−1)nv; odhad an = n(An + B),
an = 1

4n
2 − 12n+ u+ (−1)nv, n ≥ 0.

10b.3: a) přepis: an+2− 2an+1+an = 4 · (−1)n, n ≥ −1; (λ− 1)2 = 0, ah,n = u+nv; odhad ap,n = A(−1)n, an =
(−1)n+u+nv, n ≥ −1; as. růst: an = Θ(n); poč. podm. dávají an = (−1)n+1, n ≥ −1, je to (0, 2, 0, 2, 0, 2, 0, 2, . . . ).
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b) přepis: an+2 + an+1 − 6an = 3 − 4n + 10 · 2n, n ≥ 2; (λ − 2)(λ + 3) = 0, ah,n = 2nu + (−3)nv; odhad
ap,n = An + B + Cn2n, an = n + 3 − n2n + 2nu + (−3)nv, n ≥ 1; as. růst: an = Θ((−3)n); poč. podm. dávají
an = n+ 3− n2n + 3 · 2n − 2(−3)n, n ≥ 2.
c) (λ − 1)(λ + 1) = 0, ah,n = u + (−1)nv; odhad ap,n = (An + B)3n + Cn, an = n3n − 3n + u + (−1)nv, n ≥ 1;
as. růst: an = Θ(n3n); poč. podm. dávají an = n3n − 3n+ 13, n ≥ 1.
d): přepis: an+3−4an+2+5an+1−2an = −12 ·(−1)n, n ≥ 0; (λ−1)2(λ−2) = 0; ah,n = u+nv+2nw, n ≥ 0; odhad
ap,n = A(−1)n, an = (−1)n + u+ nv+ 2nw, n ≥ 0; as. růst: an = Θ(2n); poč. podm. dávají an = (−1)n + 2n− n,
n ≥ 0.
e) (λ−2i)(λ+2i) = 0, an = u2n cos

(
nπ2
)

+v2n sin
(
nπ2
)
, n ≥ 0; as. růst: výraz nemá jednoduchou tendenci, kombi-

nuje dva porovnatelné omezené vzorce; poč. podm. dávají an = 2n−1 sin
(
nπ2
)
, n ≥ 0, je to (0, 1, 0,−4, 0, 16, 0,−64, 0, . . . );

f) (λ− 1)(λ+ 3) = 0, ah,n = u+ (−3)nv; odhad ap,n = A2n + n1B, an = 2n + 2n+ u+ (−3)nv, n ≥ 1; as. růst:
an = Θ((−3)n); poč. podm. dávají an = 2n + 2n+ 1, n ≥ 1.
g) přepis: an+3 − an+2 − 4an+1 + 4an = (6n+ 5)(−1)n, n ≥ 0; (λ− 1)(λ− 2)(λ+ 2) = 0,
ah,n = u+ 2nv + (−2)nw; odhad ap,n = (An+B)(−1)n, an = (n+ 1)(−1)n + u+ 2nv + (−2)nw, n ≥ 0; as. růst:
nemá jednoduchou tendenci, nelze rozhodnout dominanci mezi stejně rychle rostoucími 2n a (−2)n; poč. podm.
dávají an = (n+ 1)(−1)n + 2n+1 − (−2)n, n ≥ 0.
10b.4: a) char. čísla: λ = 2, proto hom. řeš. f(n) = 2nu. Odhad pravé strany: f(n) = An+B, proto obecné řešení
bude tvaru f(n) = 2n +An+B. Protože An+B = o(2n), bude f(n) = Θ(2n).
b) char. čísla: λ = 1, proto hom. řeš. f(n) = u. Odhad pravé strany: f(n) = n(An+B), proto obecné řešení bude
tvaru f(n) = u+An2 +Bn. Máme f(n) = Θ(n2).
c) char. čísla: λ = 1, 3, proto hom. řeš. f(n) = u + 3nv. Odhad pravé strany: f(n) = n(An + B), proto obecné
řešení bude tvaru f(n) = u+ 3nv +An2 +Bn. Protože An2 +Bn+ u = (3n), bude f(n) = Θ(3n).
d) char. čísla: λ = 1, 3, proto hom. řeš. f(n) = u + 3nv. Odhad pravé strany: f(n) = (An + B)2n, proto obecné
řešení bude tvaru f(n) = u+ 3nv + (An+B)2n. Protože An2n +B2n + u = o(3n), bude f(n) = Θ(3n).
e) char. čísla: λ = 1, 3, proto hom. řeš. f(n) = u + 3nv. Odhad pravé strany: f(n) = An 3n, proto obecné řešení
bude tvaru f(n) = u+ 3nv +An 3n. Máme f(n) = Θ(n 3n).
f) char. čísla: λ = 1, 3, proto hom. řeš. f(n) = u + 3nv. Odhad pravé strany: f(n) = A · 4n, proto obecné řešení
bude tvaru f(n) = u+ 3nv +A · 4n. Protože 3n + u = (4n), bude f(n) = Θ(4n).
10b.5: a) sn+1 = sn + (3n + 4) a s0 = 1; sh,n = u, odhad sn = n(An + B) = An2 + Bn, po dosazení A = 3

2 ,

B = 5
2 , sn = 3

2n
2 + 5

2n+ u. Poč. podm. dá u = 1, sn = (n+1)(3n+2)
2 .

b) sn+1 = sn + λn+1 a s0 = 1; sh,n = u, odhad pro sn+1− sn = λ · λn a λ 6= 1 je sn = Aλk, po dosazení A = λ
λ−1 ,

sn = λ
λ−1λ

n + u. Poč. podm. dá u = − 1
λ−1 , sn = 1−λn+1

1−λ .

c) sn+1 = sn + (n+1)(n+2)
2 a s1 = 1; sh,n = u, odhad sn = n(An2 + Bn + C) = An3 + Bn2 + Cn, po dosazení

A = 1
6 , B = 1

2 , C = 1
3 , sn = 1

6n
3 + 1

2n
2 + 1

3n+ u. Poč. podm. dá u = 0, sn = n(n+1)(n+2)
6 .

d) sn+1 = sn+ (2n+ 3)2 a s0 = 1; sh,n = u, odhad sn = n(An2+Bn+C) = An3+Bn2+Cn, po dosazení A = 4
3 ,

B = 4, C = 11
3 , sn = 4

3n
3 + 4n2 + 11

3 n+ u. Poč. podm. dá u = 1, sn = (n+1)(2n+1)(2n+3)
3 .

10b.6: P (n+ 1) = 1.05 · P (n) + 1000, P (0) = 20000.
Homogenní: P (n+ 1)− 1.05 · P (n) = 0, λ = 1.05, Ph(n) = (1.05)nu.
Odhad kvazipolynomiální pravé strany: P (n) = A, dosadit, −0.05A = 1000, A = −20000, proto
P (n) = u(1.05)n − 20000. Poč. podmínka dá 40000 = u. Proto P (n) = 40000 · (1.05)n − 20000.
10b.7: a) H(k + 1) =

(
1 + r

100

)
H(k)− S, H(0) = H; označme R = 1 + r

100 .
Homogenní: H(k + 1)−RH(k) = 0, λ = R, Hh(k) = uRk. Toto popisuje růst dluhu bez splátek.
Odhad kvazipolynomiální pravé strany: H(k) = A, dosadit, (1−R)A = −S, A = S

R−1 = 100S
r , H(k) = uRk+ 100S

r .

Poč. podmínka: H − 100Sr = u. Proto H(k) =
(
H − 100Sr

)(
1 + r

100

)k
+ 100S

r .
b) H(k + 1)− 1.005H(k) = 15000, H(0) = 3000000;
Kdyby se nic nesplácelo, byla by dlužná částka za rok (1.005)12H(0), tedy roční úrok je 100 ·((1.005)12−1) ∼ 6.17.
Po dvou letech je dluh H(24) = 400000 · (1.005)24 + 2600000 ∼ 3025000.
c) Je potřeba H − 100Sr ≤ 0 tedy S ≥ rH

100 . Pro data z b) je třeba S ≥ 15000.
10b.8: Rozvoj podle prvního sloupce a pak prvního řádku

|An+1| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 0 0 · · · 0
1 2 1 0 · · · 0
0 1 2 1 · · · 0
0 0 1 2 · · · 0
...

...
...

... · · ·
...

0 0 0 0 · · · 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 0 · · · 0
1 2 1 · · · 0
0 1 2 · · · 0
...

...
... · · ·

...
0 0 0 · · · 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0
1 2 1 · · · 0
0 1 2 · · · 0
...

...
... · · ·

...
0 0 0 · · · 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2|An|− 1 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 · · · 0
1 2 · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · 2

∣∣∣∣∣∣∣∣,
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tedy |An+1| = 2|An| − |An−1|. Rovnice je dn+1 − 2dn+1 + dn = 0, n ≥ 1.
10b.9: Dosaďte an + ãn do levé strany rovnice, roznásobte, shromážděte k sobě všechna an a všechna ãn a pak
použijte předpoklad, viz důkaz věty 10a.5.

10c. Daľśı rovnice (Master theorem)

Mnohé rekurzivní algoritmy používají metodu „rozděl a panujÿ (divide-and-conquer).

!!! Příklad 10c.a: Zde se podíváme, kolik porovnávání nás stojí binární vyhledávání v seznamu o délce n, označme
to f(n). Binární vyhledávání pracuje s uspořádaným seznamem (dle abecedy, velikosti atd.), takže když hledáme
v seznamu o velikosti n, můžeme se podívat na prvek uprostřed a porovnáním zjistíme, zda jsme hledaný objekt
našli, a pokud ne, tak zda by měl být v první nebo druhé polovině seznamu. Pro zjednodušení budeme předstírat,
že ta polovina má velikost n

2 , a zase na ni pošleme binární vyhledávání, pokud ovšem není jednoprvková. Vidíme,
že hledání v seznamu o n položkách vyžaduje tolik porovnávání, kolik hledání v seznamu polovičním plus jedno
porovnání k rozhodnutí, kterou půlku použít, máme tedy f(n) = f

(
n
2

)
+ 1.

Pro lichá n je třeba u zlomku zaokrouhlovat, proto se obvykle přechází substitucí m = 2n k pěknější formě
f(2m) = f(m) + 1. Přepsáno do řeči posloupností (která je ale v tomto kontextu méně populární) dostáváme
a2m = am + 1, což sice je rekurentní rovnice, ale nikoliv lineární, protože lineární formát umožňuje jen přičítání
k indexu, nikoliv jeho násobení.

Máme tedy rovnici nového typu, pojďme na to selským rozumem. Rovnice f(2m) = f(m) + 1 platí pro m ≥ 1,
pro seznam o jedné položce pak zjistíme jedním srovnáním, zda hledaný prvek máme či ne, tedy f(1) = 1.
Z rekurentního vzorce pak dostáváme f(2) = f(1) + 1 = 2. Když umíme f(2), umíme také f(2 · 2) neboli
f(4) = f(2) + 1 = 3. Pak umíme f(2 · 4) atd.
f(1) = 1
f(2) = 2
f(4) = 3
f(8) = 4
f(16) = 5
f(32) = 6 atd.

Ovšem k hodnotám f(3) nebo f(5) se neumíme dostat. Vidíme, že naše rovnice generuje funkci
f pouze pro argumenty ve tvaru n = 2k, k ∈ N0. To je podstatný rys tohoto typu rovnic.

Jako bonus si můžeme všimnout, že f(2k) = k + 1. My ale preferujeme vzorec typu f(n), kde
přímo dosazujeme proměnnou. Proto zavedeme substituci n = 2k, pak k = log2(n) a po dosazení
dostáváme f(n) = log2(n)+1 pro n typu 2k. To znamená, že binární vyhledávání je dost rychlé,
podstatně rychlejší než přímá úměra k délce seznamu.

V této sekci se naučíme pracovat s rovnicemi tohoto typu a také si položíme otázku, jestli se nedá něco zjistit o f
také pro jiná n, protože v praxi se s nimi pracuje a pak se při rozdělování souboru na poloviny musí zaokrouhlovat,
což jsme zatím neřešili.
4

Podstata přístupu „rozděl a panujÿ je následující: Problém velikosti n se rozdělí na b menších problémů velikosti
n
b (reálně nejbližší celé číslo k n

b , třeba
⌈
n
b

⌉
). Z nich se pak určitý počet a vyřeší a jednotlivé výsledky zpracují, což

může stát g(n) operací. Celkový počet operací f(n) k vyřešení problému velikosti n je tedy dán jako a·f
(
n
b

)
+g(n),

kde jsme opět raději nediskutovali problém se zaokrouhlením toho zlomku.
Ve výpočtech (zejména při intuitivní práci s takovou rovnicí) se často substitucí n = bm přejde k přátelštější

variantě f(bm) = af(m)+g(bm). Ve funkci g(bm) se násobek b dá zapracovat do funkce samotné, čímž dostaneme
vzorec f(bm) = af(m) + h(m). Obvykle víme, jak vypadá f(1), tento vzorec nám pak umožňuje spočítat f(b),
f(b2) atd. Pokud tedy chceme rovnici tohoto typu použít a nemuset se starat, co se děje se zlomky, tak se stačí
omezit na množinu M = {bk; k ∈ N0}.

Rovnice tohoto typu jsou v teorii algoritmů velice užitečné (viz další příklady či cvičení 10c.4). Zajímavé je, že
ačkoliv nejsou lineární ve smyslu předchozích sekcí, tak pro ně platí obdobné věty, viz cvičení 10c.7 a 10c.8. Také
platí, že rovnice bez členu g(n), které v lineární analogii odpovídají homogenním, jsou výrazně přátelštější. Těmi
zde začneme.

!!! Příklad 10c.b: Nechť b ∈ N, b ≥ 2, označme M = {bk; k ∈ N0}. Uvažujme funkci f definovanou na M , která
pro n ≥ b splňuje f(n) = a · f

(
n
b

)
pro nějaké a ∈ N.

Zkusíme nalézt explicitní vzorec pro f(n) pomocí iterování vztahu z definice.

f(b) = af
(b
b

)
= af(1), f(b2) = af

(b2
b

)
= af(b) = a2f(1), f(b3) = af(b2) = a3f(1), . . .

Vypadá to, že f(bk) = akf(1).
Důkaz správnosti vzorce provedeme indukcí na k.

(0) Pro k = 0 platí f(b0) = f(1) = a0f(1), to souhlasí.
(1) Předpokládejme, že pro nějaké k ∈ N0 platí f(bk) = akf(1). Pak podle definice

f(bk+1) = a · f
(
bk+1

b

)
= a · f(bk)

IP
== a · akf(1) = ak+1f(1).

10c.b 390 10c.b
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Potvrdili jsme vzorec f(bk) = akf(1). My ovšem preferujeme vyjádření ve tvaru f(n) = . . . Pro n ∈ M máme
n = bk, pak k = logb(n) a po dosazení dostáváme f(n) = alogb(n)f(1).

Kam tato funkce zapadá na naší obvyklé škále (mocniny, geometrické posloupnosti, faktoriály atd.)? To uvidíme,
když tento výraz přepíšeme:

alogb(n) = (blogb(a))logb(n) = blogb(a) logb(n) = (blogb(n))logb(a) = nlogb(a).

Proto pro čísla typu n = bk platí f(n) = nlogb(a)f(1). Toto je velice výhodný tvar, čísla a, b jsou totiž konstanty
známé ze zadání, takže nlogb(a)f(1) je jistá mocnina n. Můžeme psát, že f = Θ(nlogb(a)) na M .

Je dobré si všimnout, že pokud a = 1, tak dostáváme Θ(n0) = Θ(1), což říká, že funkce by měla být omezená
a nikam nerůst. To není překvapující, protože pro a = 1 máme rovnici f(bn) = f(n), a tedy f(b) = f(1),
f(b2) = f(b) = f(1) atd.
4

Tento příklad byl důležitý, protože ukázal hlavní ingredience naší další práce, zejména ten závěrečný převod
na mocninu n budeme opakovaně používat. Raději jej zvýrazníme:

Fakt 10c.1.
Nechť a > 0 a b > 1. Pro všechna k ∈ N0 platí ak = (bk)logb(a).
Označíme-li n = bk, máme ak = nlogb(a).

Zvěčníme také výsledek naší práce.

Lemma 10c.2.
Nechť b ∈ N, b ≥ 2. Nechť f(n) je funkce definovaná pro n ∈ M = {bk; k ∈ N0}. Předpoklá-
dejme, že existuje a ∈ N takové, že

f(n) = a · f
(n
b

)
pro všechna n ∈M, n ≥ b.

Pak pro n ∈M platí f(n) = nlogb(a)f(1).

Proč jsme nezačali tímto výsledkem a pak jej nedokázali postupem předvedeným výše? Protože v praxi se
homogenní rovnice často řeší právě tím intuitivním způsobem, který jsme předvedli v příkladě, je tedy užitečný.
Naopak výsledek zde citovaný brzy nahradíme mnohem zajímavějším tvrzením, takže se příliš nepoužívá.

10c.3 Poznámka: V kapitole o indukci i zde jsme se k odhadu vzorce dopracovali spočítáním prvních hod-
not, tedy induktivním procesem. Druhou možností je použít na f(n) opakovaně rekurzi a přidat třítečkový krok
podepřený optimismem. Vrátíme se k příkladu 10c.b Pokud n = bk pro nějaké k ∈ N, můžeme psát

f(n) = af
(
n
b

)
= a · af

( n
b

b

)
= a2f

(
n
b2

)
= a2 · af

( n
b2

b

)
= a3f

(
n
b3

)
= a4f

(
n
b4

)
= a5f

(
n
b5

)
= · · · = akf

(
n
bk

)
= akf(1).

Kvůli třem tečkám to samozřejmě není korektní odvození, nicméně máme kandidáta, jehož správnost lze potvrdit
indukcí.
4

Dalším a hlavním úkolem je zjistit, co se stane, když g(n) není nulové. Postup z příkladu 10c.b lze zopakovat
a dostaneme obecný výsledek.

Lemma 10c.4.
Nechť b ∈ N, b ≥ 2. Nechť f(n) je funkce definovaná pro n ∈ M = {bk; k ∈ N0}. Předpoklá-
dejme, že existuje a ∈ N a funkce g na M taková, že

f(n) = a · f
(n
b

)
+ g(n) pro všechna n ∈M, n ≥ b.

Pak pro n = bk ∈M platí

f(n) = akf(1) +
k−1∑
i=0

aig
( n
bi

)
= nloga(b)f(1) +

k−1∑
i=0

aig
( n
bi

)
.
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Důkaz (poučný): Pro n = bk pro k ∈ N aplikujeme postup z poznámky 10c.3.

f(n) = af
(n
b

)
+ g(n) = a

[
af
( n
b

b

)
+ g
(n
b

)]
+ g(n) = a2f

( n
b2

)
+ ag

(n
b

)
+ g(n)

= a2
[
af
( n
b2

b

)
+ g
( n
b2

)]
+ ag

(n
b

)
+ g(n) = a3f

( n
b3

)
+ a2g

( n
b2

)
+ ag

(n
b

)
+ g(n) = . . .

= akf
( n
bk

)
+ ak−1g

( n

bk−1

)
+ · · ·+ a2g

( n
b2

)
+ ag

(n
b

)
+ a0g

( n
b0

)
a n
bk

= 1. Máme kandidáta, jehož správnost ověříme indukcí.

(0) k = 0: a0f(1) +
−1∑
i=0

aig
(
b0

bi

)
= f(1) + 0 = f(1) = f(b0).

V té sumě se sčítá přes prázdnou množinu, což je automaticky 0.

(1) Dáno k ≥ 0. Předpokládejme, že platí f(bk) = akf(1) +
k−1∑
i=0

aig
(bk
bi

)
. Pak máme

f(bk+1) = a · f
(bk+1

b

)
+ g(bk+1) = a · f(bk) + g(bk+1) = a ·

(
akf(1) +

k−1∑
i=0

aig
(bk
bi

))
+ g(bk+1)

= ak+1f(1) +
k−1∑
i=0

ai+1g
(bk+1
bi+1

)
+ g(bk+1) =

∣∣∣∣∣∣
j = i+ 1

i = 0 =⇒ j = 1
i = k − 1 =⇒ j = k

∣∣∣∣∣∣
= ak+1f(1) +

k∑
j=1

ajg
(bk+1
bj

)
+ a0g

(bk+1
b0

)
= ak+1f(1) +

(k+1)−1∑
j=0

ajg
(bk+1
bj

)
.

Správnost vzorce je dokázána.
Na závěr aplikujeme přepis ak = nlogb(a).

�

Poznámka: Označme

fp(n) =
k−1∑
i=0

aig
( n
bi

)
, fh(n) = nloga(b)f(1).

Snadno ověříme, že fp(n) řeší danou rovnici, a už víme, že fh řeší rovnici f(n) = a ·f
(
n
b

)
, což je jakoby přidružená

homogenní rovnice. Vidíme, že analogie se vzorcem f = fp + fh pro lineární rovnice funguje.
4

Získaný vzorec nedává hledanou funkci v pěkném tvaru, naštěstí umíme pro nejobvyklejší typy funkce g(n) najít
kompaktnější vyjádření.

!!! Příklad 10c.c: Nechť b ∈ N, b ≥ 2, uvažujme funkci f danou na množině M = {bk; k ∈ N0} rekurzivním
vztahem f(n) = a · f

(n
b

)
+ g(n) pro n ≥ b.

1. Nejprve analyzujeme situaci, kdy g(n) = c pro nějaké c ∈ R. Lemma 10c.4 říká, že pro n = bk, kde k ∈ N0,

máme f(n) = nlogb(a)f(1) +
k−1∑
i=0

aic. Teď jsou dvě možnosti.

1a) Pokud a = 1, tak dostaneme f(n) = f(1) + kc = f(1) + c logb(n). Funkce tedy na M roste logaritmickou
rychlostí.

Poznamenejme, že základ logaritmu zde nehraje zásadní roli, protože jej umíme převést na jakýkoliv jiný díky
vzorečku logb(n) = cb,B logB(n), kde cb,B = logb(B). V computer science jsou populární logaritmy o základu 2,
takže můžeme psát f(n) = f(1) + c logb(2) log2(n). Vzhledem k tomu, že při zkoumání růstu funkcí nás násobící
kladné konstanty nezajímají, nám ten člen logb(2) nevadí. Lze tedy konstatovat, že pro c 6= 0 máme f(n) =
Θ(log2(n)) pro n ∈M .

Mimochodem, přesně sem zapadá rovnice z příkladu 10c.a, výsledky souhlasí.

1b) Pokud a > 1, pak pomocí vzorce z věty 8c.5 a ak = nlogb(a) dostáváme

f(n) = nlogb(a)f(1) + c
1− ak

1− a
= nlogb(a)f(1)− cak

1− a
+

c

1− a
= nlogb(a)

(
f(1)− c

1− a

)
+

c

1− a
.

Zatímco tedy v prvním případě a = 1 platí f(n) = Θ(log2(n)) (logaritmický růst), ve druhém případě máme
f(n) = Θ(nlogb(a)) (polynomiální růst), zatím samozřejmě pouze na M .
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Diskrétńı matematika 10c. Daľśı rovnice (Master theorem) pHabala 2026

Všimněte si, že ve výrazu nlogb(a) už se základem logaritmu pohybovat beztrestně nelze, protože by případná
převodní konstanta ovlivnila rychlost růstu tím, že nám umocní n: nlogb(a) = (nlogb(2))log2(a). Takže to necháme
tak, jak to vyšlo.

Poslední poznámka: Jak to bude s výsledky, když c = 0, neboli máme homogenní případ řešený v příkladě 10c.b?
Dosazením c = 0 do vzorců, které jsme zde odvodili, dostaneme stejné výsledky jako v onom příkladě, takže je
vše v pořádku.

2. Teď budeme analyzovat situaci, kdy g(n) = cnd pro nějaké c ∈ R {0}, d ∈ N. Lemma 10c.4 pak pro n = bk,
kde k ∈ N0, dává

f(n) = nlogb(a)f(1) +
k−1∑
i=0

aic
( n
bi

)d
= nlogb(a)f(1) + cnd

k−1∑
i=0

( a
bd

)i
.

Opět sčítáme geometrickou posloupnost, takže musíme rozebrat dva případy.

2a) Jestliže a = bd, pak dostaneme

f(n) = nlogb(a)f(1) + cnd
k−1∑
i=0

1 = nlogb(a)f(1) + cndk = nlogb(a)f(1) + cnd logb(n).

Všimněte si, že a = bd znamená logb(a) = d, takže dostáváme f(n) = ndf(1) + cnd logb(n).

2b) Druhý případ je, že a 6= bd, tedy a
bd
6= 1 a geometrický součet získáme pomocí vzorce z věty 8c.5. V následných

úpravách se nám pak budou hodit pozorování, že (bd)k = (bk)d = nd a ak = nlogb(a).

f(n) = nlogb(a)f(1) + cnd ·
1− ( a

bd
)k

1− a
bd

= nlogb(a)f(1) + cnd ·
bd − bd ak

(bd)k

bd − a
= nlogb(a)f(1) + cnd ·

bd − bd a
k

nd

bd − a

= nlogb(a)f(1)− nd · a
k

nd
cbd

bd − a
+ nd · cbd

bd − a
= nlogb(a)

(
f(1)− cbd

bd − a

)
+ nd · cbd

bd − a
.

3. První část byla dobrá jako příprava na těžší část 2, nicméně se nabízí otázka, zda to nebylo zbytečné. Když
ve výsledku části 2 použijeme d = 0, dostaneme stejné vzorce jako v části 1? Ano. Je tedy možné udělat obecný
závěr.

Výsledek: Nechť g(n) = cnd pro c ∈ R a d ∈ N0.
Jestliže a = bd neboli d = logb(a), tak f(n) = ndf(1) + cnd logb(n).

Jestliže a 6= bd neboli d 6= logb(a), tak f(n) = nlogb(a)
(
f(1)− cbd

bd − a

)
+ nd cbd

bd − a .

4

Poznámka (rozbor výsledků): Uvažujme funkci f definovanou na množině M = {bk; k ∈ N0} pro nějaké
b ∈ N, b ≥ 2, pro kterou existují konstanty a ∈ N, d ∈ N0 a c ∈ R takové, že pro n ∈ M , n ≥ b platí
f(n) = a · f

(n
b

)
+ cnd.

V příkladě 10c.c jsme odvodili následující vzorce:
• Pokud c = 0, pak f(n) = c1n

logb(a) pro nějaké c1 ∈ R. My víme, že c1 = f(1), ale není to teď podstatné.
• Pokud c 6= 0 a d 6= logb(a), pak f(n) = c1n

logb(a) + c2n
d.

• Pokud c 6= 0 a d = logb(a), pak f(n) = c1n
logb(a) + c2n

d log2(n).
Vidíme, že ve všech případech má funkce f základní rychlost růstu Θ(nlogb(a)) danou homogenní verzí rovnice

f(n) = a · f
(n
b

)
. Pokud k této rovnici přidáme mocninu nd, tak řešení f reaguje jedním z následujících způsobů:

• Pokud je přidaná mocnina nd menší než základní (homogenní) rychlost růstu f (což zahrnuje i případ c = 0),
tak se tato základní rychlost růstu zachová a stále platí f = Θ(nlogb(a)) na M .
• Pokud je přidaná mocnina nd větší než základní (homogenní) rychlost růstu f , tak převáží a f roste touto
rychlostí, tedy f = Θ(nd) na M .
• Pokud je přidaná mocnina stejná jako základní (homogenní) rychlost růstu f , tak dojde k logaritmickému
posílení tohoto chování a platí f = Θ(nlogb(a) log2(n)) = Θ(nd log2(n)) na M .
4

Proč jsme toto zajímavé pozorování neformulovali jako větu? Protože nám udává chování f pouze na množině
M , ale v praxi je f definovaná na N a my bychom ji rádi znali na celém definičním oboru.

To je ovšem problematické, protože pro n nedělitelná b se v rovnici musí nějak zaokrouhlovat, což závisí na kon-
krétním studovaném algoritmu. Proto se teď už nebudeme snažit o nalezení přesného vzorce pro funkci f , ale
spokojíme se s určením její asymptotické rychlosti růstu, což už jsme ostatně dělali v předchozích příkladech nebo
ve cvičení 10b.4.
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Pro určení chování f mezi body množiny M nám pak bude stačit pozorování, že funkce, které potřebujeme
v aplikacích znát, jsou neklesající (což se u náročnosti algoritmu dá očekávat).

!!! Věta 10c.5. (The Master theorem)
Uvažujme neklesající nezápornou funkci f na N. Předpokládejme, že existují a, b ∈ N, kde
b ≥ 2, dále c ≥ 0 a d ∈ N0 takové, že pro každé n ve tvaru n = bk, k ∈ N funkce f splňuje
f(n) = a · f

(
n
b

)
+ cnd.

Pak platí následující:
(i) Jestliže d < nlogb(a) nebo c = 0, pak f(n) = Θ(nlogb(a)).
(ii) Jestliže d = nlogb(a), pak f(n) = Θ(nlogb(a) log2(n)) = Θ(nd log2(n)).
(iii) Jestliže d > nlogb(a), pak f(n) = Θ(nd).

Důkaz (poučný): Označme M = {bk; k ∈ N0}.
(i): d < nlogb(a) znamená a > bd, tedy podle příkladu 10c.c máme pro n ∈ M vzorec f(n) = c1n

logb(a) + c2n
d,

kde c1, c2 ∈ R jsou konstanty nezávisející na n. První mocnina má větší exponent, proto funkce na M roste

jako c1nlogb(a), pokud tedy toto číslo není nula. Co o c1 víme? Máme c1 = f(1) − cbd

bd − a , kde f(1) ≥ 0 (f je

nezáporná), zlomek je pak díky předpokladům c > 0, b > 0 a a > bd záporný a odčítáme jej, tedy c1 > 0. První
člen proto nezmizí a je násoben kladným číslem, lze tedy říct, že funkce f(n) má asymptotickou rychlost růstu
nlogb(a).

Totéž platí pro případ c = 0.
Proto existují konstanty 0 < C1 < C2 takové, že pro n ∈M máme C1nlogb(a) ≤ f(n) ≤ C2nlogb(a). Pro n = bk

to znamená, že C1ak ≤ f(bk) ≤ C2ak.
Nyní tento odhad rozšíříme také na čísla v mezerách množiny M . Vezměme libovolné n ∈ N, n ≥ b. Pak

existuje k ∈ N takové, že bk ≤ n < bk+1, a pro neklesající f tedy f(bk) ≤ f(n) ≤ f(bk+1). Ještě připomeneme
vzorec ak = (bk)logb(a), viz fakt 10c.1, a můžeme odhadovat:

f(n) ≤ f(bk+1) ≤ C2ak+1 = aC2a
k = aC2(b

k)logb(a) ≤ aC2nlogb(a),

f(n) ≥ f(bk) ≥ C1ak =
C1
a
ak+1 =

C1
a

(bk+1)logb(a) ≥ C1
a
nlogb(a).

Označme D1 = C1
a a D2 = aC2. Právě jsme dokázali, že pro n ∈ N, n ≥ b platí D1nlogb(a) ≤ f(n) ≤ D2nlogb(a),

tedy f(n) = Θ(nlogb(a)).
(ii): d = nlogb(a) podle příkladu 10c.c dává pro n ∈ M vzorec f(n) = f(1)nd + cnd logb(n). Druhý člen pro
velká n převáží a koeficient c je kladný, proto existují konstanty 0 < C1 < C2 takové, že pro n ∈ M máme
C1n

d logb(n) ≤ f(n) ≤ C2nd logb(n). Pro n = bk to tedy znamená, že C1bdkk ≤ f(bk) ≤ C2bdkk.
Tento odhad zase rozšíříme. Použijeme přitom s úspěchem ekvivalentních nerovností k + 1 ≤ 2k a k ≥ k+1

2 ,
které evidentně platí pro k ≥ 1.

Vezměme tedy libovolné n ∈ N, n ≥ b. Pak existuje k ∈ N takové, že bk ≤ n < bk+1, tedy také k ≤ logb(n) <
k + 1, a pro f neklesající můžeme odhadovat:

f(n) ≤ f(bk+1) ≤ C2bd(k+1)(k + 1) ≤ C2bdkbd2k = 2bdC2(b
k)dk ≤ 2bdC2n

d logb(n),

f(n) ≥ f(bk) ≥ C1bdkk ≥
C1
bd
bd(k+1)

k + 1
2

=
C1
2bd

(bk+1)d(k + 1) ≥ C1
2bd

nd logb(n).

Označme D1 = C1
2bd a D2 = 2bdC2. Dokázali jsme, že pro n ∈ N, n ≥ b je D1nd logb(n) ≤ f(n) ≤ D2n

d logb(n),
tedy f(n) = Θ(nd logb(n)) = Θ(nd log2(n)).
(iii): d > nlogb(a) znamená a < bd, proto podle příkladu 10c.c máme pro n ∈M vzorec f(n) = c1n

logb(a)+ c2n
d,

kde c1, c2 ∈ R jsou konstanty nezávisející na n. Z a < bd máme logb(a) < d, proto druhý sčítanec převáží

nad prvním, pokud tedy není násoben nulou. Máme c2 = cbd

bd − a , z předpokladů c > 0, b > 0 a a < bd tedy

dostáváme c2 > 0 a funkce f(n) opravdu roste jako nd. Proto existují konstanty 0 < C1 < C2 takové, že pro
n ∈M máme C1nd ≤ f(n) ≤ C2nd. Pro n = bk to tedy znamená, že C1bkd ≤ f(bk) ≤ C2bkd.

Zase toto rozšíříme. Vezměme libovolné n ∈ N, n ≥ b. Pak existuje k ∈ N takové, že bk ≤ n < bk+1, a můžeme
odhadovat následovně:

f(n) ≤ f(bk+1) ≤ C2b(k+1)d = bdC2b
kd = bdC2(b

k)d ≤ bdC2nd,

f(n) ≥ f(bk) ≥ C1bkd =
C1
bd
bkd+d =

C1
bd

(bk+1)d ≥ C1
bd
nd.

Označíme-li D1 = C1
bd

a D2 = bdC2, tak jsme právě dokázali, že pro n ∈ N, n ≥ b platí D1nd ≤ f(n) ≤ D2n
d,
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a tedy f(n) = Θ(nd).
�

Název věty vystihuje její význam: Zcela řeší standardní případy algoritmů typu rozděl a panuj. Jakmile se
podaří sestavit příslušnou rovnici, Master theorem udělá zbytek. Volný překlad názvu by byl „věta, která všechno
zvládneÿ, což není příliš praktické, takže autoři s jejím českým názvem kličkují, seč jim jejich fantasie (a úroveň
znalosti angličtiny) dovolí. Lze se setkat s názvy „mistrovská větaÿ, „panská větaÿ, „kuchařková větaÿ a možná jsou
i další. Žádný z nich mi nepřijde výstižný, osobně bych ještě mezi kandidáty přidal „všeřešící větaÿ a „univerzální
větaÿ, ale obvykle se budu držet anglického názvu, což také řada českých přednášejících dělá.

Příklad 10c.d (pokračování 10c.a): Vrátíme se k binárnímu vyhledávání. Odvodili jsme rovnici f(n) = f
(
n
2

)
+1.

Parametry jsou a = 1, b = 2 a d = 0, neboli a = 1 = bd, máme také logb(a) = log2(1) = 0 = d takže nám věta 10c.5
určí, že asymptotická náročnost tohoto algoritmu je f(n) = Θ(n0 log2(n)) = Θ(log2(n)). Odpovídá to tomu, co
jsme si sami předtím intuitivně odvodili.
4

Příklad 10c.e: Zde představíme rychlé násobení (Karatsubovo): Mějme dvě čísla, a a b o n cifrách, řekněme
v binárním tvaru. Standardní aloritmus pro násobení vyžaduje více než n2 operací: násobení každého s každým
pro jednotlivé bity obou čísel plus věci jako sčítání mezivýsledků, které náročnost dále zhorší, ale ne natolik, aby
to zvýšilo rychlost růstu n2. Mimochodem, toto klasické násobení je zase dosti úsporné na paměť, vyžaduje navíc
jen cca log(n) registrů.

Existuje zajímavá finta: Rozdělíme obě čísla na poloviny (ve smyslu řetězců číslic) o délce m = n
2 míst, což

algebraicky zapíšeme jako a = A1 · 2m +A2, b = B1 · 2m +B2, kde Ai < 2m, Bi < 2m. Pak

ab = (A12
m +A2)(B12

m +B2) = (22m + 2m)A1B1 + 2m(A1 −A2)(B2 −B1) + (2m + 1)A2B2
(ověřte). Protože A1 −A2 a B1 −B2 jsou zase nejvýše m-ciferná čísla, tak se tam třikrát násobí čísla velikosti m,
čili náročnost je 3m2 = 3

4n
2. Jsou tam i další operace typu 2mA1, které na první pohled vypadají jako násobení,

jenže pokud jsou všechna uvažovaná čísla v binárním tvaru, pak jde vlastně jen o posuny bitů doleva, což jsou
velice rychlé operace ve srovnání s násobením a dají se ignorovat.

Vidíme, že tímto půlícím trikem jsme se dostali z n2 na 34n
2, což je pokrok, ale asymptoticky zase Θ(n2). Ovšem

nic nám nebrání podobnou fintu rekurzivně aplikovat i na ta tři násobení, dostaneme tak algoritmus pro chytré
násobení čísel délky n = 2k. Kolik zabere operací?

Když započítáme sčítání a posuny, které jsou všechny lineárně náročné, dostaneme rovnici f(n) = 3f
(
n
2

)
+ cn.

Máme konstanty a = 3, b = 2 a d = 1, zde je d je menší než logb(a) = log2(3) a podle věty 10c.5 je tedy náročnost
algoritmu řádu Θ(nlog2(3)). Protože log2(3) ∼ 1.585..., je to lepší než klasické násobení s jeho n2.

Poznámka: Podobná finta existuje pro násobení matic, které standardně „stojíÿ n3 násobení a n2(n−1) sčítání, čili
v zásadě je to algoritmus s asymptotickou náročností řádu n3. Chytré násobení pro matice je založeno na rovnosti,
pomocí které se místo jednoho násobení dvou n×n matic sedmkrát násobí dvě matice o rozměru n

2 a pak se ještě

použije 15 sčítání matic téže velikosti, zase se to dá zrekurzivnit a dostaneme f(n) = 7f
(
n
2

)
+ 15

(
n
2

)2
. Máme tedy

a = 7, b = 2, d = 2, opět je d menší než logb(a) = log2(7) ∼ 2.8, proto má toto maticové násobení náročnost
Θ(nlog2(7)), což je poněkud lepší než obvyklých n3.
4
Podobně jako u lineárních rekurentních rovnic je také možné pravé strany kombinovat.

!!! Věta 10c.6. (o superpozici)
Nechť a, b ∈ N, kde b ≥ 2, označme M = {bk; k ∈ N}.
Jestliže funkce f1 splňuje rovnici f(n) = af

(
n
b

)
+ g1(n), n ∈M , n ≥ b

a funkce f2 splňuje rovnici f(n) = af
(
n
b

)
+ g2(n), n ∈M , n ≥ b,

pak funkce f1 + f2 splňuje rovnici f(n) = af
(
n
b

)
+ g1(n) + g2(n), n ∈M , n ≥ b.

Indukcí se to samozřejmě dá snadno rozšířit na libovolný (konečný) počet sčítaných funkcí g na pravé straně.
Porovnáním rychlostí růstu se pak zjistí, že pokud je mezi přidanými členy jeden dominantní, tak jeho vliv převáží
a ostatní lze ignorovat. To vede na obecnější verze naší hlavní věty. Obvykle se také povoluje, aby a, b nebyly jen
přirozené, ovšem stále s omezením a ≥ 1, b > 1. Není jasné, jaká je pak praktická interpretace výrazu af

(
n
b

)
, ale

matematice to nevadí.
Ještě připomeneme, že bxc je zaokrouhlení dolů a dxe je zaokrouhlení nahoru, a jsme připraveni.

10c.7, 10c.e 395 10c.7, 10c.e
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!!! Věta 10c.7. (The Master theorem)
Uvažujme neklesající nezápornou funkci f na N. Předpokládejme, že existují a ≥ 1, b > 1
a funkce g(n), která je pro velká n nezáporná, takové, že pro n ∈ N, n ≥ b funkce f splňuje
rovnici

f(n) = a · f
(⌊n
b

⌋)
+ g(n),

popřípadě

f(n) = a · f
(⌈n
b

⌉)
+ g(n).

Pak platí:
(i) Jestliže existuje d < nlogb(a) takové, že g = O(nd), tak f(n) = Θ(nlogb(a)).

(ii) Jestliže g = Θ(nlogb(a)), tak f(n) = Θ(nlogb(a) log2(n)) = Θ(nd log2(n)).

(iii) Jestliže existuje d > nlogb(a) takové, že g = Ω(nd), tak f(n) = Θ(nd),
za předpokladu, že pro nějaké C < 1 platí ag

(⌈
n
b

⌉)
≤ Cg(n) pro dostatečně velká n.

Důkaz je náročnější a obvykle se vynechává.

Poznámka: Existuje zajímavý trik. Rovnici f(bn) = af(n) lze vyjádřit jako f(bk+1) = af(bk). Po zlogaritmování
dostáváme logb(f(bk+1)) = logb(a) + logb(f(bk)). Označíme-li bk = logb(f(bk)), můžeme rovnici přepsat jako
bk+1 − bk = logb(a).

To je homogenní lineární rekurentní rovnice, jejíž obecné řešení snadno najdeme: bk = u+ logb(a)k. Pak f(bk) =
bbk = bu · bk logb(a) neboli f(bk) = c(bk)logb(a) neboli f(n) = cnlogb(a).

Tento trik občas pomůže s některými variacemi na homogenní rovnici našeho typu, třeba f(bn) = af2(n), ale
určitě ne s nehomogenní verzí, protože pro logaritmus součtu nemáme identitu.
4

Cvičeńı

Cvičení 10c.1 (rutinní): a) Uvažujte funkci danou f(1) = 1 a f(n) = f
(
n
4

)
+ 3. Spočítejte f(4), f(16), f(256).

b) Uvažujte funkci danou f(1) = 0 a f(n) = f
(
n
2

)
+ n2. Spočítejte f(2), f(4) a f(32).

Cvičení 10c.2 (rutinní, poučné): Pro následující funkce na N nejprve odhadněte přesný vzorec na množině
M = {bk; k ∈ N0} iterací definičního vztahu a dokažte indukcí jeho správnost (viz příklad 10c.b, popř. důkaz
lemma 10c.4). Poté aplikujte Master theorem k ověření asymptotické rychlosti růstu funkce.
a) f(1) = 13, f(n) = 2f

(
n
3

)
; d) f(1) = 13, f(n) = 3f

(
n
2

)
+ 1;

b) f(1) = 13, f(n) = f
(
n
3

)
+ 1; e) f(1) = 13, f(n) = f

(
n
2

)
+ n
2 ;

c) f(1) = 13, f(n) = 2f
(
n
2

)
+ 1; f) f(1) = 13, f(n) = f

(
n
2

)
+ 3n2.

Cvičení 10c.3 (rutinní): Pro funkce splňující následující rovnice určete jejich asymptotickou rychlost růstu
pomocí Master theorem (věta 10c.5):
a) f(n) = 2f

(
n
3

)
; d) f(n) = f

(
n
3

)
+ 2n; g) f(n) = 8f

(
n
2

)
+ 13n;

b) f(n) = f
(
n
3

)
; e) f(n) = 3f

(
n
3

)
+ 2n; h) f(n) = 4f

(
n
2

)
+ n2;

c) f(n) = 4f
(
n
2

)
; f) f(n) = 2f

(
n
4

)
+ 27; i) f(n) = 4f

(
n
2

)
+ n3.

Cvičení 10c.4 (poučné): V tomto cvičení bude stručně popsáno několik užitečných algoritmů. Pro každý z nich
sestavte rekurentní rovnici popisující náročnost algoritmu, poté odhadněte asymptotickou rychlost růstu dotyčné
funkce pomocí věty 10c.5.
a) Chceme-li počítat mocninu xn přímo, vyžaduje n− 1 násobení.
Rychlé mocnění: Jestliže máme umocňovat na sudou mocninu, můžeme použít x2m = (xm)2. K výpočtu je tedy
potřeba 1) spočítat xm 2) vynásobit xm · xm.
Pokud je i m sudé, můžeme v rozkladu rekurzivně pokračovat, ideální je používat tento algoritmus na mocniny
typu x2

k

. Určete, kolik je pak třeba násobení.
Například pro výpočet x8 stačí násobit x2 = x · x, x4 = x2 · x2 a x8 = x4 · x4, tedy celkem třikrát.
Bonus: Takto lze zjednodušit výpočet libovolné mocniny. Například x13 si napíšeme jako x1+4+8 = x · x4 · x8. Tři
násobení nám dala všechny nutné mocniny typu x2

k

, další dvě násobení nám dají x13. Stačí tedy pět násobení
namísto dvanácti. Odhadněte počet násobení nutný k výpočtu obecného xm.
b) Máme seznam o n položkách a chceme jej seřadit podle velikosti/abecedy. Pokud bychom použili metodu „najdi
největší, pak najdi největší ze zbytku, pak najdi největší ze zbytku . . . ÿ, bylo by třeba řádově n2 porovnání.
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Merge sort: Nechť má seznam sudý počet položek n = 2m. Rozdělíme jej na poloviny, uspořádáme každou z nich
a dva uspořádané seznamy o délce m spojíme do jednoho uspořádaného seznamu, což lze udělat s pouhými
2m = n srovnáními. Pro n = 2k lze postup snadno iterovat. Odhadněte počet srovnání potřebný k urovnání
celého seznamu.
c) Máme seznam o n položkách a chceme najít největší položku v seznamu. Přímočarý útok: První číslo schováme
jako max, každé další číslo porovnáme s dočasným maximem a pokud je větší, nahradíme jím příslušnou hodnotu.
To nás stojí n srovnání, tedy asymptotická náročnost Θ(n).
Pokus o nápodobu merge sortu: Rozdělíme seznam na polovinu, najdeme u každé poloviny její maximum, pak
stačí porovnat obě maxima. Kolik porovnání vyžaduje algoritmus, když toto půlení iterujeme?

Cvičení 10c.5 (dobré, poučné): Předpokládejme, že funkce f splňuje rekurentní vztah f(n) = 3f
(√
n
)

+ 13 pro
n ve tvaru k2, k ∈ N, k ≥ 2 a platí f(2) = 1.
a) Najděte f(16)
b) Uvažujte funkci F (m) = f(2m). Pomocí původní rekurentní rovnice najděte novou rekurentní rovnici pro F ,
určete rychlost růsu F a pak i f .

Cvičení 10c.6 (dobré, poučné): Nechť a ∈ R, b ∈ N splňují a ≥ 1 a b ≥ 2, označme M = {bk; k ∈ N}.
Dokažte následující: Jestliže funkce f1 splňuje rovnici f(n) = af

(
n
b

)
+ g1(n), n ∈ M a funkce f2 splňuje rovnici

f(n) = af
(
n
b

)
+ g2(n), n ∈M , pak funkce f1 + f2 splňuje rovnici f(n) = af

(
n
b

)
+ g1(n) + g2(n), n ∈M .

Cvičení 10c.7 (dobré, poučné): Nechť a ∈ R, b ∈ N splňují a ≥ 1 a b ≥ 2, označme M = {bk; k ∈ N}. Nechť N
je množina všech funkcí na M splňujících rovnici f(n) = af

(
n
b

)
, n ∈M .

Dokažte, že N je jednodimenzionální vektorový prostor.
Nápověda: příklad 10c.b.

Cvičení 10c.8 (dobré, poučné): Nechť a ∈ R, b ∈ N splňují a ≥ 1 a b ≥ 2, označme M = {bk; k ∈ N}. Nechť
funkce fp splňuje rovnici f(n) = af

(
n
b

)
+ g(n), n ∈M .

Dokažte, že funkce f0 splňuje rovnici f(n) = af
(
n
b

)
+ g(n) pro všechna n ∈ M právě tehdy, když f0 = fp + fh,

kde fh je nějaká funkce splňující rovnici f(n) = af
(
n
b

)
, n ∈M .

Řešení:

10c.1: a) f(4) = f(1) + 3 = 1 + 3 = 4, f(16) = f(4) + 3 = 4 + 3 = 7, pracovní mezivýsledek f(64) = f(16) + 3 =
7 + 3 = 10, a tedy f(256) = f(64) + 3 = 10 + 3 = 13.
b) f(2) = f(1) + 22 = 0 + 4 = 4, f(4) = f(2) + 42 = 4 + 16 = 20, pracovní mezivýsledky f(8) = f(4) + 82 =
20 + 64 = 84, f(16) = f(8) + 162 = 84 + 256 = 340, a tedy f(32) = f(16) + 322 = 340 + 1024 = 1364.
10c.2: a) Přepis: f(3n) = 2f(n); f(3) = 2f(1) = 2 · 13, f(32) = 2f(3) = 2 · (2 · 13) = 22 · 13,
f(33) = 2f(32) = 2 · (22 · 13) = 23 · 13, odhad f(3k) = 13 · 2k.
(0) k = 0: f(30) = f(1) = 13 = 13 · 20.
(1) k ≥ 0: f(3k) = 13 · 2k =⇒ f(3k+1) = 2f(3k) = 13 · 2k+1 souhlasí.
Přepis: f(n) = 13 · 2log3(n) = 13 · nlog3(2) na M .
Věta 10c.5: a = 2, b = 3, c = 0, proto f(n) = Θ(nlog3(2)).
b) Přepis: f(3n) = f(n) + 1; f(3) = f(1) + 1 = 13 + 1, f(32) = f(3) + 1 = (13 + 1) + 1 = 13 + 2,
f(33) = f(32) + 1 = (13 + 2) + 1 = 13 + 3, odhad f(3k) = 13 + k.
(0) k = 0: f(30) = f(1) = 13 = 13 + 0.
(1) k ≥ 0: f(3k) = 13 + k =⇒ f(3k+1) = f(3k) + 1 = (13 + k) + 1 = 13 + (k + 1) souhlasí.
Přepis: f(n) = 13 + log3(n) = 13 + log3(2) log2(n) na M .
Věta 10c.5: a = 1, b = 3, d = 0 = log3(1), proto f(n) = Θ(n0 log2(n)) = Θ(log2(n)).
c) Přepis: f(2n) = 2f(n) + 1; f(2) = 2f(1) + 1 = 2 · 13 + 1, f(22) = 2f(2) + 1 = 2 · (2 · 13 + 1) + 1 = 22 · 13 + 1 + 2,
f(23) = 2f(22) + 1 = 2 · (22 · 13 + 1 + 2) + 1 = 23 · 13 + 1 + 2 + 4,
f(24) = 2f(23) + 1 = 2 · (23 · 13 + 1 + 2 + 4) + 1 = 24 · 13 + 1 + 2 + 4 + 8,

odhad f(2k) = 13 · 2k + 1 + 2 + 4 + · · ·+ 2k−1 = 13 · 2k + 1−2k
1−2 = 13 · 2k + 2k − 1 = 14 · 2k − 1.

(0) k = 0: f(20) = f(1) = 13 = 14 · 20 − 1.
(1) k ≥ 0: f(2k) = 14 · 2k − 1 =⇒ f(2k+1) = 2f(2k) + 1 = 14 · 2k+1 − 2 + 1 = 14 · 2k+1 − 1 souhlasí.
Přepis: f(n) = 14n− 1 na M .
Věta 10c.5: a = 2, b = 2, d = 0 < log2(2) = 1, proto f(n) = Θ(nlog2(2)) = Θ(n).
d) Přepis: f(2n) = 3f(n) + 1; f(2) = 3f(1) + 1 = 3 · 13 + 1, f(22) = 3f(2) + 1 = 3 · (3 · 13 + 1) + 1 = 32 · 13 + 1 + 3,
f(23) = 3f(22) + 1 = 3 · (32 · 13 + 1 + 3) + 1 = 33 · 13 + 1 + 3 + 9,
f(24) = 3f(23) + 1 = 3 · (33 · 13 + 1 + 3 + 9) + 1 = 34 · 13 + 1 + 3 + 9 + 27,
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odhad f(2k) = 13 · 3k + 1 + 3 + 9 + · · ·+ 3k−1 = 13 · 3k + 1−3k
1−3 = 13 · 3k + 1

2 · 3
k − 12 =

(
13 + 1

2

)
· 3k − 12 .

(0) k = 0: f(20) = f(1) = 13 =
(
13 + 1

2

)
· 20 − 12 .

(1) k ≥ 0: f(2k) =
(
13 + 1

2

)
· 3k − 1

2 =⇒ f(2k+1) = 3f(2k) + 1 =
(
13 + 1

2

)
· 3k+1 − 3

2 + 1 =
(
13 + 1

2

)
· 3k+1 − 1

2
souhlasí.
Přepis: f(n) =

(
13 + 1

2

)
· 3log2(n) − 12 =

(
13 + 1

2

)
nlog2(3) − 12 na M .

Věta 10c.5: a = 3, b = 2, d = 0 < log2(3), proto f(n) = Θ(nlog2(3)).
e) Přepis: f(2n) = f(n) + n; f(2) = f(1) + 1 = 13 + 1, f(22) = f(2) + 2 = 13 + 1 + 2,
f(23) = f(22) + 22 = 13 + 1 + 2 + 22, f(24) = f(23) + 23 = 13 + 1 + 2 + 22 + 23,

odhad f(2k) = 13 + 1 + 2 + 4 + · · ·+ 2k−1 = 13 + 1−2k
1−2 = 13 + 2k − 1 = 2k + 12.

(0) k = 0: f(20) = f(1) = 13 = 20 + 12.
(1) k ≥ 0: f(2k) = 2k + 12 =⇒ f(2k+1) = f(2k) + 2k = 2k + 12 + 2k = 2 · 2k + 12 = 2k+1 + 12 souhlasí.
Přepis: f(n) = n+ 12 na M .
Věta 10c.5: a = 1, b = 2, d = 1 > log2(1) = 0, proto f(n) = Θ(n).
f) Přepis: f(2n) = f(n) + 3(2n)2 = f(n) + 12n2; f(2) = f(1) + 12 · 12 = 13 + 12 · 1,
f(22) = f(2) + 12 · 22 = 13 + 12 · 1 + 12 · 22, f(23) = f(22) + 12 · (22)2 = 13 + 12 · 1 + 12 · 22 + 12 · (22)2,
f(24) = f(23) + 12 · (23)2 = 13 + 12 · 1 + 12 · 22 + 12 · (22)2 + 12 · (22)3,
odhad f(2k) = 13 + 12(1 + 4 + 42 + · · ·+ 4k−1) = 13 + 12 1−4

k

1−4 = 13 + 4 · 4k − 4 = 4k+1 + 9.
(0) k = 0: f(20) = f(1) = 13 = 41 + 9.
(1) k ≥ 0: f(2k) = 4k+1 + 9 =⇒ f(2k+1) = f(2k) + 12(2k)2 = 4k+1 + 9 + 12(22)k = 4k+1 + 3 · 4k+1 + 9 =
4 · 4k+1 + 9 = 4k+2 + 9 souhlasí.
Přepis: f(n) = 4log2(n)+1 + 9 = (22)log2(n) · 41 + 9 = (2log2(n))2 · 4 + 9 = 4n2 + 9 na M .
Věta 10c.5: a = 1, b = 2, d = 2 > log2(1) = 0, proto f(n) = Θ(n2).
10c.3: a) a = 2, b = 3, c = 0, tedy f(n) = Θ(nlog3(2)).
b) a = 1, b = 3, c = 0, tedy f(n) = Θ(nlog3(1)) = Θ(n0) = Θ(1).
c) a = 4, b = 2, c = 0, tedy f(n) = Θ(nlog2(4)) = Θ(n2).
d) a = 1, b = 3, d = 1 > 0 = log3(1), tedy f(n) = Θ(n).
e) a = 3, b = 3, d = 1 = log3(3), tedy f(n) = Θ(n log2(n)).
f) a = 2, b = 4, d = 0 < 1

2 = log4(2), tedy f(n) = Θ(nlog4(2)) = Θ
(√
n
)
.

g) a = 8, b = 2, d = 1 < 3 = log2(8), tedy f(n) = Θ(nlog2(8)) = Θ(n3).
h) a = 4, b = 2, d = 2 = log2(4), tedy f(n) = Θ(nlog2(4) log2(n)) = Θ(n2 log2(n)).
i) a = 4, b = 2, d = 3 > 2 = log2(4), tedy f(n) = Θ(n3).
10c.4: a) f(n) = f

(
n
2

)
+ 1, a = 1, b = 2, d = 0 = log2(1), proto f(n) = Θ(n0 log2(n)) = Θ(log2(n)).

Poznámka: Je to rozhodně lepší než n při umocňování podle definice.
Bonus: Každé m ∈ N lze napsat jako součet mocnin typu 2i (neboli zapsat ve dvojkové soustavě), nejvyšší použitá
mocina 2k je dána jako k = blog2(m)c. Mocninu xm pak získáme vynásobením těch z mocnin x1, x2, x4, . . . , x2

k

,
které se objeví v rozkladu. Výpočet nejvyšší mocniny nás dle předchozího výpočtu stojí log2(2

k) = k násobení,
těch mocnin je celkem k+1 a v nejhorším násobíme všechny, což je dalších k násobení. Nejhorší scénář pro výpočet
xm tímto způsobem tedy dává 2k = 2blog2(m)c násobení, tedy náročnost Θ(log2(m)) násobení. To je velmi pěkné.
b) f(n) = 2f

(
n
2

)
+ n, a = 2, b = 2, d = 1 = log2(2), proto f(n) = Θ(n1 log2(n)) = Θ(n log2(n)).

Poznámka: Je to dost lepší než oněch n2.
c) f(n) = 2f

(
n
2

)
+ 1, a = 2, b = 2, d = 0 < 1 = log2(2), proto f(n) = Θ(nlog2(2)) = Θ(n).

Poznámka: Je to tedy řádově stejně rychlé jako přímý útok, moc jsme si nepomohli.
10c.5: a) f(4) = 3f(2) + 13 = 3 · 1 + 13 = 16, f(16) = 3f(4) + 13 = 3 · 16 + 13 = 61.
b) F (m) = f(2m) = 3f(2m/2) + 13 = 3F

(
m
2

)
+ 13. Věta 10c.5: a = 3, b = 2, d = 0 < log2(3), proto F (m) =

Θ(mlog2(3)), to dává f(2m) = Θ(mlog2(3)), a proto f(n) = Θ([log2(n)]log2(3)).
10c.6: Dosazení: (f1+f2)(n) = f1(n)+f2(n) = af1

(
n
b

)
+g1(n)+af2

(
n
b

)
+g2(n) = a(f1+f2)

(
n
b

)
+(g1(n)+g2(n)).

10c.7: Podle příkladu 10c.b každé řešení splňuje f(bk) = akf(1). Označme jako f0 funkci f0(bk) = ak. Pak každé
řešení splňuje f = f(1) · f0, proto N = {cf0; c ∈ R}, jde tedy o jednorozměrný vektorový prostor s bází {f0}.
10c.8: 1) Nechť f0 je řešení. Definujeme fh = f0 − fp, dosadit:
fh(n) = f0(n)− fp(n) = af0

(
n
b

)
+ g(n)− afp

(
n
b

)
− g(n) = a(f0 − fp)

(
n
b

)
= afh

(
n
b

)
.

2) Nechť fh je homogenní řešení. Pak podle věty o superpozici fp + fh řeší rovnici f(n) = af
(
n
b

)
+ g(n) + 0.

10d. Bonus: Generuj́ıćı funkce

Zde představíme zajímavou alternativní metodu řešení rekurentních rovnic. Je založena na kombinaci poznatků
z matematické analýzy, lineární algebry a dalších oborů. Nemá smysl opakovat jejich odvození, takže zde předve-
deme jen uživatelskou verzi.
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Jedním z významných objektů studovaných v analýze jsou mocninné řady. Pokud koeficienty ak nerostou příliš

rychle, tak řada
∞∑
k=0

akx
k konverguje na nějakém okolí nuly a dává vznik funkci f(x). Například ve známém vzorci

∞∑
k=0

qk = 1
1−q je možno považovat q za proměnnou, označit ji x a dostáváme

∞∑
k=0

xk =
1

1− x
na (−1, 1).

V analýze se na tento proces obvykle díváme ze strany funkce, kterou rozvíjíme v řadu. Zde se na něj podíváme
z opačné strany a dokonce zajdeme ještě dál. Každá mocninná řada je jednoznačně určena posloupností (ak)k≥0
svých koeficientů. Máme tedy vztah

(a0, a1, a2, . . . ) ←→
∞∑
k=0

akx
k ←→ f(x).

Právě tento vztah má v oblasti rekurentních rovnic své jméno.

Definice.
Řekneme, že funkce f je generující funkcí (generating function) pro posloupnost (ak)∞k=0,

jestliže na nějakém intervalu (−%, %) pro % > 0 platí f(x) =
∞∑
k=0

akx
k.

Někdy se tomu také říká vytvořující funkce.
Abychom tento vztah mohli zkoumat, vyjádříme jej jako zobrazení.

Úmluva.
Definujeme zobrazení T předpisem T ((ak)k≥0) = f(x) právě tehdy, když f je generující funkce
pro (ak)k≥0.

Čtenář by nejspíše čekal, že součástí definice zobrazení bude určení definičního oboru a oboru hodnot, ale
zrovna toto je velmi dobrá otázka studovaná v matematické analýze, přičemž ohledně definičního oboru neexistuje
jednoduchý a srozumitelný popis. Formálně lze říci, že definičním oborem T je množina M všech posloupností,

pro které řada
∞∑
k=0

akx
k konverguje na netriviálním okolí nuly.

Kdyby toto nebyl jen uživatelský přehled, museli bychom se této otázce věnovat na řadě stránek, ale naštěstí
nemusíme a omezíme se na základní poznatky. Množina M je vektorový prostor, který je také uzavřený na řadu
dalších užitečných operací, které představíme dále. Zobrazení T je lineární, což je dobrý začátek, a hlavně splňuje
i řadu dalších pravidel. Je také prosté, což se bude hodit, protože budeme potřebovat jeho inverzi.

Z praktického pohledu nás zajímá zejména slovníček, který samozřejmě vychází z běžně známých rozvojů elemen-
tárních funkcí, ale z pohledu řešení rovnic nejsou všechny užitečné, takže náš slovníček bude trochu jiný. Protože
nás zajímá jak T , tak T−1, budeme vztah T ((ak)k≥0) = f(x) značit také (ak) ←→ f(x). Index vynecháváme,
protože v této sekci se všechny posloupnosti indexují od nuly.

Fakt 10d.1. (slovník)

(i) T ((1)k≥0) =
1

1− x
neboli (1, 1, 1, 1, . . . )←→ 1

1− x
;

(ii) T ((k + 1)k≥0) =
1

(1− x)2
neboli (1, 2, 3, 4, . . . )←→ 1

(1− x)2
;

(iii) T (ak)k≥0) = 1
1−ax neboli (1, a, a2, a3, . . . )←→ 1

1−ax ;
(iv) T (((−1)k)k≥0) = 1

1+x neboli (1,−1, 1,−1, 1, . . . )←→ 1
1+x ;

(v) T
((
1
2 [1 + (−1)k]

)
k≥0

)
= 1
1−x2 neboli (1, 0, 1, 0, 1, . . . )←→ 1

1−x2 .

Pokud má čtenář pocit, že některé vzorce nejsou nutné (například (i) a (iv) jsou speciálními verzemi třetího
pravidla), tak má pravdu. Slovníček je psán z praktického pohledu, aby uživatel hned viděl často se objevující
případy.

Aby tato sekce nebyla tak smutná, přece jen ukážeme několik důkazů.

10d.1 399 10d.1
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Důkaz (náznak): (i) je přepis známého součtu geometrické řady.
(iv): Posloupnosti (1,−1, 1,−1, 1,−1, 1, . . . ) odpovídá řada

x0 − x+ x2 − x3 + x4 − x5 + x6 − · · · =
∞∑
k=0

(−1)kxk =
∞∑
k=0

(−x)k =
1

1− (−x)
=

1
1 + x

.

(v): Posloupnosti (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, . . . ) odpovídá řada

x0 + x2 + x4 + x6 + · · · =
∞∑
k=0

x2k =
∞∑
k=0

(x2)k =
1

1− x2
.

�

Další případy zpracováváme pomocí pravidel. Kromě linearity jsou populární zejména posuny a násobky koefi-
cientem. Nabídneme dva zápisy, vyjádření pomocí T a vyjádření pomocí přiřazení, které je pro některé uživatele
praktičtější.

Věta 10d.2. (gramatika)
Nechť (ak)∞k=0, (bk)∞k=0 ∈M .
Předpokládejme, že T ((ak)k≥0) = f(x) neboli (a0, a1, a2, . . . ) ←→ f(x) a T ((bk)k≥0) = g(x)
neboli (b0, b1, b2, . . . )←→ g(x). Pak platí následující:
(i) T ((ak)k + (bk)k) = T ((ak)k) + T ((bk)k) neboli

(a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, · · · )←→ f(x) + g(x);
(ii) Pro c ∈ R platí T (c(ak)k) = cT ((ak)k) neboli

(ca0, ca1, ca2, ca3, . . . )←→ cf(x);
(iii) Pro c ∈ R platí T ((ckak)k) = T ((ak)k)(cx) neboli

(a0, ca1, c2a2, c3a3, . . . )←→ f(cx);

(iv) T ((ak+1)k) = 1
x

[
T ((ak)k)− a0

]
neboli

(a1, a2, a3, a4, . . . )←→ 1
x (f(x)− a0);

(v) T ((0, a0, a1, a2, . . . )) = xT ((ak)k) neboli
(0, a0, a1, a2, . . . )←→ x f(x);

(vi) T ((kak)k) = x[T ((ak)k)]′ neboli
(0 · a0, 1 · a1, 2a2, 3a3, . . . )←→ x f ′(x);

(vii) T (((k + 1)ak)k) = [xT ((ak)∞k=0)]
′ neboli

(a0, 2a1, 3a2, 4a3, . . . )←→ [x f(x)]′.

Pravidla (iv) a (v) lze zobecnit na

(aN , aN+1, aN+2, aN+3 . . . )←→ 1
xN

(
f(x)− a0 − a1x− · · · − aN−1xN−1

)
;

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
N

, a0, a1, a2, . . . )←→ xNf(x).

V praxi je oblíbená zejména verze

(ak+2)k = (a2, a3, a4, a5 . . . )←→ 1
x2

(
f(x)− a0 − a1x

)
.

Kombinací pravidel a slovníčku pak odvodíme například(
− 1
ak+1

)
k
←→ 1

x− a
,

které je velmi užitečné z pohledu zprava doleva.

Tím máme všechny nástroje pohromadě a je načase ukázat, k čemu generující funkce mohou být.

Příklad 10d.a: Uvažujme rekurentní rovnici an+2 − an = 3 · 2n − 12, n ≥ 0 s počátečními podmínkami a0 = 1,
a1 = 0, viz také příklad 10b.l.

Víme, že daná rovnice vlastně reprezentuje mnoho rovnic, které lze vnímat jako jednu rovnici mezi vektory (viz
poznámka 10a.6).

(an+2 − an)n≥0 = (3 · 2n − 12)n≥0.

Levou stranu dále přepíšeme jako (an+2)n≥0 − (an)n≥0 neboli rozdíl dvou posloupností. Když se posloupnosti
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rovnají, musí se rovnat i jejich obrazy vzhledem k zobrazení T , tedy díky linearitě a dalším pravidlům máme

T [(an+2)n≥0 − (an)n≥0] = T [(3 · 2n − 12)n≥0]

T [(an+2)n≥0]− T [(an)n≥0] = T [(3 · 2n)n≥0]− T [(12)n≥0]
1
x2

[
T ((an)n≥0)− a0 − a1x

]
− T ((an)n≥0) = 3T ((2n)n≥0)− 12T ((1)n≥0).

Bude se nám lépe pracovat, když označíme f(x) = T ((an)). Díky počátečním podmínkám také umíme dosadit za
a0 a a1, to je ale náhodička, ono to tak musí vyjít už z principu (počet těch členů v prvním vzorci je roven stupni
rovnice, což se rovná počtu počátečních podmínek). Také umíme vyhodnotit výrazy napravo. Dostáváme

1
x2 [f(x)− 1− 0]− f(x) = 3

1
1− 2x

− 12
1

1− x
.

Tuto rovnici teď vyřešíme pro neznámou funkci f(x).

1
x2 [f(x)− 1]− f(x) = 3

1
1− 2x

− 12
1

1− x

f(x)− 1− x2f(x) =
3x2

1− 2x
− 12x2

1− x

(1− x2)f(x) = 1 +
3x2

1− 2x
− 12x2

1− x

f(x) =
1

1− x2
+

3x2

(1− x2)(1− 2x)
− 12x2

(1− x2)(1− x)
.

Máme funkci, teď bychom ji potřebovali pomocí T−1 převézt zpět na posloupnost. Výrazy na pravé straně ale
nemáme ve slovníčku (ani rozšířeném). Pomůže algebra, dané výrazy lze rozložit na parciální zlomky. Detaily
necháme do kursu analýzy, dostáváme

f(x) =
1

(1− x)(1 + x)
+

3x2

(1− x)(1 + x)(1− 2x)
− 12x2

(1− x)2(1 + x)

=
( 1

2

1− x
+

1
2

1 + x

)
+
( − 32

1− x
+

1
2

1 + x
+

1
1− 2x

)
−
(
− 9

1− x
+

6
(1− x)2

+
3

1 + x

)
=

8
1− x

− 6
(1− x)2

− 2
1 + x

+
1

1− 2x
.

Tento výraz již dokážeme převést na posloupnosti. Pomocí T−1 neboli čtení zprava doleva u ←→ dostáváme

(an)n≥0 = (8)n − 6(n+ 1)n − 2 · ((−1)n)n + (2n)n = (2n − 2 · (−1)n − 6n+ 2)n≥0.

Co kdybychom chtěli obecné řešení? Pak stačí pracovat s obecnými počátečními podmínkami a0 = A, a1 = B.
Opakováním předchozího postupu dostáváme

1
x2 [f(x)−A−Bx]− f(x) = 3

1
1− 2x

− 12
1

1− x
.

Odtud

f(x)−A−Bx− x2f(x) =
3x2

1− 2x
− 12x2

1− x

(1− x2)f(x) = A+Bx+
3x2

1− 2x
− 12x2

1− x

f(x) =
A

1− x2
+

Bx

1− x2
+

3x2

(1− x2)(1− 2x)
− 12x2

(1− x2)(1− x)
.

Následuje rozklad na parciální zlomky, který zpestří přítomnost dvou parametrů,

f(x) =
A+Bx

(1− x)(1 + x)
+

3x2

(1− x)(1 + x)(1− 2x)
− 12x2

(1− x)2(1 + x)

=
( 1
2 (A+B)

1− x
+
1
2 (A−B)

1 + x

)
+
( − 32

1− x
+

1
2

1 + x
+

1
1− 2x

)
−
(
− 9

1− x
+

6
(1− x)2

+
3

1 + x

)
=
1
2 (A+B + 15)

1− x
+
1
2 (A−B − 5)

1 + x
+

1
1− 2x

− 6
(1− x)2

.

Zpětná transformace dá (an)n≥0 = 1
2 (AB+15)(1)n≥0+ 1

2 (A−B−5)((−1)n)n≥0+(2n)n≥0−6(n)n≥0. Protože A,B
byly libovolně zvolené, jsou i výrazy 1

2 (A + B + 15) a 1
2 (A − B − 5) čísla, která je možno libovolně (a nezávisle)

měnit, můžeme jim tedy přidělit jiná jména, například u a v. Dostaneme tak vzorec an = u+ (−1)ku+ 2n − 6n,
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který odpovídá obecnému řešení z příkladu 10b.l.
4

Když porovnáme řešení algoritmem 10b.8 a přes generující funkce, vidíme následující rozdíly:
• Máme-li najít obecné řešení, bývá klasická metoda přes vlastní čísla často výrazně rychlejší.
• Potřebujeme-li čistě partikulární řešení, pak je metoda pomocí transformace přinejmenším rovnocenná, může
být i snazší, pokud si dobře rozumíme s transformačními pravidly a třeba za nás ještě někdo udělá ten rozklad
na parciální zlomky.

Kritické body řešení přes generující funkce jsou dva. Jednak musíme být schopni vyřešit explicitně rovnici, kterou
jsme odvodili pro funkci f , a pak ještě musíme umět tuto funkci transformovat zpět (parciální zlomky jsou možná
pracné, ale zaručeně fungují, může být hůř). Výhodou této metody je, že je docela flexibilní. Na této úrovni to
ovšem moc neuvidíme. Když si představíme, jaké pravé strany bychom uměli s našimi znalostmi transformovat,
tak nám v zásadě zase vyjdou kvazipolynomy, na levé straně pak dostáváme rozumné rovnice v případech, kdy
jde o lineární rekurentní rovnici s konstantními koeficienty. Jinými slovy, s tím, co zatím umíme, se transformací
dají řešit v zásadě stejné rovnice jako pomocí metod z přecházejících sekcí. Potvrdí to i následující příklad.

Příklad 10d.b: Uvažujme rovnici an+1 − (n+ 1)an = 0, n ≥ 0 s počáteční podmínkou a0 = 1.
Protože nemá konstantnmí koeficienty, nelze ji řešit standardním postupem (homogenní rovnice atd.). Zkusíme

ji tedy transformovat pomocí T . S označením T ((an)n) = f(x) dostáváme
1
x

[f(x)− 1]− [xf(x)]′ = 0

1
x

[f(x)− 1]− f(x)− xf ′(x) = 0

f(x)− 1− xf(x)− x2f ′(x) = 0

x2f ′(x) + (x− 1)f(x) + 1 = 0

Toto je dosti drsná diferenciální rovnice, takže se dál nedostaneme.
Zajímavé je, že transformace je užitečná v obou směrech. Viděli jsme převod rekurentní rovnice na rovnici

s funkcemi, ale velice užitečný může být i převod nepříjemné diferenciální rovnice na rekurentní, jejíž řešení se
pak dá třeba nějak odhadnout.

Zrovna náš příklad to ale neukáže. Pokud někdo potřebuje vyřešit diferenciální rovnici výše a převede ji trans-
formací na rekurentní rovnici, tak sice není řešitelná našimi metodami, ale třeba uhodne řešení an = n!. Bohužel,
tato posloupnost nepatří do M , tudíž ji pomocí T neumíme převést zpět na funkci a řešení diferenciální rovnice
tak nedostaneme.
4

Výhody metody vyniknou ve chvíli, kdy si uživatel rozšíří slovníček a zásobu rozličných transformačních triků,
navíc lze upravit i koncept generující funkce, aby obsáhl více posloupností.

Na závěr ukážeme pár zajímavých rozšíření slovníčku pro naši transformaci.

Fakt 10d.3.
(i) Pro N ∈ N platí

((
N
k

))
k≥0 =

((
N
0

)
,
(
N
1

)
,
(
N
2

)
, . . . ,

(
N
N

)
, 0, 0, . . .

)
←→ (1 + x)N .

(ii) Pro α ∈ R platí
((
α
k

))
k≥0 ←→ (1 + x)α.

(iii) Pro N ∈ N platí
((
N+k
N

))
k≥0 =

(
1, N + 1,

(
N+2
N

)
,
(
N+3
N

)
, . . .

)
←→ 1

(1+x)N+1 .

Jak tyto vzorečky naznačují, generující funkce jsou užitečným nástrojem i v kombinatorice.
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