12. Bonus: Grafy

Grafy jsou matematicka struktura, kterd dokaze reprezentovat velké mnozstvi situaci, zejména vztahti. Naméatkou
uvedme ruzna dopravni propojeni, hierarchie v organizacich, ekonomické analyzy (ktera spoleénost vlastni ¢ akcie),
analyzy vyrobniho procesu, syntaxe jazykt pfirozenych i umélych, stavba molekul, elektrické obvody, aplikace
v biologii ¢i spoleCenskych védach a dalsi. Vyznamné je zejména spojeni teorie grafi s informatikou, napiiklad
teorii algoritmi.

Sifi aplikaci teorie grafti odpovida §ife teorie, kterou lze najit v kvalitni literatuie. V této piehledové kapitole se
proto zamérime na pochopeni pojmi, hlavnich myslenek a nékterych dulezitych tloh, které teorii grafti inspiruji.
Nebude to uplné snadné, protoze se zde matematikim povedlo dovést k dokonalosti sklon neshodnout se na vécech.
V teorii grafii se neshodnou dokonce ani na tom, co je to graf, nemluvé o znaceni.

Dtivodem je pravé siroké pouziti teorie grafli, pricemz rozlicné aplikace pracuji z rozliénymi typy grafl, procez si
vyvinuly vlastni pohled na véc, ktery se prenesl do matematiky. Tato pfehledova kapitola se pokusi rtizné pohledy
predstavit, porovnat a ukazat jejich pouziti, coz by mélo ¢tenaii pomoci, kdyby se nékdy potfeboval do teorie
grafii ponorit hloubéji.

Jak je v teorii grafti tradi¢ni, omezime se jen na kone¢né grafy. Radu pojmti a myslenek lze aplikovat i na neko-
necné grafy, ale pfinasi to vyznamné komplikace, které si autori obvykle odpusti.
12a. Co jsou grafy

Ukéazeme typicky priklad, jak od redlného problému dospét k matematické struktufe. Autoatlasy mivaji planovaci
mapu pro cestovani mezi mésty.
U takové mapy nezalezi na krajiné, staci nakreslit mésta jako kolecka a silnice mezi €7Q €4

U3
nimi pomoci éar. Dokonce nezalezi ani na pfesném tvaru silnic, takZe je nakreslime V10———9Q
(pokud mozno) ptimé. Dostaneme tak schéma sklddajici se ze spousty pojmenovanych €s 6
v . , o oy . ’ . L e g vz s €
kole¢ek pospojovanych portiznu ¢arami, které maji také jména (éisla silnic). Je to ! ARNED
3 €8

ukazkovy priklad matematického grafu.
Jak bychom informaci z obrazku napravo vyjadfili matematicky? Potiebujeme za- V2
chytit nésledujici:

U4OO

e Takzvané ,vrcholy“ v; az vsq snadno schovdme do mnoziny tradiéné zvané V, zde V = {v1,va,v3,v4}. Nékteti
autori jim také rikaji ,uzly“.

e Takzvané ,hrany“ e; aZ eg schovdme do dalsi mnoziny tradiéné zvané E, zde E = {e1, ea, €3, eq, €5, €g, €7, €8}
Bylo by nepiijemné, kdyby néktery vrchol a hrana mély stejny nazev, takZe se obvykle pozaduje, aby V N E = ().
e Potifebujeme svazat jednotlivé hrany s vrcholy grafu. Slovné to jde snadno. Kazda hrana mé dva ,koncové
vrcholy“, naptiklad hrana e4 mé koncové vrcholy vy a vs. Také fikdme, ze vrcholy v1, vs jsou ,incidentni“ s hranou
e4, popripadé Ze hrana ey je incidentni s vrcholy vy, vs.

Pro formalni p¥ifazeni vrcholé k hrandm se nabizi pojem zobrazeni. Rika se mu indicené¢ni zobrazeni a existuje
fada popularnich znaceni, v anglické literatuie se zd& byt oblibenym 1, ale vyskytuje se i ¢ ¢i €, v Ceské také
hrany jsou soudé podle sipky jednosmérné, takze vedou z vrcholu do vrcholu. Toto snadno zachytime usporadanou
dvojici, napfiklad k e3 bychom méli pfifadit (vs, v3), zatimco k e7 dvojici (v1, v1), jde o takzvanou smyc¢ku (loop).
Obor hodnot tedy musi zahrnout V x V = V2.

Pak tam ale mame hrany, které nemaji udany smér, ty funguji v obou smérech, tudiz by pro né rozumnéjsi
reprezentaci byly obycejné dvouprvkové mnoziny. Napiiklad hranu e4 bychom spojili s mnozinou {vy,vs} neboli
s mnozinou {vs, v1 }, takze do cilové mnoziny inciden¢niho zobrazeni zahrneme i mnoziny typu {u,v}.

Incidenc¢ni zobrazeni pro nasi automapu je dano

Y(er) = {vi,v2},  P(e2) = {va,v3}, t(es) = (v2,v3), Y(es) = {v1,v3},
Y(es) = (v3,va), Y(es) = (va,v3), W(er) = (vi,v1), Y(es) = {va,va} = {va}.

Definice.

Pod pojmem graf rozumime libovolnou uspofddanou trojici G = (V, E, ), kde V je néjaka
koneénd mnozina (vrcholy, uzly, angl. vertex), F je kone¢na mnozina disjunktni s V' (hrany,
angl. edge, nékdy arc) a v je libovolné zobrazeni z E do mnoziny

VU {{u,v}; w,v eV}

(zobrazeni indicence, incidenéni zobrazeni, incidence function).
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Mnozina {{u,v}; u,v € V} zahrnuje jak dvouprvkové (pro u # v), tak jednoprvkové (pro u = v) podmnoziny
V. Bylo by pékné mit pro ni stejné kompaktni znaceni jako pro V2. V &eské literatuie se pro mnozinu vsech
k-prvkovych podmnozin dané mnoziny V nékdy pouzivi symbol (‘,2), coz ladi s tim, ze takovych podmnozin je
(l‘;l). Ale neni to v8eobecné zndmo a jsou i konkuren¢ni znaceni, tfeba Py (1), takZe to radéji nebudeme zavadeét.

Grafim podle této definice zde budeme tikat obecné grafy, protoze je to nejobecné€jsi definice, kterd dokaze
zachytit vSechny druhy grafi. Pro mnoho béznych aplikaci je ale zbytecné slozita. Pak lidé preferuji jednodussi
zapis a Casto tomu také rikaji ,graf*, ¢imz vznika zmatek. Pro specializované typy je ale i presnéjsi nazvoslovi.
Existuji t¥i hlavni t¥idici kritéria pro grafy.

Jednim kritériem je nasobnost hran. Pokud je v grafu mezi néjakymi dvéma vrcholy mozné dojit z jednoho
do druhého (stejnym smérem) vice hranami (,paralelni hrany*), pak jde o vicendsobné spojeni a pro reprezentaci
takového grafu musime pouzit obecny pristup. Nékdy se zavadi nasobnost hran, coz je ¢islo vyjadiujici, kolik je
mezi dvéma danymi vrcholy paralelnich hran. V nasem piikladé se to stane pri cesté€ z vy do vs, takze es ma
nasobnost dva. Podstatné je ta ¢ast ,stejnym smérem“. Mezi vrcholy vs a vs vedou dvé hrany, ale ne stejnym
smérem, a proto nejde o pfipad hrany s vyssi nasobnosti neboli vicendsobné spojeni. Graftim, ve kterjch se
vyskytne vicenasobné spojeni, se nékdy rika multigrafy, ale pro pfiznivce obecné definice to jsou prosté grafy.

Vétsinu autort ale zajimaji spiSe grafy, ve kterych nejsou hrany s vyssi nasobnosti povoleny. Mezi kazdymi
dvéma vrcholy muze byt v uréitém sméru jen jedno ¢i zadné spojeni. Takovému grafu se ik prosty, v anglické
literature pro tento typ grafu neni ustalené pojmenovani. Nékdy se pouziva pseudograph, ale tento pojem ma
casté€ji jiny vyznam, viz nize. Dtvodem je, ze kdyz se autofi omezuji, tak se obvykle omezi jesté vice. Coz néas
privadi k druhému kritériu.

Pokud jsou v grafu jen hrany vedouci ve specifickém sméru (Sipky), pak se jedna o orientovany graf (directed
graph). Pro obecné definovany graf G = (V, E, 1) to znamen4, ze oborem hodnot 1 je pouze mnozina V2. Pokud
jsou v grafu jen hrany obousmérné (spojnice), pak se jedna o neorientovany graf (undirected graph). Pro obecné
definovany graf G = (V, E, 1) to znamend, Ze oborem hodnot v je pouze mnozina {{u,v}; u,v € V}. Na§ graf
nepatii ani do jedné z téchto kategorii. Je to ,smiseny graf“ a ty se obvykle nestuduji, protoze se v aplikacich
vyskytuji zridka.

Ttetim kritériem je, zda jsou v grafu smycky nebo ne. Pro nékteré autory je multigraf spojen s nejvétsi obecnosti,
tedy smycky pripousti. Pro jiné tomu tak neni a zavadéji nazev ,,pseudograf* pro multigraf s povolenymi smyckami.
Casté&ji se ale smycky zakazuji.

Jsme pfipraveni na dalsi nazory na to, co je graf.

Typicky vyklad grafi se omezuje na grafy bez hran vyssi ndsobnosti (tedy na grafy prosté). Pak je kazda hrana
jednozna¢né urcena svymi koncovymi vrcholy, coz umoznuje zadavat grafy jednodussim zpusobem: Neni tfeba
hranam pridélovat specialni jména a vytvaret incidenc¢ni zobrazeni. Pii zadani hran pomoci koncovych vrcholt si
ale musime vybrat, zda nas zajimaji grafy orientované nebo neorientované.

Orientované grafy bez hran vyssi ndsobnosti nam umoznuji ztotoznit kazdou hranu s uspotadanou dvojici vrchola
urcujici, odkud kam vede. Tim se dostavame k definici, kterou pouziva velké mnozstvi (vétsina?) autort.

! | Definice.
Pod pojmem orientovany graf (directed graph, digraph) rozumime libovolnou uspotida-

nou dvojici G = (V, E), kde V je néjakd koneéna mnozina a E je libovolnd podmnozina V' x V.

Pro nékteré autory je toto prosté ,graf a obecnéjsim pfipadiim se nevénuji, moznda je pro uplnost zmini coby
multigrafy. Poznamenejme, Ze ,digraph®“ neni jen jakasi polooficidlni prezdivka, ale regulérni odborny termin,
ktery se vyskytuje tfeba i v nazvech knih.

Nabizi se pozorovani, ze podle této definice jsou F relace na V. Se studiem grafii ndm to prili§ nepomuze, proto
se tento pohled nevyuziva. Potvrzuje to nicméné, Ze grafy jsou uzitecnou metodou vizualizace relaci.

Pokud mame graf bez hran vyssi nasobnosti a hrany nemaji smér (jde o prosty neorientovany graf), pak lze
hrany popsat mnoZinami, a to dvouprvkovymi a jednoprvkovymi (smycky).

! Definice.

Pod pojmem neorientovany graf (undirected graph) rozumime libovolnou uspofadanou
dvojici G = (V, E), kde V je né&jakad koneénd mnozina a E je libovolnd podmnozina mnoziny
{{u,v}; u,v eV}

Smycky to nékdy komplikuji, proto je tradi¢ni omezit se na grafy bez nich.
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Definice.

Pod pojmem jednoduchy graf (simple graph) rozumime libovolnou usporaddanou dvojici
G = (V,E), kde V je néjaka koneénd mnozina a F je libovolnd podmnoZina mnoziny
{{u,v}; u,v € Vyu # v}.

Toto je velmi rozsifena predstava toho, co je graf, takZze fada autorti by v této definici prosté méla ,graf“ bez
pfivlastki. Vyhodou je jednoduchost, nevyhodou omezenost, ale v fadé aplikaci to nevadi. V pripadé, ze jsou
smycky potreba, by takovito autori rekli ,graf se smyckami“, poptipadé ,neorientovany graf se smyckami“.

Poznamka: U neorientovanych grafii se nabizi souvislost s vizualizaci ekvivalenci. Rovnéz Hasseovy diagramy
maji podobu vrcholt a neorientovanych hran, jenze grafy to nejsou, protoze pro jejich vyznam je zasadni rozmisténi
vrcholl v roviné. To u grafii neplati. Ve skutecnosti jsou Hasseovy diagramy zamaskovanymi orientovanymi grafy.

Coz nés privadi k podstatné poznamce. Graf je matematicka entita, které nemusi odpovidat (a ¢asto neodpovidd)
rozmisténi néjakych objekt v prostoru. Naopak, grafy byvaji vyjadfenim faktu, Ze na umisténi nezalezi, podstatné
jsou jen vztahy zachycené mnozinou F. Pokud graf kreslime, tak vytvarime jeho ,nakresleni®, které je ale jen
ilustrativni. Vlastnosti grafu by se nemély ménit, pokud jej nakreslime jinak. Pro tplnost dodejme, Ze existuje
zajimava vyjimka: Je jedna otézka tykajici se moznych zakresleni grafu, viz sekce 12e.

A

V definicich vidime dva pfistupy ke hrandm. Postup z obecné definice, kdy je F abstraktni mnozina a k ni
je incidencni zobrazeni, se nékdy nazyva ,hrany s individualitou® ¢i ,,pojmenované hrany“. Ptistup ,hrany bez
individualit® ¢i ,,nepojmenované hrany“ identifikuje hrany pfimo s vrcholy, které maji jako koncové.

Prvni pristup se nékdy pouziva zejména u orientovanych grafli, nabizi vyssi schopnost postihnout rtizné situace,
ale v mnoha pfipadech je méné prakticky. Druhy pfistup je omezeny (neumi multigrafy), ale mnohdy prakti¢téjsi.

Neéktefi autofi se snazi zachytit multigrafy druhym pfistupem tak, Ze pro né hrana neni dvojice, ale trojice
zahrnujici koncové vrcholy a ¢islo udavajici, kolikrat je tato hrana v grafu pfitomna. Ale to uz uvadime opravdu
jen pro pripad, ze by na to ¢tenadf nékdy narazil.

Mame tedy vice verzi toho, co je ,graf“, ale vzdy zahrnuji mnoziny V a E. Néktefi autori posiluji vztah mezi
mnozinami V', E a grafem G zna¢enim Vi a Eg, poptipadé V(G) a E(G), ale tento autor radéji Setfi papir a toner.

Tento spoleény prvek ndm umozni zavést posledni typ grafu pro vSechny verze spoleéné. Jde o situace, kdy
ke hranam také mame néjaky parametr, napiiklad délka trasy, naro¢nost trasy a podobné. Rik4 se tomu ohodno-
ceni (weight) a pfirozenym zpusobem, jak hrandm pfifazovat ohodnoceni, je prostfednictvim zobrazeni. Nékdy
se také davaji ohodnoceni vrcholim, takze v definici pfipustime oboji.

Definice.

Necht G je graf s vrcholy V a hranami E. Rekneme, Ze je to ohodnoceny graf (weigh-
ted graph), jestlize k nému existuje ohodnocovaci funkce (weight function) w: E — R,
popripadé w: V — R.

Ohodnoceni w(e) se fika ,délka®, ,vaha* ¢ ,cena“ hrany. Cena je ve smyslu optimaliza¢nim, tedy jde o odborny
pojem, ktery nenese néjaky odsuzujici vyznam; vysoka cena naopak muze byt vyhodnd, naptiklad pienosova
kapacita v grafu pocitacové sité, a muze tedy mit smysl cenu maximalizovat.

Nyni zkusime nékolik graft zapsat matematicky.

Priklad 12a.a: Obrazek zachycuje zpravy zaslané za poslednich deset minut mezi tfemi mobily.

Jako graf je zjevné orientovany, a je to multigraf. Pro jeho zapis tedy bude nutné 25()
zvolit obecnou definici: e7a
oV = {CL, b’ 0}7 21 <
b E: {217227Z37247Z5}; z92 Z4
e Zobrazeni incidence ¢ zachytime vyc¢tem pfifazeni: ho oc

Aw(a) = (a,0), P(22) = (a,b), ¥(23) = (a,¢), P(z) = (¢, a), Y(25) = (a, a).

Priklad 12a.b: Prvni védecké pojednani o grafech napsal Euler roku 1735, ale termin graf se v ném jesté
neobjevil. Zil v Prusku ve mésté Konigsberg neboli Kralovec na pocest Piemysla Otakara II, ktery financoval
vystavbu prvni tamni pevnosti.
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Reka toto mésto délila na Gtyfi ¢asti propojené sedmi mosty. P¥i prochézkich Eulera na- ':“ﬁ":
padlo, zda dokaze prejit pres vSechny mosty a vratit se domt, ovsem aniz by pres néjaky most
presel dvakrat. Vsiml si, Ze skuteCnd topografie mésta neni podstatnd, klicova je existence ':1
¢tyT lokaci a zpisob jejich propojeni. Dospél tak ke schématu, které zachytilo to podstatné |:§
a vynechalo nepodstatné, coz je princip aplikace grafi.
Graf, ktery dostal, je z pohledu moderni teorie neorientovany a multigraf. Zachytime jej A
pomoci obecné definice poté, co si ozna¢ime ¢asti mésta a mosty.
e V={AB,C, D}
o £=1{1,2,3,4,5,6,7}; B
e Zobrazeni incidence 1) zachytime vy¢tem pfifazeni: (1) = {A, B}, ¥(2) = {A, B},
7/1(3) = {A7C}7 1/}(4) = {B7D}7 1/}(5) = {B7D}7 1/}(6) = {Cv D}: ¢(7) = {B,C}

Co 0 svém premitani nad mostovym grafem Euler napsal do onoho ¢lanku se dozvite ve vété 12¢.2. Po jeho vydani
v roce 1741 nésledovala asi stoleta prestavka, nez se objevil dalsi matematik, ktery se dostal ke grafam (Coyley,
znédme ho z Coyleyho tabulky pro Z,). Termin ,graf“ byl poprvé pouzit koncem 19. stoleti a prvni uéebnice teorie
grafi se objevila teprve v roce 1936 (Konig), jde tedy o relativné mlady obor.

A

Priklad 12a.c: Nésledujici diagram ukazuje, jak na sebe navazuji kapitoly v jisté monografii.

Jde o orientovany graf bez vicenasobnych hran (prosty graf), pijde tedy zachytit dvéma zpusoby. 1
a) Obecné definice: QI\®
oV =1{1,2,3,4,5}; 2
o £ ={90,0,0,M &} o ph
o H(0) = (1,2), $(0) = (2,3), ¥(0) = (3.5), v(4) = (1,4), () = (4,5). 3
b) Nyni napiSeme zjednodusenou definicis E C V x V. E *

oV =1{1,2,3,4,5};
.AE = {(1,2),(2,3),(3,5), (1,4), (4,5)}.

Priklad 12a.d: Asi nejznaméjsi pfinos ¢eské matematiky pro teorii grafi se datuje do roku 1926, kdy Bortuvka
tesil problém, jak co nejlevnéji propojit mista rozvodem elekttiny.

Dosel ke schématu, kdy propojovand mista byla tam, kde bylo mozno vybudovat A
vedeni, spojena carou s vyznacenou cenou, kolik by takové vedeni stalo.

Jde zjevné o prosty graf (bez vicendsobnych hran), neorientovany a bez smycek, 3
tedy jednoduchy. Mame proto na vybér, zda jej zapsat s hranami pojmenovanymi
(obecny graf) nebo nepojmenovanymi. Je to také ohodnoceny graf.

a) Obecné definice (symboly pro hrany vybereme podle toho, jaké vrcholy propojuji):
eV ={AB,C,D,E,F};
o [ = {AB,AC’, BC,CD,CE, DE,DF};
« ¥(AB) = {A, B}, $(AC) = {A,C}, $(BC) = {B,C}, ¥(CD) = {C, D}, o(CE) = {C, E}, $(DE) = {D, B},
W(DF) = {D, F}; - - - - -
o w(AB) =3, w(AC) =10, w(BC) =17, w(CD) = 15, w(CE) = 23, w(DFE) = 10, w(DF) = 8.
b) Nyni napiSeme zjednodusenou definici s F' coby mnozinou mnozin.
e V={AB,C,D,E,F};
o b= {{AvB}7{A7C}7{370}7{C7D}7{C7E}7{D7E}7{D7F}}§
e w({A, B}) = 3, w({A,C}) = 10, w({B,C}) = 17, w({C,D}) = 15, w({C, E}) = 23, w({D,E}) = 10,
w({D, F})=28.
O problému, ktery resil Bortvka, viz sekce 12d.

A

Nekteré typy grafti jsou specialni. Vrcholem minimalismu jsou prazdny graf (0, (), (), ktery néktef{ autofi za graf
ani nepovazuji, a ,trividlni graf“ ({a}, ), ). Oba jsou zaroven orientované i neorientované, také jednoduché. Obecné
vzato, pro libovolnou mnozinu V' vrchola je graf (V,(),()) orientovany i neorientovany, ale jsou to jediné takové
grafy. Jakmile mé graf alesponi jednu hranu, tak uz nemiize mit obé tyto vlastnosti. Grafy s prazdnou mnozinou
hran se nékdy nazyvaji diskrétni a hodi se v algoritmizaci, ale obvykle néas spis zajimaji grafy s hranami.

Na opacné strané spektra jsou grafy, které maji hran hodné. Multigrafy nemaji pocet hran omezen, zajimavéjsi
jsou grafy prosté, kde existuje teoretické maximum na pocet hran. Zejména to plati pro grafy jednoduché neboli
neorientované bez smycek, kde hrany vybirdme z celkem ('g') = 2|V| - ([V| = 1) moznych dvojic vrchold. Grafy,
které vsechny tyto hrany maji, jsou specialni.
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Definice.
Jednoduchy graf G = (V| E) se nazyva iplny (complete), jestlize
E = {{u,v}; u,v €V Au# v}.

Uplny graf o n vrcholech se znadéi K,,.

Existuje tradi¢ni nakresleni tohoto typu grafu, ukazeme tplné grafy K, az Kg.

-~ A Koy o

K Ky

Mohli bychom je také nakreslit jinak. ProtoZe nakresleni grafu je jen vizualizacni po-
miicka, z pohledu teorie neni zajimavé, ale hraje roli pfi prezentaci myslenek. Vhodné zvo-
lené nakresleni mize napomoci intuici. Napfiklad napravo vidime jiné nakresleni grafu Kg
a Ctenari asi potrva déle, nez ovéri, ze vSech Sest vrcholi je navzajem propojeno hranami.

Také ndm toto nakresleni nenapovi, jak nakreslit K.

V sekci 12e se objevi alternativni verze K, kterd nezapada do vzorce vyse, ale také ma
své prednosti.

Znaceni K, pro jisté n € N oznacuje nikoliv jeden graf, ale nekone¢né mnoho grafi. Formalné je graf dany
mnozinou vrcholid a mnozinou hran. Pokud tedy v nékterém z nakresleni vysSe oznacime vrcholy nejprve jednim
zpusobem a podruhé jinym, tak vzniknou dva forméalné rizné grafy, ale vlastné ptjde o stejnou matematickou
strukturu nesouci stejné informace.

Naptiklad Gy = (V4 = {a,b}, E1 = {{a,b}}) a Go = (Vo = {u,v}, B2 = {{u,v}}) jsou formalné rtzné grafy, ale
oba jsou to uplné grafy se dvéma vrcholy a daji se nakreslit stejnym obrazkem. Od jednoho k druhému piejdeme
prostym prejmenovanim vrchold a — wu, b — v, po kterém se také automaticky pfejmenuje hrana. Vsechny
matematické i praktické vlastnosti grafit G, G2 by tedy mély byt shodné, tudiz z pohledu teorie neni diivod mezi
nimi rozliSovat a ma smysl pro vSechny takové grafy zavést spolecny nazev Ks.

Priklad 12a.e: Uvazujme néasledujici grafy:

b e d A" B  C D E v ooa B x Y

Graf vlevo se zapise (V ={a,b,c,d,e}, E = {{a, b}, {a,c},{a,e},{b,e},{c,d},{c, e}, {d, e}}).

Pokud v druhém grafu pfejmenujeme vrcholy z velkych pismen na mala, dostaneme stejny zapis. Pokud v tie-
tim grafu prejmenujeme Feckd pismena na latinskd, opét dostaneme totéz. Jde tedy o formalné rizné (a riuzné
nakreslené) grafy, které jsou ale vlastné strukturou stejné.

Plati to i pro ¢tvrty graf, tam je ale prepis komplikovanéjsi: v — d, v — e, w — ¢, x — a, y — b.

Mame tedy ¢tyTi na prvni pohled rozdilné grafy, mezi kterymi dokdzeme piechazet prejmenovanim vrchold a tim
zjistime, Ze jsou vlastné svou podstatou stejné.

A

V fadé obori matematiky se stava, ze dva objekty, formalné rizné, jsou svou podstatou stejné. Pak se rika, ze
jsou ,isomorfni“. Pojem isomorfismu je vzdy ekvivalence, takze lze prejit ke tfidam ekvivalence a zjistime, jaka je
skutecnéd bohatost zkoumaného svéta. Pti zkouméni konkrétniho typu si pak mtizeme vybirat zastupce.

V kazdém oboru matematiky je tfeba pojem isomorfismu definovat tak, aby vyhovoval specifikAm zkoumanjch
objektl. Jak to bude fungovat u grafa?

Prejmenovani vrchola V; grafu G tak, abychom tim vytvorili graf G4 s vrcholy Vs, Ize vnimat jako zobrazeni z V;
do V5. Mélo by jit o bijekci, protoze chceme po prejmenovani ziskat vsechny vrcholy druhého grafu a nechceme
vrcholy slucovat. To se povede jen v piipadé, kdy |Vi| = |Va| neboli porovnavané grafy musi mit stejny pocet
vrchold.

Pokud jsou hrany grafu G; zapsané jako dvojice vrcholi (snazsi definice), tak v okamziku, kdy pfejmenujeme
vrcholy, dojde k automatickému piejmenovani hran, naptiklad z hrany {u, v} ¢tvrtého grafu vyse se stane hrana
{d, e}. Obecné, kazda bijekce V1 na V5 automaticky vytvari prosté zobrazeni z mnoziny hran F; puvodniho grafu
na néjaké hrany cilového grafu Gs. To plati pro grafy orientované (hrany jako vektory) i neorientované (hrany

12a.e 465 12a.e



Diskrétn{ matematika 12a. Co jsou grafy pHabala 2026

jako mnoziny). Pokud se tento obraz hran E; rovnéd pfesné hranam FEs grafu Ga, tak je graf Gy opravdu jen
pfejmenovanim grafu Gy, a tedy jsou ve své podstaté stejné.

U graft zadanych pomoci pojmenovanych hran a zobrazeni incidence je to ponékud komplikovanéjsi, protoze
musime prejmenovavat jak vrcholy, tak abstraktni hrany, a pak zkontrolovat, Ze spolu vrcholy a hrany souviseji
spravnym zpusobem.

Definice.

(i) Necht G1 = (V4, E1,1) a Ga = (Va, Ea,13) jsou obecné grafy.

Uvazujme zobrazeni T: Vi, — V5 a S: Ey — FE>. Pro T definujme odvozené zobrazeni T’
na mnoziné moznych hran danych vrcholy V; takto: Pro u,v € V; definujeme

T'({u,v}) = {T(u), T(v)} a T'((u,v)) = (T(u), T(v)).
Dvojice T, S se nazyva isomorfismus grafi, jestlize T je bijekce V; na V5, S je bijekce Fq na Fo
a pro vSechna e € F; plati

P2(S(e)) = T'(¥1(e)).
(ii) Necht G1 = (V4,E1) a Gy = (Va, Es) jsou orientované grafy. Zobrazeni T: Vi — Vi, se
nazyva isomorfismus graftl, jestlize je to bijekce V7 na V5 a plati

Ey =T'[E1] = {(T(u),T(v)); (u,v) € Ey}
neboli pro u,v € V3, mame
(u,v) € By pravé tehdy, kdyz (T(u),T(v)) € Es.
(iii) Necht G; = (V4, E1) a G2 = (Va, E2) jsou neorientované grafy. Zobrazeni T: V; — V5 se
nazyva isomorfismus grafii, jestlize je to bijekce Vi na V5 a plati
Ey =T'[E1) = {{T(u),T(v)}; {u,v} € E1}
neboli pro u,v € V; mame
{u,v} € E; préavé tehdy, kdyz {T(u),T(v)} € Es.

Ne kazda bijekce mezi vrcholy vede na isomorfismus, i kdyz t¥eba ty grafy isomorfni jsou. Pokud bychom naptiklad
u druhého grafu v pfikladu 12a.e pouzili bijekci A +— b, B +— a, C +— ¢, D — d, E +— e, tak uz nedostaneme prvni
graf, protoze se hrana {A, C'} pfeméni na hranu {b, c}, kterd v prvnim grafu neni.

To, ze néjaké konkrétni testované zobrazeni neni isomorfismus, ndm tedy o shodé porovnévanych grafi nic nefika.
Podobné jako u mohutnosti je klicové, jestli se najde jedno spravné zobrazeni (¢i par u obecnych grafi).

Definice.
Rekneme, ze grafy G, Gy jsou navzajem isomorfni (isomorphic), jestlize existuje isomorfis-
mus G na Go.

Lze (pro obecny graf trochu pracné) dokazat, ze vlastnost byt isomorfni je symetrickd, coz se dle o¢ekdvani snadno
provede tak, Ze se z predpokladu G isomorfni s G5 zisk4 bijekce T (popiipadé S), prejde se k jejich inverzim T—!
(poptipadé S™1) a ukaze se, ze zase tvoii isomorfismus, tentokrate Go a Gp. Podobné se dokaze i tranzitivita,
reflexivitu zaridi zobrazeni identity Iy, popripadé Ig. Pojem isomorfismu tedy definuje relaci ekvivalence na grafech
a ty se nam rozpadnou do tiid ekvivalence.

Oznaceni K, je tedy vlastné oznaceni pro t¥idu ekvivalence vsech uplnych grafi s n vrcholy. Podobné se zavadi
znaceni C,,.

Definice.
Symbolem C,, pro n € N, n > 3 znac¢ime kruZnici, coz je libovolny graf isomorfni s grafem
danym

V={12,... ,n},
E={{1,2},{2,3},{3,4},... ,{n —1,n},{n, 1} }.

pokud je nakreslime ,,pfirozenym“ zptsobem. Kruznice hraji v teorii
grafid vyznamnou roli a vratime se k nim v nasledujici sekei.

Jak ukazuji obrazky, kruznice jsou vlastné obvody tuplnych grafi, f

Cs Cy Cs
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Kdyz jsou dva grafy v jedné t¥idé neboli isomorfni, tak nékdy neformélné rikdme, ze graf G2 je kopii grafu G,
popiipadé naopak. Vlastnosti grafii se prenasi mezi navzajem isomorfnimi grafy, coz je samoziejmé nutno pro
kazdou vlastnost dokazat. Jednim takovym pozorovanim zacneme.

Véta 12a.1.

Uvazujme grafy (G; a Ga, které jsou isomorfni. Pak plati:

(i) Gy je orientovany pravé tehdy, kdyz je orientovany Gs.

(ii) G je neorientovany pravé tehdy, kdyz je neorientovany Ga.
(iii) G; je jednoduchy pravé tehdy, kdyz je jednoduchy Gs.

Dukaz: Isomorfie grafi byla definovana tfikrat. Pokud je isomorfismus z pfedpokladu véty chapan podle
definice pro orientované ¢i neorientované grafy, pak je jasné, ze grafy musi byt stejnych typd a zbyva dofesit
detaily pro (iii), tedy Ze kdyZz jeden graf ma smycky, tak je ma i druhy.

Tim zajimavym piipadem je tedy situace, kdy G1 = (Vi, E1,v1), Go2 = (Va, E2,19) a mame bijekce T V; +— V3
a S: Fy — FEs, které tvori grafovy isomorfismus.
(i): Predpokladejme, ze GGy je orientovany. To znamend, Ze oborem hodnot 7 je mnozina V; X Vi. Vezméme
nyni néjakou hranu es € FEs. Protoze S je bijekce, musi existovat hrana e; € FE; takova, Ze es = S(ey).
Podle predpokladu o isomorfnii grafii pak ¥z (e2) = 12(S(e1)) = T (¢1(e1)). Jaky je to prvek? Protoze je Gy
orientovany, 1 (e;) = (u,v) pro n&jaké u,v € Vi, a tedy T"(¢1(e1)) = (T'(u), T(v)), neboli jde o prvek z V2.
Ukézali jsme, 7ze obrazy 1, jsou z V2, a tedy G2 je orientovany.
(ii): Dukaz je obdobny.
(iii): Pokud je G7 jednoduchy graf, tak je neorientovany a nema smycky. Podle (ii) je pak G5 také neorientovany,
tedy pro kazdé ey € E5 najdeme ug, vy € Vo takové, Ze 13(e2) = {usg,va}. Pomoci pfedpokladu o isomorfismu
najdeme e; € F; spliwujici S(e1) = ez a diky jednoduchosti G; vime, Ze 11(e1) = {u1,v1} pro néjaké uq, v, € Vi
spliujici uy # v1. Mame pak {ua, va} = a(e2) = ¥2(S(e1)) = {T'(u1), T'(v1)}. My ted nevime, jestli T'(u1) = uz
nebo T'(u1) = va, ale to neni podstatné. Klicové je, Ze u; # v; a T je coby bijekce prosté, proto T'(uy) # T'(vy).
Mnozina {T'(u1),T(v1)} = {ua,v2} je tedy dvouprvkova, a proto e; neni smycka.

(|

12a.2 Maticové reprezentace grafu

Informace o hranach lze zachytit i jinak nez mnozinou E. Popularni jsou matice, kterych existuje vice druht
podle toho, s jakymi grafy pracujeme a co s nimi chceme délat. Uvazujme graf G s vrcholy V = {v1,... ,v,}.

e U grafu s nepojmenovanymi hranami, tedy pro orientovany ¢i neorientovany graf, se namisto specifikace F muze
pouzit matice sousednosti (adjacency matrix). Je to ¢tvercova 01-matice n x n definovana predpisem a;; = 1
jestlize {v;,v;} € E, popfipadé (v;,v;) € E, jinak a;; = 0. Tradi¢né se tato matice grafu G znaci A ¢i Ag.

Je zjevné, Ze pro neorientované grafy dostavame symetrickou matici. V takovém pripadé pro usetfeni paméti
nékdy pracujeme jen s horni ¢i dolni trojuhelnikovou matici. Touto matici snadno zachytime i multigrafy, kdyz
definujeme a;; jako pocet hran spojujicich v; s v;.

e U grafu s pojmenovanymi hranami F = {ey,... ,e,,} se namisto inciden¢niho zobrazeni mtize pouzit matice

incidence. Je to matice typu n x m definovana
) ) o 1, JueV:e; ={u,v;} € E;
— pro neorientované grafy predpisem a;; =

0, jinak,
-1, JueV:e; = (v;,u);
— pro orientované grafy predpisem a;; = 1, JueV:ie; = (u,v;) € E;
0, jinak.

Slovy, kdyz se podivame na sloupec matice pfislusny hrané e;, tak vidime jednicky v fadcich pro vrcholy, kde
tato hrana za¢ind a kon¢i (u neorientovanych grafti). U orientovanych grafi vidime —1 u vrcholu, kde hrana zacina,
a 1 u vrcholu, kde koné¢i. V fadku ¢ pfislusném vrcholu v; vidime £1 ve sloupcich odpovidajicich hrandm, které
vychéazeji z nebo prichazeji do v;.

Matice incidence grafu G se tradi¢éné znac¢i I5. Byva vétsi neZ matice sousednosti a pouziva se méné.

e Pro grafy s ohodnocenymi hranami se pouziva matice délek. Je to ¢tvercova matice n x n definovana predpisem
0 — { w({vi,v;}), {vi,v;} € E; w((vi, v5)),  (vi,v;) € E;

v 0, jinak, 0, jinak.

Zajimava modifikace je, kdyz pro dvojice nespojené hranou ddme namisto nuly hodnotu a;; = oo. Tato volba
totiz skvéle ladi s nékterymi klicovymi algoritmy.

popiipadé (pro orientované grafy) a;; = {
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12b. Zakladni grafové pojmy

Jednim ze zptisobi, jak se vyznat v komplikovanych objektech, je pfifadit jim ciselné charakteristiky. U grafi
se nabizeji dvé: Pocet vrcholi |V, ¢emuz se nékdy fika fad grafu (order) a tradiéné znaci n, a pocet hran |E|,
¢emuz se nékdy fika velikost grafu (size) a tradiéné zna¢i m. Jistou informaci o grafu tak nese dvojice (n,m).
Napiiklad jednoduchy graf (n, in(n — 1)) je nutné tplny graf K,,, protoZe uz mé maximéalni moZny podet hran
neboli vSechny. Také jsme jiz poznali prazdny graf (0,0) a trividlni graf (1,0).

Dalsi uzitecna ¢iselné charakteristika se tyka jednotlivych vrcholt a popisuje, jak moc interaguji se zbytkem grafu.
Rik4 se ji stupeti vrcholu a je mozné najit rtizna slovni vyjadieni. Popularni je, Ze stupen vrcholu je ,pocet hran,
které jsou s vrcholem incidentni“, ovSem zde je dtlezité védét, Zze tento popis se objevuje pfi praci s jednoduchymi
grafy a neplati obecné. Lep$i je verze ,pocet hran, které jsou s vrcholem incidentni, pficemz smycky se pocitaji
dvakrat“, ale ta je zase zavadéjici u orientovanych grafti. Podivime se na to blize a dojdeme k presné formulaci
slovni i matematické.

12b.1 Poznamka o stupni vrcholu:

Zacfneme jednoduchym grafem, tedy neorientovanym grafem bez smycek. Zde zZadna kontroverze v
neni, stupen vrcholu v by mél byt tfi. ProtoZe pro radu autort ,graf“ znamena jednoduchy graf, :>D/O
stupen opravdu odpovida poctu incidentnich hran neboli hran, které vedou z v. °

Jak to zjistime matematicky? Mizeme vytvorit mnozinu vrchold, do kterych vede z v hrana, a stupen najit jako
jeji velikost. Pro zjednodusenou verzi neorientovaného grafu, kde jsou hrany dany svymi koncovymi vrcholy, je to
snadné:

{u e V; {v,u} € E}|.
Perspektivnégjsi je ale vytvorit a zmérit mnozinu hran, ve kterych se v vyskytuje, coz je snadné, kdyz kazda hrana
je vlastné mnozinou svych koncovych vrcholt. Stupeit bude
{e € E; v € e}
Tento pristup je snadné adaptovat pro obecné grafy, kde nam koncové vrcholy poskytne incidenéni zobrazeni:

{e € E; vey(e)}
Toto bude fungovat také v pripadé, ze v grafu jsou vicenasobné hrany. Pokud je napiiklad vrchol v spojen
s jistym wug vice hranami, tak kazda z nich prida do velikosti mnozZiny jednic¢ku, protoZe coby pojmenované hrany
jde o rozdilné prvky v mnoziné E. Pokus pomoci poc¢itani vrcholt nevyhodnoti grafy s vicendsobnymi hranami
spravné, mnozina {u € V; Je € E: ¢(e) = {u,v}} by vSechny vyskyty vrcholu ug nahradila jednim. Neni to tedy
dobré vychodisko pro obecné situace.
Mimochodem, ten vrchol vpravo dole mé stupen nula. I to se stava, takovym vrcholim fikdme izolované.

Ted méame obdobny graf, ale orientovany. I zde bychom mohli prohlésit, Ze stupenn vrcholu v je v /
tfi, protoZe jsou s nim incidentni tfi hrany. A bylo by to dobfe. Matematické zjisténi se mirné O>O
zkomplikuje, protoze hrana e je (v jednoduchém zéapisu) vektor vrcholt (u,v) a zapis v € e nemé
smysl. Je tfeba zvlast odchytit hrany, které ve v zacinaji, a ty, které tam konci.

(¢] o

To je ovSsem nikoliv bug, ale feature, mizeme totiz pracovat s bohatsi informaci. Zavedeme vystupni stupen,
ktery tika, kolik hran z vrcholu v vychazi. Opét to matematicky vyjadiime dvéma zpusoby, podle toho, zda hrany
jsou zadany dvojicemi vrcholi, nebo jmény a incidenénim zobrazenim:

(V,E) : {e€ E; FJueV:e=(v,u)},

(V,E,p): HeeE; JueV:ye) = (v u)}.
V pripadé hran zadanych dvojicemi vrcholdl neni mozné mit vicenasobné hrany a je také mozné misto hran pocitat
koncové vrcholy, do kterych se z v umime dostat:

HueV; (v,u) € E}|.
Obdobné zjistime vstupni stupen vrcholu v neboli pocet hran, které do v vstupuji:
(V,E) : He€ E; JueV:e=(u,v)}| ={ueV; (u,v) € E},
(V,E,¥): [{e€ E; JueV:ye) = (u,v)}.
Celkovy stupen vrcholu pak ziskdme souctem vystupniho a vstupniho vrcholu, coz opét odpovida poctu hran,
které jsou s v incidentni.
Dulezité pozorovani: Podle dosavadnich vzorct kazda orientovand ¢i neorientovand hrana, kterd neni smyckou,

prida dvojku do souctu vsech stupnia v grafu, protoze kazdému koncovému vrcholu zvedne jeho stupen o jednicku.
Chceme, aby to platilo pro vSechn hrany, tedy i pro smycky.

12b.1 468 12b.1



Diskrétn{ matematika 12b. Zakladni grafové pojmy pHabala 2026

Uvazujme smycku v orientovaném grafu. Pokud na v aplikujeme vzorce vyse, tak smycka ptida jednicku ve)
k vystupnimu stupni a jednicku ke vstupnimu stupni vrcholu v, tedy stupen vrcholu v se zvysi o dvojku, I
tak to chceme. Stupeni tohoto v pak je tfi, coz intuitivné souhlasi s po¢tem ¢ar (hran), které u v vidime.

Nyni se podivime na neorientovanou situaci. Vzorec |{e € F; v € e}| v tomto pfipadé pfifadi vrcholu
v jako stupen dvojku (jsou dvé hrany, které jsou s v incidentni), smycka pfispéla jednickou. To jednak I:)
nesouhlasi s intuici (z vrcholu zjevné vychazeji tii ,Cary“) a navic by tento piistup zpusobil problémy

v teorii. Potfebujeme tedy zajistit, aby se za neorientovanou smycku pricitala dvojka.

Zatidime to tak, Ze smycky zapocitdme pomoci obecného vzorce a ty neorientované pak jesté jednou tim, ze
priddme pocet neorientovanych smycéek u vrcholu v. Ten najdeme jako |{e € F; e = {v}}| u nepojmenovanych
hran, popfipadé |{e € E; ¥ (e) = {v}}| u pojmenovanych hran. Pro nepojmenované hrany lze tento opravny ¢len
také zapsat jako |{{v}} N E|.

A

Pro obecny graf (smiSeny) se tak stupen vrcholu v ziské ze ¢tyt slozek:
e poctu orientovanych hran, které z v vychazeji (vystupni stupen),
e poctu orientovanych hran, které do v vchézeji (vstupni stupen),
e poctu neorientovanych hran, které jsou s v incidentni,
e poctu neorientovanych smycek u v.

Jsme pfipraveni na definici, jako obvykle uvedeme t¥i verze. Pro tiplnost pfipomeneme, Ze jsme se v této kapitole
omezili na grafy s kone¢nym poctem vrcholi a hran, tudiz se nemusime bat, ze by nékteré pocty vychéazely
nekonecné.

Definice.
(i) Necht G = (V, E, ) je graf. Pro vrcholy v € V definujeme stupen vrcholu (degree) jako

deg(v) = [{e € E; Fue V:y(e) = (v,u)}| + [{e € E; Fu e V: ¢(e) = (u,v)}|
+ {e€ E; FueV:yle) ={uv}}|+ [{e € E; ¢(e) = {v}}].

(ii) Necht G = (V, E) je orientovany graf, tedy £ C V2. Pro vrcholy v € V definujeme
e vystupni stupen vrcholu (out-degree) jako

degt(v) = {e€E; ueV:e= (U,U)H = }{u €V; (v,u) € E}|.
e vstupni stupen vrcholu (in-degree) jako
deg"(v) =|{e € E; ueVie= (u,0)}| =|{ueV; (u,v) € E}|.
e stupeii vrcholu jako deg(v) = deg™ (v) + deg™ (v).
(iii) Necht G = (V, E) je neorientovany graf, tedy £ C {{u,v}; u,v € V}. Pro vrcholy v € V
definujeme stupen vrcholu jako
deg(v)={e€e E; vee}|+{ee E; e={v}}={ueV; {u,v} € E}|+ |{e € E; e = {v}}]

Néktefi autoii znaci stupné d*(v), d”(v) a d(v), coz je trochu nestastné vzhledem k tomu, Ze se v teorii grafii
pismenem d znaéi také vzdélenost. Setkal jsem se i se znacenim 4 (v).

Fakticky tak plati, Ze stupen je ,,pocet hran, které jsou s v incidentni, pfi¢éemz neorientované smycky se pocitaji
dvakrat“. Pokud bychom chtéli slovni vyjadieni stupné, které nerozliSuje mezi typem hran, tak funguje nasledujici:
Stupen vrcholu v je roven poc¢tu konci hran, které jsou u v.

Priklad 12b.a: Uvazujme nésledujici neorientovany a orientovany graf:
b

a b C a C
Y v

V tabulce vidime v levém sloupci stupen pro graf neorientovany, v dalSich tifech sloupcich stupné pro graf
orientovany.

vrchol | deg(v) | deg™ (v) | deg™ (v) | deg(v)
a 2 1 2 3
b 3 1 3 4
c 3 2 1 3
d 2 2 0 2

A
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Stupen je vzdy nezaporné celé ¢islo, které ovsem u multigrafu mtze nabyjt libovolné velké hodnoty. Pro grafy
prosté (bez vicendsobnych hran) uz tolik svobody nemame. U orientovaného grafu s n vrcholy mize z vrcholu v
vychézet nejvyse jedna hrana ke kazdému vrcholu (véetné sebe sama), tedy deg™ (v) < n, obdobné deg™ (v) < n,
a tedy deg(v) < 2n. Pro orientovany graf bez smycek plati deg™ (v) < n —1 a deg” (v) <n — 1.

U prostého neorientovaného grafu muze z v vést nejvyse jedna hrana ke kazdému dalsimu vrcholu a také mize
mit smycku, kterd pfispéje obéma svymi konci, tedy deg(v) < n+ 1. U jednoduchého grafu smycky nemohou byt,
tedy pro néj plati deg(v) <n — 1.

Snadno si rozmyslime, Ze v iplném grafu K,, musi mit kazdy vrchol maximalni mozny stupen n— 1, naopak podle
toho se takovy uplny graf pozna: jsou to pravé ty jednoduché grafy, kde vsechny vrcholy spliuji deg(v) = |V| — 1.

V poznamce 12b.1 jsme konstatovali, ze kazda hrana pfispéje do celkového souctu stupni dvojkou. Obvykle se
to bere jako dostateény diikaz pro nasledujici tvrzeni.

Fakt 12b.2.

Necht G je graf s vrcholy V' a hranami E. Pak ) deg(v) = 2|E].
veV

Nékdy se tomu také rika Princip sudosti, protoze z toho vyplyva, ze soucet stupnt v grafu je sudy, z ¢ehoz
dale jesté vyplyva, Ze pocet vrcholt s lichym stupném musi byt sudy. Podobné snadno také odvodime néasledujici

rovnost platnou pro orientované grafy:
Z deg™ (v) = Z deg™ (v).

veV veV
Jak uvidime v nésledujicich sekcich, stupné vrcholt dokazi o grafu ledacos napovédét. Zde uvedme jednu zaji-
mavou kategorii.

Definice.
Graf se nazyva regularni, pokud maji vSechny jeho vrcholy stejny stupen.

Naptiklad vSechny uplné grafy K, jsou regularni. Také kazda kruznice C,, je regularni (vrcholy maji 7
stupen 2), ale jak ,dvoudilny“ graf napravo ukazuje, ne kazdy jednoduchy graf s vrcholy stupné 2 musi
byt kruznice. 04)
Pozadavek na regularitu dokdze vyznamné omezit, jaké grafy jsou mozné.

Priklad 12b.b: Uvazujme jednoduché grafy na n vrcholech. Takovy graf je neorientovany a nem4 smycky, proto
miize mit nejvyse %n(n —1) hran. Pokud je regularni, tak maji vSechny vrcholy stejny stuper d, a tedy musi platit
nd = 2|E|. Pro stupefi odtud dostavame d = 2|E|. Samoziejmé by to mélo byt celé &islo.

Pokud n = 4, pak mame d = %|E|, tedy musi byt sudy pocet hran. Protoze |E| < %4 -3 = 6, pripadaji v tvahu

Ctyti moznosti, pfi¢emz moznost F = () (diskrétni graf) neni moc zajimava. Mohou vypadat napiiklad takto:
o o o—o

o o o—o0

D4 se ukazat, ze grafy, jak jsme je nakreslili, jsou v podstaté jedinymi regularnimi grafy na ¢tyrech vrcholech.
Tim minime, Ze libovolny regularni graf o ¢tyfech vrcholech musi byt isomorfni s jednim z téch nasich ¢tyfr.

Jinak feceno, kdyz nékdo nakresli n&jaky regularni graf o ¢tyfech vrcholech, tak by mélo byt mozné X
pfesunout v tom obrazku vrcholy do jinych pozic (pficemz se odpovidajicim zptisobem pfesunou i hrany)
tak, aby vysSel jeden z naSich obrazki. Miuzete si to vyzkouset na grafu vpravo.

Pron =5 dostavame d = 2|E| a |E| < 10. Jsou tedy jen t¥i moznosti pro stupeii. I zde se d4 dokézat,
ze s prihlédnutim k isomorfismu existuji jen tfi regularni grafy na péti vrcholech, a to graf diskrétni
(bez hran), uplny graf K5 a kruznice C5. Vpravo jsme ji zamérné nakreslili jinak, ale ¢tenaf si ten
obrazek jisté dokaze v duchu prerovnat na pétithelnik.

Je vidét, ze pozadavek regularity dokaze byt pro grafy vyznamné urcujici. Taky ndm to dalo vymluvu ukazovat
p€kné obrazky.

A

Nyni se podivime na moznosti grafy pretvaret. Zac¢neme tim, Ze je mozné z grafu orientovaného vytvorit ne-
orientovany. PTi tom se ztraci informace, ale na druhou stranu zjednoduseni grafu muze napomoci k ziskani
urc¢itého vhledu, ktery by se v ptivodnim grafu tfeba hledal hiife, popfipadé to umozni pouzit nastroje uréené pro
neorientované grafy.
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Je vice moznosti, jak tento postup zvany symetrizace provést, zalezi totiz na tom, jaké informace pavodni graf
kéduje a co s nimi zamyslime. Proto se zde omezime na obvykly pfipad, kdy mame orientovany graf s hranami
coby vektory, a vytvarime z néj graf neorientovany vcelku pfirozenym zpusobem: ,odmazanim* Sipek z hran.

Definice.
Necht G = (V, E) je orientovany graf, kde E C V2. Definujeme jeho symetrizaci jako neorien-
tovany graf G’ = (V, E’), kde

E' = {{u,v}; (u,v) € EV (v,u) € E}.

Je dobré si vSimnout, Ze tato definice zajisti nejen ztratu orientace hran, ale také jejich konsolidaci. Pokud jsou
v ptvodnim grafu hrany (u,v) a (v, u), tak z nich proces vyrobi {u,v} a {v,u}, coz je ale tatdz mnozina a vznikne
tak jen jedna neorientovana hrana. Nemusime tak pracovat s multigrafem.

V prikladé 12b.a je graf nalevo symetrizaci grafu napravo.

Existuje i proces opac¢ny, prechod od neorientovaného grafu k orientovanému, ale neni tak obvykly, tak jej
nezavedeme. Jednu moznost ¢tenai uvidi v sekei 12d.2.

Pri zkoumani struktur v matematice je uziteéné umét prejit k mensi ¢asti. Z puvodniho grafu vezmeme jen
nékteré z vrcholll a hran, ale samoziejmé je musime vybrat tak, aby zase vytvorily graf. Pokud by v ptivodnim
grafu byla hrana (u,v), tak neni mozné do podgrafu vybrat (u,v) a pfitom nevybrat vrcholy u i v. Jako obvykle
tuto myslenku vyjadiime ve vice jazycich.

Definice.

(i) Necht G = (V, E,v) je graf. Trojice G' = (V',E',¢'), kde V', E’ jsou mnoziny a v’ je
zobrazeni, je podgraf (subgraph) grafu G, jestlize G’ je graf, V' CV, E' C E a ¢’ = ¢|p.
(ii) Necht G = (V, E) je graf. Dvojice mnozin G’ = (V', E’) je podgraf grafu G, jestlize G’ je
graf, V" CV a E CE.

Podivejme se blize na podminky z obecné verze. Podminka E’ C F znamend, ze hrany v grafu G’ maji stejna
jména jako (nékteré) hrany z F, ale je otézka, zda jsou to opravdu stejné hrany. To se poznd podle incidenéni
funkce. ProhldSenim, ze G’ je graf, jsme zajistili, Ze definiénim oborem 1)’ je E’. Potiebovali bychom, aby hrany
z E’ byly stejné jako hrany se stejnym jménem z E, tedy aby pro e € E’ platilo ¢'(e) = 9(e). Ale to je pfesné
podminka pro to, aby 1)’ byla restrikci zobrazeni 1 na mnoZinu E’.

Hned vidime, ze kazdy graf je podgrafem sebe sama, tedy vlastnost byti podgrafem je reflexivni. Snadno, ale
pracné se dokéze, ze je také tranzitivni a antisymetricka, tudiz se chové presné tak, jak jsme u podobnych pojmu
zvyKIi.

Podgrafy casto vznikaji konkrétnimi postupy. Od relaci a zobrazeni zname pojem restrikce. Funguje tak, ze
mame matematickou strukturu, ktera ,zije“ na urc¢ité mnoziné. Restrikce vznikne tak, ze z mnoziny vyhodime
nékteré prvky a z dotycéné strukury pak odebereme vSechny jeji ¢leny, které mély néco spoleéného s vyhozenymi
prvky a tudiz jejich existence na zmensené mnoziné nedava smysl. Lze se na to divat i tak, ze ze zakladni mnoziny
vybereme néjakou podmnozinu a pak z ptivodni struktury ponechéame jen ty objekty, které maji smysl na zmensené
mnoziné. Stejna mySlenka se pouziva u grafli, jen se misto slova restrikce preferuje jiny termin.

Pokud se z ptivodni mnoziny vrcholi V' omezime na podmnozinu M, jak z ptvodnich hran E vybereme ty,
které maji koncové vrcholy z M? U nepojmenovanych hran to jde pfimo: Pro orientované jde o mnozinu £ N M?,
u neorientovanych tak elegantni zépis nemame, jde o hrany e spliujici e C M. U pojmenovanych hran (obecny
graf) do toho musime zapracovat incidenéni zobrazeni.

Definice.
(i) Necht G = (V, E,v¢) je graf a M C V. Pak definujeme podgraf grafu G indukovany
mnozinou M (induced subgraph) jako trojici G' = (M, E’, ), kde
E'={e€ E; ¢(e) e M*} U{e € E; ¢(e) C M},
V=Yg
(ii) Necht G = (V,E) je graf (orientovany nebo neorientovany) a M C V. Pak definujeme
podgraf grafu G indukovany mnozinou M jako dvojici G’ = (M, E’), kde
E = {(u,v) e E; u,ve M}, (orientované grafy)
E' = {{u,v} € E; u,v e M}. (neorientované grafy)
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Aby byla definice korektni, tak je jesté tfeba dokazat, Ze popsanym zpusobem opravdu vznikaji grafy, coz je
rutinni a prenechame to skute¢nym ucebnicim teorie grafi.

Je zjevné, Ze prazdny graf je podgrafem vsech grafi. Jestlize v grafu GG s vrcholy V' jeden vrchol v vybereme, tak
trividlni graf ({v}, () je podgrafem G. Byl by to také graf indukovany mnozinou {v}, pokud by v G neexistovala
smycka u v, jinak by ji totiz indukovany graf musel zdédit.

Priklad 12b.c: UkéZeme orientovany a neorientovany piiklad.

Vpravo vidime vizualizaci grafu daného mnozinami a b c
V ={a,b,c,d,e, f}, 15
E = {(a,b),(a,e), (b,¢), (c, [), (d,a), (e, d), (e, ) }- d e f
Zvyraznili jsme vrcholy a hrany, které tvori jeho podgraf dany mnozinami
V' ={a,c,d,e},

E = {(a,e), (e,d)}.
V tomto podgrafu je vrchol ¢ izolovany, méa stupen 0.
Tento podgraf neni indukovany vrcholy V', tim by se stal teprve po ptidani levé svislé hrany (d, a).
Napravo jsme zvyraznénim ukazali, ze K, je podgrafem K5. Mizeme si také vS§imnout, ze tato kopie
K, je podgraf K5 indukovany vybranymi vrcholy. Obecné plati, ze kdyz v K,, vybereme libovolnych
m vrcholu (pro m < n), tak indukovany podgraf da K,,.
AN

V nékterych aplikacich je uziteény specificky typ podgrafu.

Definice.
Necht G’ je podgraf G. Rekneme, 7e je to faktor G, jestlize V(G') = V(G).

Jinak Teceno, faktor je podgraf, ktery vznikne z puvodniho grafu tak, ze ponechame vSechny vrcholy, ale vyne-
chane néjaké hrany. Tento postup je v teorii grafi uzite¢ny a méa specialni jméno.

Definice.

(i) Necht G = (V, E, 1) je obecny graf, F' C E. Graf vznikly odebranim hran F' definujeme
jako graf (V, B\ F, | pap)-

(ii) Necht G = (V, E) je graf (orientovany ¢i neorientovany), F' C E. Graf vznikly odebranim
hran F' definujeme jako graf (V, E\ F).

Neékdy se hodi odebirani vrcholtl, pak musime odebrat také vSechny hrany, které jsou s nimi spojeny, aby tak
vznikl graf. Na tento proces se ale mtizeme divat jinak: Ponechame si vSechny hrany, které existuji na vrcholech,
které zbyly, coz je vlastné indukovany graf. Odebrani vrcholt lze tedy definovat pro vSechny typy grafti jednotné,
protoze praci jsme uz odvedli v definici indukovaného grafu.

Definice.
Necht G je graf s vrcholy V a W C V. Graf vznikly odebranim vrchola W definujeme jako
podgraf G indukovany vrcholy V \ W.

Casto se odebira jen jedna hrana e & vrchol v, to se pak zjednodusené znac¢i G'\ e, popiipadé G'\v. Je to oblibené
zejména pripadé, kdy néjakou vlastnost grafii dokazujeme indukci.

Neni tézké si rozmyslet, ze kazdy podgraf daného grafu lze z doty¢ného grafu vyrobit postupnym odebiranam
vrchold a hran, pojem podgrafu se tak da definovat.

Priklad 12b.d: Pfipomenme graf z pfedchoziho pfikladu 12b.c:

Jde o graf G dany mnozinami a b ¢
V ={a,b,c,d,e, f}, lg
E= {(a7b)7(a76)7(bﬂc)7(ca f)?(dva’)v(evd)7(€7f)}' d e f
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b ¢ a b ¢

SV
d f

e f

Napravo vidime postupné zleva:
e podgraf indukovany vrcholy {a, b, d},
e podgraf indukovany vrcholy {a,d, e},
e podgraf vznikly odebranim hrany (a,e),
e podgraf vznikly odebranim vrcholu e.

S|
S

S
[

e
P
-

Neékteré podgrafy jsou specialni, popisuji cestovani v daném grafu. Takové cestovani lze popsat seznamem vrcholi
a hran, kterymi jsme prosli, tedy vznikne kone¢na posloupnost (vg, e1,v1,... ,en,vn). Kazda hrana e; musi spojit
vrchol vi_1 s vrcholem vy, pfiCemZ v pripadé, Ze je tato hrana orientovana, musi vést spravnym smérem.

Kazdé takové cestovani je jednoznacné urc¢eno svymi hranami, protoze jakmile vime, kterymi cestami jsme jeli,
tak uz je také jasné, jakymi kfizovatkami ¢i zastavkami jsme projeli. Neéktefi autofi proto k zapisu pouzivaji
jen posloupnost (eg, ... ,en), ale nezda se to byt pfilis popularni a dat tplnou informaci neni na skodu. Naopak
velmi uzite¢nad a populdrni je moznost zapsat takové putovani pouze seznamem vrcholt (vg,vi,...,vyN), oviem
to si budeme moci dovolit jen u grafi prostych (bez vicenasobnych hran), kde je pak vzdy jen jedno spojeni mezi
dvéma vrcholy uvedenymi na seznamu. To plati pro grafy orientované a grafy neorientované dle nasi definice,
proto pro né nabidneme dvé mozZnosti zadani.

Stoji za poznamku, ze cestovani mezi prvky jsme jiz jednou potkali, a to v kapitole 4. Tam jsme takovému
prochézeni fikali neoficialné fFetizek. Ted tedy pfijde oficidlni podoba. Z néjakého diivodu se pro to, co nadefinujeme,
neujalo krasné pojmenovéani prochazka, ackoliv by to odpovidalo anglickému protéjsku. Budeme se tedy muset
smifit s trochu nezvyklym nazvem.

! Definice.
Necht G = (V, E, ) je graf.
(i) Rekneme, Ze koneéné posloupnost (vg,e1,v1, €2, vz, ... ,en,vy) pro N € N je sled (walk)
z vg do vy v grafu G, jestlize vg,v1,... ,o8y € V, €1,...,ey € F aprokazdé k =1,... /N
plati, Ze ¥(e) = (vk—1,vk) nebo P(ex) = {vi—1, vk}
Rekneme, ze koneéné posloupnost (vg, e1,v1,€2,v2,...,en,vx) pro N € N je neorientovany
sled (undirected walk) z vy do vy v grafu G, jestlize vg,v1,... , o8 € V, e1,... ,ey € FE
a pro kazdé k = 1,... , N plati, ze (ex) = (vk—1,vk) nebo ¥(er) = (v, vE—1) nebo Y(ex) =
{vgp—1, v}
(i) Necht G = (V, E) je orientovany graf, tedy £ C V2.
Rekneme, 7e kone¢né posloupnost (vg,er, vy, e, v2,... ,en,vn), pro N € N je (orientovany)
sled z vy do vy v G, jestlize vg,v1,... ,on € V,e1,... ey € F aprokazdé k=1,... N plati,
%e [ (’Uk_l,’Uk).
Rekneme, ze koneéné posloupnost (vg,v1,... ,vn) pro N € N, v, € V je (orientovany) sled z vy
do vy v G, jestlize pro kazdé k =1,... , N plati, ze (vk_1,vx) € E.
Rekneme, Ze kone¢na posloupnost (vg,e1,v1,e2,v2,...,en,vn), pro N € N je neorientovany
sled z vg do vy v G, jestlize vy, v1,... ,uxy € V,e1,...,eny € Eaprokazdé k=1,...,N plati,
ze e, = (Vk—1,vx) nebo ex = (v, Vk—1).
Rekneme, Ze kone¢na posloupnost (vg, vy, ... ,vn) pro N € N, vx € V je neorientovany sled z vy
do vy v G, jestlize pro kazdé k =1,... , N plati, ze (vp_1,vx) € F nebo (vg,vi_1) € E.
(iii) Necht G = (V, E) je neorientovany graf, tedy E C {{u,v}; u,v € V}.
Rekneme, e koneénd posloupnost (vg, e1,v1, €2,v2, ... ,en,vn), pro N € N je sled z vy do vy
v G, jestlize vg,v1,..., vy € V, €1,...,ex € E a pro kazdé k = 1,... N plati, ze e, =
i’Uk_l, Uk}.
Rekneme, ze kone¢nd posloupnost (vg,v1,...,vn) pro N € N, v, € V je sled z vy do vy v G,
jestlize pro kazdé k =1,..., N plati, ze {vp_1,vx} € E.
Cislo N udéavé délku (length) sledu.

Vicenasobné definice u orientovaného a neorientovaného grafu nejsou ve sporu. (vg,v1,... ,vy) je sledem pravé
tehdy, pokud je (v, (vg,v1),v1, ..., (VN—1,VN),VN), PopFipadé (vo, {ve,v1},v1,...,{vN_1,vn},vN) sledem podle
definice s hranami.

Délka sledu odpovidé poc¢tu hran ve sledu. Nejkratsi mozny sled ma délku nula, je to trivialni sled (vp).

Pojem neorientovany sled odpovida situaci, kdy se rozhodneme pii prochézeni grafem u orientovanych hran
ignorovat pfedepsany smér. Vlastné jde o cestovani v symetrizaci ptivodniho grafu. Jsou situace, kdy to je uzitecné.
Kazdy sled je zaroven neorientovanym sledem, ale neplati to nutné naopak. V neorientovaném grafu tyto pojmy
splyvaji.
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Kdyz mame sled, tak jeho vrcholy a hrany tvori podgraf grafu G. Naopak pokud v grafu hrany spojuji vrcholy
vhodnym zptsobem, tak je mozné jej povazovat za sled vhodnym vypsanim jeho vrchold a hran. Néktefi autori
dokonce sledy primo definuji jako specialni grafy. V praxi se obvykle mezi témito pohledy volné prechéazi podle
potieby.

Pojem sledu je velmi tolerantni. Definice pfipousti prochézeni po smyckach, pak jsou dva po sobé jdouci vrcholy
stejné. Mtzeme také chodit opakované v kruzich a podobné. V aplikacich se tato svoboda c¢asto omezuje, coz
vede na rizné varianty sledti. Budeme se tomu vénovat ve specidlni sekci, zde se podivame na typ vyznamny pro
katalogizaci grafa.

Definice.

(i) Necht G je graf. Rekneme, Ze neorientovany sled (vg,e1,v1,...,en,vn) Vv G je kruZnice
(cycle), jestlize N € N, vrcholy v, ... ,vy_1 jsou navzajem rizné, vy = vg a vSechny hrany
jsou coby neorientované navzajem ruzné.

(ii) Necht G je orientovany graf. Rekneme, 7e orientovany sled (vg,e1,vy,... ,ex,vy) v G je
cyklus (directed cycle), jestlize N € N, vrcholy vp, ... ,vny—_1 jsou navzdjem ruzné, vy = vg
a vSechny hrany jsou navzajem rtizné.

Tak jako je kazdy sled neorientovanym sledem, je i kazdy cyklus délky alespon t¥i kruznici.

Priklad 12b.e: Pfipomenme graf G z predchoziho prikladu a ¢tyfi z néj odvozené grafy:

a b ¢ a b a a b c a b ¢
Do TN T
d e f 4 d e d e f d f

Podgraf indukovany vrcholy {a, b, d} je vlastné sled (d, a, b). Plné znaceni by bylo (d, (d, a), a, (a,b),b). Je to také
neorientovany sled. Mame tam i neorientovany sled (b, a, d), ktery ale neni (orientovanym) sledem.

Podgraf indukovany vrcholy {a,d, e} je vlastné cyklus (a,e,d,a) a také kruznice.

Podgraf vznikly odebranim hrany (a,e) neodpovidé ani sledu, ani cyklu, protoze nenavazuji sméry hran. Ale
kdyZz sméry ignorujeme, vidime, Ze mame neorientovany sled a kruznici.

Podgraf vznikly odebranim vrcholu e je sled, tedy také neorientovany sled.

A

Pojem kruznice se obvykle pouziva v jednoduchych grafech, tedy v neorientovanych grafech bez nasobnych
hran a smycek. Pozadavek na riznost hran pak vyloudi sled typu (u, {u,v}, v, {v,u},u), ktery vyhovuje pod-
minkdm na vrcholy. Obréazek naznacuje, pro¢ bychom tomuto nechtéli fikat kruznice.

Definice kruznice obecné pfipousti, aby byla smycka coby sled (v, {v,v},v) povazovana za kruznici, ale v jed-
noduchych grafech smycky nejsou. V jednoduchjch grafech tedy kruznice museji mit alesponi tfi vrcholy a tato

vvvvvv

choly, tak uz podminka na vrcholy zarucuje rtiznost hran. Podminka na hrany je tedy v definici specialné kvtli
pfipadu dvou hran.

V orientovanych grafech uz mizeme mit cykly vsech délek, i kdyz jsou prosté, obrazek ukazuje cyklus délky 3
dva, formalné by slo o sled (u, (u,v),v, (v,u),u). 1}

Jak brzy uvidime, pfitomnost kruznic ve grafu mize byt nepfijemna. Odtud dalsi klasifikace.

Definice.

Graf se nazyva acyklicky (acyclic), pokud je neorientovany a neobsahuje zddnou kruZnici,
popripadé pokud je orientovany a neobsahuje zadny cyklus.

Graf se nazyva cyklicky, pokud je neorientovany a obsahuje néjakou kruznici, poptipadé pokud
je orientovany a obsahuje néjaky cyklus.

Takze grafy K, jsou pro n > 3 cyklické, cyklicky je také orientovany graf z ptikladu 12b.c.
Acyklické grafy budou hrat vyznamnou roli v sekci 12d. Algoritmicky je hledani kruznic v grafu snadné tloha
s linearni naroc¢nosti vzhledem k poctu vrcholt.

Snadno dokazeme nasledujici pozorovani, ktera bychom od rozumné zavedeného pojmu o cestovani ocekévali.
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Fakt.

Necht G je graf.

(i) Jestlize jsou (ug,e1,u1,...,en,un) a (vo, f1,v1,-.., fa,vn) (neorientované) sledy v G
a uy = v, pak je (uo,e1,u1,...,en,un, f1,v1,..., fn,vn) (neorientovany) sled v G délky
N+ M.

(ii) Jestlize je (vo,e€1,v1,...,€en,vnN) neorientovany sled v G z vy do vy, pak
(vN,eN,UN—1,...,€1,V0) je neorientovany sled v G z vy do vg.

Neboli sledy 1ze napojovat, neorientované i obracet.
Cestovani grafem nam umozni testovat, jak je na tom dany graf s propojenosti.

Definice.

Necht G je graf s vrcholy V.

Rekneme, Ze je siln& souvisly (strongly connected), jestlize pro libovolné u,v € V existuje
sled z u do v.

Rekneme, Ze je souvisly (connected), jestlize pro libovolné u,v € V existuje neorientovany
sled z v do v. U orientovanych grafi také nékdy fikame slabé souvisly.

U souvislého grafu mizeme dojet odkudkoliv kamkoliv. Poznamenejme, Ze pro libovolny vrchol v € V mame
trividlni sled (v) délky nula, takze souvislost nevynucuje smycky, z v do v se dostaneme vzdy. Pro rozhodnuti
o souvislosti tedy staci testovat dvojice u # v.

Protoze je kazdy sled i neorientovanym sledem, je silné souvisly graf automaticky slabé souvislym. U grafti neo-
rientovanych jsou sledy a neorientované sledy totéz, proto pro né silna a slaba souvislost splyvaji a pouziva se jen
ysouvisly“. Rozdil je u grafii orientovanych a smisenych. Silnd souvislost vypovida o propojenosti pfi respekto-
vani smért hran, slabé souvislost bere vSechny hrany jako obousmérné, je to tedy vlastné souvislost symetrizace
puvodniho grafu.

Priklad 12b.f: UvaZujme néasledujici orientované grafy:

Jak je tomu s jejich souvislosti?

Pokud u hran ignorujeme orientaci (tedy provedeme symetrizaci), tak u vsech t¥i dostdvame shodou okolnosti
totéz a snadno si rozmyslime, ze jde o souvisly graf. Dané tii grafy jsou proto vSechny slabé souvislé.

Jak to vypada se silnou souvislosti?

Levy graf neni silné souvisly, protoze nedokdzeme vytvorit sled z néjakého vrcholu do vrcholu 5, ma vstupni
stupeni deg™ (5) = 0. Neexistuje tedy naptiklad sled z 4 do 5. Lze také argumentovat, Ze nelze vytvorit sled
za¢inajici ve vrcholu 2, protoze deg™(2) = 0.

U dalsich dvou graft maji vSechny vrcholy nenulové vstupni i vystupni stupné, takze tak snadné to nebude
a je tfeba trpélivé zkousSet. Nakonec se ukaze, ze graf uprostied silné souvisly je, ale ten napravo neni, protoze
napriklad nelze najit sled z 5 do 4.

Nyni uvazujme dva neorientované grafy.
ao

Na prvni pohled vidime, Ze graf nalevo souvisly neni, naptiklad protoze neexistuje sled z a do ¢, zatimco graf
napravo souvisly je.

A

Jak jsme vidéli, rozeznat silnou souvislost nemusi byt snadné. Nékdy pomtize nasledujici pozorovani.

Fakt 12b.3.
Uvazujme slabé souvisly orientovany graf G = (V, E). G je silné souvisly pravé tehdy, pokud je
kazda hrana e € E soucasti néjakého cyklu.
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U tfetiho orientovaného grafu v piikladé 12b.f snadno ovéfime, ze hrany (4,2) a (4,6) nejsou soucésti zddného
cyklu, coz vylucuje silnou souvislost.

Silna souvislost je nékdy nutné v aplikacich, protoze kdyz uz nékdo v grafu zavede orientaci, tak ji asi potfebuje.
Oproti slabé souvislosti ale pro ni mame méné nastroji. Proto se obvykle v teorii omezujeme na neorientované
grafy, vysledky pak plati pro (slabou) souvislost téch ostatnich.

7Z faktu 12b.2 dostavame nasledujici prakticky dusledek.

Fakt 12b.4.
Uvazujme graf G s vrcholy V', zvolme néjaky vrchol v € V.
G je souvisly praveé tehdy, kdyz pro kazdé u € V existuje neorientovana cesta z v do w.

Znamen4 to, Ze namisto testovani |V |> moznych propojeni (vrchol s vrcholem) stadi testovat |V| propojeni (v
s vrcholem).

Jak jsme vidéli v ptikladé 12b.f, kdyz je neorientovany graf nesouvisly, tak se sklada ze samostatnych casti, které
vlastné tvori podgrafy pivodniho grafu. Potvrdime to oficialné.

Véta 12b.5.

Necht G je graf s vrcholy V' a hranami E.

Tento graf neni souvisly pravé tehdy, kdyz existuji dva jeho podgrafy Gi, G5 s vrcholy Vi, Vo
a hranami E1, Ey takové, ze ViNVo =0,V =V, UV, a E = E; U Ej.

Grafiim s V3 NV, = () nékdy fikdme disjunktni.

Piiklad 12b.g: Prfipomenme nésledujici grafy:
a

Graf nalevo je sjednocenim dvou dvou disjunktnich podgrafi
Gl = (Vvl = {aabveaf}7E1 = {{a,b},{a,e},{b,f}, {eaf}})v
GQ = (Vé = {C, d},EQ = {{C, d}})
V grafu napravo jakykoliv pokus o sestaveni ze dvou samostatnych grafi selze. Zkusme tfeba zvolit
G = (Vl = {Cl, be, f}7 Ey = {{a> b}v {(I, 6}, {ba f}> {6, f}}) a Gy = (V2 = {Ca d}a Ey = {{C7 d}})
Pak sice dostavame dva podgrafy, ale neni splnéna podminka £ = F; U Es, protoze hrana {d, f} neni v ani jednom
z podgraf. Kdyz tu hranu zkusime k jednomu z nich pridat, tfeba k prvnimu, tak to také nepijde, protoze vznikly

utvar neni graf (pak F; obsahuje {d, f}, coz neni podmnozinou V;).
A

Kdyz mame graf, ktery souvisly neni, tak jej vzdycky dokazeme poskladat z ¢asti, které uz souvislé jsou. Tyto
¢asti maji specidlni nazev.

Definice.
Necht G je graf. Rekneme, Ze podgraf G/ je komponenta souvislosti (component of con-
necticity) grafu G, jestlize je G’ souvisly graf a je to maximalni souvisly podgraf G.

Obvykle fikdme jen ,komponenta®. Maximalita znamen4, ze pokud k G’ pfiddme dalsi hrany a vrcholy z G tak,
aby zase vznikl podgraf, tak uz nemize byt souvisly.

Kdyz jsme u prikladu vyse sestavili graf nalevo z podgrafi G; a G, tak jsme shodou okolnosti také nasli
komponenty.

Jak vime, ze k tomu vzdy dojde? Uvazujme vlastnost ,byt propojen neorientovanym sledem® coby relaci mezi
vrcholy grafu. Diky existenci trividlniho sledu je reflexivni, fakt 12b.2 zase ika, Ze je symetricka a tranzitivni. Je
to tedy ekvivalence a rozklad grafu na komponenty je okamzitym disledkem poznatkt z kapitoly 5.

Obdobné se u orientovanych grafi definuji komponenty silné souvislosti. Vratime-li se k tfetimu orientovanému
grafu v prikladé 12b.f, tak mame dvé komponenty silné souvislosti, jmenovité podgraf generovany vrcholy 1, 3,4
a podgraf generovany vrcholy 2,5, 6. Hrany (4, 2) a (4, 6) nepatii do Zadné z komponent, takze pro silnou souvislost
neplati, ze by graf byl sjednocenim svych komponent.
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12c. Prochazeni grafem

Mnoho aplikovanych tloh teorie grafii se tykd prochéazeni grafem. Zavedli jsme kli¢ovy pojem sledu (walk),
nicméné rozlicné typy uloh vyzaduji dalsi klasifikaci podle toho, jak se prochazime. Protoze nékteré typy tloh
orientaci uvazuji a jiné ne, nebudeme se orientovanym slediim vyhybat a vSechny pojmy budou ve dvou verzich,
coz indikujeme slovem neorientovany v zavorce.

Definice.

Necht G je graf, uvazujme (neorientovany) sled (walk) (vo,e1,v1,€2,v2,...,en,UN).
Rekneme, e tento sled je uzavieny (closed), jestlize vg = vy. Jinak fekneme, Ze je otevieny
(open).

Rekneme, Ze je to tah (trail), jestlize se Zddné hrany neopakuji, tedy pro kazdé i, =1,... , N
plati, Ze kdyZ e; = e;, tak i = j.

Rekneme, Ze je to cesta (path), jestlize se zadné vrcholy se neopakuji, tedy pro kazdé i,j =
0,...,N plati, Ze jestlize v; = v;, pak nutné i = j.

Tah je inspirovan situaci, kdy je po snéhové kalamité zdhodno zprovoznit alespon zédkladni dopravni sit. Optimalni
trasa pro snézny pluh by jej nenutila jet po témze pruhu dvakrat, tedy v dopravnim grafu nechceme opakovat
hrany.

U snézného pluhu mozné nebudeme vyzadovat dodrzovani jednosmérek, budeme tedy hledat néjaky
neorientovany tah, obvykle asi uzavieny. Tah ndm umozni opakované navstévovat kiizovatky (vrcholy). I'>U<I
Pokud chceme projet celym grafem ve tvaru motylka, tak ndm nic jiného nezbyde.

Cesta je zpiisnéni tahu (z rtiznosti vrcholi vyplyva rtiznost hran) a odpovida planovéni postaka, ktery potiebuje
obejit nékteré domy (vrcholy grafu), pfi¢emz je zbyteéné nékam chodit dvakrat. Nechce tedy opakovat vrcholy.
Pokud by se ale chtél na konci vratit, tak uz misto cesty bude potifebovat kruznici ¢ cyklus (podle toho, zda jsou
jednosmérky ¢i ne). A nebo také ne, zde narazime na dalsi nekonzistenci.

Naprostd vétsina autort definuje cestu tak, jak ji mame v definici. Velkd fada autor (zejména anglosaskych)
definuje kruznici jako ,uzavienou cestu®, coz je ovSem ve sporu s definici cesty. Doty¢ni autofi to néjak neresi.
Peclivéjsi autori vypisou explicitné, co je to kruznice ¢i cyklus, tak jako jsme to udélali my. Cesta a kruznice jsou
pak dva rozlicné pojmy s podobnou motivaci, oboji jsou specidlni pripady tahu.

Vyraznd mensina autordi se rozhodne pro jiny piistup a zavede cestu jako tah, u kterého se nesmi opakovat
vrcholy s moznou vyjimkou prvniho a posledniho. Pro takové autory je opravdu kruznice ¢i cyklus specidlnim
pripadem cesty. Pti ¢teni knih je tedy nutna urcitd opatrnost. Dobra zprava je, ze oba pfistupy nakonec vedou
na stejné zakladni véty.

— Aby byl zmatek v anglické terminologii tplny, najdou se autofi, ktefi maji path jako pojmenovani obecné, tedy
¢esky sled, nasi cesté pak fikaji simple path a pro tah nemaji dokonce viibec zadny specidlni pojem. Je v tom

Neopakovani navstivenych mist neni jen problém postdka, ale prirozenym pozadavkem kazdého, kdo planuje
efektivni cestu z bodu A do bodu B. Projeti jednim mistem dvakrat indikuje, Ze jsme nejspiSe zabloudili. Znamena
to také, ze jsme museli udélat okruzni jizdu, odbornéji feSeno, nas sled musel mit kruznici ¢i cyklus jako svij
podgraf. Kdyz je vynechame, dostaneme efektivnéjsi cestu.

Fakt 12c.1.
Necht G je graf. Jestlize existuje (orientovany/neorientovany) sled z vrcholu u do vrcholu v,
pak také existuje (orientovand/neorientovand) cesta z vrcholu u do vrcholu v.

Diky tomu se v definici souvislosti nékdy pracuje jen s cestami. Nékdy je ale pro nas naopak dulezité zabyvat se
hranami a s opakovanim vrcholi se smifime.

Priklad 12c.a: V piikladé 12a.b jsme vypravéli, jak Euler pretvofil Kénigsberg v prvni graf dokonce multigraf.
Jeho pozadavek na prochazku, kterd by neopakovala mosty t:1
a vratila jej domtl, je vlastné otazka na existenci uzavieného tahu.

Euler navic chtél projit mosty vSechny, tedy hledal uzavieny tah

nejde. Jako matematik se ovSsem s touto odpovédi nespokojil. ’:

ktery by obsahoval vSechny hrany v grafu. Brzy zjistil, Ze to
Polozil si otazku, jak to bude fungovat v libovolném jiném mésté s mosty, a nasel kritérium, které tuto otazku
dokaze rozhodnout. Byl to prvni teoreticky vysledek tehdy jesté neexistujici teorie grafti.

A
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Definice.

Necht G = (V, E, ) je graf (neorientovany ¢i orientovany).

Rekneme, Ze sled (vg, e1,v1,... ,en,vn) je eulerovsky tah (Eulerian trail /walk), jestlize je
to tah a {61,62, e ,EN} =FE.

Graf G se nazyva eulerovsky (Eulerian graph), pokud v ném existuje uzavieny eulerovsky
tah.

Pfipomernime, Ze tah v orientovaném grafu znamena orientovany tah, ovsem obvykle se na otazku, zda je eule-
rovsky, ptame u grafii neorientovanych. Tuto otazku si klademe uz od détstvi, protoze Eulerova prochazka neni
nic jiného nez znama tuloha, jak ten ¢i onen obrazek nakreslit jednim tahem. Péticipou hvézdu zmakneme levou
zadni (levaci pravou zadni), také zndmy domecek nakreslit umime, ale skonc¢ime jinde, nez jsme zacali, a domecek
s kominem uz nezvladneme. Schvalné jestli to teorie spravné pozna.

Je jasné, ze nesouvislé grafy, které maji alespon dvé netrivialni komponenty, jednim tahem nakreslit nelze, takze
se rovnou soustfedime na souvislé a mezi nimi chceme umét rozhodnout. Euler odvodil nésledujici:

Véta 12c.2.

Necht G je neorientovany souvisly graf.

(i) G je eulerovsky pravé tehdy, pokud v ném maji vSechny vrcholy sudy stupen.

(ii) V grafu existuje otevieny eulerovsky tah pravé tehdy, kdyz v grafu existuji pravé dva vrcholy
s lichymi stupni.

V Koénigsbergu maji vSechny ¢tyfi vrcholy lichy stupen, tudiz je Eulerova prochazka neuskuteénitelna.

Podminka na stupné se snadno odvodi. Uzavieny eulerovsky tah musi do kazdého vrcholu vjet a pak zase vyjet,
ovSem nesmi na vyjezd pouzit stejnou hranu, ¢imz se stupen tohoto vrcholu zvysi o dva. Vrchol mize takto byt
projet vicekrat, ¢imz vznikaji sudé stupné. Pokud je to tah otevieny, pak jsou vyjimkou vrcholy, kde tento tah
zaciné a konci, tam vznikaji liché stupné.
algoritmus, ktery spravny tah najde. Nejefektivnéjsi funguje takto:

0. Zvolime libovolny vrchol s lichym stupném; pokud takovy neni, tak libovolny vrchol. To je vrchol vy hledaného
tahu.
1. Jsme ve vrcholu vg. Pro kazdou hranu z tohoto vrcholu vedouci uvazujme nésledujici krok:

K: Hranu odebereme z grafu, tim se zaroven snizi o jednic¢ku stupen vrcholu vy a cilového vrcholu. Pokud
deg(vi) = 0, tak z grafu odebereme i tento vrchol, podobné odebereme cilovy vrchol, pokud mu stupen klesne
na nulu.

Z hran vedoucich z v pak vybereme takovou, u které provedeni doty¢ného kroku K nezpusobi rozpad grafu
na vice komponent. Krok provedeme, cilovy vrchol oznac¢ime vyy1. Pokud byl i tento vrchol odebran, algoritmus
skondil, jinak se vracime na krok 1.

Je jasné, ze klicovy je pravé ten vybér hrany. Musime zarucit, ze alespon jedna z hran vedoucich z vy, po odebrani
(a pripadném odebréani vrcholu) zase vede na souvisly graf. Neni na to tfeba zadna velkd teorie, staci trocha
premysleni a hodné kombinatoriky, ale je to delsi, odkazeme na néjakou péknou knizku z teorie grafi.

Pak je jesté tfeba ukézat, ze po dobéhnuti algoritmu se opravdu prosla kazda hrana pravé jednou. To je ale
snadné. Kazda pouzita hrana se z grafu odebere, neni tedy mozné ji recyklovat a vznikajici prochazka je opravdu
tah. Pokud by v grafu zbyla néjaka neprojita hrana, tak by sousedni vrcholy mély nenulové stupné, tedy algoritmus
by neskon¢il.

Priklad 12c.b: Uvazujme nasledujici grafy.

V péticipé hvézdé ma kazdy vrchol stupen 2, tudiz ji 1ze nakreslit jednim (uzavienym) tahem a je to
eulerovsky graf. Vsimnéte si, ze kdyz k ni jesté pfidame pentagon, tak vznikne pentagram neboli K,
kde jsou zase vSechny stupné sudé a bez problému kreslime. Coz nas privadi k pozorovani, ze jednim
tahem umime nakreslit vSechny K,, pro n liché, protoze pak maji vSechny vrcholy sudy stupen n — 1.
K,, pro n sudé maji n vrcholt o lichém stupni n — 1, takze umime nakreslit jen Ks.

U domecku mame (brano od stfechy) jeden vrchol se stupném 2, dva vrcholy se stupném 4
a dva vrcholy se stupném 3. Nakreslit jednim tahem tedy ptijde, ale skon¢ime jinde, nez jsme
zacali. Véta 12¢.2 také napovi, Ze zacit musime v jednom z téch lichjch vrcholi a skonc¢ime
v tom druhém.

Po pridélani kominu pfibudou dalsi dva vrcholy s lichym stupném a jednim tahem uz to nakreslit neptijde.

A
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Zakladem argumentu pro neorientované grafy bylo, ze kdyZ do vrcholu vjedeme, tak z néj zase budeme muset
byt schopni vyjet. To lze aplikovat i na orientované grafy a dostaneme nasledujici.

Véta 12c.3.

(i) Souvisly orientovany graf G je eulerovsky pravé tehdy, jestlize pro kazdé v € V plati
deg™ (v) = deg™ (v).

(ii) V souvislém orientovaném grafu G existuje otevieny eulerovsky tah pravé tehdy, jestlize
jsou splnény néasledujici podminky:

e existuje vrchol vy takovy, Ze deg™ (vy) = deg™ (v) + 1;

e existuje vrchol vy takovy, ze deg™ (v2) = deg™ (v) — 1;

e pro viechny v € V' \ {v;,v;} plati deg’ (v) = deg™ (v).

Otevieny eulerovsky tah pak za¢ne ve vrcholu v; (vychazi z néj vice Sipek nez prichazi) a skonéi ve vrcholu vs.

Dalsi zajimavy problém ma historicky nédzev problém obchodniho cestujiciho (travelling salesman problem)
a zacneme jeho jednodussi verzi. Obchoddk méa pred sebou mapu mést, které potiebuje navstivit, ta jsou rtzné
pospojovand cestami (coz mohou byt silnice nebo t¥eba letecké spoje). Obchodni cestujici chce navstivit vsechna
mista, ale zddné dvakrat (uz tam lidem prodal, co §lo), a samoziejmé se chce vratit, hledé tedy kruznici. V situaci,
kdy by byla propojena vSechna mésta navzdjem (Gplny graf), to samozfejmé neni problém, ale ¢im Fidsi sit, tim
naroc¢néjsi to naplanovani je. Pokud by cestoval Zivelné, pak se mu muze stat, Ze se najednou ocitne ve mésté, ze
kterého vedou cesty jen tam, kde uz byl.

Lze takovou cestu napldnovat vzdy? A pokud to nékdy lze, je na nalezeni spravné cesty metoda? Samoziejmé
jsou to otazky pro teorii grafu.

Definice.

Necht G je graf (neorientovany ¢i orientovany).

Hamiltonovska kruznice (Hamiltonian cycle) v tomto grafu je libovolna kruznice, ktera
obsahuje vSechny vrcholy tohoto grafu.

Pokud v tomto grafu hamiltonovska kruznice existuje, pak fekneme, ze je to hamiltonovsky
graf.

Nékdy se v anglické literatute vyskytne i ndzev Hamiltonian circuit, coz je ale ve sporu s tim, ze ustaleny vyznam
slova circuit je pro uzavieny tah, tedy povoluje se opakovani vrchold.

Je zfejmé, Ze nas mezi dvéma mésty zajima vzdy nejvyse jeden spoj, takze u této tlohy multigrafy nemaji smysl,
stejné jako smycky. Tradi¢né se pracuje s neorientovanymi grafy, tedy zajimaji nas grafy jednoduché.

Na rozdil od euklidovskych otézek neni zndma zadné jednoducha ekvivalentni podminka, kterda by ndm umoznila
rozhodnout, ktery graf je hamiltonovsky. Jiz z podstaty jsou zjevné dvé nutné podminky.

Véta 12c.4.
Necht G je jednoduchy graf s vrcholy V. Jestlize je hamiltonovsky, tak musi byt souvisly a pro
kazdy vrchol v € V musi platit deg(v) > 2.

Druhé podminka plyne z toho, Ze cestdk musi do mésta nékudy prijet a pak zase odjet, pfi¢emz se pii odjezdu
nemize vratit, odkud pfijel.

Existuji také uziteéné postacujici podminky, vSechny néjakym zptsobem nuti graf mit hodné hran. Ukazeme
¢tyti historicky nejpopularnéjsi. Nejsou zcela nezavislé, naptiklad prvni tii vyplyvaji ze ctvrté.

Véta 12c.5.
Necht G je jednoduchy graf s vrcholy V' takovy, ze |V| > 3.
Tento graf je hamiltonovsky, jestlize je splnéna nékterd z nasledujicich podminek:

(i) Pro vSechny vrcholy v € V je deg(v) > 1|V|; (Diracova podminka)

(i) Pro v8echny vrcholy u,v € V plati, ze {u,v} € E nebo deg(u) + deg(v) > |V; (Oreho
podminka)

(iii) Pro kazdé k € N, k < |V| plati, ze |{v € V; deg(v) < k}| < k. (Posova podminka)

(iv) Pfedpokladejme, ze vrcholy jsou ocislovany V = {vi,ve,...,v,} tak, aby deg(v;) <
deg(ve) < --- < deg(vy,). Pak pro vechna i < in plati deg(v;) > i + 1 nebo deg(v,,—;) > n — i
(Chvétalova podminka)

12¢.5, 12¢.b 479 12¢.5, 12¢.b



Diskrétn{ matematika 12d. Stromy, kostra grafu pHabala 2026

Pro piiklad, ze ve vSech podminkach opravdu jde jen o implikace (tedy podminky nejsou nutné) neni t¥eba
chodit daleko. Vezméme kruznici o péti vrcholech, tedy graf

V={1,2,3,4,5}, E = {{1,2}, {2,3},{3,4},{4,5}, {5, 1}}
Pak vSechny vrcholy splituji deg(v) =2 < 3|V, viechny dvojice vrcholt maji deg(u) + deg(v) = 4 < |V a volba
k = 2 ukazuje, Ze ani Posova podminka neni splnéna, Chvatal také ne, pfesto je to evidentné hamiltonovsky graf,
obchodni cestujici prosté kruznici objede dokola.

Priklad 12c.c: Snadno se rozmysli, Ze kazdy uplny graf K, pro n > 3 je hamiltonovsky, sta¢i projet cestu
(1,2,3,...,n,1).
Na druhou stranu toto zajimavé doplnéni grafu K5 zvané Petersentiv graf uz hamiltonovské neni.
Jak to vime? Néjaka snadnd kritéria na vyraceni hamiltonovskosti nejsou, v tomto ptfipadé jsme
prosté zacali v ndhodné vybraném vrcholu a zkousSeli vSechny mozné cesty, které z néj lze vytvorit,
zadné nevedla k cili.

A

Otazka hamiltonovskych grafii neni ofiskem jen pro teorii, ale i pro praxi. Neni totiz zndm algoritmus, ktery by
pro hamiltonovské grafy dokéazal rychle najit hamiltonovské kruznice. Obecné bohuzel nic lepsiho nez hruba sila
neni a prochézeni vSech moznych cest je poradné drahé. Rozhodovani, zda je dany graf hamiltonovsky, je totiz
NP-tplny problém.

Rada tloh na cestovani se fesi v ohodnocenych grafech. Mame-li graf s ohodnocenim w pro hrany, pak pro sled
N
(vo,€1,v1,...,vyN) definujeme jeho vahu, popf. cenu jako » w(e;).
i=1
Typické tlohy pak hledaji nejlevnéjsi spojeni mezi dvéma zadanymi vrcholy, nejlevnéjsi spojeni z daného vrcholu
do vsech ostatnich a podobné, na mnohé z téchto tuloh existuji efektivni algoritmy. Existuji také optimalizac¢ni
verze obou cestovacich tloh, které jsme jiz probrali.

Plné verze problému obchodniho cestujiciho pracuje s ohodnocenym grafem, kde ceny hran vyznacuji délku
spojeni, a hleda se nejkratsi hamiltonovska kruznice, tedy takova, pro kterou je soucet cen pouzitych hran nejmensi
mozny. I to je NP-tplna tloha. V praxi se proto pouzivaji heuristické algoritmy, které pro obecné grafy nachézeji
feSeni blizkd optimalnimu (ale neumi se zarucit, jak blizké) v rozumném case.

Reseni lze nalézt snaze a dokonce rozumné blizké optimalnimu, pokud hodnoty hran spliuji trojihelnikovou
nerovnost, coZ znamenad, ze piima cesta mezi dvéma uzly neni nikdy ohodnocena vice nez néjaka cesta oklikou.
V mnoha aplikacich je toto splnéno, jsou ale i zajimavé aplikace, kde trojuhelnikova nerovnost neplati. Napiiklad
pokud ohodnoceni hran odpovida dobé jizdy, pak miize byt pfimy spoj drazsi nez oklika po délnici.

Rovnéz Euleriv problém m4 zajimavou variantu zvanou problém é&inského postaka (Chinese postman pro-
blem). Odehrava se v ohodnoceném grafu (u ulic mésta zname jejich délky) a cilem je najit nejkratsi uzavieny
sled (ne nutné tah jako u Eulera), ktery by prosel vSemi hranami. Jingmi slovy, hleddme nejkratsi trasu, ktera
postaka povede vSemi ulicemi.

Pokud je graf eulerovsky, pak je eulerovsky uzavieny tah také feSenim postdkova problému, protoze kazdou ulici
projit musi a eulertv tah jde kazdou jen jednou, méné to proto nejde.

Zajimavéjsi je, pokud graf eulerovsky neni, pak je nutno nékterymi hranami projit vicekrat a neni na prvni
pohled zjevné, jak efektivné najit celkové nejlevnéjsi trasu. Jsou algoritmy, které k nalezeni feseni vyzaduji fadové
|V |3 kroki.

Existuji i dalsi varianty po$tacké tlohy, nékteré z nich jsou NP-tplné.

Uziteéné skupina tloh pracuje s pfedstavou, ze ohodnoceni predstavuji propustnost (tfeba priamér potrubi). Je-li
zvolen pocateéni a cilovy vrchol, jakou nejvétsi zasilku dokdzeme vcelku poslat? Zde je evidentni, Ze nestaci jen
najit hranu s nejmensi propustnosti, protoze tfeba existuje cesta, ktera se ji dokdze vyhnout. Praktické aplikace
si C¢tenar jisté dokaze zivé predstavit tfeba u firmy prepravujici rozmérné naklady.

Mnohé posilané véci lze rozdélit, napiiklad vodu, elektfinu ¢i bity. V takovém piipadé se tloha piepousténi co
nejvétsiho mnozstvi z jednoho vrcholu do jiného lisi od predchozi. Pro obé verze existuji standardni polynomialni
algoritmy. Podoblasti teorie grafi, ktera se zabyva tlohami tohoto typu, se fika toky v sitich (flow networks).

Tuto sekci uzavieme pozorovanim, ze v podstaté neni rozdil mezi tlohou maximaliza¢ni a minimalizac¢ni. Staci
u vSech ohodnoceni hran zménit znaménko a algoritmus na hledani nejlevnéjsi cesty aplikovany na tento novy graf
nam najde cestu puvodné nejdrazsi.
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12d. Stromy, kostra grafu

Zatim jsme spis méli situaci, kdy je graf dan a my jej zkouméame, ale ¢asto také ¢elime problému, ze mame vytvorit
graf, ktery ma splnovat urcité pozadavky. Predstavme si tfeba planovace zelezni¢niho spojeni, dalni¢ni sité ¢i také
pocitacové sité (pokud Setfime a nechceme tam mit redundanci pro zvyseni bezpecnosti). Ti vSichni maji dané
objekty (vrcholy), které chtéji navzajem propojit (tedy ma vzniknout souvisly graf), ale z pochopitelnych divodi
chtéji téch propojeni co nejméné.

Jak pozname, Ze hranami plytvame? Kdyz se mezi dvéma body dokazeme dostat dvéma riznymi trasami. Kdyz
tyto dvé cesty spojime, dostavame kruznici. To tedy nechceme.

Definice.

Necht G je graf.

Rekneme, Ze je to strom (tree), jestlize je souvisly a neobsahuje zadnou kruznici.
Rekneme, 7e je to les (forest), jestlize neobsahuje zadnou kruznici.

D4 se dokazat, ze graf je lesem, jestlize je kazda jeho komponenta souvislosti stromem. V zasadé tedy staci
studovat stromy.

Vsimnéte si, ze v definici mluvime o kruznicich, které jsou neorientované, rovnéz souvislost ignoruje sméry hran.
To znamend, Ze pro orientované grafy se v oblasti stromid pracuje s jejich symetrizacemi. Obvykle se tedy tato
teorie déla pro jednoduché grafy, coz zde ucinime také.

Nasledujici véta potvrdi, Zze pojem stromu vystihuje nase prani mit ekonomicky graf.

Véta 12d.1.

Necht G = (V, E) je jednoduchy graf. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) G je strom;

(ii) kazdé dva vrcholy v G jsou spojeny pravé jednou cestou;

(iii) G je souvisly, ale po odebrani libovolné hrany uz bude vznikly graf nesouvisly (strom je
tzv. minimalni souvisly graf);

(iv) G neobsahuje kruznici, ale pidanim libovolné hrany v ném jiz kruznice vznikne (strom je
tzv. maximalni graf bez kruznic);

(v) G je souvisly a |E| = |V]| — 1,

(vi) G nema kruznice a |E| = |V| — 1.

Pfipomenime, Ze zde pracujeme s koneénymi grafy, v této souvislosti je zajimavé, Zze podminky (i) az (iv) by
fungovaly i pro grafy nekonecné.

Véta ukazuje jednu zajimavou véc. Pokud chceme, aby byl graf souvisly, tak jej nutime mit vice hran. Pokud
nechceme kruznice, pak by zase hran mélo byt relativné mélo. Da se tedy cekat, ze existuje jakasi zéna optimélniho
poctu hran. Véta ukazuje, ze tato zdna je velice tizka, je to pro dany graf jedno konkrétni ¢islo.

Ukazeme to podrobnéji, zaroven tim naznacime dtikaz ¢asti této véty. Pfedstavme si souvisly graf, ktery nema
kruznice. Navic si predstavme, Ze je to pfesné na hranici, tedy vycpali jsme jej hranami tak hodné, jak jen to je
mozné, aniz by vznikla kruznice. UkaZeme, Ze jsme zaroven na hranici souvislosti, tedy odebranim jediné hrany
uz by se souvislost ztratila. Udélame to sporem.

Co kdyby slo odebrat néjakou hranu {u,v} tak, aby graf jesté ztstal souvisly? Pak by nutné musela existovat
cesta z u do v, do té kdyz doplnime tu hranu {u,v}, tak mame kruznici, coz je ve sporu s nasim ptredpokladem.
Graf je tedy také minimalni mozny pro souvislost.

Zde méame priklad stromu, rozmyslete si na ném platnost podminek (ii) az (vi) z véty.

Jednou ze zajimavych dloh je, Zze nam nékdo dé graf, ktery trochu pljtva, a my z né€j chceme odstranénim hran
vytvorit graf, ktery je ekonomicky, aniz by ztratil ze své propojenosti. Takovouto tlohu fesi urady, kdyz se snazi
zrusit traté, aniz by se snizila dopravni dostupnost jednotlivych zastavek.
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Jak tuto tlohu formulovat matematicky? Méame graf G a chceme najit jeho podgraf G’, ktery by mél stejné
vrcholy jako graf puvodni (tedy G’ je faktor GG) a pritom by nemél zbyteéné hrany, tedy nemél by kruznice.
Zaroven by mélo platit, ze jsou-li v grafu G néjaké vrcholy propojeny cestou, pak tomu tak musi byt i v grafu G’.
To vlastné znamen4, Zze G’ musi mit stejné komponenty souvislosti jako G.

Protoze staci fesit kazdou komponentu zv1ast, je tradi¢ni omezit teorii rovnou na souvislé grafy. Pak pozadavek
na zachovani souvislosti spolu se zdkazem kruznic znamena, ze G’ musi byt strom.

Definice.
Necht G = (V, E) je souvisly jednoduchy graf. Rekneme, 7e jeho podgraf G’ = (V’, E') je kostra
(spanning tree) grafu G, jestlize V' =V a G’ je strom.

Priklad grafu a koster jeho komponent:

/

o

Nalezeni kostry je snadné, prosté postupné pribirame hrany z ptvodniho grafu, dokud je to mozné udélat tak,

aby nevznikla kruznice. Nebo mtzeme v ptivodnim grafu postupné hledat kruznice a z kazdé odebrat jednu hranu.

Je zjevné, ze kostra grafu neni jezdnoznacné urcena, napiiklad je-li pfimo dana kruznice jako vychozi graf, pak
jejl kostru ziskdme odebranim libovolné z hran.

(o}

Zajimavéjsi problém je, kdyz jsou hrany ohodnoceny, pak se ¢asto hleda kostra s co nejmensi cenou (souc¢tem
ohodnoceni hran). Hledani optimalni kostry je vyznamnou tlohou pro algoritmizaci s fadou aplikaci; jednoduché
algoritmy to zvladaji s narocnosti fadové |V|? kroki, ale jde to i 1épe. Jeden z dodnes pouzivanych algoritmii nasel
pravé Borivka. Zajimava souvislost: Heuristiky, které se snazi rychle najit rozumné feseni problému obchodniho
cestujictho, pouzivaji pravé minimalni kostru.

12d.2 Koienové stromy
Zatim jsme se soustfedili na grafy jednoduché, ale existuji i zajimavé aplikace, které funguji na orientovanych
grafech (bez smycek). Tam se rozeznava specificky druh stromu.

Definice.
Necht G = (V, E) je orientovany graf. Rekneme, Ze vrchol v € V je jeho ko¥en (root), jestlize
pro kazdy vrchol u € V existuje (orientovana) cesta z v do u.

ProtoZe vzdy existuje cesta z v do v, jmenovité (v), nenuti nas tato definice mit u v smy¢ku. <% 0«90
Je dobré si uvédomit, ze kofenid muze byt v grafu vice. Extrémni pfiklad je cyklus (vlevo), T T l
kde je kofenem kazdy z vrcholti. Naopak je mozné, aby zadny kofen neexistoval (vpravo). o——>0 0——0

Je zjevné, ze pokud je v grafu kofen, pak jiz graf musi byt souvisly (ale nemusi byt silné souvisly, protoze neni
zarucena existence cest zpét do kofene v). Neplati to naopak, ne kazdy souvisly graf ma kofen, viz obrazek vyse
vpravo. V silné souvislém grafu je naopak kofenem kazdy vrchol. My se ted vratime k hlavnimu tématu.

Definice.
Necht G = (V, E) je orientovany graf. Rekneme, Ze je to kofenovy strom (rooted tree),
jestlize je to strom a existuje v ném kofen.

Pripomenime, Ze existence kofene jiz implikuje souvislost, coz je jedna z podminek pro strom. Lze proto také
Fict, Ze kofenovy strom je libovolny orientovany graf s kofenem a bez kruznic.

Pted chvili jsme vidéli, ze obecné mize byt v souvislém orientovaném grafu i vice kofenti. U stromti to ale neplati,
bud je kofen zadny, nebo je jen jeden.

U kofenovych stromi se zavadi uzite¢né nazvoslovi. U orientované hrany (z,y) fikdme prvku x rodi¢ (parent),
zatimco prvku y fikdme potomek ¢i dité (child), existuje také alternativni terminologie otec-syn. Pokud néjaky
prvek u nemé potomka, pak mu fikdme list (leaf). Kazdé cesté vedouci od kofene k néjakému listu fikdme vétev
(branch). Konce takovychto vétvi pozname podle stupiii: Listy se poznaji podle toho, ze deg™ (v) = 0. Kofen je
jediny vrchol, ktery ma deg™ (v) = 0, ostatni vrcholy maji deg™ (v) = 1.
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V kofenovém stromé vznika relace mezi vrcholy grafu. Rekneme, Ze vrchol z 9% ok o3
je predchudce vrcholu y nebo Ze y je nasledovnik z, jestlize ve stromu G ’\ / \
existuje cesta z x do y. Je snadné ukazat, ze relace ,byti nasledovnik” i relace 6o 03 40 ol
,byti predchiidce jsou c¢astecna usporadani. Podobné jako u Hasseovych dia- / l / \
gramu se stromy obvykle snazime kreslit tak, aby byl kofen nejvyse a vSechny 1°7 % 60 05 %

hrany smétovaly svou orientaci dolii, popfipadé naopak (dle konkrétni apli-
kace). Nalevo graf ptivodni, napravo jeho pferovani s kofenem nahote.

Stromy jsou velice uziteéné napriklad jako modely datovych struktur, kdy vrcholy nesou informace, pak se
zkoumaji ruzné algoritmy pro prohledavani kofenového stromu (do $itky, do hloubky).

Zajimavé je, Ze i neorientované stromy je mozné premeénit v korenové stromy, pricemz svoboda volby neni zase
tak velkd. Spociva v tom, ze v takovém stromu zvolime libovolny vrchol jako kofen. Pak uz existuje jen jediny
zpusob, jak na hranéach zavést orientaci, aby vznikl orientovany kofenovy strom.

Jak se to déla? Predpokladejme, Ze v je zvoleny kofen. Protoze u orientovaného stromu z kofene hrany jen
vychéazeji, pro libovolnou hranu {v,u} € E musime zvolit orientaci (v, u). Pak se podivime na mnozinu sousedu
M kofene v. Pro souseda v € M u vSech jeho hran {u,x}, s vyjimkou hrany (v,u), zavedeme orientaci (u,x).
Nasledné se podivame na sousedy prvki, které jsme praveé zpracovavali, a dodame dalsi orientace smérem k novym
sousedim a tak déle.

Nejlepsi prestava je, ze hrany jsou trubky. My do kofene v pustime vodu. Protoze je strom souvisly, voda dotece
do kazdého vrcholu. Protoze ale mame strom, tak se do zadného vrcholu nemiize dostat vice cestami, nasledné
voda nemd v zadné hrané na vybér a plyne vzdy jen jednim smérem, ktery udéava orientaci.

Coby priklad pouzijeme nas prvni strom, jako kofen jsme zvolili e a vidime jej dvakrat, nejprve v ptivodni pozici
a pak kofenem dole. Dalsi dva obrazky ukazuji, co se stane, kdyz zvolime jako kofen vrchol g.

ob
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i g Ta o\of o}
h ; j o o o o b . i d / h
o——0 e} o——>O o
N, L b NV

o o o
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D4 se TFict, ze neorientované stromy lze zakofenit.

12e. Kresleni grafi

Kazdy konecny graf lze nakreslit, ale ne vidy to k néfemu je. Muzeme napiiklad pozadat pocita¢, aby nam
nakreslil zadany graf s milionem vrcholi na lodni plachtu, ale asi ze vzniklé houstiny moc nevycteme. Presto je
kresleni grafi popularni oblasti, protoze ¢asto své napady testujeme na mensSich grafech a u nich nakresleni mize
vyrazné pomoci nasemu premysleni.

M4 to i praktické dopady. Pfedstavte si navrhare obvodia. Ma hromadku $vabu (odpory, kondiky, ledky, tran-
zistory, integréce, ... ), které potfebuje portiznu pospojovat, aby délaly, co potfebuje. Vyrabét houstinku z drata
neni nejlepsi metoda, bylo by moc pékné, kdyby prosté mohl vyleptat desku a $svaby na ni osadit. Je to mozné?
Kdyz kazdou soucastku reprezentujeme vrcholem a nutna propojeni pomoci hran, dostavame graf. To, Ze sou-
éastky nékam primontujeme a pospojujeme vodivymi cestickami, pfesné odpovida nakresleni grafu v roving. Ted
ovSem mame problém, protoze na tisténém spoji se vodivé cesticky nesméji kiizit. Pokud tedy navrhneme obvod
a chceme jej osadit na desku, tak to pujde jediné v pripadé, Ze odpovidajici graf dokazeme nakreslit tak, aby se
hrany nikde nektizily.

Tento problém evidentné zajima vSechny firmy zabyvajici se navrhy obvodi, ale matematici se jim zabyvali Cisté
ze zvédavosti jiz davno v dobéach, kdy jedina elektfina v domécnosti byl obcasny blesk. Ukazalo se, ze moznost
byt takto nakreslen o grafu ledacos dilezitého Fika, my si zde tuto problematiku jen lehce pfibliZime.

Byva zvykem se omezit pouze na grafy neorientované a bez smycek, tedy jednoduché.

Definice.
Rekneme, Ze graf je rovinny (planar), jestlize je mozné nakreslit jeho obrazek v roviné tak,
aby se hrany neprotinaly.
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Pro tplnost je tfeba vyjasnit, ze kdyz se dvé hrany potkaji v jednom vrcholu, tak se to nebere jako protinani.
V Cestiné se nékdy fika planarni graf, ale neni to tak bézné.

Definice mé formu, kterou jsme jiz potkali. Pokud vidime nakresleni grafu, ve kterém se hrany protinaji, tak to
nic nefika o jeho rovinnosti. Spravné otazka zni, zda je mozné jej pfekreslit jinak, aby k protinani jiz nedochézelo.
Napftiklad vlevo vidime tradi¢ni nakresleni tplného grafu K, ale dalsi dvé ukazuji, ze je vlastné rovinny.

X N =

zacatkem je podivat se na populdrni jednodusi grafy. Ukéze se, Ze nejjednodussi grafy (s co nejmensim pocétem
vrcholtl), u kterych rovinnost selhava, jsou K5 a Ks 3.

S

Grafy K, uz jsme predstavili. Grafy K, , vzniknou tak, Ze se nakresli n vrcholi do horni fady, m vrcholi
do spodni fady a obé fady se propoji vSemi moznymi zptsoby, v jednotlivych patrech se ale Zddné spojeni
nedélaji.

Ke grafu K3 3 se vaze pékna pohadka. Pfedstavime si, Ze t¥i vrcholy v horni fadé jsou domky a tfi vrcholy v dolni
fadé jsou vyvody elektfiny, vody a plynu. Pokud budou chtit pfislusné t¥i spole¢nosti napojit ony tfi domky, pak
se jejich vedeni budou muset nékde prekiizit, protoze to neni rovinny graf.

vvvvvv

Je zjevné, ze pokud je néjaky graf G rovinny, pak uz musi byt i vSechny jeho podgrafy rovinné. Z toho mimo
jiné vyplyva, Ze jestlize je v néjakém grafu coby podgraf K5 nebo K3 3, tak uz tento graf nemtize byt rovinny. To
mimo jiné znamena, ze pro n > 5 nemohou byt grafy K,, rovinné.

Zajimavé je, ze to v zasadé funguje i naopak, tyto dva grafy jsou hlavnim problémem pro rovinnost. Potfebujeme
jesté jedno pozorovani, k tomu je ten obrazek vpravo vyse. Pokud v grafu pridame doprostred néjaké hrany vrchol,
tak se tim neméni jeho podstata: pokud byl pavodni graf rovinny, tak je ten novy také, a naopak.

Ted uz mame vSe pripraveno.

Véta 12e.1. (Kuratowského véta)
Jednoduchy graf G je rovinny praveé tehdy, pokud neobsahuje podgraf, ktery je isomorfni s K5
¢i K3 3, popripadé isomorfni s grafem, ktery vznikne z K5 ¢i K3 3 pridanim vrcholl na hrany.

Obecna otazka hledani podgrafa isomorfnich s K, v zadanych grafech je NP-uplna tloha neboli néco, ¢emu
bychom se méli chtit vyhnout. Zde nastésti hleddme jen kopie K5 a K3 3, coz je vyrazné snadnéjsi, ovSem hledani
kopii téchto dvou grafi s pfidanymi vrcholy to zase komplikuje, pfinejmensim pro ¢lovéka.

Priklad 12e.a: Uvazujme graf vpravo.

Je zjevné souvisly a ma dost vrcholti na to, aby tam mohly byt mutované kopie (viz pfidavani
vrcholl) K5 nebo K3 3. Nezbyva nez zacit graf hypnotizovat a ¢ekat, jestli se ndm jeden z téch dvou
grafu vyjevi. Jsou tam oba.

Prirozenym a nutnym kandiddtem na kopii K5 jsou vrcholy se stupném alespon ¢tyti. Kdyby jich
nebylo dost, kopie K5 je vyloucena. V nasem grafu jich ale zrovna pét mame, jsou to ty zacernéné.

Protoze mezi vrcholy nahote vpravo a vlevo neexistuje hrana, netvori téchto pét vrcholu kopii grafu Ks. Zadany
graf tedy neobsahuje podgraf isomorfni s K.

Obsahuje ale podgraf, ktery vidime vpravo. Vidime, Ze je to K5 s pfidanym vrcholem na hrané, tedy
zadany graf neni rovinny.

Kdyby toto nevyslo, zkouseli bychom v zadané grafu hledat kopii (pfipadné zmutovanou) Kj 3.
Na to by musel obsahovat alesponi Sest vrchold se stupném nejméné tfi. U naseho grafu to spliuji
vSechny vrcholy, mame tedy sedm kandidata. D4 se vybrat Sest tak, aby vytvorily podgraf isomorfni
s K337 To je dobra otazka.

A
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Hledani kopii K5 ¢ K33 (nemluvé o jejich mutacich) evidentné neni snadné. Bylo by pékné, kdyby existovala
néjaka snadné podminka, kterd by alespon nékdy uméla rozhodnout. Mohla by pak slouzit jako prvni sito. Jedna
popularni vypadé takto.

Fakt 12e.2.
Jestlize je jednoduchy graf G = (V, E) rovinny a |V| > 3, pak |E| < 3|V| — 6.

Obména fiké, ze kdyz |F| > 3|V| — 6, tak uz dotyény graf nutné neni rovinny. Jinymi slovy, rovinné grafy
nemohou mit moc hran. Pokud pouzijeme princip sudosti, tak se nerovnost z tvrzeni da prepsat jako

1 12

— deg(v) <6 — —.
i 2 dest) <6

Nalevo mame primérny stupenn vrcholu v grafu. Chceme-li tedy dostat graf rovinny, tak v pfipadé vice nez 12
vrcholit mame povolen jen primérny stupent do péti, u mensich grafit méné (naptiklad v rovinném grafu o Sesti
vrcholech je povoleny primérny stupeni maximalné 4).

V nasem ptikladé je |V| = 7, |E| = 14, nerovnost 14 > 3 - 7 — 6 neplati, a tento test by ndm tedy nepomohl,
protoze je to jen implikace.

Existuji algoritmy, které dokézou rovinnost grafu rozhodnout dokonce v relativné pfijemném linedrnim case,
jejich vypocetni naro¢nost pro jednoduché grafy je O(|V]).

Pri pokusu o prekresleni zadaného grafu tak, aby se hrany neprotinaly, ndm pomahaji obloucky, viz K, vyse.
Nakonec jsme ale dokéazali najit rovinné nakresleni Ky, které ma jen piimé hrany, coz ma své vyhody. Faryho
véta tvrdi, ze kazdy jednoduchy rovinny graf lze nakreslit tak, Ze se hrany nejenze neprotinaji, ale dokonce jsou
to tsecky.

To vede na zajimavou avahu. Kdyz nakreslime rovinny graf tak, aby se hrany coby tsecky neprotinaly, tak vrcholy
a hrany vytvori sit mnohothelniki. Rovina se tak rozdéli na oblasti dané témito mnohotuhelniky. Tyto oblasti
(minimAalni ¢asti roviny vymezené hranami grafu) maji své jméno, fikdme jim stény (face). Z ryze praktickych
davodu uvazujeme vzdy jako sténu také ,vnéjsek“ grafu, protoze i to je Cast roviny, kterd je vymezena hranami
grafu. Pocet stén je jednim z charakteristickych ryst rovinného grafu, znaci se f. Pro jistotu uvedeme dva priklady,
Gtenar se jisté dopocita spravné hodnoty f.

f=3 f=4

Mimochodem, graf napravo uz zname coby K4, tomu vlevo se fika motylek.

Véta 12e.3. (Eulertuv vzorec)
Necht G = (V, E) je souvisly rovinny graf. Uvazujme né&jaké jeho rovinné nakresleni a oznac¢me
jako f pocet stén, které hrany grafu vytvareji, véetné oblasti vné grafu. Pak |V |+ f = |E| + 2.

Na dtikaz nam chybi nékteré nastroje, takze ¢tenare odkdZeme na néjakou knihu o teorii grafi. Tato véta ma
zajimavé dusledky, napriklad z ni plyne odhad v pfedchozim faktu, dalsi potkdme v posledni sekci této kapitoly.
K rovinnym grafim se také vratime v sekci nasledujici.

12f. Barveni grafu

Po Eulerové prochazkach teorie grafii néjakou dobu spala a novy rozvoj pfisel az v druhé poloviné 19. stoleti.
Jednim z hlavnich problému, které podnécovaly zkouméni v tomto oboru, byla otazka pochazejici z kartografie.
Autofi map (politickych) radi vybarvuji zemé tak, aby dvé sousedni mély vzdy jinou barvu, ale z praktickych
davodu se snazi pouzivat co nejméné barev. Kolik barev by stacilo na jakoukoliv mapu? Pokud kazdou zemi
reprezentujeme vrcholem grafu a to, Ze spolu sousedi, zachytime doplnénim hrany mezi nimi, tak se to prevede
na tlohu z teorie grafti. Chceme obarvit jednotlivé vrcholy tak, aby zadnéa hrana neméla oba konce stejné€ nabarvené.
Nem4 smysl hrany orientovat ¢i pouzivat smycky, proto se prirozené omezime na jednoduché grafy.

Definice.

Necht G = (V, E) je jednoduchy rovinny graf, k € N. Rekneme, 7e graf G Ize obarvit k barvami,
jestlize existuje funkce f: V +— {1,... ,k} takova, ze pro kazdé u,v € V plati: Jestlize {u,v} € E,
pak f(u) # f(v).
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Klicova otazka tedy zni: Jaké je nejmensi Cislo k takové, ze libovolny kone¢ny rovinny graf Ize obarvit k& barvami?
Protoze K4 je rovinny graf, kde je kazdy vrchol soused ostatnich, bude nutné pouzit alespon ¢tyfi barvy. Optiméalni
hodnota kg tedy urcité splnuje kg > 4. Néas ale spis zajima omezeni shora.

Jiz na konci 19. stoleti bylo dokazano, ze k = 5 staci pro vSechny grafy. Dtikaz nebyl zase tak naro¢ny, ale na tuto
prehledovou kapitolu je pfilis dlouhy. Kazdopadné na konci 19. stoleti tedy bylo jasné, Ze spravné odpovédi jsou
mozné jen dvé, kg = 4 nebo ky = 5. Nicméné na zakladé zkuSenosti si matematici jiz od poloviny 19. stoleti sazeli
na ko = 4, ale nebyli schopni to dokazat, fikalo se tomu hypotéza ctyi barev. Zlom piiSel v roce 1976.

Véta 12f.1. (o ¢tyfech barvach)
Kazdy jednoduchy rovinny graf lze obarvit ¢tyfmi barvami.

Dtikaz neukéZeme ani ndhodou, Autofi doty¢né véty pouzili do té doby nevidanou kombinaci matematiky a po-
¢itaci. Nejprve pomoci riiznych teoretickych ivah dokazali, ze pokud dokazeme obarvit ¢tyfmi barvami urcitych
1936 grafi, tak uz budeme umét takto obarvit vSechny rovinné grafy. (Tato matematickd ¢ast zabrala ptes 400
stran, tak si ¢tendr jisté umi predstavit, ze trvalo docela dlouho, nez matematici zkontrolovali, Zze se nékde neskryva
chybka. Nékolik jich nasli, ale byla to mald pfehlédnuti, ktera Slo spravit.)

Na pomoc pri obarvovani téch 1936 grafti pak zavolali pocita¢, kterému to trvalo pres 1200 hodin, coZ je mi-
mochodem asi 50 dntl. Bylo to mimo jiné dano tim, Ze na hledani obarveni ¢tyimi barvami pouzivali algoritmus
s naroc¢nosti fadové n*. Od té doby byl vymyslen algoritmus s naroc¢nosti n? a pocet grafi k ovéieni se podafilo
snizit na 633, takze samotné provedeni diikazu uz neni otazka tydnti, ale sem se to stejné nevejde.

Dodejme, Ze ty 4 barvy jsou nejhorsi scénar, ale pro mnohé grafy by slo vystacit i s méné barvami. To je jina
otazka: Je-li dan rovinny graf, jaky je nejmensi pocet barev nutny k jeho obarveni? Pokud to budeme chtit vytesit
algoritmicky, dostaneme dalsi naro¢nou tlohu, je to NP-tplny problém.

Podobné problémy lze zkoumat i pro jiné grafy nez rovinné (grafy obecné, grafy nakreslené bez protnuti na ne-
koneéném valci ¢ toru a podobné) a pak to za¢ne byt dobrodruzné. Obecné se da pro kazdé k € N vyrobit
graf takovy, ze vyzaduje alespon k barev. To neni nic tézkého, staci vzit K,,; zajimavé je, Ze na to staci i grafy
s relativné méné hranami.

12g. Bonus: Platénska télesa

Platonska télesa jsou mnohostény, které jsou pravidelné, jak jen to jde. Jmenovité, zvoli se konstanty p, ¢ a poza-
duje se, aby kazda sténa byla pravidelny p-thelnik a v kazdém vrcholu se schazelo ¢ hran neboli se tam potkavalo
q stén. Napiiklad klasicka krychle ma parametry p = 4 a g = 3. Jiz staii Rekové znali souvislost mezi télesy a ro-
vinnymi grafy. Kdyz téleso polozime jednou sténou na podlozku a hrany té stény za¢neme roztahovat do stran,
pak pri pohledu shora diive ¢i pozdéji vidime rovinny graf, jehoz stény odpovidaji sténam piislusného télesa. Ta
sténa, kterd u télesa lezela na podlozce, se stala tou neohrani¢enou ,,vnéjsi“ sténou v grafu (vidime ted inspiraci,
pro¢ jsme ji u rovinnych grafti zapocitavali). UkdZeme popsany postup pro dvé télesa, na kterd se divame Sikmo
shora, nejprve klasicky hranol, pak zajimavéjsi objekt.

7

Trocha aritmetiky a Euleriv vzorec pro rovinné grafy ukaze, Ze neni moc moznosti, jak platénska télesa vytvaret.

V rovinném grafu pracujeme s poctem vrcholt v, po¢tem hran e a poc¢tem stén f. Co vime? Eulerova rovnost
dava v+ f = e + 2. Kazda sténa ma p stran, kdyz to secteme, bereme vSechny strany neboli hrany dvakrat, proto
fp = 2e. Kazdy vrchol ma dle zadani stupen ¢, soucet stupnt vrcholt je tedy vqg = 2e. Mame tfi rovnice a pét
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neznadmych, tudiz je mtzeme napiiklad vytesit takto:

V= 4p
CA-(-2)(¢-2)]
o 2pq
4-(p-2)(a-2)
e

- (p-2a-2)
Pak lze udélat rozbor, pro které celociselné hodnoty p, ¢ dostdvame rozumné vysledky. Zde je dobré si uvédomit,
ze jiz ze zadadni mame prirozené dolni meze p > 3, ¢ >3, v >4, f >4, e > 6.

Neékteri autori davaji pfednost pomoci dvou rovnosti v = 2]76, f = 2¢ upravit Eulertv vztah na % + % = % + %
a pak udélat rozbor, které hodnoty p,q > 3 vedou na celociselné feseni pro e. Neni to tézké, z e > 0 dostavame
% + % > %, diky ¢emuz z omezeni p,q > 3 dostdvame pouze moznosti {3, 3}, {3,4}, {4,3}, {3,5} a {5,3}. Neni
tedy mozné mit vic nez téchto pét platonskych téles. Zatim jsme nedokazali, ze vSech pét typt opravdu existuje
v realném svété, ale je to tak, jde o slavnou pétici znamou uz od antickych Reki.

Staii Rekové algebru moc nepéstovali a volili jesté jiny piistup. Podivali se na jeden vrchol a vidéli, Ze se tam
styka g > 3 stén, kazda tam ma sviij vrchol s uréitym tthlem. Tyto thly jsou diky pravidelnosti stejné a dohromady
nemohou dat ani 360 stupii, proto na jednu sténu pripadne méné nez 120°, coz neni mnoho. Jediné pravidelné
p-tihelniky, které piipadaji v ivahu, jsou p = 3,4, 5 s tthly 60°,90°,108°. Sestitthelnik m4 tihel 120, to uz je moc.

Jestlize p = 5, tak thld 108° se u jednoho vrcholu télesa miize sejit nejvyse ¢ = 3, coz je i minimalni pocet,
takze neni mozné mit vice nez jedno platénské téleso slozené z pétitthelnik, jmenovité to s ¢ = 3, pak dopocitame
v =20, e = 30, f = 12. Tim je$té neni zaruceno, ze takovato véc existuje, ale my vime, Ze ano, je to pravidelny
dvanactistén.

Jestlize p = 4, tak ¢tyfi pravé thly nedaji méné nez 360, tudiz je zase moznost jen ¢ = 3, odtud v = 8, e = 12,
f = 6, je jen jedinad potencionalni moznost mit platénské téleso ze ¢tverci. Je to Sestistén neboli nase znaméa
krychle.

Posledni moznost p = 3 je nejzajimavéjsi, protoze pocet thla 60°, které se vméstnaji k jednomu vrcholu, a tedy
daji méné nez 360, je ¢ = 3,4,5. Neni tedy mozné mit vic nez tfi platonska télesa slozend z trojuhelniki. I zde
se ukaze, ze tato télesa v realu existuji. Udélame prfehlednou tabulku, kde télesa sefadime pro zménu podle poctu

stén.
flv | e|plq
4] 4] 6[3]3
6| 81243
8| 6[12(3]4
12120(30(5(3
20(12/30(31|5

Jsou to postupné ¢tyfstén (tetrahedron), Sestistén (hexahedron neboli krychle), osmistén (octahedron), dvanac-

tistén (dodecahedron) a dvacetistén (icosahedron).

i) ‘? M

Hraci her na hrdiny je znaji coby hraci kostky, ptfiznivci Rubikovych hlavolamu si vSechny z nich mohou také
poridit.

Platénska télesa byla velmi popularni mezi mysliteli od poc¢atku veéki, naptiklad se spekulovalo, ze zakladni prvky
svéta maji zrovna tyto tvary. Proto jsou dodnes popularni mezi esoteriky, zejména pokud se vyrobi z mineralt
s magickymi vlastnostmi. V dobach, kdy bylo zndmo jen pét planet, se jejich obézné drahy zase zkousely odvodit
z vepsanych platéonskych téles. I dnes nékteré vlastnosti fascinuji.

Pokud napftiklad u krychle udélame do stfedu kazdé stény tecku a kazdou z nich spojime s dal$imi na sousednich
sténach, dostaneme osmistén. Naopak pokud takto spojime stfedy stén osmisténu, dostaneme krychli. Jde o tzv.
dualni mnohostény. Dvanéctistén a dvacetistén jsou také dualni. Cty¥stén je dudlni sam se sebou.

3
3

Tim kon¢i nas bonus, pékna aplikace teorie grafii na geometrii téles.
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