13. Bonus: Prvocisla

Pripomenme definici prvocisla.

! Definice.
Necht a € N, a # 1.

Rekneme, Ze a je prvocislo (prime), jestlize jedina pfirozena éisla, kterd a déli, jsou 1 a a.

Priklad 13.a: Prvodisla byla zkouméana uz od nepaméti a kazdy uréité néjakéa zna. Mezi prvni stovkou priroze-
nych ¢isel jsou tato prvocisla (je jich 25, viz priklad 11b.c):
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31, 37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79, 83, 89, 97.
Dalsi pak je 101.
AN

Nagim prvnim velkym cilem je dokézat vétu o prvociselném rozkladu. Pro dikaz nejprve musime pfipravit padu.
Zacneme od jiz dokazanych vysledkd.

Fakt 13.1.
Necht n € N, n # 1. Pak existuje prvocislo p takové, ze p|n.

Ditikaz jsme provedli indukci v pfikladé 7b.f.
To, ze prvocislo déli néjaké jiné cislo, se d& dale upiesnit.

Fakt 13.2.
Necht a,b € Z a p je prvocislo. Jestlize p|ab, pak p|a nebo p|b.

Dukaz (poucény): Jestlize p | a, pak je zavér pravdivy a diikaz je hotov. Druha (a posledni) moznost je, ze p
nedéli a. Pak podle faktu 1b.20 musi byt p nesoudélné s a, tudiz podle lemmatu 1b.23 p|b a zévér je zase pravdivy.
O

Toto tvrzeni se dé snadno zobecnit na soucin libovolné mnoha ¢isel.

Lemma 13.3.
Necht aq,...,a,, € N a p je prvoéislo. Jestlize p|(aiaz - - an), pak existuje i takové, Ze p|a;.

Dukaz (pou¢ny): Dokézeme to indukei na m.

(0) Jestlize m = 1, tak pro néjaké prvocislo p a a; € Z predpokladame p|a;, z éehoz plyne zavér tvrzeni pro
1=1.

(1) Pfedpokladejme, ze pro néjaké m > 1 tvrzeni plati pro libovolné aq, ... ,a, € Z a prvoéislo p.

Méjme ted prvoéislo p a ay, ... ,am,am+1 € Z takova, ze p|(ay -+ amamy1). Oznaéme b = ayq - - - ay,, mame
tedy situaci, kdy p| (am,+1b). Podle faktu 13.2 jsou dvé moznosti. Jestlize p déli a1, tak je tvrzeni pravdivé
pro i = m + 1. Jinak p déli b = ay - - a,, a podle indukéniho pfedpokladu musi existovat ¢ € {1,2,...,m}
takové, ze p|a;.

Il

Nyni jsme pfipraveni na to hlavni.

Véta 13.4. (Zakladni véta aritmetiky) (Fundamental theorem of arithmetics)
Necht n € N. Pak existuji prvocisla p1,pa, ... ,pm a exponenty ki, ko, ... , Lk, € Ng takové, ze

m

_ kl kg km_ k‘,

n=py ‘P2 " Pm —HP/-
i=1

Jestlize priddme podminky p; < ps < ... < pm a k; > 0, tak je tato dekompozice jednoznacné
urcena.

Jak se d4 pomoci souéinti prvocisel, ktera vSechna spliiuji p > 2, ziskat jednic¢ka? Napiiklad takto: 1 = 13°.
OvSem v druhém tvrzeni mame exponent k = 0 zakdzan. Tam je tfeba pouzit trik: Zvolime m = 0 (prvodisla
zadna nevybirame), pak se v sou¢inu H?:l p; nasobi pres prazdnou mnozinu, coz je podle definice pravé 1.
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Dukaz (poué¢ny, drsny): 1) K ditkazu existence dekompozice pouzijeme silny princip indukce na n € N.
(0) Jestlize n = 1, tak zvolime libovolné prvoéislo, tfeba p = 13, a k; = 0, dostavame 1 = p°.
(1) Piedpokladejme, ze rozklad existuje pro vSechna ¢isla 1,2, ... ,n. Uvazujme nyni ¢islo n + 1.
Jestlize je to prvocislo, pak zvolime p; =n+ 1 a k; = 1, hotovo.
Jinak je to ¢islo sloZzené, tedy existuji a, b € N takové, ze n+1 = a-b a a, b < n—l—l Podle indukéniho piredpokladu

mame a = H q; Fig b= H 7‘ ' pro néjaka prvodcisla ¢;,r;. Pak n+1 = H ql H 7“ , takZe je to opravdu soucin
= 1 =1
mocnin prvomsel Aby to odpovidalo formalné, provedeme pifejmenovani: Oznac¢ime m = M + N, p; = q;

m
aki=K;prot=1,... M,ddlep;,=ri_pyak;=L;_pyprot=M+1,... ,m a dostdvime n + 1 = pr

i=1
Ditikaz je hotov.

m M
2) Jednoznacnost: Necht n € N, pfedpokladejme, ze n = [] pfi an=1]] qﬁi, kde py < < Pm, 1 <+ < qum
i=1 i=1

a k‘i, lj > 0.

Pokud n = 1, tak je jedind moznost 1 = H?Zl p; a oba rozklady jsou stejné, kdy p;, ¢;, k;, l; neexistuji.

Ptipad n > 2:

a) Nejprve ukazeme, Ze jde o stejna prvodéisla, tedy M = m a p; = ¢; pro kazdé i. Polozme P = {p1,p2,... ,Pm}
aQ={q,92, - ,qm}

Vezméme i € {1,... ,m}. Protoze je p; prvocislo a déli n, musi podle lemma 13.3 délit i jedno z ¢isel g;. Jenze
g; mé jen délitele 1 a g; a p; coby prvocislo neni 1, proto p; = ¢; neboli p; € Q). Dokézali jsme, ze P C Q).

Obdobné ukazeme, ze kazdé q; lezi v P, tedy P = (). Z toho hned vyplyva, ze m = M.

Jesté potiebujeme ukézat, ze jde nejen o rovnost mnozin, ale ze jsou ta ¢isla dokonce stejné serazena, tedy ze
p; = q;. To by platit mélo, protoze v obou mnozinach fadime dle velikosti. Formalné to jde napriklad indukci,
pro zpestieni ukdzeme argument pomoci Principu dobrého usporadani, ktery je, jak vime, s Principem indukce
ekvivalentni (véta 7d.3).

Predpokladejme sporem, ze pro nékteré indexy ¢ neplati p; = ¢;. Protoze tvori neprazdnou podmnozinu N,
Ize najit nejmensi takovy index, fikejme mu k. Protoze pr € P = @), musi existovat j # k takové, Ze p, = ;.
Ovsem vsechna g; pro ¢ < k spliuji ¢; = p; < pg, takze nutné j > k. Protoze jsou ¢isla usporadana dle velikosti,
mame g < ¢j = Pk-

Ale také q, € Q = P, proto obdobné musi existovat J > k takové, Ze g, = p; a dostdvame pp < p;j = qi.
Maéme zaroven nerovnosti qx < px a qr > Pk, COZ je nemozné a spor je hotov.

m m
b) Ted jiz vime, Ze oba rozklady zahrnuji stejné prvocisla, tedy méme n = [] p¥ a n = [] pl. Potiebujeme
L 1
ukézat, Zze k; = [; pro vSechna i = 1,... ,m. Vezméme néjaké takové i a ze sy;netrie situacelpll"edpoklédejme, ze
k; <l;. Vydélime oba rozklady c¢islem pf a dostaneme dva rozklady pro cislo % V tom prvnim se p; viibec

7
nevyskytuje, v tom druhém je s exponentem [; — k; > 0. Ale podle ¢asti a) aplikované na tyto dva vydélené
rozklady musi mit oba stejna provocisla, coz nastane jediné v pripade, ze I; — k; = 0, tedy k; = [;.
a

Vyjéadfeni ¢isla n jako ve vété fikdme prvoéiselny rozklad. V mnoha situacich méme radi jednoznacnost z ¢asti
b), ale nékdy je pro zménu vyhodné si dovolit ptidat do rozkladu prvoéisla s mocninou 0 (tieba 13 = 13 -3° =
13 - 239 . 33%), coz napiiklad umozni sjednotit pouzita prvocisla pro vice éisel. Dobrym piikladem je nasledujici
aplikace prvociselného rozkladu na délitelnost.

Lemma 13.5. -
Necht a € N je ¢islo s prvoéiselnym rozkladem [] pf”’, necht d € N. Cislo d déli a pravé tehdy,
i=1

m
kdyz existuji ¢isla K; € Ny spliiujici pro vSechna i podminku 0 < K; < k; takova, ze d = [] pZK
i=1

Prelozeno do lidstiny, aby ¢islo d délilo ¢islo a, nemtze mit v rozkladu prvocisla jina, nez jsou v a, a prvocislo,
které v d je, tam nemuze byt vicekrat, nez je v a.

Dukaz je variaci na dikaz predchozi véty. Pokud d déli a, tak se pro kazdé p z rozkladu d ukaze, Ze musi byt
v rozkladu a, nacez se vydélenim p* ukéaze, ze v ¢&isle a musi byt exponent alespoii tak velky jako u d. Pokud
naopak néjaké prvocislo p z rozkladu a chybi v daném rozkladu d, tak jej tam prosté priddme s mocninou 0.

Odtud hned dostaneme nasledujici tvrzeni, které matematicky potvrdi oblibeny zpusob hledani ged a lem pro
mensi ¢isla. Obé ¢isla napiSeme pomoci prvociselného rozkladu, ged se pak ziska pomoci nejmensich mocnin a lem
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pomoci nejvétsich mocnin u prvoéisel (pokud néjaké prvoéislo z jednoho rozkladu chybi v druhém, dodame jej
tam s mocninou 0). Formalné feceno:

Fakt 13.6.
Necht a,b € N. Pfedpoklddejme, Ze mame prvoéisla p; < --- < p,, a ¢isla k;, [; € Ny takova, ze

a=J[pfab= ] pk. Pak ged(a,b) = [] p;nin(ki’li) a lem(a,b) = [] pinax(k“li).
i=1 i=1 i=1 =1

min(k;,

L . . . s e
i ). Protoze méa n ve svém rozkladu stejna prvocisla jako a

m
Dukaz (z povinnosti): 1) Ozna¢me n = [] p

=1
i b a jejich exponenty spliuji min(k;,l;) < k; a min(k;, ;) < [;, podle pfedchoziho lemmatu n|a a n|b. Je to
tedy spole¢ny délitel. Zbyva ukazat, Ze je nejveétsi.
Necht d je né&jaky spolecny délitel a,b. Pak podle predchoziho lemmatu musi existovat ¢isla K; takova, ze

m
d=1] pZK a pfitom K; < k; a K; <; pro v8echna i. To pak ale znamend, ze K; < min(k;,[;) pro vSechna 1,
i=1

tudiz zase podle lemmatu d|n. TakZe n je opravdu nejvétsi spoleény délitel a, b.

2) Diikaz vzorce pro lem(a,b) je obdobny.
g

Z toho hned dostaneme zajimavy dikaz véty 1b.12. Pro vSechna k,l € Ny plati max(k,!) + min(k,l) = k + 1
(zkuste si to rozmyslet, staci rozebrat varianty podle toho, které z técho ¢isel je vétsi), coz dava

ng((Z, b) . lcm(a, b) _ Hp;rlin(ki,li) . leinax(ki,li) _ le;lin(ki,li)—i-max(ki,li)
i=1 i=1

=1
m m m
_ ki+l; _ k; li __
S I (0
i=1 =1 1=1

Pro tplnost ukazeme nékolik prikladi na hledani ged a lem pomoci rozkladu.

Piiklad 13.b: Uvazujme éisla 24 a 60. Jejich prvoéiselné rozklady jsou 24 = 23 -3 a 60 = 22 - 3 - 5, takZe mame
ged(24,60) = ged(22-3-5%,22-.3.5) =22.3 =12 a lem(24,60) = 22 - 3 -5 = 120.

Podobné ged(2-32-5-72,3-7*-13) =3 -7 alem(2-32-5-72,3-7*-13) =2-32.5. 74 . 13.

A

Tento postup je pro vétsi cisla neperspektivni, protoze prvociselny rozklad daného cisla je jednim z nejnaroc-
néjsich vypocetnich problémi. Efektivni hledani ged(a,b) bylo tématem kapitoly 1b, na rozklad se podivame
zde.

13.7 Rozklad na prvocisla

Hlavnim krokem je umét najit k danému c¢islu n néjaké prvocislo p, které jej déli. Pokud toto umime, tak
aplikaci téhoz postupu na ¢islo n/p atd. ziskdme nakonec rozklad. Budeme se tedy soustfedit na problém nalezeni
prvociselného délitele.

Jako prvni metoda se nabizi prosté zkouset délit rozkladané ¢islo n cisly 2,3,4,.... To asi ¢tendr zna. Vezme
45, zkusi vydélit dvojkou, nic, zkusi trojkou, zasah, mame 45 -+ 3 = 15. Pokracujeme s patnactkou, zkusime zase
trojku, bingo, 15 + 3 = 5, rozklad hotov, 45 = 32 - 5.

U malych cisel toto mize fungovat efektivné, zejména kdyz si vzpomeneme na rozlicna kritéria délitelnosti, viz
napiiklad cviceni 1a.13 a 2a.20.

Dobré zprava je, Zze nemusime zkouset délit vsemi ¢isly 1,2,... ,n.

Fakt 13.8.
Jestlize je n slozené ¢islo, pak existuje jeho prvoéiselny délitel mensi ¢i roven éislu y/n.

Dukaz: Pfedpokladejme, ze n = ab a a,b > 1. Tvrdime, Ze bud a < y/n nebo b < \/n. V opacném piipadé
bychom totiz méli ab > v/n - /n = n.
Takze pfedpokladejme, Ze tfeba a < y/n. Vezméme libovolné prvoéislo p z prvoéiselného rozkladu a, to pak
spliiuje p < a < y/n a déli n.
Il
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To znamenad, ze pokud dané ¢islo n neni délitelné celymi ¢isly mezi 2 az /n véetné, tak uz vime, Ze je to prvocislo.
Podobné lze ukazat, Ze pokud néjaké ¢islo n vzniklo jako soucin t¥i prvocisel, pak to nejmensi z nich nesmi byt
v&tsi nez 3/n, a tak dale.

Naroc¢nost naseho naivniho algoritmu (kterému se také ¥iké ,direct search algorithm® ¢i ,trial division*) je tedy
v/n krokil, a kdyz do toho zapocitdme naroc¢nost déleni, budeme na tom jesté hif. V praxi se casto velikost
¢isla soudi podle poctu cifer (ve dvojkové soustavé) m = log,(n), pak n = 2™ a lze fici, Ze v nejhorsim pfipadé
potiebujeme pro m-ciferné &slo pouzit 27/2 testi, coz je hodné.

P1i postupném déleni ¢isly 2,3,4,... by pomohlo, kdybychom méli tabulku prvocisel, protoze pak bychom
nemuseli délit n vSemi ¢isly az po /n, stacilo by brét jen prvocisla. Téch je relativné mélo, napfiklad jsme vidéli,
ze je jen 25 prvocisel mensich nez 100. To znamené, ze kdybychom chtéli udélat rozklad ¢isla 10003, tak bychom
nemuseli zkouset délit vSemi ¢isly az po /10001 ~ 100, ale jen onémi 25 prvocisly.

Takovou tabulku nastésti nemusime tvorit postupnym testovanim ¢isel, existuje metoda, ktera to zvlada relativné
efektivné.

Priklad 13.c: Pokud potfebujeme identifikovat vSechna prvocisla v rozmezi 1 az n, pak miZeme s tispéchem
pouzit metodu zvanou Eratosthenovo sito (sieve of Eratosthenes). Funguje to nésledovné.
Nejprve vSechna ¢isla od 2 do n napiSeme na papir, tifeba do tabulky nebo za sebe, to je jedno:
2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18, ...
Zacneme s a = 2. Je to prvocislo, tak jej oznaCime a pak ze seznamu vyskrtneme vSechny jeho nasobky:
(2],3,4,5,6,7,8,9,10,11,32,13,14,15,64,17,18, ...
Podivame se do seznamu a najdeme prvni dalsi nevyskrtnuté a neoznacené ¢islo, je to a = 3. Musi to byt prvocdislo,
tak jej oznaCime a pak ze seznamu vyskrtneme vSechny jeho nasobky, které tam jesté zbyly:
[2][3],4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,64, 17,18, . ..
Podivame se do seznamu a najdeme prvni dal$i neoznacené ¢islo, tedy a = 5. Ooznacime jej coby prvocislo a pak
ze seznamu vyskrtneme atd.: , , 4, , 6,7,8,9,10,11,42,13,34,15,64,17,18, . ..
Takto pokracujeme, dokud nedojdeme k /n. VSimnéte si, ze pti vyskrtavni éisel nemusime délit, jen séitame (3,
34+3,6+3,9+3,... ), coz je mnohem lepsi.
A

Metoda je to sice péknd, ale my vétsinou potrebujeme faktorizovat ¢i testovat na prvociselnost ¢isla fadu treba
10290 4 vyrabét si kviili tomu tak velké sito by bylo porad ptili§ drahé. Tak ¢i onak, pokud zkousime najit rozklad
n-ciferného (n-bitového) ¢isla pomoci podobnych pfimocarych metod, tak se v zdsadé divame na naro¢nost okolo
e™ operaci. Nic lepsiho zatim nebylo vymysleno, takze jak jsme vidéli v kapitole 2a (ptiklad 2a.q), nejpouzivanéjsi
verejné sifrovani na Internetu je zalozeno na tom, ze faktorizovat velké ¢islo by i dnesnim superpocita¢tim zabralo
desitky az stovky let.

U testovani prvociselnosti je situace prece jen o néco lepsi a existuji metody na urychleni. Coz je dobfe, protoze
moderni aplikace potiebuji velkd prvocéisla. Vénujeme tomu samostatnou poznamku.

13.9 Poznamka o testovani prvociselnosti: Cilem je najit néjaké velké prvocislo, tfeba o 200 cifrach. Ne-
umime to pfimo, postupuje se tedy metodou pokus-omyl, kdy se generuji ¢isla a testuji. Bohuzel, potvrzeni
prvociselnosti je opét docela naro¢ny problém a navic vétsina cisel, kterd zkusime, prvocisla nebudou. Takze je
dobfe, Ze na vyrazovani nevhodnych kandidatt existuji docela efektivni metody.

Ukézeme jednu, kterd vychézi z nam zndmé malé Fermatovy véty. Jeji obména zni takto:

e Jestlize jsou ¢&isla a € Z a n nesoudélna a neplati a”~! = 1 (mod n), pak uz n nemtize byt prvoéislo.

Toto miize slouzit jako test prvociselnosti. Vezméme libovolné liché n > 2, chceme védét, zda je to prvocislo.
Pouzijeme a = 2, protoze pro liché ¢islo uréité ged(2,n) = 1. Jestlize 2! # 1 (mod n), pak podle malé Fermatovy
véty n urcité neni prvocislo. Tento vypocet 1ze provést vcelku rychle, je to tedy efektivni ,vylucovac®.

Bohuzel, mal4d Fermatova véta je jen implikace. Takze pokud by platilo 2"~! = 1 (mod n), pak n prvoéislo
byt mize, ale nemusi. Jsou zvlastni &isla, kterd 27~! = 1 (mod n) spliiuji, ale jsou slozend, ¥ikdme jim pseu-
doprvoéisla. Dobra zprava je, ze pseudoprvoéisel je velice malo, naptiklad mezi prvnimi 10'° pfirozenymi ¢isly
je cca 450,000,000 prvocisel, ale jen cca 15,000 pseudoprvocisel. To znamend, Ze tento test je vysoce G¢inny pii
vylazovani ¢isel, ktera prvocisly nejsou, a pokud uz néjaké n timto testem projde, tak je vysoka pravdépodobnost,
ze jsme opravdu ulovili prvodislo, a vyplati se investovat dalsi ndmahu na skuteéné potvrzeni této skutecnosti.

Tato myslenka se d4 samoziejmé rozvést dale. Rekneme, Ze n je pseudoprvocislo vzhledem k zakladu a, jestlize
a" ! =1 (mod n). TakZe pokud néjaké pseudoprvoéislo pteZije prvni test, zvolime né&jaké nesoudélné a, napiiklad
dalsi prvoéislo a = 3, a zkusime, zda neplati a”~! =1 (mod n). To pfi trose $tésti zase vyiadi neprvoéislo.
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Rekneme, Ze n je Carmichaelovské &islo, jestlize a”~! = 1 (mod n) pro viechna a € N s ged(a,n) = 1. Napt.
561 je takové ¢islo. Carmichaelovskych ¢isel je sice nekoneéné mnoho, ale zase hrozné malo, ¢ili kdyz za¢neme s n
a protestujeme jej pro hodné a, tak v pripadé tspéchu uz je skoro jisté, ze n je prvocislo.

Je to dobra strategie pro hledani velkych prvodisel, napfiklad pro kédovani RSA. Déla se to tak, Ze prosté
zvolime néjaké vhodné dlouhé ¢islo, pokud mozno takového typu, u kterého je zvysena pravdépodobnost, ze to
bude prvoéislo (viz nize). Testovat ptimo délenim, zda je to opravdu prvoéislo, by trvalo strasné dlouho (mluvime
zde o desitkach let na téch nejvykonnéjsich pocitac¢ich). Misto toho jej rychle prozeneme testy popsanymi vyse
a ono asi vypadne jako slozené ¢islo. Tak zkusime jiné velké cislo a jedeme znovu. Nakonec néjaké ¢islo témi testy
projde, pak je témér jisté, ze je to prvocislo. Tak prosté z takového ¢isla zkusime RSA kdédovani udélat, zkusmo
néco zakddujeme a rozkédujeme a pokud to vyjde, tak jsme nasli, co jsme potiebovali.

JAN

V poznamce jste jisté zaznamenali zajimavé postiehy o Cetnosti prvocisel a dalsi zajimavé napady, které pochazeji
z teorie Cisel. Nékolik jich pro zajimavost pfedstavime a zaéneme jednoduchou odpovédi na otazku, kolik je
prvocisel.

Véta 13.10.
Procisel je nekone¢né mnoho.

Diikaz (pou¢ny): Ukazeme klasicky Euklidiv diikaz, takze jdeme az ke starym Rekfim, cca 300 pt.n.l. Dé&l4 se
sporem, predpokladame, zZe existuje jen konec¢né mnoho prvocisel p1,pa, ... , Pm-

Vezméme ¢islo a = p1-pa-. .. - pm+ 1. Podle faktu 13.1 existuje prvocislo p takové, ze déli a. Podle predpokladu
to ale musi byt jedno z téch p;, proto také p déli ten soucin p; - pa ...  ppm. Mame p|a, p|(p1-p2 ... Pm),
proto nutné p déli jejich rozdil, viz fakt 1a.19. Takze p|1 a to je spor, nebot p > 2.

a

Zajimavé je, ze ve skutecnosti jsou ¢isla typu a = p1 - ps - ... pm + 1 docela Casto prvocisla, tteba 2-3+1 =7,
2:3-54+1=31nebo2-3-5-7+ 1= 211. Znama disla tohoto typu se pouzivaji pro testovani kvality novych
superpocitaci.

Vime, zZe prvocisel je nekoneéné mnoho, coz samoziejmé uz po staleti neda lidem spat a snazi se najit co nejvetsi.
Je to véc prestize, vysledky jsou kombinaci brutdlni vypocetni sily a vysoce sofistikovanych matematickych metod
(viz ukazka vyse). M4 to ale i praktické dusledky, tieba pro bezpeénost Sifrovani. Poslednich 300 let byla nejvétsi
nalezena prvocisla ve tvaru 2P — 1 pro prvocislo p. Samoziejmé ne kazdé takové cislo je prvocislem, to by bylo
moc snadné, napiiklad 22 —1 =3, 2% —1 =7, 2° — 1 = 31 jsou prvocisla, ale 2!1 — 1 = 2047 = 23 - 89. Prvo¢islim
ve tvaru 2P — 1 se rikd Mersennova prvocisla a jsou popularni diky tomu, ze vyrazy typu 2P — 1 se relativné dobte
testuji na prvociselnost.

Sice jsme odpovédéli na otézku, kolik je prvocisel, ale to byla snadnd odpovéd. Lepsi otdzka je, kolik jich je
relativné, tfeba takto: Ozna¢me pro n € N jako m(n) pocéet prvocisel p spliujicich p < n (sezndmek 2,3,5,7
ukazuje, ze m(10) = 4, uz t¥eba vime, ze 7(100) = 25). Jak rychle tato funkce roste? Hluboké vysledky fikaji, ze
pro velka n je m(n) pfiblizné rovno % (M4 to dost komplikované dukazy, jako hypotéza se to objevilo v 19.
stoleti, prvni dukaz 1896.) Znamena to, Ze relativni hustota prvocisel mezi prvnimi n ¢isly je pfiblizné ﬁ, takze
se zvétsujicim se n klesa, tedy prvocisel je ¢im dal relativné méné.

Tento vysledek se da interpretovat riznymi zpusoby, tfeba takto: Jestlize si mezi ¢isly 1 az n zvolite ndhodné
jedno, tak je pravdépodobnost ﬁ, ze to bude prvocislo. Jesté jinak: Tato pravdépodobnost je nepiimo iimérné
poctu cifer ¢isla n (¢im vic cifer, tim mensi pravdépodobnost). D4 se také Fict, ze prumérnd vzdélenost mezi
prvodisly okolo ¢isla n je zhruba In(n).

o
Pfesto je prvocisel v jistém smyslu dost. Pfipomenime si zndmou divergentni harmonickou fadu % = oo. Kdyz
k=1
z té fady vynechdme relativné dost ¢lend (neboli nechame si jich relativné mélo), tak za¢ne konvergovat. Pokud
napiiklad ozna¢ime jako M mnozinu vSech druhych mocnin pfirozenych ¢isel, tak jiz > % konverguje. Kdyz ale
keM
vezmeme mnozinu P viech prvocisel, pak > 1 = co (Euleriv vysledek). Takze jich zase tak malo neni.
pEP

Vime, Ze prvocisla nam daji vSsechna prirozena c¢isla prostfednictvim nasobeni. Zajimava otazka je, jestli je jich
dost na to, aby nam dala pfirozena éisla prostiednictvim s¢itani. K tomu se vaze Goldbachova hypotéza (1742),
ktera tika: Kazdé liché n € N veétsi nez 5 je souctem tii prvocisel. Tato hypotéza ma i ekvivalentni vyjadfeni:
Kazdé sudé n € N vétsi nez 2 je souctem dvou prvocisel. Nevi se, zda toto plati, zatim je dokazéno, Ze kazdé sudé
n € N vétsi nez 2 je souctem nejvysSe 6 prvocisel, coz je od cile dost daleko.

13.10, 13.c 492 13.10, 13.c
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Hodné tsili slo do odhalovani rtiznych pravidelnosti ve vyskytu prvocisel. Hned na zacatku je tieba fict, ze celkové
v jejich vyskytu zadna pravidelnost neni. Mohou se ale vyskytovat zajimavé pravidelnosti docasné, lokalni. Nékolik
vysledki:

e Kdykoliv zvolime a, b nesoudélné, pak v aritmetické posloupnosti {an + b} najdeme nekoneéné mnoho prvoéisel
(Dirichletova véta).

e V opacném smeéru je tu hypotéza: Pro libovolné m existuje a,d € N takové, Ze a,a + d,a + 2d,... ,a + md
jsou prvocisla. Kratce feceno, lze vytvorit konecné aritmetické posloupnosti libovolnych délek, které se skladaji
z prvocisel. Zda se, Ze je to pravda, v roce 2004 byl prezentovan dikaz, ale byl tak drsny, Ze jesté v dobé psani
tohoto skripta nebyl poradné provéren.

Urcité ale vime, Ze nejde najit nekonecnou aritmetickou posloupnost z prvocisel. Kdyby totiz existovala po-
sloupnost ve tvaru ay = dk + b generujici prvocisla, pak by pro velkd n bylo pomérné zastoupeni prvocisel v N
pfinejmensim 4 neboli platilo by 7(n) > Ln, coZ je ale ve sporu s m(n) ~ Ok
e Pro libovolné n € N existuje mezi prvocisly nékde mezera délky alespon n. Ekvivalentné, existuje n po sobé
jdoucich ¢isel takovych, ze jsou slozena. Toto je vlastné snadné, zacéne se ¢islem (n + 1)! + 2, pfidavame po jedné
a skonéime (n+1)!+ (n+1). Pro kazdé 2 < k < n+1 totiz plati, ze k déli (n+1)!, proto jsou pak ¢éisla (n+1)!+k
délitelna k, a tedy slozena.

e Hodné by pomohlo najit funkci takovou, aby f(n) bylo prvoéislo pro vSechna n € N. Umoznilo by to snadné
generovani libovolné velkych prvocisel. Zatim ji nikdo nenasel, i kdyz se zajimavé véci nasly, naptiklad funkce
f(n) = n? —n+ 41, kterd dava prvocisla pro n = 1,... , 40, ale pak uz ne, f(41) = 412. JenZe takovéto polynomy
jsou stejné slepa ulicka, pro kazdy polynom p s celociselnymi koeficienty existuje y € N takové, ze p(y) je slozené.

I to je vlastné snadné. Necht p(z) = a,z" + - - - + ag. Jestlize ag # 0, pak f(ag) = ag(anay ' +---+1) a mame
¢islo slozené, v pifpadé ag = 0 pak p(z) = x(apz™ ' + -+ + ay) a staci dosadit jakékoliv a € N.
e Neni zndmo, zda existuje nekone¢né mnoho prvodéisel typu n? + 1. Zatim je znadmo, Ze pro nekoneéné mnoho n
je n? + 1 prvodéislo nebo soucin dvou prvoéisel.
e Neni znamo, zda existuje nekoneéné mnoho dvojic p, p + 2, kde obé jsou prvocisla (zndme tieba dvojice 3 a 5,
11 a 13, 17 a 19 atd).

Takto by se dalo pokracovat jesté dlouho, ale jako nahlédnuti do teorie ¢isel to staci.

Cviceni

Cviceni 13.1 (rutinni): Najdéte faktorizaci nasledujicich ¢isel:
a) 156; b) 165; ¢) 504.

Cviceni 13.2: Dokazte/vyvratte: Existuji t¥i po sobé jdouci licha ¢isla, kterad jsou prvodisla, tj. p, p+ 2, p + 4.
Reseni:

13.1: a) 156 =22 -3-13.b) 165 =3-5-11. ¢) 504 = 23 - 3% - 7.
13.2: 3,5, 7.
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