14. Bonus: Vice o Euklidové algoritmu

V této kapitole nejprve dokdzeme, ze Euklidiv algoritmus d€la, co délat ma. Poté se podivame na otazku jeho
rychlosti a na to, zda je vysledné identita optimalni. Na zavér potvrdime véci, kterych jsme si mohli vSimnout pfi
pocitani, a ukdzeme alternativni velmi struény rucni vypocet.

Nejprve pripomeneme algoritmy, se kterymi zde budeme pracovat.

Euklidav algoritmus

Iniciace: g :=a, r1 := b, k:= 0.

Dokud plati r;+1 # 0 opakovat krok:
k:=k+1, rg11 = rg—1 mod rg.

Pak ged(a,b) = |ril.

Euklidav algoritmus se zapornymi zbytky
Iniciace: g :=a, r1 := b, k := 0.
Dokud plati r;+1 # 0 opakovat krok:
k =k + 1, najdi ri41 tak, aby platilo
Tkl = Th—1 — Tk Pro ¢ € Z a —5|r| < rps1 < 2|rgl.
Pak ged(a,b) = |rg|.

Rozsifeny Euklidav algoritmus
Inicializace: ro ;= a, r1 := b, k := 0,
Ag:=1,A,:=0, By:=0, B; :=1.
Dokud plati 741 # 0, opakovat kroky:
k:=k+ 1, najdi g; € Z tak, aby platilo 0 < rp_; — qrri < |7kl
Tk+1 ‘= Tk—1 — qkTk,
Ap1 = A1 — @Ay,
Byy1 = Brp—1 — qi.By.
Pokud r;, < 0, zménit znaménka u ry, A, B.
Pak ged(a,b) = ri, = Ara + Byb.

Rozsifeny Eukliduv algoritmus se zapornymi zbytky
Inicializace: r¢ :=a, r1 := b, k := 0,
A() = 1, Al = 0, B() = 0, Bl = 1.
Dokud plati ;41 # 0, opakovat kroky:
k:=k+ 1, najdi qx € Z tak, aby platilo —%\rkl < Tp_1— qprr < %|7‘k]
Tk+1 ‘= Tk—1 — GkTk,
Agt1 = Ak—1 — qr Ak,
Byy1:= Bp—1 — qiBy.
Pokud 7, < 0, zménit znaménka u ry, A, By.
Pak ged(a,b) = rp, = Ara + Bib.
Pripomenime, Ze tyto algoritmy akceptuji na vstupu libovolna celd ¢isla, takze se i pro verze, které pouzivaji
klasické zbytky, mtze stat, ze rp je zaporné. Musime proto pouzit absolutni hodnotu. Napfiklad volba ry = 6,
r1 = —2 dava ro = 0 a pak ged(6, —2) = |r1| = 2.

V prikladé 7d.b jsme nastinili tradi¢ni pristup k dokazovani, ze algoritmus funguje spravné. Za¢neme otazkou,
zda skondi.

Fakt 14.1.
Vsechny verze Euklidova algoritmu skonéi pro libovolny vstup a,b € Z po koneéném poctu
krokt.

Pouzijeme néstroj zvany variant (viz pfiklad 7d.b). V tomto pfipadé se jeden nabizi, jde o parametr |ry|. Spliiuje

pozadavky na variant:
e posloupnost |r| je nezdporna,
e posloupnost || je ryze klesajici, tedy |rg| > |rr+1]-

Pak po kone¢ném poctu krokt musi nastat |ri| = 0. Tim je ukonéeni Euklidova algoritmu dokazéno.

Druhou otéazkou je parcialni korektnost neboli podminéna spravnost algoritmi, tedy potiebujeme ukéazat, ze kdyz
nase algoritmy skon¢i, tak je vystupem to, co chceme. Zde se zase nabizi nastroj zvany invariant (viz pfiklad 7d.b).
V pfipadé Euklidova algoritmu je na konci kazdého kroku (ma index k) k dispozici dvojice 7k, ri41, mizeme tedy
jako invariant zvolit pfimo hodnotu ged(rg,7x—1). Je ovSem t¥eba ukézat, Ze to invariant opravdu je.
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Lemma 14.2.

Necht rg,r1,... ,7x, 7Kk +1 je posloupnost ¢isel generovand Euklidovym algoritmem (klasickym
nebo s nezapornymi zbytky), pficemz ro = a € Z ar;y = b € Z. Pak pro kazdé k =0,1,... | K
plati ged(rk, rr+1) = ged(a, b).

Dukaz (pou¢ny): Uvazujme béh algoritmu pro jista vstupni data a,b € Z, ktery vytvoii ¢isla ro, 71, ... , 7k 41-

Tvrdime, Ze pro vSechna k € {0,1,..., K} plati ged(rg, 7x+1) = ged(a, b). DokédZzeme to matematickou indukei.
(0) Pro k = 0 to plati, nebot 7o = a a r; = b. Takze ged(rg,71) = ged(a, b).

(1) Necht k£ € {0,1,... , K — 1} a predpokladejme, zZe plati ged(r, rg+1) = ged(a, b). Checeme ukazat platnost
vlastnosti tohoto tvrzeni pro k + 1.

Protoze k < K —1,jek+1 < K a(k+1)+1< K +1, tedy ¢isla rpy1 a rgy1)41 existuji. Protoze vznikla
Euklidovym algoritmem, plati také (v pfipadé standardnich i zépornych zbytk®) rpio = 7x — @r+17k+1 Pro né-
jaké qr41 € Z. Proto mizeme aplikovat lemma 1b.30 a mame ged(rg, rx+1) = ged(rk+1, 7k+2). Podle indukéniho
piedpokladu to znamend ged(rx41, 7(k41)4+1) = ged(a, b).

O

Nyni jsme pfipraveni na diikaz, ze algoritmus poskytne, co ma. Uvazujme néjaka vstupni data a,b. Vime uz,
ze algoritmus musi skoncit, vznikne tedy posloupnost rg,r1,... ,7Kx,rK+1, kde 7x4+1 = 0 a rx # 0, pficemz da
na vystup ¢islo |ri|. Je to spravné?

Mtzeme aplikovat lemma a dostavame

Irk| = ged(rk,0) = ged(ri, rx+1) = ged(a, b).
Algoritmus mé tedy na vystupu ged(a, b).
Nyni se podivame na rozsifenou verzi. Jako dalsi ukazku konceptu invariantu bychom mohli uvaZzovat vyraz

ri — (Aga + Byb). Nasledujici lemma ukaze, Ze toto €islo zistava stale nula, ale bude prirozenéjsi dokazovat
platnost v prakti¢téjsim tvaru.

Lemma 14.3.
Necht rg,71,... ,7K, Ao, A1,... , Ak, Bo, B, ... , Bk, jsou posloupnosti generované rozsifenym
Euklidovym algoritmem (klasickym nebo s nezdpornymi zbytky), pficemz ro = a € Z a ry =

b € Z. Pak pro kazdé k =0,1,... , K plati rp, = Ara + Byb.

Dukaz (poucny): Uvazujme néjaky béh algoritmu pro jistd vstupni data a,b € Z, ktery vytvoii ¢isla rg, Ay
aBpprok=0,1,... K.

Rovnost rp, = Ara + Brb dokdzeme silnou indukci, modifikovanou pro dva kroky zpét.
(0) Poc¢ate¢ni hodnoty Ao, A1, By, B1 jsou nastaveny tak, ze a = Aga + Bob a b = Aja + B1b. Protoze 1o = a
ary; =b, rovnost plati pro k=0a k= 1.
(1) Necht k € {1,2,... , K —1} a pfedpoklddejme, ze plati, ze r, = Ara+ Bipbary_1 = Ax_1a+ Bi—1b. Chceme
ukézat platnost této rovnosti pro k + 1.

rr+1 vzniklo tak, ze bylo nalezeno vhodné g a spoditdno rip411 = rg—1 — Qx7k, Ak+1 = Ax—1 — @Ak, Br+1 =
Bi_1 — qx By Spolu s indukénimi predpoklady to dava

Tkl = Th—1 — qeTk = (Ap—1a + Br_1b) — qr.(Ara + Byb)
= (Ar—1 — @Ar)a + (Br—1 — @ Br)n = Apq1a + B4,
O

V okamziku ukonc¢eni béhu algoritmu méme generovana ¢isla rx # 0 a 141 = 0. Podle prvniho lemmatu je

|rk| = ged(a, b), dle druhého pak rx = Aga + Byb, tedy pro rx > 0 mame ged(a,b) = Axa+ Bgb aprorg <0
mame ged(a,b) = (—Ax)a + (—Bk)b. Rozsifeny Euklidav algoritmus umi najit Bezoutovu identitu.

14a. Rychlost algoritmu a kvalita vystupu

To, jak dlouho na vysledek pockame, se odviji od fady faktord a jednim z dominantnich je pocet algebraic-
kych operaci, které je nutno vykonat. V pripadé Euklidova algoritmu toto zjevné souvisi s tim, kolikrat musime
zopakovat zakladni krok, coz zase souvisi s tim, jak rychle se zmensuji r.

Pro verzi se zapornymi zbytky je situace jednoducha.
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Fakt 14a.1.
Necht 7o, 71, ... ,7K, "k +1 je posloupnost ¢isel generovana Euklidovym algoritmem se zapornymi
zbytky. Jestlize 111 =0 a rg # 0, pak K < log,(|b]).

Diikaz (pou¢ny): Zaporné zbytky splituji |rji1| < 3|ri|. Protoze r1 = b, méme |ro| = |riq1| < (0], |r3] =
Iro41] < 3lr2| = 52[b| atd. Indukei snadno dokazeme, Ze |ryi1| < 57|b|. Protoze rx # 0, musi platit |rg| > 1
neboli 1 < i [b]. Odtud 25 < [b], tedy K < log,(]b]).

(|

Pocet krokt Euklidova algoritmu se zdpornymi zbytky tedy zavisi logaritmicky na |b|, coz je velmi pékné.

Nyni se podivame na standardni Eukliduv algoritmus, tedy verzi (pro ged(a,b) nebo rozsifenou), kterd pracuje
se zbytky. Ty pak spliuji 7,11 < |rg| — 1, pficemz r1 = b je ddno. Odtud pak vyplyva, ze r11 < |b| — k. To neni
moc povzbudivé, nastésti plati vic.

Fakt 14a.2.

Necht rg,71,... ,7K,7K+1 je posloupnost ¢isel generovand Euklidovym algoritmem. Pak pro
kazdé k= 3,... K plati rp + rg+1 < rg—1.

Pokud byl algoritmus spustén se vstupy a > b > 0, tak odhad plati pro vSechna k =1,... | K

Dukaz (pouény): Protoze pro k > 3 neboli k — 1 > 2 plati 7,1 = rp_3 mod (rx_2), tvofi (re,7s,... ,TK41)
striktné klesajici kone¢nou posloupnost nezapornych ¢isel. Pokud je na vstupu a > b > 0, tak toto plati pro
celou kone¢nou posloupnost (rg,71,... ,TKx41)-

Uvazujme jisté k € {3,..., K}. Mame ry 1 = r,—1 — qxTk. Protoze rp41 < r—1 a vSechna r; ve vzorci jsou

nezaporna, musi platit ¢ > 0, tedy vlastné gi > 1. Mizeme proto odhadovat r_1 = qg T + 7K1 > Tk + Tkt 1-
Pokud méame a > b > 0, tak tento argument lze aplikovat i pro & = 1, 2.
O

Poznamenejme, ze v pripadé obecnych vstupt lze opravdu zacit az od k = 3 a nezachrani to ani pripadna
absolutni hodnota. Pokud napiiklad spustime Euklidtv algoritmus pro a = 14 = rg, b = —8 = r1, pak 75 = 6
ary3 =4. Pro k = 2 mame |ry_1| = |r1]| = 8, zatimco 7541 + 7 = 73 + 12 = 10.

Prakticky dopad tohoto faktu je, Ze ;11 nemohou klesat velmi pomalu. Nerovnost i1 < rp — ri—1 Iika, ze
pokud pfi pfechodu od ri k rp_1 moc neklesneme, tak na r;y; uz moc nezbude.

Tato vlastnost mohla ¢tendfi pfipomenout znamou Fibonacciho posloupnost {F,,}, viz piiklad 10b.d. Toto
pozorovani je klicem k nasledujicimu vysledku. Uvedeme nejprve verzi pro pfiznivé vstupy, ktera je tradicni.

Véta 14a.3. (Lamého véta)
Necht a > b € N. Pak (rozsifeny) Euklidiv algoritmus pro ged(a,b) vyzaduje nanejvys tolik
krokt, kolik je pétkrat pocet cifer v b.

Tento vysledek (z roku 1844) je jednim z pocatkt zkouméni vypocetni naroc¢nosti algoritmii. Zaroven se v ném
prekvapiveé skryvaji dva popularni mystické objekty, Fibonacciho posloupnost a zlaty fez. Vse ukaze dtkaz, ktery

N2

je spise pro odvéaznéjsi ¢tenafe.

Dukaz (drsny, pouény): Uvazujme béh algoritmu pro konkrétni @ > b > 0 a predpoklddejme, ze skonéil po K

krocich. To znamenad, ze vytvoril posloupnost rg,... ,rx41 projisté K e Nsrxg #0args1 =0.
Tvrdime, ze pro k = 0,... ,K — 1 plati rx_x > Fyi2, kde Fy, jsou Fibonacciho ¢isla. Dokazeme to silnou
kone¢nou indukei na k € {0, ... , K — 1} modifikovanou s navratem o dva kroky.

(0) Pro k = 0 rovnost fikd rx > Fs, tedy rx > 1, coz je pravda, rx je posledni nenulovy zbytek.

Pro k = 1 tvrzenitika, ze rx_1 > Fs, tedy rx—1 > 2. Je to pravda? Protoze rx 11 = 0, jerx—1 = qx-rx . Kdyby
bylo qx = 1, pak dostavame rx_1 = rg, coz neni mozné. Je tedy qx > 2 a médme opravdu rx_1 > 2rg > 2.
(1) Uvazujme néjaké k € {0,1,... , K — 2} a predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro 0,... , k. Chceme odhad pro
TK—(k+1)- Pouzijeme fakt 14a.2, indukéni predpoklad a zékladni vlastnost Fibonacciho ¢isel k odvozeni

TK—(k+1) = TK—k—1 2 TK—k—14+1 T TK—k—14+2 = TK—k T TK—(k—1)
> Fepo+ Fle—1y42 = Frp2 + Frp1 = Frys = Fp)4o-
Indukéni krok (1) je potvrzen. Vime tedy, Ze rx_ > Fj42 plati pro 0 = 1,... , K — 1. Pouzijeme nerovnost pro
k=K — 1 a dostavame r; > Fx 11 neboli b > Fx 1. Co z toho plyne pro K?
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Z vysledka prikladu 10b.d mame nasledujici. Kdyz oznacime ¢ = 1 +2\/5, pak F,, > %gpm > o™~ 1, Pro
nés to znamena, ze b > %, proto K log;o(¢) < log;o(b). Kalkuliho piistroj potvrdi, Ze log,o(p) > %, z ¢ehoz
dostaneme K < 5log;,(b). Diikaz je hotov.

g

Porovnejme to s vysledkem pro zaporné zbytky. Kdyz jej prevedeme z logaritmu dvojkového na desitkovy,
dostaneme K < 3.4log;,(b). To vypadad mirné lepsi, v praxi je nicméné uspora Casto vyraznéjsi, nez napovida
porovnani hornich odhadii.

Pokud spustime Euklidiav algoritmus s obecnymi vstupy, pak klicovy odhad z faktu 14a.2 za¢ne platit az o dva
kroky pozdéji, coz nasledné zvysi odhad K v Lamého vété. Protoze pro vétsi b je 5logyo(]b]) + 2 ~ 5log;o(|b]),
nehraje to v zasadé roli.

Kdyz zapocitdme naklady na pocitani modula v kazdém kroku, popfipadé to, Zze vypocty s vétsimi ¢isly mohou
trvat déle, tak se d4 ukazat, ze délka béhu programu je imérnd &slu [log(|b|)]?. Z hlediska computer science je
jednodussi hovorit o bitech zapisu ¢isla, mtzeme napriklad fict, Ze pri praci s n-bitovymi ¢isly b vyzaduje Euklidav
algoritmus zhruba dobu n?.

Vime, Ze pro dani ¢isla a, b # 0 existuje nekone¢né mnoho Bezoutovych identit. To znamena, Ze lze najit libovolné
velka cisla A, B splnujici Bezoutovu identitu. Teoreticky je to jedno, ale v praxi jisté ddme pfednost vyjadieni
ged(141,94) =47 =1+ 141 + (—1) - 94 pred konkurentem 47 = 200003 - 141 + (—300004) - 94.

Mohli jste si vS§imnout, Ze pfi pocitani Euklidova algoritmu jsou generovana ¢isla Ay postupné stale vétsi, totéz
plati pro By, coz potvrdime ve vété 14b.3. Mame tedy motivaci skoncit co nejdrive, takze ocenujeme logaritmic-
kou vypocetni narocnost. V jak mald ¢isla mizeme doufat? Matematicky Feceno, hledame néjaké vyrazy ha, hp
zévisejici na a, b, které by nam omezily A, B shora. Samoziejmé se snazime, aby ty ha, hp byly co nejmensi, ale
aby porad bylo zaruceno, ze se néjakd A, B spliujici |A| < ha, |B| < hp najdou. Jaky typ omezeni lze éekat?

Podivejme se na pripad, kdy jsou ¢isla a, b hodné velka a nesoudélna. Bezoutova identita nam poskytne celé ¢isla
A, B € Z takova, ze Aa+ Bb = 1. Pfepisme to jako Aa = 1 — Bb. Protoze A, B # 0, mame |Aa| > |a| a |Bb| > |b],
v rovnici jsou tedy dvé opravdu velka ¢isla a pak jednicka, kterou lze zanedbat bez vzniku velké chyby. Tim vznika

Aa ~ —Bb. Dostavame tak zajimavy odhad pro Bezoutovy koeficienty % ~ —g. Protoze se bavime o velikostech,
prepisme to jako % ~ %. To znamena, Ze existuje néjaké Cislo ¢ takové, ze A ~ cb a B ~ —ca. Toto jsou jen

hrubé odhady pro pripad velkych ¢isel a, b, ale fikaji ndm néco uzitecného. Velikosti A a B se odvozuji od ¢isel b
a a (takhle ,do kiize“). Pfesnéji feGeno, méa smysl hledat vyjadfeni typu ,,A je relativné malé vzhledem k b a B
relativné malé vzhledem k a“.

Hledéani vyraz ha,hp je v jistém smyslu otdzka rovnovahy. Stava se totiz, Ze jsme schopni jednu konstantu
udélat velice malou, ale za cenu velkého zvétseni té druhé. Z praktického pohledu je uziteéné, aby obé konstanty
byly rozumné malé, vychéazelo se tedy z onoho kfiZového ovlivnéni pozorovaného vyse. Ukazalo se, ze takové
dosti optimistické omezeni existuje. Navic jesté plati, Ze rozsifeny Bezoutuv algoritmus (ve standardni podobé a
s uspofaddanymi kladnymi vstupy) préavé takto pfijemné dvojice nachézi.

Véta 14a.4.
Uvazujme ¢isla a > b > 0. Pak rozsifeny Euklidiv algoritmus se vstupnimi hodnotamia > b > 0

b a]BK]< a

‘ / Gisla A~. B Inujici |[Ax| < —————~ 5 74 B\
ma na vystupu ¢isla Ag, Bg spliujici |[Ax| < 2ged(a, b) = 2gcd(a, b)

Nez se ddme do ditikazu, stoji za zminku, Ze ony dva horni odhady ve vété jiz nelze dale vylepsit. Mame totiz
ged(3,2) =1 =1-34(—1) 2. V tomto ptipadé je |[A| =1 = % = m, tedy koeficient A je presné roven
onomu hornimu odhadu a je jasné, ze mensi celé ¢islo (v absolutni hodnoté) nez 1 uz v této Bezoutové identité
nenajdeme. Jinak feceno, pokud by né€kdo chtél napsat tvrzeni, ve kterém by jako horni odhad pro koeficienty
pouzil néco mensiho, tak se ged(3,2) stane protipfikladem.

V kapitole 3 o diofantickych rovnicich jsme také vidéli, ze v parech Bezoutovych koeficient (A, B) se hodnoty
A mohou liSit o nasobky m a hodnoty B o nasobky m. To znamend, Ze kromé minimalnich koeficientt
poskytnutych rozsitenym Euklidovym algoritmem uz neexistuje zadny dalsi par spliujici dokazovany horni odhad.

Tento vysledek je uz dost hluboky, cemuz také odpovida dobrodruzny dikaz pro odvazné ¢tenare.

Dukaz (dobry, z povinnosti): Dikaz povedeme indukci na pocet krokia algoritmu nutny k dosazeni vysledku,
tedy ke stavu rx > 0 a rx11 = 0. DokdZeme néasledujici tvrzeni:

Pokud rozsiteny Euklidiv algoritmus aplikovany na néjaka cela ¢isla a > b > 0 skoné¢i po K krocich ve stavu
rK > 0 a.rK+1 :0, pak ‘AK‘ S m a ’BK| S m
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Protoze b > 0, probéhne alespon prvni krok, tedy K > 1.

(0) K = 1. Pokud béh skon¢i hned v prvnim kroku, méme situaci 7o = a, r1 = b a ro = a mod b = 0. Zajimaji
nas registry A; = 0 a By = 1. Evidentné plati [4;| =0 < m.

Protoze ro = a mod b = 0, tak b déli a, tedy ged(a,b) = b. ProtoZe a > b, musi platit m = § > 2, tedy
m =5 > 1=|By].

(1) Necht K € N je libovolné. Predpokladejme, Ze libovolny béh rozsifeného Euklidova algoritmu, ktery pro
néjaké vstupy a > b > 0 kon¢i po K krocich, mé na vystupu ¢isla spliiujici zddanou nerovnost.

Potrebujeme ukazat, ze i béhy koncici po K + 1 krocich davaji spravné vystupy.

Uvazujme proto néjaka ¢isla a > b > 0 takova, ze kdyz Euklidiv algoritmus skoncil, tak mél na vystupu cisla
Ak i1, Br11. Necht a = gb + r. Protoze algoritmus nekon¢i prvnim krokem, je r > 0. Registry byly po prvnim
kroku algoritmu ve stavu rg = a, 11 =b, ro =1, 1 = q¢= L%J, déle Ag =1, A1 =0,A3=1a By =0, B; =1,
Bg = —(q.

Uvazujme béh rozsifeného Euklidova algoritmu aplikovaného na vstup a’ = b a b’ = r, ktery vede na ¢isla 7,
A} a Bj. Strucné feceno, prosté jsme zacali s druhym a tfetim fadkem ptvodni Euklidovské tabulky a pocitali
znovu (Ctenafi pomuze, pokud si ted jeden takovy konkrétni piipad spo¢itd, aby mohl porovnavat s dikazem).
Nejprve se podivame jen na levy sloupec, tedy klasicky Euklidiv algoritmus.

Inicia¢ni hodnoty nového béhu jsou vy = b a v} = r. V prvnim kroku poéitame ¢; = L%J arhy =bmod r. To je

opravdu

ovsSem stejné, jako kdyz jsme v ptivodnim béhu pocitali druhy krok, ¢» = {%j a rz = b mod r. Oba algoritmy dal
pocitaji stejné vypocty se stejnymi ¢isly, budou se tedy lisit jen ¢islem kroku, tedy indexem. Tvrdime proto, Ze
prok =1,...,K+1 plati r;, = r}_,. Toto pomocné tvrzeni dokdzeme indukeci na k (indukce v indukei). Protoze
pii vypoctu ri41 potfebujeme znat dva predchozi stavy, pouzijeme silnou indukci modifikovanou na dva zpétné
kroky.
(p0) Inicia¢ni hodnoty ukazuji, ze vzorec plati pro k =1 a k = 2.
(pl) Necht k € {2,3,... , K}. Predpokladejme, ze 1, =r,_, a ry_1 =r},_,. Pak

Tht1 =g mod g1 = )y mod T _o =T} = T(4 1y -

Tim je vnorena indukce hotova, vzorec 1, = rj._; je potvrzen. Pak uz snadno odvodime, ze

Tk—1 Tk '
k. = = |5 | = Qk-1-
Tk kal

Kdyz se ale podivame na prvni krok nového béhu u registrit Ay a By, najdeme tam zménu. Sice nové hodnoty
poéitame vzorcem A} = A{ — ¢} A}, ktery je stejny jako u druhého kroku ptivodniho béhu, tam A = A1 — q2 A4,
a vime uz, ze g2 = ¢}, jenze se neshoduji vstupni hodnoty. Zatimco prvni krok nového béhu mé Ay =1, By = 0,
A1 = 0 a By = 1 (spoustime algoritmus od za¢atku), ptivodni béh pracoval s hodnotami A; = 0, B; = 1,
As = 1, By = —q. Pokud jste si spocitali néjaky konkrétni priklad, tak jste vidéli, ze sloupce pro A a B mély
v novém béhu jiné hodnoty.

Nastésti lze mezi nimi najit pfevod. Tvrdime, zeprok =1,... ,K+1plati Ay, =B,_, a By = A},_; —q¢B},_;.
Dtikaz je opét silnou indukci na k£ s navratem o dva kroky.

(q0) Pro k =1 mame A; =0 = Bj, B; =1= A}, — ¢By.
Pro k =2 mame Ay = 1= B{, By = —q¢ = A} — ¢Bj.
(ql) Vezméme néjaké k € {2,3,..., K} a predpokladejme, ze vzorce plati pro k a k — 1. Registry pro k+ 1 jsou
pocitany stejnym vzorcem pomoci stejné konstanty ¢, proto mame (s vyuzitim g, = ¢;_;)
A1 = Ap—1 — @A = Bj,_5 — qj,_1Bj,_1 = By,
Bjt1= Br—1 — quBr = (A} _5 — Bj,_3) — Gh1 (A1 — aBj_1)
= (Ah—2 = Goo1A%21) — 4(Bj_s) = @_1Bj_1) = A}, — By
Tim je tato vnofena indukce hotova.

Pouzijeme jeji zavér pro k = K + 1 a dostavame Ax 1 = Bl a Brgy1 = A — ¢B). O &islech ze zkraceného
béhu vime, ze dévaji nejmensi spolecny délitel, ged (b, r) = ged(a, b) = Apa + Byb.

Zaroven diky indukénimu predpokladu (ted se vracime k vnéjsi indukei na K') aplikovanému na zkraceny béh
vime, ze |Al| < a | By

’ g 5 b — b .
ged(b,r) 2 gcd(a,b)
presné jak jsme chtéli. Dale odhadujeme

2gc£(b,r) = 2gccf(a,b)

Méme tedy |Axi1] = |B| < geqrany
r b r +gb a

2 gcd(a, b) a3 ged(a, b) - 2 gcd(a, b) - 2gcd(a,b)’

Tim jsme potvrdili, Ze béhy o K + 1 krocich také davaji na vystupu feseni dle tvrzeni a indukce je hotova.

O

|Br 1| < |A| +q|Bk| <
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14b. Zajimavosti o Euklidové algoritmu

Kdo spocital vice Euklidovych algoritmti ruc¢né, jisté si vSiml nékterych zajimavych véci. Jako inspiraci se podi-
vejme na nasledujici tabulku.

a,b A B

33 1 0

13 0 1] 2
7 1] -2 11
6 —1 311
le 2e| —De| 6
0| —-13 | 33

Vidime naptiklad, Ze v kazdém Fadku jsou Ay, By nesoudélné. To se da relativné snadno dokazat.

Véta 14b.1.
Necht Ay, Bx pro k =0,1,... , K+1 jsou ¢isla generovana jednim béhem rozsifeného Euklidova
algoritmu. Pak pro vSechna tato k plati, Ze Ay, By jsou nesoudélné ¢isla.

Dukaz (pou¢ny, dobry): Tento ditkaz je trochu trikovy, nejprve totiz dokazeme indukci, ze pro k € {0,1,... , K}
plati zdanlivé nesouvisejici vzorec Ay Bjy1 — Axs1Br = (—1)*.
(0) k = 0: Algoritmus m4 nastaveno Ay =1, By =0, A; =0, B; =1, proto AgB; — A1 By =1 = (-1)°.
(1) Necht k € {0,1,... ,K — 1}, predpokladdme, Ze AyBjy1 — Arr1Br = (—1)*. Chceme dokézat vzorec pro
k 4+ 1. Zacneme levou stranou, kde dosadime za ¢isla z kroku k + 2 odpovidajici vzorce z algoritmu, a po tpraveé
pouzijeme indukéni predpoklad.
Apt1Bito — Apypa By = Ap1(Br — @1 Brr1) — (Ak — qer1Ak41) Bra
= Ap+1Br — Apt1ak+1Br+1 — Ak Brt1 + o1 Ak+1Brya
= —(AkBpy1 — Aps1By) = —(—=1)F = (1)1
Dukaz (1) je hotov.

Ted tedy vezméme né&jaké k € {0,1,...,K}. Pak plati ApBiy1 — Agr1Br = (—1)*. Upravou dostavame
[(—1)*Bry1]Ar — [(=1)*Ax41]Br = (—1)% = 1. To znamend, 7e existuje celo¢iselna linearni kombinace é&isel
Ay, By, kterd dava jednic¢ku. Podle Dusledku 1b.17 proto ged(Ag, Bi) = 1.

Vsimli jste si, Ze nas dikaz jednu hodnotu vynechal? Pokud zvolime £k = K a podivame se na rovnost
[(—D)EAx]Br 11 — [(=1)% Bi] A1 = 1, tak vidime, ze také ged(Ax 11, Bx+1) = 1. Ted je to viechno.

Il

Dalsi zajimava véc v nasem inspiracnim piikladé je, Ze se v poslednim fadku (s nulou vlevo) objevila znovu
puvodni ¢isla (az na znaménko). Pokud jste si spocitali vic takovychto béht pro nesoudélné cisla, tak se to
vzdycky opakovalo. Také jsme si ale vsimli, Ze v pripadé soudélnych ¢isel uz to nefunguje. Existuje vzorec, ktery
potvrdi nase pozorovani pro nesoudélnd cisla a rozsiii jej na obecny pripad.

Véta 14b.2.
Necht Ay, Bx pro k =0,1,... , K+1 jsou ¢isla generovana jednim béhem rozsifeného Euklidova
algoritmu ukonceného stavem rx 1 = 0. Pak

b
o \K+1
Ax1=(-1) ged(a,b)’

a

_(_1\K
Brer=(=1) ged(a,b)’

Dukaz (poucny, dobry): Tento vysledek dokazeme indukci na K, stejné jako jsme to délali v dikazu véty 14a.4.
Nejmensi mozné K pro b # 0 je K = 1, kdy algoritmus skon¢i hned prvnim krokem.
(0) K = 1. To znamena, ze ro = a mod b = 0, tedy b déli a. Pak ged(a,b) = b a ¢ = %. Dostavame Ay = 1
a By = —qmneboli Ay =1-2 = (—1)2m aBy=(-1)-§= (—1)1m.
(1) Necht K € N je libovolné. Piedpokladejme, Ze pro vSechny béhy algoritmu konéici po K krocich jiz plati
dokazované vzorce. Uvazujme ted né&jaky béh algoritmu s pocateénimi hodnotami a > b > 0, ktery skonéil az
po K + 1 krocich, tedy rxy2 = 0. Chceme dokézat, ze vzorce plati i pro néj.

Tento béh algoritmu mél vstupni hodnoty ro = a, Ag =1, B =0ar; =b, Ay =0, B; = 1. Po prvnim kroku
pribyly hodnoty ro = r = amod b, As = 1, By = —q, kde ¢ spliiuje a = ¢gb + r. Protoze nastal jesté dalsi krok,
jer>0.
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Uvazujme ted alternativni béh algoritmu s pocateénimi hodnotami b, r, ktery vygeneruje hodnoty 7}, A}, By.
Z dtkazu véty 14a.4 jiz vime, ze skonéil po K krocich a plati r, = r_,, Ay = B,_, a B, = A} _| —¢B;,_;.

Podle indukéniho pfedpokladu také A%, = (—1)K+1m a By, = (—I)Km. Pak

Ao = B}<+1 = (_1)Kgcd(bb,r) = (_1)K+2ng(ba,b) = (_1)(K+1)+1gcdfa,b)’

Biesa = Ay = aBcr = (()F s — (1) i = (1) ()
_ (_1)K+1g:(;(_¢zl;;) _ (_1)K+1ﬁ_

Dtikaz je hotov.
O

Mimochodem se tim potvrdila dalsi véc, které jste si uz asi vsimli, Ze pro kladna a, b maji Bezoutovy koeficienty
vzdy opacné znaménka.

To 1ze docela snadno dokazat pfimo pro vSechny fadky v tabulce (kromé prvnich dvou). Pfidame také tvrzeni
o tom, Ze koeficienty rostou docela rychle, protoze bude efektivni dikazy spojit.

Véta 14b.3.

Necht Ay, Br pro k =0,1,..., K+1 jsou ¢isla generované jednim béhem rozsifeného Euklidova
algoritmu se vstupem a > b > 0. Pak

(i) Ak je kladné a By, zaporné pro k > 2 suda, naopak pro k > 2 lich4,

(i) [Aps1] > A4l + [Ax 1| & [Bysa] = [Bel + | Bya| pro k > 1.

Dukaz: Jako obvykle to budeme dokazovat indukci.

V prvnim kroku odeéteme b od a alespon jednou, nechf je to ¢; krat. Pak Ay = 1 — ¢ - 0 = 1 (kladné)
aBy=0—¢q-1=—q1 (zdporné).

Méme také |[A3] =1=0+1=|A1| + |Ao] a |B2| =q1 >=1=1+0=|By| + |Bo|

Pokud algoritmus udélal i druhy krok, tak se » = a — ¢1b alespoti jednou odecetlo od b, necht je to go krét.
Pak A3 =0—¢qy-1= —qo (zdporné) a Bs =1 —q2 - (—q1) = 1 + q1¢2 (kladné).

Mame také ’Ag’ = Q2 Z 1=14+0= ‘AQ‘ + ‘Al‘ a ‘Bg’ =1 + Q192 Z 1 +q1 = ’Bl‘ + ‘BQ’

Pokud algoritmus udélal vice nez tii kroky, postupujeme indukci:

Pro k > 3 dokédzeme, Ze znaménka Ay, By jsou dle tvrzeni a |Ag| > |Ak—1| + |Ak—2|, |Bk| > |Br-1| + |Br—2|-
(0) Pro k = 3 jsme to pravé potvrdili.
(1) Uvazujme k > 4, predpoklddejme platnost tvrzeni pro toto k.

Konstanty s indexem k + 1 vznikly pomoci koeficientu gj, takto: Agy1 = Ax_1 — qx Ak, Bxi1 = Br—1 — qiBxk.

Piipad k sudé: Pak Ay > 0 a Ax_1 <0, proto —qrAx < 0, a tedy Agy1 < 0. Také proto plati

|Aps1] = —Ap—1 + @pAr > —Ap_1 + Ap = [Ap_1| + | Al
Dale mame By, < 0 a Bx_1 > 0, proto —qxBr > 0, a tedy Bi+1 > 0. Také proto plati
|Brt1| = Br—1 — qxBx > Br—1 — By, = |Bx_1| + | Bi|.

Pripad k liché se udéla obdobné.
O

Z ¢asti (i) mimo jiné plyne, Ze posloupnost {|Ax|} je neklesajici pro k > 2 a (ryze) rostrouci pro k > 3, zatimco
{|Bk|} je (ryze) rostouci uz pro k > 2. Ve skute¢nosti je ale situace jesté horsi. D4 se snadno odvodit, ze tyto dvé
posloupnosti musi riust alespon tak rychle, jako Fibonacciho posloupnost, coz je bohuzel exponencialni rychlost
ristu. Jsme tedy opravdu radi, ze pocet iteraci je relativné maly a nenecha koeficienty pfilis nartst.

14b.4 Poznamka (alternativa k tabulkovému vypoctu):

Existuje algoritmus pro rucni vypocet, ktery je tispornéjsi. Vychézi ze zapisu Euklidova algoritmu do fadku
a probihd ve dvou fazich. Zacneme tak, Ze prosté provedeme Euklidiv algoritmus s tim, Zze do prvniho radku
piSeme hodnoty a,b a pod to odpovidajici hodnoty gq.

a,b| 408|108 |84 |24]12]0
¢ [3]1]3[2]

Ted vytvorime tieti fadek, ten ale délame zprava doleva. Nejprve pod posledni hodnoty ¢ napiseme (zprava) 0
al.
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a,b|408 1088424120
q 3 11]13]2
110

Jsme pripraveni k druhé fazi algoritmu, kterd funguje nasledovné: Vezmeme posledni ¢islo v tFetim fadku (ted
0) a odecteme od néj predposledni ¢éislo (ted 1) vynasobené koeficientem ¢ nad piedposlednim ¢islem (ted 3),
dostaneme 0 — 1 -3 = —3 a napiSeme to doleva od predposledniho ¢isla, tedy pod jednicku. Proces opakujeme,
jen se vzorec presune v tabulce o pole doleva. Vezmeme druhé ¢islo zleva (jednicku), odecteme ¢islo nalevo (tedy
—3) vynasobené ¢islem nad nim (jednickou), vysledek 1 — (—3) -1 = 4 zapiSeme jesté o jedno doleva. V poslednim

kroku pocitame —3 — 4 -3 = —15 a zapiSeme zcela doleva.
a,b| 408 | 108 |84 |24 (120
q 3 1 132
—15] 4 |-3|11]0

Co ted s tim? Za¢néme zprava, v hornim a dolnim fadku vidime napravo dvojice 12 <+ 0 a 24 <> 1. Kdyz hodnoty
z dolniho fadku prohodime, dostaneme 12 <> 1 a 24 <> 0a 12-1+24-0 = 12 = gcd (408, 108). Posutime se o jedno
doleva. Porovnanim horniho a dolniho fadku mame dvojice 24 <+ 1 a 84 <» —3, prohodime na 24 <> —3 a 84 <> 1
a dostaneme 24 - (—3) + 84 - 1 = 12. Dalsi posun si zkusite sami. Happy end: V levych dvou sloupcich méme
408 <> —15 a 108 «» 4, prohodime na 408 <+ 4 a 108 +» —15 a dostaneme 408 - 4 4+ 108 - (—15) = 12, coz je pfesné
hledand Bezoutova identita. Ndhoda? Nikoliv, takto to funguje vzdy.

Tento zpiisob je bezesporu Gspornéjsi ohledné spotieby papiru, ale je uz docela nepriithledny, je tedy vice nachylny
na chybu. Tabulkovd metoda, kterou zde preferujeme, je nejen prihlednéjsi, ale také ndm umi pomoci s feSenim
diofantickych rovnic.

Protoze to vypada trochu jako ¢erna magie, asi nas zajima dukaz, ze tento algoritmus opravdu funguje. Nejprve
se vratime ke znaceni z dikazu spravnosti Euklidova algoritmu, kde jsme zvolili 79 = a, 1 = b a poté definovali
rekurzi g, = V’;;lj, Tk+1 = Tk—1 — qk7k. Loto se opakuje, dokud nenastane rx 1 = 0, pak rx = ged(a, b).

Nyni definujeme sg = 0,51 =1l asgy1 = Sg—1—Gn-iSgprok=1,... ,K—1. Tvrdime, ze prokazdé k =1,... | K
plati 7 k415K + Tn—kSk—1 = Tn, dokdZeme to indukci.

(0) Pro k = 1 za¢neme levou stranou vzorce: r,,_141581 + 7p—150 = 7 - L + 7—1 - 0 = 75, souhlasi.
(1) Necht k € {1,...,K — 1}, predpokladejme, Ze r,_k+1Sk + rn—kSk—1 = . Dosadime za 7,41 z rekurentni
definice a po upravé dostaneme vzorec, ktery potfebujeme pro k + 1:

Tn = Tn—k+415k + Tn-kSk—1 = (Th—k—1 — Qn—kTn—k)Sk + Tn—kSk—1 = Tn—k—15k — Qn—kTn—kSk + Tn—kSk—1
= Tp—k—15k + Tn—k(Sk—=1 — Gn—kSk) = Tn—k—15k + "n—kSk+1 = Tn—kSk+1 T Tn—k—15k
= Tn—(k+1)+15k+1 T Tn—(k+1)S(k+1)—1-
Tim je naSe tvrzeni dokézino. Ted jej pouzijeme pro k = K:
ged(a,b) =1 =118k +10SKk—1 =b Sk +a-SKg_1.

Opravdu tedy Bezoutovu identitu ziskdme pomoci poslednich dvou ¢isel zpétného chodu, kdyz je prohodime.

A
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