
15. Bonus: Zaokrouhlováńı

Zaokrouhlování je užitečný nástroj, například se bez něj neobejdou inženýrské aplikace, kde bývá zvykem za-
okrouhlovat na nejbližší „rozumnéÿ číslo. Stejně klíčové je ve světě počítačů, kde je zase zvykem zaokrouhlovat
dolů a nahoru.

Definice.
Definujme následující funkce na R:

bxc = max{n ∈ Z; n ≤ x}; (zaokrouhlení dolů)

dxe = min{n ∈ Z; n ≥ x}. (zaokrouhlení nahoru)

Anglicky se těmto funkcím říká floor (podlaha) a ceiling (strop), značení to trochu napovídá.

Přeloženo z matematičtiny do lidštiny, bxc je největší celé číslo, které „nepřelezeÿ x. Tím je dán význam definice.

Příklad 15.a: Podle definice

b13c = max{n ∈ Z; n ≤ 13} = max{. . . ,−1, 0, 1, . . . , 11, 12, 13} = 13.

Obdobně (rozmyslete si to) d13e = 13, b−13c = −13 a d−13e = −13.
Snadno také nahlédneme, že

b13.23c = max{. . . , 0, . . . , 10, 11, 12, 13} = 13,

d13.23e = min{14, 15, 16, . . . } = 14.

Zdá se, že definice dělá, co má. Máme ovšem také

b−13.23c = max{. . . ,−17,−16,−15,−14} = −14,

d−13.23e = min{−13,−12,−12, . . . , 0, . . . } = −13.

Poprvé to možná překvapí, ale dává to smysl. To „dolůÿ se myslí ve smyslu reálné osy neboli doleva, od čísla 13.23
sjedeme doleva k 13 a stejně tak od čísla −13.23 sjedeme doleva k nejbližšímu celému číslu −14. Funkce bxc je
tedy něco jiného než funkce „část čísla před desetinnou tečkou/čárkouÿ, na to je třeba dát pozor při programování.
Pokud pracujeme s kladnými čísly, tak to vyjde nastejno.
4

Doporučujeme, aby si teď čtenář namaloval grafy obou funkcí.
Při hledání bxc to správné celé číslo poznáme podle podmínky z definice, ale lze to i jinak.

Fakt 15.1.
Nechť x ∈ R, n ∈ Z. Pak platí:
(i) bxc = n právě tehdy, když n ≤ x < n + 1 neboli x ∈ 〈n, n + 1).
(ii) dxe = n právě tehdy, když n− 1 < x ≤ n neboli x ∈ (n− 1, n〉.
(iii) bxc = n právě tehdy, když x− 1 < n ≤ x.
(iv) dxe = n právě tehdy, když x ≤ n < x + 1.

Opravdu to funguje? Zkusíme najít b−13.23c. Podle (i) je odpovědí celé číslo n splňující n ≤ −13.23 < n+1 neboli
−13.23 ∈ 〈n, n + 1), to je n = −14, správně. Podle (iii) zase hledáme celé číslo n splňující −14.23 < n ≤ −13.23,
i zde to určí n = −14.

Důkaz (pro úplnost): (i) =⇒: Předpokládejme, že n = bxc. Pak n = max{m ∈ Z; m ≤ x}. To mimo jiné
znamená, že n v té množině leží, tudíž n ≤ x. Protože je to ale maximální celé takové číslo, tak už v ní n + 1
neleží, proto neplatí n + 1 ≤ x neboli platí n + 1 > x.
(i) ⇐=: Předpokládejme, že celé číslo n splňuje n ≤ x < n + 1. Pak toto n leží v množině {m ∈ Z; m ≤ x}.
Z nerovnosti x < n + 1 ale vidíme, že n + 1 už v této množině neleží. Neleží tam ani čísla větší (také nesplňují
m ≤ x), proto je n největší číslo z této množiny, tedy n = bxc.
(ii) se dokazuje podobně.
(iii) =⇒: Jestliže je n = bxc, pak podle (i) je n ≤ x a také x < n + 1, což je x− 1 < n.
(iii) ⇐=: Nechť celé číslo n splňuje x − 1 < n ≤ x. Z levé nerovnosti máme x < n + 1, proto n ≤ x < n + 1
a podle (i) je n = bxc. Důkaz (iv) je podobný.

�

Když do vztahů (iii) a (iv) dosadíme namísto n příslušnou funkci, dostáváme následující:
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Důsledek 15.2.
Pro všechna x ∈ R platí x− 1 < bxc ≤ x ≤ dxe < x + 1.

Ukážeme ještě jiný způsob, jak poznat, že nějaké číslo n je správnou hodnotou.

Fakt 15.3.
Nechť x ∈ R, n ∈ Z. Pak platí:
(i) n = bxc právě tehdy, když existuje ε splňující 0 ≤ ε < 1 a x = n + ε.
(ii) n = dxe právě tehdy, když existuje ε splňující 0 ≤ ε < 1 a x = n− ε.

Důkaz (pro úplnost): (i) =⇒: Definujme ε = x − bxc = x − n. Pak x = n + ε a podle (i) z faktu 15.1 také
0 ≤ ε < 1.
(i) ⇐=: Předpokládejme, že x = n + ε a 0 ≤ ε < 1. Pak n ≤ x a z ε < 1 máme x < n + 1, tudíž je splněna
podmínka v (i) faktu 15.1 a tudíž n = bxc.

Důkaz (ii) je obdobný.
�

Někteří autoři definují bxc a dxe pomocí podmínek z tohoto faktu.

Matematici mají rádi, když věci splňují rozličná pravidla, protože se pak s nimi lépe pracuje. Líbily by se nám věci
jako bx+yc = bxc+byc či podobné pravidlo pro násobení, ale zrovna tohle nefunguje (zkuste najít protipříklady).
Zato platí desítky různých speciálních vzorečků. Některé předvedeme.

Fakt 15.4.
Nechť x ∈ R. Pak platí:
(i) b−xc = −dxe.
(ii) d−xe = −bxc.
(iii) bx + ac = bxc+ a pro všechna a ∈ Z.
(iv) dx + ae = dxe+ a pro všechna a ∈ Z.

Důkaz (rutinní): (i): Nechť n = dxe. Pak podle faktu 15.1 (ii) platí n− 1 < x ≤ n. Potom také platí −n + 1 >
−x ≥ −n, tedy (−n) ≤ −x < (−n) + 1 a podle faktu 15.1 (i) je −n = b−xc.

Důkaz (ii) je podobný.
(iii): Označme n = bxc. Pak podle faktu 15.1 (i) je n ≤ x < n + 1. Pak n + a je celé číslo splňující n + a ≤
x + a < n + a + 1, tudíž podle faktu 15.1 (i) je n + a = bx + ac.

Důkaz (iv) je obdobný.
�

Další vzorečky viz cvičení. Kapitolu uzavřeme zajímavými či užitečnými aplikacemi.

Příklad 15.b: Máte USB flashku o velikosti 12GB. Kolik se na ni vejde filmů o velikosti 700MB?
Odpověď:

⌊
12·1024
700

⌋
= 17.

4

Příklad 15.c: Zvolme nějaké d ∈ N. Kolik přirozených čísel z množiny {1, 2, . . . , n} pro nějaké n ∈ N je
dělitelných d?

Přeložíme: Kolik je v této množině netriviálních násobků d? Jde o čísla 1 · d, 2 · d až po k · d, pak je jich k. Nás

tedy zajímá největší k ∈ N takové, že kd ≤ n, tedy největší k ∈ Z takové, že k ≤ n
d

, což je podle definice
⌊
n
d

⌋
.

4
Funkcí zaokrouhlování dolů jsme už neoficiálně použili, když jsme v kapitole 1 hledali zbytek přes dělení a částečný

podíl. Správný vzorec potvrdíme oficiálním tvrzením.

Fakt 15.5.
Nechť a, d ∈ Z, d 6= 0, nechť je q částečný podíl a a d.

Pak q =
⌊a
d

⌋
pro d > 0 a q =

⌈a
d

⌉
pro d < 0.

Důkaz (rutinní, poučný): Máme a = qd + r a 0 ≤ r < |d|. Pak a
d

= q + r
d

, přičemž q ∈ Z a 0 ≤
∣∣ r
d

∣∣ < 1. Čísla

q a ε =
∣∣ r
d

∣∣ pak spolu s faktem 15.3 (i) a (ii) dávají žádaný výsledek.
�

15.5, 15.d 503 15.5, 15.d
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Příklad 15.d: Dělení se zbytkem nabízí efektivní algoritmus, jak najít zápis čísla n vzhledem k základu b.

Představme si číslo n ∈ N vyjádřené vzhledem k základu b, tedy n = (ak . . . a1a0)b. To znamená, že n =
n∑

k=0
akb

k.

Potřebujeme, aby se nám cifra a0 z toho davu nějak vydělila, aby získala jiný charakter. Udělá to pokus o dělení
číslem b:

n = akb
k + · · ·+ a2b

2 + a1b + a0 = (akb
k−1 + · · ·+ a2b + a1) · b + a0.

Závorka představuje celé číslo a a0 < b, takže podle definice je a0 zbytek po dělení n číslem b neboli máme
a0 = n mod b.

Výraz
⌊
n
b

⌋
poskytne celou část po dělení akbk−1 + · · · + a2b + a1, ze které bychom rádi oddělili a1. Nabízí se

opakovat trik s dělením (akbk−2 + · · · + a2)b + a1 a postup opakovat, dokud je co oddělovat. Z toho vychází
algorimus. Ukážeme dvě verze, jedna se na to dívá matematicky, kde přímo říkáme, co chceme, jak jsme to výše
vymysleli, a druhá ušetří výpočet modula výměnou za registr navíc.

Verze 1.
procedure conversion (n, b: positive integer)
q := n; k := −1;
repeat

k := k + 1;
ak := q mod b;

q :=
⌊q
b

⌋
;

until q = 0;
output: n = (ak . . . a1a0)b;

Verze 2.
procedure conversion (n, b: positive integer)
q := n; k := −1;
repeat

k := k + 1;
x :=

⌊q
b

⌋
;

ak := q − xb;
q := x;

until q = 0;
output: n = (ak . . . a1a0)b;

Jako příklad převedeme 32 do trojkové soustavy.
Iniciace: q = 32, b = 3, k = −1.
Krok 1: k = 0. x = b 323 c = 10, a0 = 32 mod 3 = 32− 10 · 3 = 2, q = 10.
Krok 2: k = 1. x = b 103 c = 3, a1 = 10 mod 3 = 10− 3 · 3 = 1, q = 3.
Krok 3: k = 2. x = b 33c = 1, a2 = 3 mod 3 = 3− 1 · 3 = 0, q = 1.
Krok 4: k = 3. x = b 13c = 0, a3 = 1 mod 3 = 3− 0 · 3 = 1, q = 0.
Konec, 32 = (1012)3.
Zkouška: 1 · 33 + 0 · 32 + 1 · 31 + 2 · 30 = 27 + 3 + 2 = 32.

Zajímavou otázkou je, jak převádět (kladná) desetinná čísla. Jejich celou část převedeme algoritmem výše, zbývá
vymyslet, jak převést část za desetinnou čárkou. Zase se na to podíváme zblízka. Uvažujme kladné číslo c menší
než 1, napíšeme jej v b-soustavě jako

c =
∞∑
k=1

a−kb
−k = a−1

1
b

+ a−2
1
b2

+ a−3
1
b3

+ · · ·

(rozvoj může a nemusí být nekonečný). Potřebujeme vypreparovat cifry a−k pomocí počítání s celými čísly.
Dokážeme nějak zařídit, aby se ten první člen s a−1 nějak vydělil svou povahou od ostatních? Ano, stačí c
vynásobit číslem b. Dostaneme pak cb = a−1 + a−2

1
b + a−3

1
b2 + · · · , přičemž první číslo a−1 je celé a ostatní části

jsou menší než 1, dokonce i po sečtení (to je třeba trochu prozkoumat matematicky, není to tak těžké). Cifru a−1
tedy vidíme jako celou část čísla cb, zatímco desetinná část nám dá ten zbytek.

Ten lze zapsat jako cb − a−1 = a−2
1
b + a−3

1
b2 + · · · a máme teď šanci vyseparovat cifru a−2 tím, že toto číslo

zase vynásobíme číslem b. Tak pokračujeme, dokud nedostaneme jako zbytek nulu. To u některých (většiny) čísel
nemusí nastat nikdy; pak teoreticky vzniká nekonečný rozvoj, v praxi jsme omezeni například zvolenou přesností
(vznikne tak zaokrouhlení).

procedure conversion (c: real ∈ (0, 1), b: positive integer)
x = c, k := 0;
repeat

k := k − 1;
ak := bxbc;
x := xb− ak;

until x = 0;
output: c = (0.a−1a−2a−3 . . . ak)b;

4
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Pro další aplikace viz cvičení nebo třeba fakt 11b.7.

Cvičeńı

Cvičení 15.1 (rutinní): Kolik bajtů (bytes) je třeba na uložení (přímočaré, bez kódování, kontrolních bytů atd.)
informace v zadané délce v bitech (bits)?
a) 4; b) 10; c) 500; d) 3000.

Cvičení 15.2 (dobré): Nechť a < b ∈ R.
a) Kolik celých čísel se nachází v intervalu 〈a, b〉?
b) Kolik celých čísel se nachází v intervalu (a, b)?

Cvičení 15.3 (poučné): Dokažte, že pro x ∈ R platí dxe − bxc =

{
1, x /∈ Z;

0, x ∈ Z.

Cvičení 15.4 (poučné): Dokažte, že pro n ∈ Z platí
⌊
1
2n
⌋

=

{ 1
2n, n sudé;

1
2 (n− 1), n liché.

Cvičení 15.5 (poučné, dobré): Dokažte či vyvraťte následující tvrzení:
a) ∀x ∈ R: b2xc = 2bxc; g) ∀x ∈ R: bdxec = dxe;
b) ∀x, y ∈ R: bx + yc = bxc+ byc; h) ∀x ∈ R: dbxce = bxc;
c) ∀x, y ∈ R: dx + ye = dxe+ dye; i) ∀x ∈ R:

⌊√
dxe
⌋

=
⌊√

x
⌋
;

d) ∀x, y ∈ R: dxe+ dye − dx + ye je 0 nebo 1; j) ∀x ∈ R:
⌊√
bxc
⌋

=
⌊√

x
⌋
;

e) ∀x, y ∈ R: dxye = dxe · dye; k) ∀x ∈ R:
⌈√
dxe

⌉
=
⌈√

x
⌉
.

f) ∀x, y ∈ R: bxyc = bxc · byc;

Cvičení 15.6:
Dokažte, že pro každé x ∈ R platí b2xc = bxc+ bx + 1

2c.
Nápověda: Použijte fakt 15.3, rozeberte případy ε < 1

2 a ε ≥ 1
2 .

Cvičení 15.7 (dobré): Dokažte, že pro všechna n ∈ Z platí:
a) bbn/2c/2c = bn/4c;
b) bn/2c · dn/2e = bn2/4c.

Cvičení 15.8 (dobré): Načrtněte grafy funkcí f1(x) = b2xc, f2(x) = bx/2c, f3(x) = bxc+ bx/2c,
f4(x) = dxe+ bx/2c, f5(x) = d2bx/2c+ 1

2e a f6(x) = dx− 2e+ bx + 2c.

Řešení:

15.1: 1 byte je 8 bits, takže a)
⌈
4
8

⌉
= 1. b)

⌈
10
8

⌉
= 2, c)

⌈
500
8

⌉
= 63, d)

⌈
3000
8

⌉
= 375.

15.2: Toto chce hodně experimentovat se zaokrouhlováním. a) bbc − dae+ 1; b) dbe − bac − 1.
15.3: Nechť x = n + r, kde r ∈ 〈0, 1). Jestliže r = 0, pak bxc = dxe = n, jinak bxc = n a dxe = n + 1.
15.4: Je-li n sudé, pak n = 2k pro k ∈ Z, a proto

⌊
n
2

⌋
= bkc = k = n

2 . Je-li n liché, pak n = 2k + 1 pro k ∈ Z,
a proto

⌊
n
2

⌋
= bk + 1

2c = k + b 12c = n−1
2 .

15.5: a) Neplatí, třeba: b2 · 0.7c = 1, ale 2b0.7c = 0.
b) Neplatí, třeba b0.5 + 0.5c = 1, ale b0.5c+ b0.5c = 0.
c) Neplatí, třeba d0.4 + 0.4e = 1, ale d0.4e+ d0.4e = 2.
d) Platí, případy: pokud x, y ∈ Z, pak evidentně vyjde 0. Pokud x ∈ Z a y /∈ Z, pak x = n+ r a x+ y = x+ y + r,
kde n ∈ Z, n + y ∈ Z a 0 < r < 1, proto dxe + dye − dx + ye = n + 1 + y − (n + y + 1) = 0. Zbývá
případ x, y /∈ Z, tedy x = n + r, y = m + s, kde m,n ∈ Z a 0 < r, s < 1. Dva případy. Pokud r + s > 1, pak
dxe+dye−dx+ye = n+1+y+1−(n+y+2) = 0. Pokud r+s ≤ 1, pak dxe+dye−dx+ye = n+1+y+1−(n+y+1) = 1.
e) Neplatí, třeba d1.1 · 1.1e = d1.21e = 2, ale d1.1e · d1.1e = 2 · 2 = 4.
f) Neplatí, třeba b4 · 0.5c = b2c = 2, ale b4c · b0.5c = 4 · 0 = 0.
g) a h) Platí, protože bxc ∈ Z a bxc ∈ Z, takže aplikace dalšího zaokrouhlení již nic neovlivní.
i) Neplatí, nechť x = 1.92 = 3.61, pak

⌊√
dxe
⌋

= 2, ale
⌊√

x
⌋

= 1.
j) Platí. Pro x ≥ 0 nechť n ∈ N0 je číslo takové, že n2 ≤ x < (n + 1)2. Pak n ≤

√
x < n + 1, proto

⌊√
x
⌋

= n.
Jelikož n2 ∈ Z, bude i n2 ≤ bxc < (n + 1)2, a tedy n ≤

√
bxc < n + 1, proto i

⌊√
bxc
⌋

= n.
k) Platí, důkaz jako v j), pro dané x ≥ 0 se vybere n ∈ N tak, aby (n− 1)2 < x ≤ n2.
15.6: x = bxc+ ε.
1) ε < 1

2 : Pak x+ 1
2 = bxc+

(
ε+ 1

2

)
a 0 ≤ ε+ 1

2 < 1, podle faktu 15.3 (ii) platí bx+ 1
2c = bxc. Také 2x = 2bxc+(2ε)

a 0 ≤ 2ε < 1, podle faktu 15.3 (ii) platí b2xc = 2bxc. Spojit: b2xc = 2bxc = bxc+ bxc = bxc+ bx + 1
2c.
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2) 12 ≤ ε < 1: Pak 0 ≤ ε − 1
2 < 1. Také x + 1

2 = (bxc + ε) + 1
2 = (bxc + 1) +

(
ε − 1

2

)
, podle faktu 15.3 (ii) pak

bx + 1
2c = bxc+ 1.

1
2 ≤ ε < 1 dává 1 ≤ 2ε < 2, tedy 0 ≤ 2ε − 1 < 1. Také 2x = 2bxc + 2ε = (2bxc + 1) + (2ε − 1), podle faktu 15.3
(ii) pak b2xc = 2bxc+ 1. Spojit: b2xc = 2bxc+ 1 = bxc+ (bxc+ 1) = bxc+ bx + 1

2c.
15.7: a) Nechť n = 4k + r pro k ∈ Z a r = 0, 1, 2, 3. Pak

⌊
r
2

⌋
je 0 nebo 1, tedy

⌊
1
2

⌊
r
2

⌋⌋
= 0, a proto

⌊
1
2

⌊
n
2

⌋⌋
=⌊

1
2

⌊
2k + r

2

⌋⌋
=
⌊
1
2

(
2k +

⌊
r
2

⌋)⌋
=
⌊
k + 1

2

⌊
r
2

⌋⌋
= k +

⌊
1
2

⌊
r
2

⌋⌋
= k =

⌊
n
4

⌋
.

b) Nechť n = 2k + r, kde k ∈ Z a r = 0, 1. Pak
⌊
n
2

⌋
= k a

⌈
n
2

⌉
= k + r, proto

⌊
n
2

⌋
·
⌈
n
2

⌉
= k(k + r), zatimco⌊

n2

4

⌋
=
⌊
4k2+4kr+r2

4

⌋
= k2 + kr +

⌊
r2

4

⌋
= k2 + kr + 0 = k(k + r).

15.8:

f1

1/2 1 3/2 2−1/2−1−3/2−2

1

2

3

−1

−2

−3

0

f2

2 4−2−4

1

2

−1

−2

−3

0

f3

1 2 3 4−1−2−3−4

1

2

3

4

−1

−2

−3

0

f4

1 2 3−1−2−3

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

0

f5

1 2 3 4−1−2−3−4

1

2

3

−1

−2

−3

0

f6

1 2−1−2

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

0
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