15. Bonus: Zaokrouhlovani

Zaokrouhlovani je uziteény néastroj, naptiklad se bez néj neobejdou inzenyrské aplikace, kde byva zvykem za-
okrouhlovat na nejblizsi ,,rozumné® cislo. Stejné klicové je ve svété pocitaci, kde je zase zvykem zaokrouhlovat
dolid a nahoru.

Definice.

Definujme nésledujici funkce na R:
|z| = max{n € Z; n < z}; (zaokrouhleni doli)
[x] = min{n € Z; n > z}. (zaokrouhleni nahoru)

Anglicky se témto funkcim ika floor (podlaha) a ceiling (strop), znaceni to trochu napovida.

Pfelozeno z matematic¢tiny do lidstiny, |z | je nejvétsi celé ¢islo, které ,nepreleze“ z. Tim je dan vyznam definice.

Priklad 15.a: Podle definice
|13| = max{n € Z; n < 13} = max{...,—-1,0,1,...,11,12,13} = 13.
Obdobné (rozmyslete si to) [13] =13, |—13] = —13 a [—13] = —13.
Snadno také nahlédneme, Ze
113.23] = max{...,0,...,10,11,12, 13} = 13,
[13.23] = min{14, 15,16,...} = 14.
Zda se, ze definice déla, co ma. Mame ovSem také
|—13.23] = max{...,—17,—-16,—15, —14} = —14,
[—13.23] = min{—13,-12,-12,...,0,...} = —13.
Poprvé to mozna prekvapi, ale dava to smysl. To ,doli“ se mysli ve smyslu realné osy neboli doleva, od ¢isla 13.23
sjedeme doleva k 13 a stejné tak od ¢isla —13.23 sjedeme doleva k nejbliz§imu celému ¢éislu —14. Funkce |x] je
tedy néco jiného nez funkce ,,¢ast ¢isla pred desetinnou teckou/¢arkou”, na to je tieba dat pozor pfi programovani.

Pokud pracujeme s kladnymi éisly, tak to vyjde nastejno.
AN

Doporuéujeme, aby si ted ¢tenaf namaloval grafy obou funkei.
Pfi hledani |z to spravné celé ¢islo pozname podle podminky z definice, ale 1ze to i jinak.

Fakt 15.1.

Necht x € R, n € Z. Pak plati:

(i) 2] = n préavé tehdy, kdyz n < x < n+ 1 neboli x € (n,n + 1).
(ii) [z] = n praveé tehdy, kdyz n — 1 < < n neboli z € (n — 1,n).
(iii) |x] = n pravé tehdy, kdyz z — 1 <n < x.

(iv) [z] = n prave tehdy, kdyz z < n < z + 1.

Opravdu to funguje? Zkusime najit | —13.23]. Podle (i) je odpovédi celé ¢islo n spliiujici n < —13.23 < n+1 neboli
—13.23 € (n,n + 1), to je n = —14, spravné. Podle (iii) zase hledame celé ¢islo n spliujici —14.23 < n < —13.23,
i zde to urcéi n = —14.

Dukaz (pro tplnost): (i) =: Pfedpokladdejme, ze n = |[z]. Pak n = max{m € Z; m < z}. To mimo jiné
znamena, ze n v té mnoziné lezi, tudiz n < x. Protoze je to ale maximalni celé takové Cislo, tak uz v ni n + 1
nelezi, proto neplati n + 1 < x neboli plati n + 1 > .
(i) <=: Predpokladejme, ze celé ¢islo n spliiuje n < z < n + 1. Pak toto n lezi v mnoziné {m € Z; m < x}.
Z nerovnosti x < n + 1 ale vidime, ze n + 1 uz v této mnoziné nelezi. Nelezi tam ani ¢isla vétsi (také nespliuji
m < x), proto je n nejvétsi ¢islo z této mnoziny, tedy n = [z].
(ii) se dokazuje podobné.
(iii) = Jestlize je n = |z], pak podle (i) jen <z ataké x <n+1,cozjex —1 < n.
(iii) <=: Necht celé ¢islo n spliuje z — 1 < n < x. Z levé nerovnosti mame x < n+ 1, proton < x < n +1
a podle (i) je n = |z]. Dikaz (iv) je podobny.

O

Kdyz do vztahu (iii) a (iv) dosadime namisto n pfislusnou funkci, dostavame nésledujici:

15.2, 15.a 502 15.2, 15.a



Diskrétni matematika, 15. Bonus: Zaokrouhlovani pHabala 2026

Dtsledek 15.2.
Pro véechnaz e Rplatiz —1 < [z| <z < [z] <z + 1.

Ukazeme jesté jiny zptisob, jak poznat, ze néjaké ¢islo n je spravnou hodnotou.

Fakt 15.3.

Necht z € R, n € Z. Pak plati:

(i) n = |x| pravé tehdy, kdyZ existuje ¢ splinjici 0 <e < lax =n+e.
(ii) n = [z] pravé tehdy, kdyz existuje € spliiujici 0 <e <lax =n—e.

Dukaz (pro tplnost): (i) =: Definujme ¢ = x — |2| = 2 — n. Pak 2 = n + ¢ a podle (i) z faktu 15.1 také
0<e<l.

(i) «<=: Predpokladejme, ze 1 = n+ec a0 <e<1l.Pakn <z aze<1mimex <n+ 1, tudiz je splnéna
podminka v (i) faktu 15.1 a tudiz n = |x].
Dikaz (ii) je obdobny.

O
Neékteri autofi definuji |x| a [z] pomoci podminek z tohoto faktu.
Matematici maji radi, kdyz véci splnuji rozlicné pravidla, protoze se pak s nimi 1épe pracuje. Libily by se ndm véci

jako |z+y| = |z] + |y] ¢i podobné pravidlo pro nésobeni, ale zrovna tohle nefunguje (zkuste najit protiptiklady).
Zato plati desitky rtiznych specidlnich vzorecki. Nekteré predvedeme.

Fakt 15.4.

Necht x € R. Pak plati:

) |—2) = 2],

(i) [—] = —|).

(iii) |+ a] = |z] +a pro vSechna a € Z.
(iv) [z +a] = [z] +a pro vSechna a € Z.

Dukaz (rutinni): (i): Necht n = [z]. Pak podle faktu 15.1 (ii) plati n — 1 < z < n. Potom také plati —n + 1 >
—x > —n, tedy (—n) < —z < (—n) + 1 a podle faktu 15.1 (i) je —n = |—z].

Dikaz (ii) je podobny.
(iii): Ozna¢me n = [z]. Pak podle faktu 15.1 (i) je n <z < n + 1. Pak n + a je celé ¢islo spliujici n 4+ a <
z+a<n+a+ 1, tudiz podle faktu 15.1 (i) je n+a = [z + a].

Dtikaz (iv) je obdobny.

Dalsi vzorecky viz cviceni. Kapitolu uzavieme zajimavymi ¢i uziteénymi aplikacemi.

Priklad 15.b: Mate USB flashku o velikosti 12GB. Kolik se na ni vejde filmi o velikosti 700MB?
< 7. 121024 | _
AOdeVed. LwJ =17.

Priklad 15.c: Zvolme néjaké d € N. Kolik pfirozenych ¢isel z mnoziny {1,2,...,n} pro néaké n € N je
délitelnych d?

Ptelozime: Kolik je v této mnoziné netrivialnich nasobkt d? Jde o ¢isla 1-d, 2 - d az po k - d, pak je jich k. Nas
tedy zajima nejvétsi k € N takové, ze kd < n, tedy nejvétsi k € Z takové, ze k <

coz je podle definice LQJ
A

d’ d

Funkci zaokrouhlovani dolt jsme uz neoficialné pouzili, kdyz jsme v kapitole 1 hledali zbytek pres déleni a ¢astecny
podil. Spravny vzorec potvrdime oficidlnim tvrzenim.

Fakt 15.5.
Necht a,d € Z, d # 0, necht je ¢ ¢asteény podil a a d.

Pakq:L%J prod>0aq:[%-‘

pro d < 0.

Dukaz (rutinni, pouény): Mame a = gd +r a 0 < r < |d|. Pak % =q+ S, pricemz q € Z a 0 < }2‘ < 1. Cisla
qace= !%‘ pak spolu s faktem 15.3 (i) a (ii) dévaji zddany vysledek.
Il
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Priklad 15.d: Déleni se zbytkem nabizi efektivni algoritmus, jak najit zapis Cisla n vzhledem k zdkladu b.
n
Piedstavme si &islo n € N vyjadiené vzhledem k zakladu b, tedy n = (ag ...ajao)p. To znamena, ze n = 5. azb®.
k=0
Potiebujeme, aby se nam cifra ag z toho davu néjak vydélila, aby ziskala jiny charakter. Udéla to pokus o déleni
¢islem b:

n=apb® + - +ab® +arb+ag= (arb® 1+ +asb+ai) b+ ao.

Zavorka predstavuje celé Cislo a a9 < b, takze podle definice je ag zbytek po déleni n ¢islem b neboli mame

ag = n mod b.
Vyraz L%J poskytne celou ¢ast po déleni aib®*~! + .- 4 asb + a1, ze které bychom radi oddélili a;. Nabizi se

opakovat trik s délenim (apb*~2 + --- 4 a2)b + a; a postup opakovat, dokud je co oddélovat. Z toho vychazi
algorimus. UkaZzeme dvé verze, jedna se na to divd matematicky, kde pfimo fikdme, co chceme, jak jsme to vyse
vymysleli, a druhd usetfi vypocet modula vymeénou za registr navic.

Verze 1. Verze 2.
procedure conversion (n, b: positive integer) procedure conversion (n, b: positive integer)
q:=n; k:=-1; q:=n; k:=-1;
repeat repeat

k=k+1; k:=k+1;

ar := q mod b; x:P ;

q b
q:i= m; ar = q — xb;
until ¢ =0; q:=x;
output: n = (ag...a1a9)p; until ¢ = 0;
output: n = (ak...a1a9)p;

Jako ptiklad pfevedeme 32 do trojkové soustavy.

Iniciace: ¢ =32,b=3, k = —1.

Krok 1: k=0. 2 = [32] =10, ap = 32mod 3 =32 - 10-3 = 2, ¢ = 10.
Krok 2: k=1.z2=|%|=3,a1=10mod3=10-3-3=1, ¢ = 3.
Krok 3: k=2. 2 = l,aa=3mod3=3-1-3=0,¢q=1.
Krok 4: k =3. z = 0,a3=1mod3=3-0-3=1,¢=0.
Konec, 32 = (1012)s.

Zkouska: 1-3%3+0-324+1-3'+2-30=27+34+2=32.

| e S E—
i
I

Zajimavou otazkou je, jak prevadét (kladnd) desetinna ¢isla. Jejich celou ¢ast prevedeme algoritmem vyse, zbyva
vymyslet, jak pfevést ¢ast za desetinnou ¢arkou. Zase se na to podivame zblizka. Uvazujme kladné ¢islo ¢ mensi
nez 1, napiSeme jej v b-soustavé jako

> 1 1 1
C = I;a_kb k = a_lg +a_2b—2 ~|—a_3b—3 + -
(rozvoj muze a nemusi byt nekonecény). Potfebujeme vypreparovat cifry a_j pomoci poéitani s celymi éisly.
Dokazeme néjak zaridit, aby se ten prvni ¢len s a_; néjak vydeélil svou povahou od ostatnich? Ano, staci c
vynasobit ¢islem b. Dostaneme pak cb =a_1 + a,g% + a,gb% + ---, pficemz prvni ¢islo a_; je celé a ostatni ¢asti
jsou mensi nez 1, dokonce i po seéteni (to je tfeba trochu prozkoumat matematicky, neni to tak tézké). Cifru a_;
tedy vidime jako celou ¢ast ¢isla cb, zatimco desetinna ¢ast nam da ten zbytek.

Ten lze zapsat jako cb —a_1 = a_Q% + oz_g,bi2 + --- a méame ted Sanci vyseparovat cifru a_o tim, Ze toto ¢islo
zase vynasobime ¢islem b. Tak pokracujeme, dokud nedostaneme jako zbytek nulu. To u nékterych (vétsiny) ¢isel
nemusi nastat nikdy; pak teoreticky vznikd nekonec¢ny rozvoj, v praxi jsme omezeni naptiklad zvolenou pfesnosti
(vznikne tak zaokrouhleni).

procedure conversion (c: real € (0,1), b: positive integer)
r=c, k:=0;
repeat
k=k—-1;
ay = |zb];
T :=zxb—ay;
until x = 0;
output: ¢ = (0.a_1a_2a_3...a)p;

A
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Pro dalsi aplikace viz cvi¢eni nebo tieba fakt 11b.7.
Cviceni
Cviceni 15.1 (rutinni): Kolik bajti (bytes) je tfeba na ulozeni (pfimocaré, bez kédovani, kontrolnich byt atd.)
informace v zadané délce v bitech (bits)?
a) 4; b) 10; ¢) 500; d) 3000.

Cviceni 15.2 (dobré): Necht a < b€ R.
a) Kolik celych ¢isel se nachézi v intervalu (a, b)?
b) Kolik celych éisel se nachazi v intervalu (a,b)?

- o . ) , T ¢
Cviceni 15.3 (pou¢né): Dokazte, Ze pro = € R plati [z]| — |z| = 0

o » . . . ;11 %na n SUdé;
Cviceni 15.4 (pou¢né): Dokazte, Ze pro n € Z plati an =19 L
5(n—1), n liché.

Cviceni 15.5 (pou¢né, dobré): Dokazte ¢i vyvratte nasledujici tvrzeni:

a) Ve € R: |2z] = 2|z |; g) Ve e R: |[z]] = [z];
b) Vo,y € R: [z +y| = [x] + |y); h) Vo e R: [[z]] = [z];
&) Va,y € R: [2+y] = [2] + [y]; i) v € B: [/[a]] = [v):
d) Vz,y € R: [z] + [y] — [z 4+ y] je 0 nebo 1; j) Ve e R: |{/|z]] = |Vz];
e) Vz,y € R: [zy] = [z] - [y]; k) Ve e R: [/[z]] = [Vz].

f) Va,y € R: [xy] = |z] - [y];

Cviceni 15.6:

Dokazte, Ze pro kazdé = € R plati |2z] = [z] + [z + 3.
Napovéda: Pouzijte fakt 15.3, rozeberte pripady e < % aeg>

[\.’)\)—\

Cviceni 15.7 (dobré): Dokaite, ze pro vSechna n € Z plati:

a) [|[n/2]/2] = [n/4];

b) [n/2] - [n/2] = [n?/4].

Cviceni 15.8 (dobré): Nacrtnéte grafy funkci fi(x) = |2z], fa(z) = |z/2], fa(x) = |x] + |x/2],
fa(@) =[] + |2/2], fs(2) = [2|z/2] + 5] & fo(x) = [z — 2] + [z + 2.

ReSeni:

15.1: 1 byte je 8 bits, takze a) [g] =1.b) [2] =2,¢) [23] =63, d) [222] = 375.

15.2: Toto chce hodné experimentovat se zaokrouhlovanim. a) [b| — [a] + 1; b) [b] — [a] — 1.

15.3: Necht z = n +r, kde r € (0, 1). Jestlize r = 0, pak |z| = [x] = n, jinak |[z] =na [z] =n+ 1.

15.4: Je-li n sudé, pak n = 2k pro k € 7Z, a proto L%J = |k] = k = 5. Je-li n liché, pak n = 2k + 1 pro k € Z,
aproto | 2| = k+ 3] =k+ 1] =25

15.5: a) Neplati, t¥eba: [2-0.7] =1, ale 2|0.7] = 0.

b) Neplati, t¥eba |0.5+ 0.5] =1, ale [0.5] + |0.5| = 0.

c) Neplati, tfeba [0.4 4+ 0.4] =1, ale [0.4] + [0.4] = 2.

d) Plati, ptipady: pokud z,y € Z, pak evidentné vyjde 0. Pokud z € Zay ¢ Z, pakz =n+rax+y=z+y+r,
kden € Z,n+y € Za0 <r < 1 proto [z] + [yl - [z +y] =n+14+y—(n+y+1) = 0. Zbyva
piipad z,y ¢ Z, tedy x = n+r,y = m+ s, kde m,n € Z a 0 < r,s < 1. Dva pripady. Pokud r + s > 1, pak
[z]+[y|—[z+y] = n+14+y+1—(n+y+2) = 0. Pokud r+s < 1, pak [z]+[y|—[z+y]| = n+1+y+1—(n+y+1) = 1.
e) Neplati, tfeba [1.1-1.1] = [1.21] = 2, ale [1.1] - [1.1] =2 -2 =4.

f) Neplati, tfeba [4-0.5] = |2] =2, ale [4] - [0.5| =4-0=0.

g) a h) Plati, protoze |z| € Z a |x| € Z, takZe aplikace dalsiho zaokrouhleni jiz nic neovlivni.

i) Neplati, necht z = 1.9% = 3.61, pak L\/mj =2, ale L\/EJ =1.

j) Plati. Pro z > 0 necht n € Ny je &slo takové, ze n? < z < (n+1)%. Pak n < /z <n + 1, proto |/z| = n.
Jelikoz n? € Z, bude i n? < |z| < (n+1)2, atedy n < \/[z] <n+1, protoi |/[z]] = n.

k) Plati, ditkaz jako v j), pro dané x > 0 se vybere n € N tak, aby (n — 1)? < x < n?.

15.6: z = |z +e.

1)e < 3:Pakz+1=|2|+(e+3)a0<e+3 <1, podle faktu 15.3 (ii) plati [z + 3| = |2]. Také 2z = 2|z +(2¢)
a 0 < 2e < 1, podle faktu 15.3 (ii) plati L2xj = 2|z]. Spojit: [2z] =2|z] = [z] + |z] = =] + [z + 1]
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2) 1 <e<l:Pak0<e—1<1.Takéz+ 3= (lz]+e)+3=(lz]+1)+ (¢—3), podle faktu 15.3 (ii) pak
4L = o]+ 1.
1<e<1daval<2e <2, tedy 0 <2 —1< 1 Také 2z = 2|z + 2 = (2|z] + 1) + (2¢ — 1), podle faktu 15.3
(ii) pak |2x] = 2|z] + 1. Spojit: [2z] =2|z| + 1= |z| + (|z] + 1) = |z] + [z + %].
15.7: a) Necht n = 4k +r pro k € Zar =0,1,2,3. Pak L%J je 0 nebo 1, tedy f% L%JJ = 0, a proto L% L%H =
312k + 5] = [30k+ [5))] = [k+3]5]] =k+ [5]5]] =k = %]
b) Necht n = 2k + r, kde k € Z a r = 0,1. Pak L%J =ka (% =k + r, proto L%J . {%] = k(k + r), zatimco
[ | = [ B | = k2 ket 5] = K2 ke £ 0= R(k 4 1)
15.8:
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