
16. Bonus: Polynomy a celá č́ısla

Polynomy nad R jsou výrazy typu anxn + · · ·+a1x+a0, jejichž koeficienty ai jsou z R, třeba p =
√

2x5−πx+e.
Množina všech takovýchto polynomů se značí R[x]. Polynomy umíme spolu sčítat a násobit a také je násobit
číslem. Výsledné polynomy získáme spojováním koeficientů dle určitých pravidel, jde tedy o formální operace,
které vlastně pracují s vektory koeficientů a ty xk slouží jen jako značky, jak rozpoznat od sebe koeficienty. S tím
je také v souladu definice rovnosti: Dva polynomy jsou si rovny, pokud jsou si rovny odpovídající koeficienty,
přičemž se za nulový považuje každý koeficient, jehož mocnina ve výpisu polynomu chybí. Například polynomy
0 · x13 − 6x2 + 1 a −6x2 + 0x+ 1 považujeme za stejný polynom.

Stupeň polynomu p = anx
n + · · ·+ a0 se definuje jako největší koeficient i takový, že ai 6= 0, značíme jej deg(p).

Není jednoznačná shoda na stupni nulového polynomu, populární verze je deg(0) = −∞, která dobře zapadá
do celkové teorie. Platí například deg(p + q) ≤ max(deg(p),deg(q)), což je pravda pro všechny typy polynomů.
Pro polynomy reálné máme také jednoznačný vzorec pro stupeň součinu, viz věta níže.

Stupeň nám umožní zavést pro reálné polynomy dělení se zbytkem, kdy se při vzájemném poměřování kandidátů
na zbytek namísto velikosti používá stupeň. Zbytek po dělení i částečný podíl jsou jednoznačné jako u dělení celých
čísel (viz věta 1a.26).

Pokud vezmeme xk jako algebraický vzorec, tak každý polynom také definuje odpovídající funkci, tedy zobrazení
x 7→ p(x). Čistě formálně jde o dvě různé věci, polynom a funkce z něj vznikající, ale zrovna u polynomů nad R se
to v praxi neřeší, protože polynomy a z nich vznikající funkce jsou úzce svázány. Konkrétně, jedna ze základních
vlastností polynomů nad reálnými čísly je, že formální polynomy (tedy výrazy typu anx

n + · · · + a0) a funkce
jimi definované si jednoznačně odpovídají: Pokud se dva polynomy rovnají svými hodnotami, pak musí mít i
stejné koeficienty, tedy jde o stejný polynom. Například pokud víme, že pro jisté parametry a, b, c platí rovnost
ax2 + bx + c = x2 + 13x + 14 pro všechna x ∈ R, pak nutně musí být a = 1, b = 13 a c = 14. To je užitečné
v mnoha aplikacích, my to využíváme v kapitole 10b v metodě neučitých koeficientů.

Polynomy coby reálné funkce mohou mít nulové body, kterým říkáme kořeny polynomu, jde o čísla r ∈ R
splňující p(r) = 0. I zde máme úzkou souvislost s polynomem coby algebraickým objektem, kdy identita kořene r
jednoznačně souvisí s možností polynom vydělit beze zbytku příslušným kořenovým činitelem.

Vše podstatné si shrneme.

Věta 16.1.
Uvažujme polynomy p, q nad R. Pak platí následující:
(i) deg(pq) = deg(p) + deg(q).
(ii) Existují jediné polynomy Q a r takové, že p = q ·Q+ r a deg(r) < deg(q).
(iii) Polynom p má nejvýše deg(p) kořenů v R.
(iv) a ∈ R je kořenem p právě tehdy, když polynom x− a dělí p.

Pro polynomy můžeme definovat i dělitelnost naprosto stejným způsobem jako pro celá čísla, tedy q | p pokud
existuje polynom k tak, aby p = qk. Například polynom q = x− 1 dělí polynom p = x2 − 1, protože p = q · k pro
volbu k = x+ 1. Jakmile máme dělitelnost, tak máme i pojem největšího společného dělitele:
Polynom g je gcd(p, q) pro polynomy p, q, jestliže
• g dělí p i q;
• libovolný polynom d, který dělí p a q, také dělí g, popřípadě splňuje deg(d) ≤ deg(g).

Dá se ukázat, že gcd(p, q) existuje, dokonce jej (případně jeho vyjádření Bezoutovou identitou) dokážeme najít
pomocí Euklidova algoritmu. Je tu ale jeden rozdíl: U polynomů není gcd(p, q) určen jednoznačně, ale až na násobící
konstantu.

Plyne to z následujícího pozorování o dělitelnosti: Předpokládejme, že p dělí q, tedy q = pk pro nějaký polynom
k. Pak pro libovolné c ∈ R, c 6= 0 jsou cp a 1ck zase polynomy a platí q = (cp)

(
1
ck

)
, tedy také cp dělí q. Aplikováno

na gcd(p, q), jakmile najdeme nějaký polynom g vyhovující podmínkám pro gcd(p, q), tak jim vyhovuje i libovolný
polynom cg pro c 6= 0. Proto se obvykle ještě požaduje, aby koeficient u nejvyšší mocniny byl roven 1.

Příklad 16.a: Uvažujme polynomy p = x4−1 a q = x2+2x+1. Snadno nahlédneme, že p = (x+1)(x−1)(x2+1)
a q = (x+ 1)2, takže máme gcd(p, q) = x+ 1.

Zkusíme aplikovat Euklidův algoritmus. Máme najít částečný podíl a zbytek, oblíbený
algoritmus dá

(x4 − 1) : (x2 + 2x+ 1) = x2 − 2x+ 3, r = −4x− 4.

Takže druhý řádek odečteme (x2 − 2x + 3)-krát od prvního, už víme, co dostaneme
v novém řádku vlevo, pomocné sloupce dopočítáme.

x4 − 1 1 0
x2 + 2x+ 1 0 1
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Teď zase hledáme zbytek po dělení předposledního výrazu dolním.

(x2 + 2x+ 1) : (−4x− 4) = − 14x−
1
4 , r = 0.

Dostali jsme nulu, takže řádek ani nedopočítáváme, ten nad ním je hleda-
ným výsledkem.

x4 − 1 1 0
x2 + 2x+ 1 0 1
−4x− 4 1 −(x2 − 2x+ 3)

Vidíme, že g = −4x − 4 je (také) gcd(p, q). Ověříme, že jej dostaneme odpovídající Bezoutovou identitou
s koeficienty (dle tabulky) A = 1, B = −(x2 − 2x+ 3) = −x2 + 2x− 3:

(x4 − 1) · 1 + (x2 + 2x+ 1) · (−x2 + 2x− 3) = −4x− 4.

Po normalizaci (vynásobení konstantou − 14 , která není nula) dostáváme gcd(p, q) ve tvaru g = x+ 1.
4

16.2 Polynomy nad celými č́ısly
Obdobně můžeme definovat Z[x] jako množinu všech polynomů anx

n + · · · + a0, jejichž koeficienty jsou ze Z.
Všechna tvrzení z věty výše pak platí s jednou podstatnou výjimkou, a tou je věta o dělení.

Příklad 16.b: Uvažujme p = x2 a q = 2x. Hledáme vyjádření ve tvaru p = qQ + r, kde stupeň r je menší než
jedna, tedy je to konstanta. Abychom dostali ze součtu stupeň dva, musí mít qQ stupeň dva, a tedy Q musí být
lineární. Hledáme proto vyjádření ve tvaru

x2 = (2x) · (Ax+B) + C.

Pak ovšem 2A = 1, což se pro A ∈ Z nikdy nepovede.
4

Dělení se zbytkem pro polynomy nad Z funguje jen v případě, že máme dělitelnost pro koeficienty, které se
v algoritmu objeví. Například polynom 6x2 + 1 půjde vydělit polynomem 2x, ale nepůjde vydělit polynomem 4x.

To má zásadní dopady na teorii dělitelnosti. V definici největšího společného dělitele dvou polynomů musíme pou-
žívat podmínku, že společný dělitel d polynomů p, q musí dělit gcd(p, q), nestačí vyžadovat deg(d) ≤ deg(gcd(p, q)).
Bez platné věty o dělení se zbytkem to už totiž není totéž.

Má to také zásadní dopad na fungování Euklidova algoritmu.

Příklad 16.c: V předchozím příkladě jsme se dostali k tabulce vpravo.
Pak jsme prohlásili, že

(x2 + 2x+ 1) : (−4x− 4) = − 14x−
1
4 , r = 0

a je hotovo. Ovšem pro polynomy nad Z by toto dělení neplatilo.

x4 − 1 1 0
x2 + 2x+ 1 0 1
−4x− 4 1 −(x2 − 2x+ 3)

A je to tak správně, protože to indikuje reálný problém. Polynom −4x − 4, který nám Euklidův algoritmus
poskytl, nedělí ve světě Z[x] ani jeden ze zadaných polynomů, tedy to rozhodně není jejich společný dělitel, natož
největší.
4

Neznamená to nutně, že by gcd(p, q) neexistoval, ostatně my jsme našli polynom x + 1, který je gcd(p, q) také
v Z[x]. Existuje speciální postup, který pro polynomy nad Z dokáže v Euklidově algoritmu nahradit dělení se
zbytkem, a tak umožní algoritmu najít gcd(p, q) ve světě Z[x].

Pro příjemné příklady také může posloužit přístup přes faktorizaci polynomů.

Příklad 16.d: Uvažujme polynomy p = 4x2 + 14x+ 6 a q = 4x2 − 2x− 2. Máme rozklady

p = (4x+ 2)(x+ 3), q = (4x+ 2)(x− 1),

takže 4x+ 2 je společný dělitel. Máme ovšem také

p = (2x+ 1)(2x+ 6), q = (2x+ 1)(2x− 2),

takže i 2x+ 1 je společný dělitel. Pak jsou také společnými děliteli polynomy −(2x+ 1) a −(4x+ 2).
Snadno si rozmyslíme, že jiné už neexistují. Pokud bychom v definici gcd(p, q) jen porovnávali stupně, pak by

všichni čtyři kandidáti byly hledané gcd(p, q). Standardně se ale vyžaduje podmínka s dělením a také se preferuje,
aby koeficient u nejvyšší mocniny byl kladný, což dává jednoznačné gcd(p, q) = 4x + 2. Ostatní společní dělitelé
tento polynom dělí, což by nebyla pravda pro řekněme 2x+ 1, který není dělitelný tím 4x+ 2.

Nyní uvažujme dvojici p = (4x + 2)(x + 3) a q = (3x + 1)(x − 1). Společný dělitel by musel mít u nejvyšší
mocniny koeficient, který dělí 4 i 3 neboli jedničku. Ovšem jediný takovýto polynom, který se v obou rozkladech
vyskytuje, je gcd(p, q) = 1. Tyto polynomy jsou tedy nesoudělné coby polynomy nad Z.
4
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Diskrétńı matematika 16. Bonus: Polynomy a celá č́ısla pHabala 2026

16.3 Polynomy nad Zn
Když zvolíme n ∈ N, můžeme zavést také polynomy nad Zn neboli svět Zn[x], s tím, že + a · značí operace ze

světa Zn. Protože operace ⊕ a � mají stejné algebraické vlastnosti jako běžné sčítání a násobení (viz věta 2b.1),
běžná manipulace s polynomy (vzájemné sčítání a násobení, násobení polynomu konstantou ze Zn) budou probíhat
stejně, jak jsme zvyklí. Není to ale pravda o vlastnostech. Zdědíme všechny problémy ze světa Z[x] a přibude ještě
několik nových. Stručně řečeno, z vlastností R[x] přežije jen pravidlo pro stupeň p+ q, z věty nic neplatí.

Začneme tím, že hodnoty polynomu už jej nemusí jednoznačně určovat.

Příklad 16.e: Polynom p = x3 nad Z6 definuje tuto funkci: p(0) = 0, p(1) = 13 = 1, p(2) = 23 ≡ 2 (mod 6),
p(3) = 33 ≡ 3 (mod 6), p(4) = 43 ≡ 4 (mod 6) a p(5) = 53 ≡ 5 (mod 6), což je přesně stejná funkce, jakou
definuje polynom q = x. To tedy znamená, že dva různé polynomy dávají stejnou funkci.

Praktický dopad je, že přestávají fungovat mnohé oblíbené metody na určování koeficientů. Například když nám
někdo dodá informaci, že jistý polynom a+ bx+ cx2+ dx3+ ex4 splňuje rovnici a+ bx+ cx2+ dx3+ ex4 = x3 pro
všechna x ∈ Z6 (tedy jde o rovnost funkcí), tak už nemusí platit, že je to zrovna ten x3. Jak jsme viděli, vyhovuje
i polynom x, také třeba 4x+3x2 nebo 5x+2x3 nebo 4x+3x4 nebo x+2x2+3x3+x4. Celkem existuje 72 různých
polynomů čtvrtého stupně, které jsou rovny x3 coby funkce v Z6.

To je zásadní změna. Mnoho úloh, u kterých oprávněně čekáme jednoznačné řešení při práci nad R, může mít
po přechodu do světa Zn[x] třeba i nekonečně mnoho řešení.
4

To je ovšem teprve začátek. Rozpadnou se zcela i naše představy o kořenech polynomů a jejich rozkladech.

Příklad 16.f: Polynom p = 2x2 + 1 nad Z6 dává funkci p(0) = p(3) = 1 a p(1) = p(2) = p(4) = p(5) = 3, takže
tento polynom nemá kořeny. To zase není nic divného (nemá je ani nad R), ale málokterý čtenář by asi čekal, že
tento polynom lze přesto rozložit na lineární faktory! Ověřte roznásobením, že v Z6 platí

2x2 + 1 = (2x+ 1)(4x+ 1).

Rozkládat lze evidentně všelicos, čtenář by asi také nečekal třeba toto:

x = (3x+ 4)(4x+ 3) nad Z6.
Zde je zajímavé, že x = 0 je evidentně kořenem polynomu nalevo, ale není kořenem ani jednoho z faktorů napravo.
Také to ukazuje, že rovnost deg(pq) = deg(p) + deg(q) evidentně neplatí. Extrémní příklad: 3x(2x + 4) = 0,
součinem dvou polynomů stupně 1 dostaneme polynom stupně −∞.

Poslední podivnosti: Uvažujme polynom p = x2+x nad Z6. Přesvědčte se, že čísla x = 0, 2, 3, 5 jsou kořeny tohoto
polynomu, je tedy více kořenů, než je stupeň polynomu. Extrémní příklad v tomto směru: polynom p = 2x3 + 4x
nad Z6 je jako funkce roven identicky nule, tedy všechna čísla ze Z6 jsou jeho kořeny!
4
Podíváme-li se do věty 16.1 o vlastnostech reálných polynomů, tak nám tento příklad ukázal, že při práci nad

Zn přestávají obecně platit tvrzení (i), (iii) a (iv). Teď pokazíme i (ii).

Příklad 16.g: Zkusíme vydělit se zbytkem polynom p = x polynomem q = 2x nad Z6. Hledáme tedy polynomy
Q a r tak, aby x = 2x · Q + r a deg(r) < deg(q) = 1. To znamená, že r je konstanta, nicméně kvůli neplatnosti
věty o stupni součinu může mít Q jakýkoliv stupeň, což komplikuje situaci. Uvažujme tedy libovolný polynom
Q = a0 + a1x+ a2x

2 + · · · . Pak

x = qQ+ r = (2a0x+ 2a1x
2 + · · · ) + r = r + 2a0x+ 2a1x

2 + · · ·
V tomto případě má jít o rovnost polynomů, tedy musejí se rovnat koeficienty, například má platit 1 = 2a0. Ovšem
2 není v Z6 invertibilní, takže takovéto a0 existovat nemůže, a tedy ani nelze provést hledané dělení se zbytkem.
4

Tento příklad tedy ukazuje, že pojem dělitelnosti se vybudovat dá, ale rozumné dělení se zbytkem nemáme, tedy
ani Euklidův algoritmus. Pak už se ani nedá čekat rozumné fungování při hledání největšího společného dělitele.

Příklad 16.h: Jak vypadá největší společný dělitel polynomů p = x2 + x a q = x2 + 5 nad Z6? Podívejme se
na rozklady:

x2 + x = x(x+ 1) = (x+ 3)(x+ 4),

x2 + 5x = x(x+ 5) = (x+ 3)(x+ 2).

Podle prvních rozkladů je společným dělitelem polynom x, podle druhých rozkladů je to zase x+ 3. Který z nich
je největší? Ani jeden z nich nedělí ten druhý.
4

16.3, 16.h 509 16.3, 16.h
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Pracovat s polynomy nad Zn je tedy dobrodružné.
Kdyby se čtenář v těch příkladech povrtal, tak by zjistil, že obvykle někde v pozadí úřadují dělitelé nuly, kteří

se v Zn mohou vyskytovat, ovšem pouze pokud je n složené. Což nás přivádí k dobré zprávě.
Pokud je n prvočíslo, pak nám zase většina věcí bude fungovat, jak jsme zvyklí u R[x].

Věta 16.4.
Nechť n je prvočíslo, uvažujme polynomy p, q nad Zn. Pak platí následující:
(i) deg(pq) = deg(p) + deg(q).
(ii) Existují jediné polynomy d a r takové, že p = d · q + r a deg(r) < deg(q).
(iii) Polynom p má nejvýše deg(p) kořenů.
(iv) a ∈ Zn je kořenem p právě tehdy, když polynom x+ (−a) dělí p.

Díky (ii) nám bude fungovat Euklidův algoritmus, ale je třeba vymyslet dělení pro polynomy nad Zn. Uvažujme
dva polynomy, p s vedoucím členem axM a q s vedoucím členem bxm, kde m ≤ M . Při běžném dělení bychom
jako vedoucí člen částečného podílu napsali a

b
xM−m a dopočítali zpětným násobením částečný zbytek, ve světě

Zn budeme psát a � b−1xm−M . Jinak vše funguje stejně. Zkusíme to. Pro usnadnění budeme psát běžné značky
pro operace, ostatně obvykle budeme místo v Z5 počítat v Z modulo 5 a do Z5 se vracet s výsledky.

Příklad 16.i: Najdeme gcd(3x3 + 4x2, 2x2 + 2) pro polynomy nad Z5 pomocí rozšířeného Euklidova algoritmu.
Máme začít dělením prvního polynomu druhým a první člen částečného podílu vznikne jako (3x3) : (2x2), což
v Z5 znamená 3 · 2−1x = 3 · 3x = 9x ≡ 4x. Celé dělení ve standardním zápisu vidíme napravo, jde o následující
kroky:

Dopočítáme částečný zbytek pro podíl 4x:

(3x3 + 4x2)− 4x · (2x2 + 2) = 3x3 + 4x2 − 8x3 − 8x

= −5x3 + 4x2 − 8x ≡ 4x2 + 2x.

Tento částečný zbytek opět dělíme polynomem (2x2 + 2) a dostaneme
2, dopočítáme zbytek.

3x3 +4x2 : (2x2 + 2) = 4x+ 2
−8x3 −8x

4x2 +2x
−4x2 −4

2x +1

To znamená, že v euklidovské tabulce máme druhý řádek odečíst od prv-
ního (4x+2)-krát, přičemž už víme, co se objeví v levém sloupci na novém
řádku. Nyní je třeba vydělit se zbytkem (2x2 + 2) : (2x+ 1). Dostáváme

(2x2 + 2) : (2x+ 1) = x+ 2.

Zbytek je nula, tedy algoritmus skončil.

3x3 + 4x2 1 0
2x2 + 2 0 1
2x+ 1 1 −(4x+ 2) = x+ 3

Z tabulky vyčteme, že

gcd(3x3 + 4x2, 2x2 + 2) = 2x+ 1 = (3x3 + 4x2) · 1 + (2x2 + 2) · (x+ 3)

Zvídaví čtenáři ještě doplní odpovídající rozklady:

3x3 + 4x2 = (2x+ 1) · 4x2, 2x2 + 2 = (2x+ 1)(x+ 2).

Podobně jako v případě polynomů nad R najdeme i zde další největší společné dělitele tak, že 2x + 1 budeme
násobit invertibilními konstantami. Dostaneme tak další možné výsledky 4x + 2, x + 3, 3x + 4. Jeden z nich má
před x jedničku, což lze vždycky najít v případě Zn s prvočíselným n.
4

Psali jsme, že „většina bude fungovatÿ, takže je dobré ještě přidat varování, kde i pro n prvočíselné může být
problém. Asi nejpalčivější je, že různé polynomy mohou pořád dávat stejné funkce, například nad Z2 oba polynomy
1 a x2 + x+ 1 dávají konstantní funkci x 7→ 1. Konec konců, nemusíme ani složitě shánět příklady: Pro prvočíslo
n platí malá Fermatova věta a tu lze číst i tak, že polynomy x a xn dávají v Zn stejné funkce.

Musíme si také dávat pozor, abychom do práce v Zn nepřenášeli návyky z reálných polynomů, například auto-
maticky považujeme polynomy typu x2 + 1 za nerozložitelné a bez kořenů, ale nad Z5 má tento polynom kořeny
x = 2, 3 a lze jej napsat jako x2 + 1 = (x+ 2)(x+ 3).

Tímto končíme stručnou exkurzi do podivuhodného světa polynomů nad Zn, který má mimochodem zásadní
aplikace například při šifrování.
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