16. Bonus: Polynomy a cela éisla

Polynomy nad R jsou vyrazy typu a,az” + - - - + a1 + ao, jejichz koeficienty a; jsou z R, tieba p = /2 2% — 7z +e.
Mnozina vSech takovychto polynomt se zna¢i R[z]. Polynomy umime spolu séitat a nésobit a také je nésobit
¢islem. Vysledné polynomy ziskdme spojovanim koeficientti dle urcitych pravidel, jde tedy o formalni operace,
které vlastné pracuji s vektory koeficienti a ty x* slouzi jen jako znacky, jak rozpoznat od sebe koeficienty. S tim
je také v souladu definice rovnosti: Dva polynomy jsou si rovny, pokud jsou si rovny odpovidajici koeficienty,
pricemz se za nulovy povazuje kazdy koeficient, jehoZ mocnina ve vypisu polynomu chybi. Napriklad polynomy
0-2'3 — 622+ 1 a —622 + 0z + 1 povazujeme za stejny polynom.

Stuperi polynomu p = a,x"™ + - - - + ag se definuje jako nejvétsi koeficient i takovy, ze a; # 0, zna¢ime jej deg(p).
Neni jednoznac¢né shoda na stupni nulového polynomu, populdrni verze je deg(0) = —oo, kterd dobfe zapada
do celkové teorie. Plati napiiklad deg(p + ¢) < max(deg(p), deg(q)), coz je pravda pro vSechny typy polynomd.
Pro polynomy redlné mame také jednoznaény vzorec pro stupen soucinu, viz véta nize.

Stupen nam umozni zavést pro realné polynomy déleni se zbytkem, kdy se pfi vzajemném pométrovani kandidatt
na zbytek namisto velikosti pouzivé stupen. Zbytek po déleni i ¢asteény podil jsou jednoznacné jako u déleni celych
Cisel (viz véta 1a.26).

Pokud vezmeme z* jako algebraicky vzorec, tak kazdy polynom také definuje odpovidajici funkci, tedy zobrazeni
x — p(x). Cisté formalné jde o dvé rfizné véci, polynom a funkce z néj vznikajici, ale zrovna u polynomt nad R se
to v praxi nefesi, protoze polynomy a z nich vznikajici funkce jsou tzce svazany. Konkrétné, jedna ze zakladnich
vlastnosti polynomui nad redlnymi ¢isly je, ze formalni polynomy (tedy vyrazy typu a,z™ + --- + ag) a funkce
jimi definované si jednoznacné odpovidaji: Pokud se dva polynomy rovnaji svymi hodnotami, pak musi mit i
stejné koeficienty, tedy jde o stejny polynom. Napiiklad pokud vime, Ze pro jisté parametry a,b, ¢ plati rovnost
ar® 4+ bx + ¢ = 22 + 13z + 14 pro vSechna x € R, pak nutné musi byt a = 1, b = 13 a ¢ = 14. To je uziteéné
v mnoha aplikacich, my to vyuzivame v kapitole 10b v metodé neucitych koeficienti.

Polynomy coby realné funkce mohou mit nulové body, kterym rikdme kofeny polynomu, jde o ¢isla r € R
spliiujici p(r) = 0. I zde méme tzkou souvislost s polynomem coby algebraickym objektem, kdy identita kofene r
jednoznacné souvisi s moznosti polynom vydélit beze zbytku pfislusnym kofenovym cinitelem.

Vse podstatné si shrneme.

Véta 16.1.

Uvazujme polynomy p, g nad R. Pak plati nasledujici:

(i) deg(pq) = deg(p) + deg(q).

(i) Existuji jediné polynomy @ a r takové, ze p = ¢- Q + r a deg(r) < deg(q).
(iii) Polynom p ma nejvyse deg(p) kofent v R.

(iv) a € R je kofenem p pravé tehdy, kdyz polynom z — a déli p.

Pro polynomy mutizeme definovat i délitelnost naprosto stejnym zptsobem jako pro celd ¢isla, tedy ¢ |p pokud
existuje polynom k tak, aby p = gk. Napiiklad polynom ¢ = = — 1 déli polynom p = 22 — 1, protoze p = ¢ - k pro
volbu k = x + 1. Jakmile mame délitelnost, tak mame i pojem nejvétsiho spole¢ného délitele:

Polynom g je ged(p, ¢) pro polynomy p, g, jestlize
egdélipigq;
e libovolny polynom d, ktery déli p a ¢, také déli g, popfipadé spliiuje deg(d) < deg(g).

D4 se ukazat, ze ged(p, q) existuje, dokonce jej (pfipadné jeho vyjadfeni Bezoutovou identitou) dokdZeme najit
pomoci Euklidova algoritmu. Je tu ale jeden rozdil: U polynomii neni ged(p, ¢) uréen jednoznaéné, ale az na nasobici
konstantu.

Plyne to z néasledujiciho pozorovani o délitelnosti: Pfedpokladejme, ze p déli q, tedy g = pk pro néjaky polynom
k. Pak pro libovolné ¢ € R, ¢ # 0 jsou cp a %kz zase polynomy a plati ¢ = (¢p) (%k), tedy také cp déli ¢q. Aplikovano
na ged(p, ¢), jakmile najdeme néjaky polynom g vyhovujici podminkdm pro ged(p, g), tak jim vyhovuje i libovolny
polynom cg pro ¢ # 0. Proto se obvykle jesté pozaduje, aby koeficient u nejvys$si mocniny byl roven 1.

P¥iklad 16.a: Uvazujme polynomy p = 2*—1 a ¢ = 22+2z+1. Snadno nahlédneme, 7e p = (z+1)(x—1)(z2+1)
a q = (v +1)?, takZe mame ged(p,q) = = + 1.

Zkusime aplikovat Euklidiv algoritmus. Mame najit ¢astecny podil a zbytek, oblibeny zt—1
algoritmus da ?+2x+1 01

(z*—1): (2 +20+1)=2>—22+3, r=—4a — 4.
Takze druhy fddek odecteme (z2 — 2z + 3)-krat od prvniho, uz vime, co dostaneme
v novém Tadku vlevo, pomocné sloupce dopocitame.
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Ted zase hledame zbytek po déleni predposledniho vyrazu dolnim. At —-111 0
(®+22+1): (—dz—4)=—-1z -1 r=0. 2?+2x+1 10 1
—4x—4 | 1| —(2? —2x+3)

Dostali jsme nulu, takze radek ani nedopocitavame, ten nad nim je hleda-
nym vysledkem.
Vidime, ze g = —4xz — 4 je (také) ged(p,q). Ovéiime, Ze jej dostaneme odpovidajici Bezoutovou identitou
s koeficienty (dle tabulky) A =1, B = —(2? — 22 +3) = —2% + 22 — 3:
(z* = 1) -1+ @ +20+1)- (2% +22 — 3) = —4a — 4.
Po normalizaci (vynasobeni konstantou —1, ktera neni nula) dostdvame ged(p, q) ve tvaru g =z + 1.
A

16.2 Polynomy nad celymi ¢isly
Obdobné muzeme definovat Z[z] jako mnozinu vSech polynomu a,z™ + - -- + ag, jejichz koeficienty jsou ze Z.
Vsechna tvrzeni z véty vyse pak plati s jednou podstatnou vyjimkou, a tou je véta o déleni.

Piiklad 16.b: Uvazujme p = 22 a ¢ = 2x. Hledame vyjadfeni ve tvaru p = qQ + r, kde stupeii r je mensi nez
jedna, tedy je to konstanta. Abychom dostali ze sou¢tu stupen dva, musi mit ¢@) stupen dva, a tedy ) musi byt
linearni. Hledame proto vyjadieni ve tvaru

2? = (22) - (Az + B) + C.

Pak ovsem 2A =1, cozZ se pro A € Z nikdy nepovede.
A

Déleni se zbytkem pro polynomy nad Z funguje jen v pfipadé, ze mame délitelnost pro koeficienty, které se
v algoritmu objevi. Napiiklad polynom 622 + 1 piijde vydélit polynomem 2z, ale neptijde vydélit polynomem 4z.

To mé zasadni dopady na teorii délitelnosti. V definici nejvétsiho spole¢ného délitele dvou polynomi musime pou-
zivat podminku, Ze spole¢ny délitel d polynomi p, ¢ musi délit ged(p, ¢), nestaci vyzadovat deg(d) < deg(ged(p, q)).
Bez platné véty o déleni se zbytkem to uz totiz neni totéz.

M3 to také zasadni dopad na fungovani Euklidova algoritmu.

Piiklad 16.c: V predchozim prikladé jsme se dostali k tabulce vpravo.

Pak jsme prohlasili, ze At —-11]1 0
(®+22+1): (—da—4)=—-1a—-1 r=0 2?+2x+1 10 1
—4z—4 | 1| —(22—22+3)

a je hotovo. OvSem pro polynomy nad Z by toto déleni neplatilo.

A je to tak spravné, protoze to indikuje realny problém. Polynom —4x — 4, ktery nam Euklidav algoritmus
poskytl, nedéli ve svété Z[x] ani jeden ze zadanych polynomi, tedy to rozhodné neni jejich spoleény délitel, natoz
nejvetsi.

A

Neznamena to nutné, ze by ged(p, ¢) neexistoval, ostatné my jsme nasli polynom x + 1, ktery je ged(p, q) také
v Z|z]. Existuje specidlni postup, ktery pro polynomy nad Z dokaze v Euklidové algoritmu nahradit déleni se
zbytkem, a tak umozni algoritmu najit ged(p, q) ve svété Zlz].

Pro prijemné priklady také muze poslouzit pristup pres faktorizaci polynomii.

P¥iklad 16.d: Uvazujme polynomy p = 422 + 14z + 6 a ¢ = 42? — 2z — 2. Mame rozklady
p = (4 + 2)(z + 3), qg= (4 +2)(xz — 1),
takze 4z + 2 je spolecny délitel. Mame ovSem také
p=(2z+1)(2z +6), q= 2z +1)(2z — 2),
takze i 2z + 1 je spoleény délitel. Pak jsou také spoleénymi déliteli polynomy —(2z + 1) a —(4z + 2).

Snadno si rozmyslime, Ze jiné uz neexistuji. Pokud bychom v definici ged(p, ¢) jen porovnévali stupné, pak by
v8ichni ¢tyfi kandidéti byly hledané ged(p, ¢). Standardné se ale vyzaduje podminka s délenim a také se preferuje,
aby koeficient u nejvyssi mocniny byl kladny, coz dava jednoznacéné ged(p, q) = 4o + 2. Ostatni spoleéni délitelé
tento polynom déli, coz by nebyla pravda pro feknéme 2z + 1, ktery neni délitelny tim 4x + 2.

Nyni uvazujme dvojici p = (4z + 2)(z + 3) a ¢ = (32 + 1)(z — 1). Spoleény délitel by musel mit u nejvyssi
mocniny koeficient, ktery déli 4 i 3 neboli jednicku. Ovsem jediny takovyto polynom, ktery se v obou rozkladech

vyskytuje, je ged(p, q) = 1. Tyto polynomy jsou tedy nesoudélné coby polynomy nad Z.
A
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16.3 Polynomy nad Zp
Kdyz zvolime n € N, mizeme zavést také polynomy nad Z,, neboli svét Z,[x], s tim, Ze + a - zna¢i operace ze
svéta Z,. ProtoZe operace @ a ©® malji stejné algebraické vlastnosti jako bézné séitani a ndsobeni (viz véta 2b.1),
bézna manipulace s polynomy (vzajemné s¢itani a nasobeni, ndsobeni polynomu konstantou ze Z,,) budou probihat
stejné, jak jsme zvykli. Neni to ale pravda o vlastnostech. Zdédime vSechny problémy ze svéta Z[z] a pfibude jesté
nékolik novych. Struéné feceno, z vlastnosti R[z] pfezije jen pravidlo pro stupen p + ¢, z véty nic neplati.
Zacneme tim, ze hodnoty polynomu uz jej nemusi jednoznacné urcovat.

P¥iklad 16.e: Polynom p = z® nad Zg definuje tuto funkci: p(0) = 0, p(1) = 13 = 1, p(2) = 22 = 2 (mod 6),
p(3) = 32 = 3 (mod 6), p(4) = 43 = 4 (mod 6) a p(5) = 5> = 5 (mod 6), coZ je piesné stejnd funkce, jakou
definuje polynom ¢ = z. To tedy znamena, Ze dva ruzné polynomy déavaji stejnou funkci.

Prakticky dopad je, Ze prestavaji fungovat mnohé oblibené metody na urcovani koeficientii. Naptiklad kdyz nam
nékdo dod4 informaci, Ze jisty polynom a + bz + cx? 4 da + ex? spliiuje rovnici a + bx + cx? + dx® + ex* = 23 pro
vSechna z € Zg (tedy jde o rovnost funkei), tak uz nemusi platit, ze je to zrovna ten x3. Jak jsme vidéli, vyhovuje
i polynom z, také tieba 4z + 322 nebo 5x + 223 nebo 4x + 3x* nebo x + 222 4 323 + z*. Celkem existuje 72 rtiznych
polynomii ¢tvrtého stupné, které jsou rovny > coby funkce v ZS.

To je zasadni zména. Mnoho tloh, u kterych opravnéné c¢ekame jednoznacné fesSeni pii praci nad R, miize mit
po prechodu do svéta Z,[x] tieba i nekone¢né mnoho feseni.

A

To je ovsem teprve zacatek. Rozpadnou se zcela i nase predstavy o kofenech polynomi a jejich rozkladech.

P¥iklad 16.f: Polynom p = 222 + 1 nad Zg dava funkci p(0) = p(3) = 1 a p(1) = p(2) = p(4) = p(5) = 3, takze
tento polynom nemé kofeny. To zase neni nic divného (nemé je ani nad R), ale maloktery ¢tenar by asi ¢ekal, ze
tento polynom lze pfesto rozlozit na linearni faktory! Ovéfte roznasobenim, ze v Zg plati

2202 +1 = (22 + 1)(4a + 1).
Rozkladat lze evidentné vselicos, ¢tenai by asi také necekal treba toto:
x = (32 + 4)(4x + 3) nad Zg.

Zde je zajimavé, ze x = 0 je evidentné kofenem polynomu nalevo, ale neni kofenem ani jednoho z faktort napravo.
Také to ukazuje, ze rovnost deg(pq) = deg(p) + deg(q) evidentné neplati. Extrémni piiklad: 3z(2z + 4) = 0,
soucinem dvou polynomt stupné 1 dostaneme polynom stupné —oo.

Posledni podivnosti: Uvazujme polynom p = x2+x nad Zg. Piesvédéte se, ze ¢isla x = 0,2, 3, 5 jsou kofeny tohoto
polynomu, je tedy vice kofenti, nez je stupein polynomu. Extrémni piiklad v tomto sméru: polynom p = 223 + 4z
nad Zg je jako funkce roven identicky nule, tedy vSechna ¢isla ze Zg jsou jeho koreny!

A

Podivame-li se do véty 16.1 o vlastnostech realnych polynomt, tak ndm tento ptiklad ukazal, Ze pfi praci nad

Z,, prestavaji obecné platit tvrzeni (i), (iii) a (iv). Ted pokazime i (ii).

Piiklad 16.g: Zkusime vydélit se zbytkem polynom p = = polynomem ¢ = 2z nad Zg. Hleddme tedy polynomy
Q a r tak, aby x = 22 - Q + r a deg(r) < deg(q) = 1. To znamena, Ze r je konstanta, nicméné kvili neplatnosti
véty o stupni soucinu mize mit @) jakykoliv stupen, coz komplikuje situaci. Uvazujme tedy libovolny polynom
Q =ap+ aix + asx® +---. Pak

r=qQ+7r = (2002 4+ 2a12% +---) +1r =7 + 200z + 2a12% + - - -
V tomto pripadé ma jit o rovnost polynomi, tedy museji se rovnat koeficienty, naptiklad mé platit 1 = 2ag. OvSem
2 neni v Zg invertibilni, takze takovéto ag existovat nemtze, a tedy ani nelze provést hledané déleni se zbytkem.

A

Tento priklad tedy ukazuje, ze pojem délitelnosti se vybudovat da, ale rozumné déleni se zbytkem nemame, tedy
ani Euklidiv algoritmus. Pak uz se ani neda ¢ekat rozumné fungovani pri hledani nejvétsiho spole¢ného délitele.

Piiklad 16.h: Jak vypada nejvétsi spoleény délitel polynomé p = x2 4+ = a ¢ = 22 + 5 nad Zg? Podivejme se
na rozklady:
P +r=x(x+1)=(r+3)(z+4),
2? + 5z =x(x+5)=(z+3)(z+2).
Podle prvnich rozkladi je spoleénym délitelem polynom z, podle druhych rozkladd je to zase x + 3. Ktery z nich
je nejvétsi? Ani jeden z nich nedéli ten druhy.

A
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Pracovat s polynomy nad Z,, je tedy dobrodruzné.

Kdyby se ¢tenar v téch prikladech povrtal, tak by zjistil, Zze obvykle nékde v pozadi ifaduji délitelé nuly, kteri
se v Z,, mohou vyskytovat, ovSem pouze pokud je n slozené. Coz nas privadi k dobré zprave.

Pokud je n prvoéislo, pak ndm zase vétSina véci bude fungovat, jak jsme zvykli u R[z].

Véta 16.4.

Necht n je prvodislo, uvazujme polynomy p, ¢ nad Z,. Pak plati nasledujici:
(i) deg(pq) = deg(p) + deg(q).

(ii) Existuji jediné polynomy d a r takové, ze p = d - ¢+ r a deg(r) < deg(q).
(iii) Polynom p ma nejvyse deg(p) kofen.

(iv) a € Z,, je kofenem p pravé tehdy, kdyz polynom z + (—a) déli p.

Diky (ii) ndm bude fungovat Euklidiv algoritmus, ale je tfeba vymyslet déleni pro polynomy nad Z,,. Uvazujme
dva polynomy, p s vedoucim ¢lenem az™ a g s vedoucim ¢lenem bx™, kde m < M. Pii bézném déleni bychom
jako vedouci ¢len ¢astecného podilu napsali %ZL'M ~™ a dopocitali zpétnym nasobenim ¢asteény zbytek, ve svété
Z,, budeme psat a © b~ tx™ M. Jinak vse funguje stejné. Zkusime to. Pro usnadnéni budeme psat bézné znacky
pro operace, ostatné obvykle budeme misto v Zs pocitat v Z modulo 5 a do Zs se vracet s vysledky.

Priklad 16.i: Najdeme ged(3z3 + 422, 222 + 2) pro polynomy nad Zs pomoci rozsiieného Euklidova algoritmu.
Méame zacit délenim prvniho polynomu druhym a prvni ¢len ¢asteéného podilu vznikne jako (3z3) : (222), coz
v Zs znamend 3 -2 'z = 3 - 3z = 9z = 4x. Celé déleni ve standardnim zépisu vidime napravo, jde o nasledujici
kroky:

Dopoditame ¢asteény zbytek pro podil 4zx: 323 4422 (222 +2) = 4 + 2
(323 + 422) — 4z - (222 + 2) = 32% + 422 — 82° — 8z —82% 8z
= —52% + 42? — 8z = 42” + 2. iﬂx2+2x_4

Tento ¢asteény zbytek opét délime polynomem (22 + 2) a dostaneme 20 +1
2, dopoditame zbytek.

To znamena, Ze v euklidovské tabulce mame druhy fadek odecist od prv- | 323 + 422 | 1 0
niho (4z+2)-krét, pficemz uz vime, co se objevi v levém sloupci na novém 202 4+2 | 0 1
fadku. Nyni je tieba vydélit se zbytkem (222 + 2) : (22 + 1). Dostavame 2041 | 1| —(4x+2)=x+3

(222 +2): 2z +1) =2 +2.

Zbytek je nula, tedy algoritmus skoncil.
7 tabulky vycteme, Ze
ged(32® +42%,22% +2) =22+ 1= (32% +42%) - 14+ (222 +2) - (x + 3)
Zvidavi ctenéafi jesté doplni odpovidajici rozklady:
32° + 4% = 2z + 1) - 422, 202 +2 = (22 + 1)(x + 2).

Podobné jako v pripadé polynomu nad R najdeme i zde dalsi nejvétsi spolecné délitele tak, ze 2x + 1 budeme
néasobit invertibilnimi konstantami. Dostaneme tak dalsi mozné vysledky 4x + 2, x + 3, 3x + 4. Jeden z nich ma

pred z jednicku, coz lze vzdycky najit v pripadé Z,, s prvociselnym n.
A

Psali jsme, ze ,vétSina bude fungovat®, takze je dobré jesté pridat varovani, kde i pro n prvociselné muze byt
problém. Asi nejpalcivéjsi je, ze rizné polynomy mohou porad davat stejné funkce, napiiklad nad Zs oba polynomy
1 a 22 + x + 1 davaji konstantni funkci  — 1. Konec koncfi, nemusime ani slozité shanét ptiklady: Pro prvoéislo
n plati mala Fermatova véta a tu lze Cist i tak, Ze polynomy x a x” davaji v Z,, stejné funkce.

Musime si také davat pozor, abychom do prace v Z,, nepfenaseli navyky z redlnych polynomt, naptiklad auto-
maticky povazujeme polynomy typu x2? + 1 za nerozlozitelné a bez kofent, ale nad Zs m4 tento polynom kofeny
x = 2,3 a lze jej napsat jako 2% +1 = (x + 2)(x + 3).

Timto koncéime strucnou exkurzi do podivuhodného svéta polynomu nad Z,, ktery ma mimochodem zasadni
aplikace napiiklad pri Sifrovani.
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