17. Bonus: Matice a cela ¢isla

Ctenaf nejspise zna matice nad realnymi ¢&isly. Kazdou matici A Ize vynasobit konstantou, popiipadé transpo-
novat neboli vyrobit z ni matici A”. Matice stejného rozméru lze séitat. Matice také umime spolu nasobit, ale
musi spravné navazovat jejich velikosti. To neni problém u matic ¢tvercovych stejné velikosti. Pro né také mame
uziteény parametr.

Definice.
Necht A = (a; ;)7 ;= je ¢tvercova matice. Jeji determinant definujeme jako

det(A) = Z Sign(ﬂ-)al,ﬂ(l) *A2 x(2)  Qnw(n))

kde suma je pfes vSechny permutace m mnoziny {1,... ,n}.

Téch permutaci je n!, takZe vzorec je uziteény pro n = 1,2, 3; u vétsich matic obvykle poc¢itdme determinant
jinak, viz nize.

Dalsim dilezitym pojmem je inverzni matice. K dané ¢tvercové matici A hleddme matici B tak, aby AB = F,
a BA = F,, kde E, je jednotkova matice velikosti n.

Véta 17.1.

Ke ¢tvercové matici A existuje matice inverzni pravé tehdy, kdyz det(A) # 0.

Tato inverzni matice je pak dana vzorcem A~! = det(A)~'D7T, kde D je matice kofaktorii
(algebraickych dopliki).

Piipomenme, zZe prvek d;; matice D ziskdme tak, Ze z matice A vyskrtneme radek 7 a sloupec j, spocitdme
determinant vysledné matice a vynasobime jej ¢islem (—1)**7. Je uzite¢né si véimnout, Ze matici D dokaZeme
sestavit vzdy, pro kazdou ¢tvercovou matici A. Mame pak i matici DT, které se iiké adjungovani matice k A
a znad¢i se adj(A). Rovnéz vzdy funguje algebra, kterd zaruci, ze Aadj(A) = det(A)E,,. Existence inverzni matice
se tedy rozhoduje nasi schopnosti upravit tuto rovnost tak, aby se osamostatnilo F,. Dostavame néasledujici
uzite¢né pozorovani.

e Inverzni matice k A existuje pravé tehdy, pokud existuje det(A4)~*.

Pro matice obecné mame uziteény parametr rank(A) zvany hodnost matice. Je to dimenze vektorového prostoru
generovaného jejimi sloupci, proto se tomuto parametru také nékdy rika sloupcova hodnost. Prakticky vzato to
znamena maximalni pocet jejich sloupct, které jsou linedrné€ nezavislé.

Podobné lze uvazovat nejvétsi mozny pocet fadkt matice A, které jsou linedrné nezavislé, a rikat tomu radkova
hodnost. Pro matice nad realnymi ¢isly se sloupcova a fadkova hodnost musi vzdy shodovat. Proto se obvykle
v praxi urcuje spis fadkova hodnost, ale neni problém ziskat sloupcovou aplikovanim standardniho postupu na ma-
tici AT

Hodnost matice se nejlépe rozpozné pro matice ve specifickém tvaru. Pokud jsou 13 0 2 14 -1
v matici néjaké nulové radky, tak je chceme mit dole, a pokud v ni jsou fadky ne- 0 0/l23 7 o
nulové, tak chceme, aby se prvni nenulovy ¢len kazdého nenulového ¥adku objevil m
dfive (vzhledem ke sloupci) nez prvni nenulové ¢leny fadkt pod nim (pokud néjaké 0 0 0 0 O

jsou). Intuitivné feceno, takova matice ma levy dolni roh vyplnény nulami. Pokud
tuto oblast ¢arou oddélime, dostaneme schodisté.

Definice.

Rekneme, 7e matice A je v fadkové redukovaném tvaru (row echelon form), jestlize pro
kazdy radek k a sloupec m plati, Ze pokud ap; = 0 pro j < m, pak musi platit a;; = 0 pro
vSechna ¢ > k a j < m.

Pro takovou matici snadno zjistime nejen hodnost, ale v pfipadé ¢tvercové matice také snadno najdeme deter-
minant, sta¢l vynasobit ¢isla na diagonale. Lze se dobfe dostat také k inverzni matici (pokud existuje) a k FeSeni
odpovidajici soustavy rovnic. Je to tedy tvar vysoce uziteény, a proto jsme radi, ze do takového tvaru mtizeme
prevést libovolnou matici pomoci eliminac¢ni metody zaloZené na tfech povolenych fadkovych tpravach:

e Odecteni c-nasobku jednoho fadku od jiného, kde ¢ € R: R; — cR; — R; pro j # i;
e prohozeni dvou radki: R; < Rj;
e vynasobeni fadku nenulovym ¢islem c: cR; — R;, ¢ # 0.
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Hned poznamenejme, ze bude dobré podminku u tfeti operace vnimat jako ,invertibilnim ¢islem“. Souvisi to
s podstatnou vlastnosti téchto tii operaci: Jsou vratné neboli kazdou z nich lze pomoci fadkové tpravy stejného
typu zase neutralizovat, tedy vratit matici do ptvodniho tvaru. Je to vidét intuitivné, ale je také uzitecné to
nahlédnout oc¢ima matic. Kazdou z téchto operaci lze realizovat tak, ze danou matici nasobime zleva vhodnou
Ltransformacni matici®.

e Aby se c-nasobek fadku i (kterému fikdme pivotovy fadek) odecetl od fadku j, pouzijeme matici, ktera vznikne
pfidanim cisla —c na pozici j, ¢ do jednotkové matice. Pokud napfiklad vynasobime 3 x 3 matici zleva matici

1 0 0
0 1 0
0 -5 1

tak to v pivodni matici ode¢te pétindsobek druhého fadku (pétka je ve druhém sloupci) od tietiho fadku (pétka
je na tfetim radku).

Abychom operaci R; — cR; — R; pro j # i neutralizovali, sta¢i ji nasledovat operaci R; — (—¢)R; — R;,
tedy prislusny pivotovaci fadek zase c-krat pricist. Z pohledu transformacnich matic to znamena, Ze prislusné
transformacni matice jsou navzajem inverzni, coz se snadno dokaze. Ctenaf si tfeba miize vyzkouset, ze

1 00 1 0 0 1 00
010J-{0 1 0]=10120
0 5 1 0 -5 1 0 01

e Transformacni matice, kterd zptisobi prohozeni radka ¢ a j, vznikne prohozenim fadka ¢ a j v jednotkové matici.
Je zjevné, ze pokud tuto operaci provedeme dvakrat, matice se vrati do pivodniho stavu.

e Aby se u matice vynésobil fadek ¢ ¢islem ¢, pouzijeme matici, kterd vznikne z jednotkové matice nahrazenim
diagonalni jednicky ¢islem ¢ v fadku i. Do pivodniho stavu matici vratime vynésobenim dotyc¢ného radku cislem
c~! (pfipometime, Ze déleni v teorii nepouzivame).

Pro tuplnost pfipomenme, Ze proces Gaussovy eliminace je rozdélen do etap. V kazdé etapé se soustfedime
na jeden konkrétni sloupec a pomoci radkovych operaci se jej snazime dostat do tvaru, kdy je nahote ¢islo a pod
nim nuly. Pokazdé, kdyz se to povede, popojdeme o sloupec doprava a zaroven ignorujeme ty fadky nahote, které
uz jsou v zddaném tvaru.

Podstatné je, Ze tyto radkové ipravy nemeéni hodnost matice. Pokud dana matice reprezentuje soustavu linearnich
rovnic, tak po provedeni fadkovych tprav ma nové vznikla soustava stejnou mnoZinu feSeni (jde o ekvivalentni

upravy).
prohozeni fadki zase zméni jeho znaménko. Pokud to vezmeme v itvahu, lze se ptivodniho determinantu dobrat. Je
také mozné diky omezeni na c u tfeti operace zaznamenat, ze se nenulovy determinant nemuze témito operacemi
stat nulovy. To znamend, ze fadkové operace prevadéji singularni matice na singularni a regulédrni na regularni.
V fadé aplikaci se tfeti operace nepovoluje, protoze bychom si matici vynasobenim fadku pokazili. Viibec to
nevadi, protoze prevést danou matici do fadkové redukovaného tvaru lze Cisté za pomoci prvnich dvou operaci.
V fadé obort se tedy Gaussova eliminace vnima jen jako kombinace prvnich dvou fadkovych operaci. Pak plati,
ze je zachovana absolutni hodnota determinantu. Nékdy je dokonce zddouci vystacit si jen s operaci prvni, pak se
determinant pti eliminaci zachova, ale pak lze redukovat jen nékteré matice.
V nésledujicim textu budeme pracovat s tim, ze Gaussova eliminace pouziva jen prvni dvé fadkové operace.

17a. Matice nad celymi ¢isly, eliminace

Budeme ted uvazovat jen matice, jejichZ prvky jsou celd ¢isla, fikdme jim ,matice nad Z*, lidové celociselné ma-
tice. Definice transponované matice, stejné jako operace sc¢itani ¢i nasobeni lze aplikovat i na tyto matice a snadno
oveérime, Ze vysledkem zase bude celociselna matice. U nésobeni matic ¢islem se omezime na celd ¢isla. Rovnéz
vzorec z definice determinantu lze aplikovat i pro celociselné matice, determinant pak nutné vyjde celociselny.
Lze jej pocitat rozvojem podle sloupce ¢i radku, ale podobné jako u matic redlnych preferujeme u vétsich matic
pristup pres eliminaci.

Plati také vzorec Aadj(A) = det(A)E,,. Vétu o inverzni matici proto musime nélezité upravit.

Véta 17a.1.

Ke ¢tvercové matici A nad Z existuje celo¢iselnd matice inverzni pravé tehdy, kdyz je det(A)
invertibilni v Z neboli kdyz det(A) = +1.

Tato inverzni matice je pak dana vzorcem A~! = det(A)~'DT, kde D je matice kofaktort.
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Piiklad 17a.a: Najdeme A~! pro A = (g g)

Nejprve spoc¢itame det(A) = —1, takze uz vime, ze by inverzni matice méla existovat.
Ted sestavime matici D: di; dostaneme vySkrtnutim prvniho fadku a sloupce z A a nalezenim determinantu
vysledné matice (3), oprava o znaménko d4 vysledek di; = (—1)**1.3 = 3. Podobné dis = (-1)1*2.5 = —5,

do1 = (—1)*T1 2= =2, dy = (—1)**?.3 = 3. Proto D = <_32 _35>, a tedy

T
1 1 3 -5 (-3 2
=t (G F) < (3 4)
s 3 2 -3 2\ (10
Ovérte, ze opravdu (5 3><5 _3>_(0 1),
JAN

Invertibilni celoc¢iselné matice jsou velmi dilezité v mnoha aplikovanych oborech, naptiklad fizeni ¢i optimalizaci.
Rikaji jim ,unimodularni“ (zhruba feceno matice s jednotkovou velikosti, coZ zde muzeme brat jako pfipominku
onoho determinantu +1, ale vaze se to také k jejich ptisobeni) a dokazuji o nich rizné uziteéné vlastnosti.

Pokud budeme chtit pouzivat eliminaci pro celociselné matice, tak musime upravit definice fadkovych operaci.
Je snadné si rozmyslet, jak to udélat, aby jejich vysledkem zase byly celociselné matice a operace byly vratné.

Celodéiselné radkové operace:
e Odecteni c-nasobku jednoho Fadku od jiného, kde ¢ € Z;
e prohozeni dvou radki;
e vynasobeni fadku invertibilnim ¢islem c, tedy ¢islem 1 ¢i —1.

Jak uz jsme poznamenali, pro Gaussovu eliminaci tu tfeti operaci nepotfebujeme, ale pridali jsme ji pro plnost.
Obcas se ndam bude z estetickych ¢i praktickych davoda hodit, kdyz po eliminaci v néjakém fadku zménime
znaménka. Snadno nahlédneme, Ze tyto operace neméni absolutni hodnotu determinantu, jedind mozna zmeéna je
v jeho znaménku. To znamena, Ze kdyz zacneme s matici, kterd nad celymi ¢isly je ¢i neni invertibilni, tak se tato jeji
vlastnost celociselnymi fadkovymi tpravami neméni. Jinak feceno tyto operace zachovavaji unimodularni matice,
proto se jim odborné ¥ika ,,unimodularni rfadkové operace“. Nazev ,celociselné radkové operace® je neoficilni, ale
vystizny.

Stale také plati, Ze celociselné fadkové operace neméni hodnost matice ¢i mnozinu feseni odpovidajici soustavy
linedrnich rovnic.

Prohazovéani fadk je spis pomocné, jadro eliminace je v prvni operaci. Jeji omezeni na ¢ € Z mé proto vyznamny
dopad na prubéh eliminace.
3 2
5 3
Ve svété celych ¢isel je nAm ovSem tato moznost odepiena. Nelze ani vydélit prvni fadek trojkou, takova fadkova
operace totiz neexistuje. Existuje operace nasobeni fadku ¢islem %, ale ta je ndm ted také odepfena.

. Ve svété realnych ¢isel bychom odeéetli ¢ = 3-nasobek prvniho fadku od druhého.

Uvazujme matici A = 3

Pro klasickou Gaussovu elimina¢ni metodu by to byla kone¢né, je ale moznost ji modifikovat zajimavym napadem.
Odecteme prvni fadek od druhého, a pak novy druhy od prvniho.

3 2 3 2 11

5 3 2 1 2 1)
Maéame v prvnim radku jednickovy pivot a hravé dokoncé¢ime redukci prvniho sloupce matice do potfebného tvaru
odec¢tenim dvojnasobku prvniho fddku od druhého.

G~ ~G)~6 L)

Etapy Gaussovy eliminace maji za cil vyrobit pod nenulovym ¢islem nuly, a my jsme to praveé dokazali. Jak jsme
to udélali? Opakované jsme pouzivali nejmensi nenulové ¢islo ve sloupci k redukci ostatnich.

S Algoritmus 17a.2.
ai
a2

pro prevedeni matice, jejiz sloupec k je roven . pro a; € Z, pomoci celociselnych fadkovych operaci na tvar, kdy

Qn,
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d

je sloupec k roven . pro néjaké d € Z.

0
1. Pokud je ve sloupci k nejvyse jedno nenulové ¢islo, pfipadnym prohozenim fadku jej premistime do prvniho
radku.
Algoritmus skondil.
2. Necht se nejmensi nenulové ¢islo sloupce k nachézi v fadku i, ozna¢me jej d (fikdme mu ,pivot“). Odecteme
vhodné nasobky radku ¢ od ostatnich fadkt tak, aby ve sloupci k vznikla v fadcich jinych nez i dcisla, jejichz
absolutni hodnota je mensi nez |d|.
Vratime se na krok 1.

A

Je tento algoritmus korektni? Mame-li v fadku i pivot d a v jiném fadku j a ve stejném sloupci ¢islo a, tak vzdy
dokézeme podle véty o déleni najit rozklad a = qd + r, kde 0 < r < |d|. Odecteme-li g-ndsobek fadku i od fadku
J, vznikne v pfislusném sloupci ¢islo r = a — qd, tedy ¢islo spliujici |r| < |d|. Vidime, ze druhy krok algoritmu lze
vzdy provést.

Opakovanim kroku 2 vznikaji pivoty di,ds,ds, které spliuji |di| > |d2| > |d3| > ---. Kdyby algoritmus nikdy
neskondil, vznikla by nekonec¢na klesajici posloupnost nezapornych celych ¢isel, coz je nemozné. Algoritmus tedy
nutné musi diive ¢i pozdéji skondit.

Ctenéii to jisté pfipomina postup pii Euklidové algoritmu, k ¢emuz se samoziejmé brzy dostaneme. Zatim se
jen inspirujeme a poznamename, ze nam i pri celociselné Gaussové eliminaci nic nebrani hledat zaporné zbytky
po déleni. To znamena, ze v kroku 2 lze vyzadovat, aby ve sloupci k vznikla v ¥adcich jinych nez ¢ ¢isla, jejichz
absolutni hodnota je nejvyse %|d |. Proces se tak v pruméru urychli a stejné jako u Euklidova algoritmu odvodime,
ze na prevedeni sloupce na koneény tvar staci nejvyse log,(|d;|) kroku 2.

Tady se to ovSsem zkomplikuje, protoze jeden krok zahrnuje manipulaci s vice fadky v matici, takze pii vySce
sloupce n mizeme ocekdvat, ze jeho zpracovani zabere pesimisticky fadové nlog,(|d1|) Fadkovych operaci. P¥i
kazdé z nich pracujeme s m sloupci, takze celkové Gsili na zpracovani jednoho sloupce je fadové timérné cislu
mnlog,(|di]). Navic je znadmo, Ze pfi celo¢iselnych operacich maji prvky matice tendenci ke zvétSovani, coz je
dalsi vypocetni komplikace. Provozovat tento algoritmus s vét$imi maticemi se tedy mize protahnout.

Jakmile mame potvrzenu platnost algoritmu 17a.2, jiz ndm nic nebrani aplikovat jej postupné na jednotlivé
sloupce (pfi¢emz se postupné omezujeme na spodni fadky matice) tak, jak to déld Gaussova eliminaéni metoda.
Dostavame tak nasledujici dobrou zpravu.

Fakt 17a.3.
Kazdou matici nad celymi ¢isly lze pomoci celo¢iselnych fadkovych operaci prevést na celoci-
selnou matici v fadkové redukovaném tvaru.

TakzZe eliminovat umime i ve svété celych ¢isel. Pfipomenme, Ze volba pivota nemusi byt jednoznac¢nd, proto i pti
celociselné eliminaci je mozné se ubirat vice cestami a dojit tak k odlisnym vyslednym maticim.

Zatim jsme se nevénovali jedné uzitecné aplikaci eliminace, a to hledani inverzni matice. Standardni postup je
zaloZen na elimina¢nim ptechodu od (A|E,) k (E,|A~!). My oviem v celoéiselné eliminaci jednicky na diagonéle
vyrabét obecné neumime. Je to problém?

Podivejme se na pfipad, Ze se po pievodu (A|E,,) na fadkové redukovany tvar (X|Y) objevi na diagonale také
jina Cisla nez +1. To znamena, Ze determinant ¢tvercové matice X neni roven +1, a tedy neni invertibilni. Protoze
invertibilita se fadkovymi operacemi zachovava, neni invertibilni ani ptivodni matice A, a je tedy v poradku, ze
nés eliminace nedovedla k feSeni.

Druha moznost je, Ze na diagonale X jsou samé +1, coz pomoci tieti operace hravé upravime na jednicky, nad
kterymi dalsimi pravami vyrobime nuly a mame (E,|A~1).

Maéme tedy potvrzeno, Ze i ve svété celych ¢isel postup (A|E,) — (E,|A™!) (nebo pokus o néj) spolehlivé rozezna
invertibilni matice od ostatnich a pro ty invertibilni poskytuje inverzni matice.

Priiklad 17a.b: Najdeme inverzni matici pro A = (g {23>
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3 2|1 0 3 211 0 1 12 -1 1 112 -1
5 3|0 1 2 1]-1 1 2 1]-1 1 0 —-1|-5 3
0(-3 2 1 0|-3 2 (-3 2
"’( —1‘—5 3>N<0 1’5 —3) — 4 _(5 —3)'
Dostali jsme stejny vysledek jako pfes matici kofaktori.
A

O =

17b. Matice nad Zn

Pii praci v Z,, nemiZeme primo aplikovat poznatky z matic redlnych a celociselnych, protoze v Z,, pouzivame jiné
operace. Mlizeme ale vSechny definice pfepsat tak, aby se namisto + objevilo ¢ a namisto - objevilo ®. V piipadé
potieby nahradime zaporna ¢isla opa¢nymi, napiiklad namisto (—1)**7 v definici determinantu napiSeme (n—1)**7.

Protoze operace v Z,, spliuji stejna pravidla jako operace bézné, vznikne zcela funkéni teorie matic nad Z,.
A protoze rovnost algebraickych vyraza v Z jiz implikuje rovnost odvozenych algebraickych vyrazi v Z,, budou
platit i klicova pozorovani, napiiklad Aadj(A) = det(A)E,,. Dostavame tak nasledujici.

Véta 17b.1.

Ke ¢tvercové matici A nad Z,, existuje matice inverzni vzhledem k Z, pravé tehdy, kdyz je
det(A) invertibilni v Z,,, tedy kdyz ged(det(A),n) = 1.

Tato inverzni matice je pak dana vzorcem A~! = det(A)~'DT, kde D je matice kofaktort.

Coz mimochodem znamend, Ze pokud je n prvocislo, tak jsou invertibilni vSechny matice spliiujici det(A) # 0,
coz je dalsi véc, ve které se Z,, s prvociselnymi moduly chova jako R.

Piiklad 17b.a: Najdeme A~! pro A = Z 133 v prostoru Zys.

Nejprve spocitame det(A) = 2-13 — 4 - 3 = 14. Protoze ged(14,45) = 1, je 14 invertibilni v Zy5 a tudiz je i A
regularni.

Rovnou najdeme det(A)~! = 147! v Zy5. Pomoci rozsiieného Euklidova algoritmu ziskdme 1 = 5-45+ (—16)- 14,
proto (—16) - 14 =1 (mod 45), tedy 147! = 29 v Zys.

Snadno najdeme i D a dostavame

e (B G n (3 9)-(5 )

Opét bychom radéji pouzili eliminaci. Jak je to s ni ve svété Z,,7

Obdobné jako u matic nad Z dospéjeme tvahou k nésledujicimu seznamu fadkovych operaci nad Z,. Nejprve
uvedeme pohled prakticky.
e Odecteni c-nasobku jednoho Fadku od jiného, kde ¢ € Z,;
e prohozeni dvou radki;
e vynasobeni fadku cislem c, které je invertibilni v Z,,.

V oficidlni verzi bychom prvni operaci museli uvést jako pfi¢teni (—c)-ndsobku fadku k jinému, protoze jsme
v prostoru Z,, odc¢itani nedefinovali.

Mimochodem, posledni operace opét zahrnuje nasobeni ¢islem —1, protoze v Z,, je opacné cislo k jednicce n — 1
a je vzdy invertibilni, viz cviceni 2b.6.

Protoze prvni dvé operace odpovidaji celo¢iselnym a ty ndm diky specidlnimu postupu pro sloupce stacily
ke zprovoznéni eliminace, bude Gaussova eliminace fungovat i pro matice nad Z,.

A

Fakt 17b.2.
Kazdou matici nad Z,, 1ze pomoci fadkovych operaci nad Z,, pfevést na matici nad Z,, v tadkové
redukovaném tvaru.

Pokud nepouzijeme tieti operaci, musi se u ¢tvercové matice determinant vysledné matice rovnat determinantu
matice pivodni, nebo byt opacnym ¢islem k tomuto determinantu.

Jak to dopadne s hledanim inverzni matice? Uvazujme matici A, ktera je invertibilni, tedy i jeji determinant je
invertibilni. Nejprve pomoci prvnich dvou operaci prevedeme (A|E,,) na fadkové redukovany tvar (X|Y'). Protoze
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jsme nepouzili tfeti operaci, je det(X) roven nebo opacny k det(A), v obou ptipadech je tedy invertibilni (viz
cviceni 2b.5). To znamend, Ze sou¢in prvka na diagondle je nesoudélny s n, proto podle lemma 1b.27 musi byt
nesoudélny s n i kazdy prvek diagondly, jsou tedy invertibilni v Z,.

MuzZeme tedy pouzit tfeti ipravu (nésobeni fadkd inverznimi prvky k pivottim), ¢imz ziskdme jednicky a lze
dalsimi fadkovymi Gpravami ziskat jednotkovou matici. I ve svété Z,, tedy lze inverzni matice ziskat Gaussovou
eliminaci.

Piiklad 17b.b: Opét najdeme A~! pro A = <Z 133> v prostoru Zs. Zacneme s matici

2 3|1 0
4 13|10 1/°

Normalné bychom odecetli dvojnasobek prvniho fadku od druhého a dostali nulu, ve svété Z,5 misto toho pricteme
prvni fadek vynasobeny ¢islem ¢ = —2 = 43, tedy pric¢itame fadek 41 39 | 43 0:

2 3|1 0 2 3|1 0
4 13(0 1 0 7(43 1/
Mame matici v fadkové redukovaném tvaru, podle ocekavani jsou na diagondle invertibilni prvky. Prvni radek

vynasobime ¢islem 27! = 23, druhy é&islem 7! = 13.
(2 3|1 0>N<2 31 0>N<1 24‘23 0>
4 13|10 1 0 7|43 1 0 11]19 13)°
Ted k prvnimu fadku pri¢teme druhy vynasobeny ¢islem —24 = 21.
(2 3‘1 0>N<2 3/ 1 0>N<1 24‘23 0>N(1 0‘17 3>
4 130 1 0 743 1 0 1119 13 0 119 13 )"

17 3
-1 _
Proto A —<19 13>.
A

Presto neni ve svété Z,, vse bajecné. Hlavnim problémem jsou délitelé nuly, tedy cisla, kterd nejsou nula, ale
dokazou vynésobit jind nenulova ¢isla tak, aby vznikla nula. Napiiklad v Z4s je délitelem nuly tfeba cislo 30,
protoze mame 30-6 = 0 v Zy5. U Gaussovy eliminace jsme je vytadili ze hry podminkou, ze fadky lze nasobit pouze
invertibilnimi ¢isly. V mnoha situacich si ale zakazovani nemtzeme dovolit a pak mize byt problém. Typickym
prikladem je linearni nezavislost vektort. Definice Fika, ze vektory iy, ... , i, jsou linedrné zavislé, pokud dokazeme
vybrat &sla aq, ... ,a, takova, 7e ayiiy + - - - ani, = 0. V okamziku, kdy mame délitele nuly, tak je mnohem vt
Sance ziskat nulu. Proto se mize stat, ze vektory, které by ve svété redlnych ¢i celych ¢isel byly nezavislé, se nahle
stanou zavislymi.

Priklad 17b.c: Uvazujme vektory (3,1,5), (0,5,4), (0,0, 3). Coby fadky vytvoii trojuhelnikovou matici s hod-

nosti tfi, takze ve svété redlnych ¢isel ¢i Z bychom je okamzité prohlésili za nezavislé. Ovsem
5-(3,1,5)+2-(0,5,4) +4-(0,0,3) = (15,15,45) = (0,0,0) (mod 15).

Takze v Z15 jsou tyto vektory zavislé.

JAN

To ukazuje, ze eliminace ndm uz nepomtze s potvrzovanim nezavislosti vektorti. To znamena, Ze jsme prisli
o jednu z jejich vyznamnych aplikaci.

Problém nastane také u pojmu hodnosti matice. Nejenze se bez pomoci eliminace obtizné urcuje, ale navic
u matic nad Z, obecné neplati hod(AT) = hod(A).

Priklad 17b.d: UvaZzujme matici A = <(1) ; 239> nad Zsgp.

Vzhledem k jejimu tvaru by se zdélo, ze fadky jsou lineadrné nezévislé, tudiz ma hodnost 2. Pro jistotu to zkusime
poradné podle definice: Jaka FeSeni ma rovnost «(1,1,29) + 5(0,2,3) = (0,0,0)7

Vznika tak soustava a = 0, a+ 28 =0 a 29a+ 35 = 0 feSend v Zsg. Z prvni rovnice dosadime do druhych dvou
a mame systém 23 = 0 a 35 = 0 v Zs3o. Rovnice 25 = 0 mé v Zzp mnozinu feseni {0, 15}, rovnice 34 = 0 ma v Zs
mnozinu feseni {0, 10,20}, a cely systém m4 tedy jediné feseni 3 = 0. Resen4 vektorova rovnice mé jen trivialn
feseni a vektory jsou proto linedrné nezavislé. Radkova hodnost je tedy 2.
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1 0 1 0
Ted se podivame na transponovanou matici AT = [ 1 2 |, po eliminaci AT = | 0 1 |. Zdalo by se, Ze by
29 3 0 0

sloupcova hodnost matice méla také byt 2, ale neni tomu tak. Ukazeme, ze zadné dva ze sloupcti piivodni matice,
tedy zadné dva z radki matice AT nejsou linedrné nezéavislé, protoze z kazdé dvojice umime vyrobit pomoci
netrivialni linedrni kombinace nulovy radek:

15-(1,0) +15-(1,2) = (0,0), 10-(1,0)+10-(29,3) =(0,0), 6-(1,2)+6-(29,3) = (0,0).
To dokazuje, Ze maximalni pocet linedrné nezavislych fadkt této transponované matice je 1, tedy sloupcova

hodnost matice A je 1.
A

Jako obvykle se témto komplikacim da vyhnout, pokud jako modul n zvolime prvocislo. Pak uz véci funguji tak,
jak jsme zvykli.
Prace s maticemi nad Z, méa zajimavé praktické aplikace, naptiklad samoopravné Sifry.

17c. Radkova eliminace a Euklidav algoritmus

Pokud ¢tenare pii premysleni nad algoritmem 17a.2 napadlo, Ze se prace se sloupcem napadné podoba Euklidovu
algoritmu, tak to byl spravny pocit. Nejlépe to ukéze ptriklad, aplikujeme jej na ¢isla 108 a 60 a rovnou zkusime
roz$ifenou verzi k nalezeni Bezoutovy identity.

a,b | A B
108 1 0
60 0 1
48 1| —1

12e¢| —1le 20
0 511 —9

Vzdy jsme pracovali jen se dvéma radky, takze jsme vlastné délali toto:

108|1 0 4811 -1 4811 -1 05 -9
(60 0 1>N<60 0 1)”(12 -1 2)”(12‘1 2)

Kazdy béh Euklidova algoritmu, véetné toho s nezadpornymi zbytky, lze interpretovat timto zptisobem. Pokud
vzdy dva po sobé nasledujici fadky v tabulce prepiseme jako matici, tak jde o zaznam eliminace. Naopak lze
ukézat, ze pokud matici 2 x 3 prevedeme celociselnymi operacemi na radkové redukovany tvar, tak jde o néjakou
podobu Euklidovu algoritmu s nezapornymi zbytky a vlevo nahofe v matici uvidime nejvétsi spolecny délitel

puvodnich ¢isel z prvniho sloupce.
Tato asociace vede na napad zkoumat nejvetsi spolecny délitel pro vice ¢isel.

Definice.

Uvazujme cisla aq,... ,a, € Z takova, ze alesponn jedno z nich je nenulové. Definujeme jejich
nejvétsi spoleény délitel, znadeno ged(ay, ... ,a,), jako nejvétsi prvek mnoziny jejich spo-
leénych nezapornych déliteld.

Vyznam je intuitivné jasny, takze by nemély pfekvapit napiiklad tyto vlastnosti.

Fakt 17c.1.

Pro vsechna cisla a, ... ,a, € Z plati nasledujici:

(i) ged(ay, ag, -+ ,an) = ged(by, b, - - - , by) pro libovolnou permutaci by, . .. , b, ¢isel ay,. .. , an;
(i) ged(ay, ag, -+ ,a,) = ged(£ay, £ag, -+, £ay,).

Dukaz: (i): Protoze to, zda ¢islo d je ¢ neni spoleénym délitelem mnoziny ¢isel, nezalezi na jejich poradi,

bude mnozina spole¢nych délitelu ¢isel aq, ... ,a, stejnd jako mnozina spoleénych délitelu ¢isel by, ... ,b,. Pak

se musi rovnat i nejvétsi prvky téchto shodnych mnozin.

(ii): Mnozina délitelu ¢isla —ay je stejna jako mnozina délitelt ¢isla a; atd. Déle se postupuje obdobné jako u (i).
O

Ve cviceni 1b.13 se ukézalo, ze je mozné takovyto hromadny nejvétsi spolecny délitel pocitat kaskadovité po dvo-
jicich, tedy nejprve by se spocital dy = ged(ay,as), pak d3 = ged(ds, as) atd., az nakonec d = ged(d,,—1,ay).
Teoreticky bychom tedy nemuseli nic nového vymyslet, ale moc prakticky piistup to neni. Radéji se zamyslime,
jak adaptovat Eukliduv algoritmus, a to rovnou jeho rozsifenou verzi.
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V piipadé dvou ¢isel jsme je dali do levého sloupce a do dalsich dvou pomocnych sloupcti jsme doplnili jednicky
a nuly tak, abychom vytvorili pfirozené linearni kombinace pro ¢isla nalevo. Pro vice ¢isel to vypada nasledovné.

Mé¢jme ¢isla aq, ... ,a, € Z. Sestavime z nich prvni sloupec matice, zbytek doplnime ar|l 0 ... O
jednotkovou matici. V této matici nas zajima gcd prvniho sloupce. VSimneme si, ze kazdy az|0 1 ... O
radek pridané matice kdduje linearni kombinaci vstupnich dat, kterd dava cislo nalevo. ool
Naprtiklad v prvnim fadku vidime a; =1-a1 +0-as+---+ 0 - a,, coz jisté plati. a'n 0 0 o 1

Nyni mame v planu na tuto matici aplikovat fadkové operace, pficemz nechceme ztratit informace. Zobecnime
klicové lemma 1b.30. Protoze uz vime, zZe na poradi ¢isel v gcd nezdlezi, staci dokazat, Zze mizeme pomoci prvniho
rfadku beztrestné modifikovat druhy, a bude to platit i pro ostatni radky.

Lemma 17c.2.
Pro vsechna cisla a1, ... ,a,,q € Z plati nasledujici:

ng(a1>a27 e >an) - ng(a17a2 —qay, - 7an)‘

Dukaz: Jestlize ¢islo d déli ay, ... ,a,, pak tedy déli a;, as a podle dusledku 1a.20 také d déli as — gay, proto
je d spoleénym délitelem ¢isel a1, a0 — qay,as, ... ,ay.
Naopak pokud je ¢islo d délitelem ¢isel a; a as —qaq, pak je délitelem éisla as = (az — gay) 4+ qay, tedy spoleény
delitel ¢isel a1, a2 — qai,as, ... ,a, musi byt i spole¢nym délitelem cisel aq,a as,... ,ay.
Potoze maji obé mnoziny ¢isel stejné délitele, museji mit i stejného nejvétsiho délitele.
O

Ted tedy vime, Ze kdyz dané ¢isla seskupime do sloupce a provadime Faddkové operace, bude vysledné ged stejné.
Pokud tyto operace provadime dle algoritmu 17a.2, vznikne sloupec s ¢isly d,0,... ,0, jejichz nejvétsi spolecny
délitel je d. Pravé jsme ukézali, Ze jsme schopni zobecnit zakladni Euklidiv algoritmus pro hledani ged na vice
Cisel.

P¥iklad 17c.a: Najdeme ged(204, 168,144, 84). Cisla sestavime do sloupce. Dle algoritmu méme vybrat nejmensi,
to je 84. Vhodnym odec¢tenim od predchozich cisel je zmensime. Zde pfedvedeme klasickou podobu Euklidova al-
goritmu, tedy pouzijeme nezaporné zbytky.

Dostavame sloupec, ktery vidime napravo. Opét vybereme nejmensi ¢islo a pouzijeme jej ke zmenseni 36
ostatnich. Takto pokracujeme a dostaneme nésledujici kroky. 0
204 36 36 0 60
168 0 0 0 84

a4 ) 760 ] Tl2a] | o0

84 84 12 12

Pti Gaussové eliminaci bychom jesté prohodili prvni a posledni fadek, ale zde nemusime.
Zjistili jsme, ze gcd(204, 168,144, 84) = 12.
A

Protoze mizeme u fadki v matici ménit znaménka (nasobeni ¢islem —1), 1ze i pfi obecném vstupu a pouzivani
zapornych zbytkt zaridit, aby ono zbyvajici ¢islo d bylo kladné, a tedy rovnou dévalo nejvétsi spolecny délitel.
Abychom ovéfili, Ze rozsifeny algoritmus najde Bezoutovu identitu, ukdZeme néasledujici tvrzeni:

di | A1 ... Ain

o M¢éjme matici : : : . Pfedpoklddejme, ze v kazdém fadku ¢ plati pro jista cisla aq,... ,an,
dp | Ap1 .. Apn

rovnost d; = i A; kay. Pokud v matici odecteme g-nasobek rfadku ¢ od fadku j, pak novy radek bude opét

k=1
spliovat doty¢nou rovnost pro stejna ¢isla ay.

Novy fadek je dan vzorci dj = d;j — qd;, A}, = Ajk — qAi k. Pak pro néj plati

n

d; =d; —qd; = ZAj,kak - qui,kak = Z(Aj,kak - in,kak)
k=1 k=1 k=1

= 2 (A — qAinar = 3 A5 rar.
k=1 k=1

17c.2, 17c.a 518 17c.2, 17c.a



Diskrétn{ matematika 17c. R4dkova eliminace a Euklidiuv algoritmus pHabala 2026

Jiz jsme vidéli, ze prvni sloupec bude po eliminaci obsahovat skoro samé nuly s vyjimkou jednoho ¢isla d, pficemz
lze mit d > 0. Vime, ze pak d je ged ¢isel ag. Odpovidajici fadek ve tvaru (d A; ... A,) pak podle nejnovéjsiho
n
poznatku dava ged(ag, ... ,a,) = d = )Y Aaj neboli Bezoutovu identitu.
k=1
Pokud bychom tento argument udélali se vSemi detaily, byl by to vlastné diikaz nasledujiciho tvrzeni.

Véta 17c.3.
Uvazujme ¢isla a1, a9, ... ,a, € Z, z nichz alespon jedno je nenulové.
Algoritmus 17a.2 aplikovany na matici
ag 1 0 0 0
az 0 1 0 0
az 0 0 1 0
a, 0 0 O 1
dokaze vytvorit matici
d Ay Ay As Ap
0o
0
kde d > 0.
Pak plati ged(ay, ... ,an) =d= Ajay + -+ Anan.
Timto zptsobem by Slo také dokazat zobecnéni Bezoutovy véty.
Véta 17c.4.
Necht aq,... ,a, € Z.
n
Pak existuji celd ¢isla Ay,... , A, € Z takova, ze ged(aq, ... ,an) = >, Agak.
k=1
Opét plati, ze pokud je alespon jedno z ¢isel aq, ... ,a, nenulové, tak je ged(as, ... ,a,) nejmensi kladné celodi-
selna linearni kombinace ¢isel a, ... ,a,.

Priklad 17c.b: Vratime se ke ged(204, 168,144, 84). Aplikujeme maticovou verzi rozsifeného Euklidova algo-
ritmu pro vice ¢isel.

20411 0 0 0 36/1 0 0 —2 361 0 0 —2
168{0 1 0 0 0(0 1 0 -2 0lo0 1 0 -2
1440 0 1 o) " {60l0 0 1 —1] 7 |24|-1 0 1 1
8410 0 0 1 8410 0 0 1 12/-2 0 0 5
0(7 0 0 —17 12/-2 0 0 5
0[]0 1 0 -2 0lo 1 0 -2
“lo[3 o1 9] (o3 01 -9
12/-2 0 0 5 0l7 0 0 —-17

Posledni aprava byla esteticka, ale pokud bychom chtéli pokracovat s dal§imi sloupci v ramci Gaussovy eliminace,
pak by byla potfebna. Nas zde ale posledni tii fadky nezajimaji, z prvniho precteme

gcd(204,168,144,84) =12 =(—2)-204+0-168+0-144 4+ 5 - 84,
coz snadno ovérime.

JAN

Ony fadky zacinajici nulou jsme nemuseli dopocitavat, ale hodi se, pokud touto cestou zkousime fesit soustavy
diofantickych rovnic, viz bonusova kapitola 18.
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Piiklad 17c.c: Pro zajimavost zkusime jesté ged (713,506, —897), tentokrate pomoci zdpornych zbytk.

713 (1 0 0 207|1 -1 0 —23|1 -5 -2
506 [0 1 0|~ |506/0 1 o)~/ 460 -7 —4
—897(0 0 1 15|10 2 1 11510 2 1
—23|1 -5 -2 23|-1 5 2
~| 0ol2 —17 -8 ~|o0|2 -17 -8
0[5 —23 —9 0|5 —23 —9
Dostali jsme ged (713,506, —897) = 23 = (—1) - 713+ 5 - 506 + 2 - (—897).

A
Méame tedy funkéni algoritmus. Pridame jesté dvé poznamky.

Poznamka: Opisovani matic je docela solidni opruz. Neglo by to délat néjakou napodobou tabulkového za-
pisu? Slo. Proé¢ jsme to tedy neprobrali? Protoze tohle ruéné nikdo nedéld, toto téma je spi§ dulezité teore-
ticky a tam se ten maticovy pristup hodi. Ale pokud jste zvédavi na tabulkovou verzi, ukdzeme to na prikladé
ged(204, 168,144, 84).

Zadan4 ¢isla sepiseme pod sebe do tabulky, je dobré dat nejmensi z ¢isel (v absolutni | 204 [ 1 [0 | 0 | 0
hodnoté) do posledniho fadku. Pokud hledame i Bezoutovo vyjadfeni, pfilepime napravo 168 | 01|00
pomocné sloupce. 144 100|110

Pak opakujeme nasledujici kroky. 84 |0 0]0 |1

1. V levém sloupci zkusime poslednim (nejmensim) ¢islem délit nevyskrtnutd ¢isla nad nim a sledujeme, jaké
vznikaji zbytky. Pokud slo nékteré cislo vydélit beze zbytku, Skrtneme jej. Z ostatnich vybereme to ¢islo a, které
dalo nejmensi zbytek.

2. Od radku zacinajiciho cislem a odecteme dolni fadek tolikrat, aby z a vznikl onen nejmensi zbytek, a vysledny
radek pridame dold do tabulky. Zdrojové ¢islo a v tabulce skrtneme.

Pokud zbylo vice nez jedno nevyskrtnuté ¢islo, vratime se na krok 1. Jinak dole vidime ged a Bezoutovu identitu.

V nasem piikladé v prvni etapé zkousime délit ¢islem 84. Rovnou skrtneme 168 a pouzijeme ¢islo 204 (které pak
také skrtneme) k ziskédni nového fadku. V druhé etapé pomoci 36 ziskame 12. Zde je cely priubéh.

204{1/0/0{0]__,|264[1]/0|/0] O] __[264] 1]0|0] O] __,|=264 1/0{0] O
1680100 168(0]/1]|0] O 68| 0|10 O 68 | 0]1|0|] O
144/0]/0]1]0 14410]0]1] O 44| 0/0]1] O 44 | 0{0]1] O
8410]0]/01 8410]0]0] 1 84| 0]0]0] 1 &4 | 0j/0j0] 1
36|110]0] -2 36| 1/0]0]—2 36 110]0]—2

121 -2{0]0] 5 12¢| -2 (00| 5

Dostali jsme ged (204, 168,144,84) = 12 = (—2)-204+0-168 +0- 144 + 5 - 84.

Vidime, Ze jsme nejen nemuseli opisovat matice, ale navic tento postup poznal, ze nékteré kombinace nebudou
nakonec potiebné, tak jsme je nemuseli piepocitavat, nakonec jsme délali jen dvé. Takze docela G¢inné, ale asi to
nevyuzijeme.

JAN

Jako obvykle mtizeme hledat nejmensi nezadporné zbytky, nebo uvazovat i zdporné zbytky, a tak proces urychlit.
Lze se tak dostat k rozdilnym podobam Bezoutovy identity.

Poznamka: Existuje zcela odlisny pohled na to, pro¢ eliminace dokéZe najit Bezoutovu identitu.

Jsou dany d¢isla a4, ... ,a, a my vytvoiime povédomou matici:
aj 1 0 ... 0
a0 1 ... 0
a0 0 ... 1

Pokud bychom si ten levy sloupec predstavili pfilepeny napravo, hned pozndme rozsifenou matici soustavy line-
arnich rovnic, jmenovité této:

12140 22+ 4+0-2, =1
0O-2z1+1-29+---+0 -2, =0z

0O-21+0-22+---+1-2, =a,

Je vcelku jasné, ze tato soustava méa jediné feSeni, jmenovité x; = a;.
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Pomoci algoritmu 17a.2 matici pfevedeme na tvar
d A Ay ... A,
0 . .

0
Tato matice kéduje novou soustavu rovnic, nas zajima ta prvni:
A1z + Agzo + -+ + Apzy, = d.
Protoze slo o ekvivalentni tpravy, tato nova soustava musi mit stejné feseni x; = a;, tedy plati
Aia; + Asas + -+ Apa, =d

a mame Bezoutovu identitu. Tento argument neumi dokazat, ze toto d je nejmensi mozné neboli ze d je to ged,
na to preci jen potifebujeme poznatky o délitelnosti.

A
Cviceni
Cviceni 17c.1 (rutinni): Pro nésledujici trojice a, b, ¢ € Z najdéte ged(a, b, ¢) a prislusnou Bezoutovu identitu.
a) a =364,b = —234,c = 156; b) a = —759,b = 598, ¢ = 437.
ResSeni:

Ukéazeme jen nékolik moznosti, ctendf mohl eliminaci vést jinym smeérem.
17c.1: a) Nezdporné zbytky:

364 |1 0 O 5211 0 -2 5211 0 -2 03 -2 -10
-234|{0 1 0]~ 7|0 1 2 |~126—1 1 4 |~|26/-1 1 4
156 (0 0 1 1560 0 1 0/-3 0 7 0(-3 O 7

ged(364, —234,156) =26 = (—1) - 364 + 1 - (—234) + 4 - 156.
Zaporné zbytky:

364 |1 0 0 52 [1 0 —2 521 0 —2 0]3 2 —4
—23410 1 0| ~[-78]0 1 1 |~[-26]1 1 -1]|~|-26]1 1 -1
156 [0 0 1 156 [0 0 1 0|-3 0 7 0|-3 0 7
ged(364, —234,156) = 26 = (—1) - 364 + (—1) - (—234) + 1 - 156.
b)
~759[1 0 0 1151 0 2 151 0 2 0 [-19 0 -33
598 {0 1 0| ~|161{0 1 —1|~[ 46]-1 1 —3]~| 0]-9 1 —17
437 10 0 1 43710 0 1 —23|—4 0 -7 23| -4 0 -7

Posledni fadek upravime na (23 |4 0 7).
ged(—759,598,437) = 23 = 4+ (—759) + 0 - 598 + (—7) - 437.

521



