
17. Bonus: Matice a celá č́ısla

Čtenář nejspíše zná matice nad reálnými čísly. Každou matici A lze vynásobit konstantou, popřípadě transpo-
novat neboli vyrobit z ní matici AT . Matice stejného rozměru lze sčítat. Matice také umíme spolu násobit, ale
musí správně navazovat jejich velikosti. To není problém u matic čtvercových stejné velikosti. Pro ně také máme
užitečný parametr.

Definice.
Nechť A = (ai,j)ni,j=1 je čtvercová matice. Její determinant definujeme jako

det(A) =
∑
π

sign(π)a1,π(1) · a2,π(2) · · · an,π(n),

kde suma je přes všechny permutace π množiny {1, . . . , n}.

Těch permutací je n!, takže vzorec je užitečný pro n = 1, 2, 3; u větších matic obvykle počítáme determinant
jinak, viz níže.

Dalším důležitým pojmem je inverzní matice. K dané čtvercové matici A hledáme matici B tak, aby AB = En
a BA = En, kde En je jednotková matice velikosti n.

Věta 17.1.
Ke čtvercové matici A existuje matice inverzní právě tehdy, když det(A) 6= 0.
Tato inverzní matice je pak dána vzorcem A−1 = det(A)−1DT , kde D je matice kofaktorů
(algebraických doplňků).

Připomeňme, že prvek dij matice D získáme tak, že z matice A vyškrtneme řádek i a sloupec j, spočítáme
determinant výsledné matice a vynásobíme jej číslem (−1)i+j . Je užitečné si všimnout, že matici D dokážeme
sestavit vždy, pro každou čtvercovou matici A. Máme pak i matici DT , které se říká adjungovaná matice k A
a značí se adj(A). Rovněž vždy funguje algebra, která zaručí, že A adj(A) = det(A)En. Existence inverzní matice
se tedy rozhoduje naší schopností upravit tuto rovnost tak, aby se osamostatnilo En. Dostáváme následující
užitečné pozorování.
• Inverzní matice k A existuje právě tehdy, pokud existuje det(A)−1.

Pro matice obecné máme užitečný parametr rank(A) zvaný hodnost matice. Je to dimenze vektorového prostoru
generovaného jejími sloupci, proto se tomuto parametru také někdy říká sloupcová hodnost. Prakticky vzato to
znamená maximální počet jejích sloupců, které jsou lineárně nezávislé.

Podobně lze uvažovat největší možný počet řádků matice A, které jsou lineárně nezávislé, a říkat tomu řádková
hodnost. Pro matice nad reálnými čísly se sloupcová a řádková hodnost musí vždy shodovat. Proto se obvykle
v praxi určuje spíš řádková hodnost, ale není problém získat sloupcovou aplikováním standardního postupu na ma-
tici AT .

Hodnost matice se nejlépe rozpozná pro matice ve specifickém tvaru. Pokud jsou
v matici nějaké nulové řádky, tak je chceme mít dole, a pokud v ní jsou řádky ne-
nulové, tak chceme, aby se první nenulový člen každého nenulového řádku objevil
dříve (vzhledem ke sloupci) než první nenulové členy řádků pod ním (pokud nějaké
jsou). Intuitivně řečeno, taková matice má levý dolní roh vyplněný nulami. Pokud
tuto oblast čarou oddělíme, dostaneme schodiště.


13 0 2 14 −1
0 0 23 7 0
0 0 0 −6 13
0 0 0 0 0



Definice.
Řekneme, že matice A je v řádkově redukovaném tvaru (row echelon form), jestliže pro
každý řádek k a sloupec m platí, že pokud akj = 0 pro j < m, pak musí platit aij = 0 pro
všechna i > k a j ≤ m.

Pro takovou matici snadno zjistíme nejen hodnost, ale v případě čtvercové matice také snadno najdeme deter-
minant, stačí vynásobit čísla na diagonále. Lze se dobře dostat také k inverzní matici (pokud existuje) a k řešení
odpovídající soustavy rovnic. Je to tedy tvar vysoce užitečný, a proto jsme rádi, že do takového tvaru můžeme
převést libovolnou matici pomocí eliminační metody založené na třech povolených řádkových úpravách:
• Odečtení c-násobku jednoho řádku od jiného, kde c ∈ R: Ri − cRj 7→ Ri pro j 6= i;
• prohození dvou řádků: Ri ↔ Rj ;
• vynásobení řádku nenulovým číslem c: cRi 7→ Ri, c 6= 0.
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Hned poznamenejme, že bude dobré podmínku u třetí operace vnímat jako „invertibilním číslemÿ. Souvisí to
s podstatnou vlastností těchto tří operací: Jsou vratné neboli každou z nich lze pomocí řádkové úpravy stejného
typu zase neutralizovat, tedy vrátit matici do původního tvaru. Je to vidět intuitivně, ale je také užitečné to
nahlédnout očima matic. Každou z těchto operací lze realizovat tak, že danou matici násobíme zleva vhodnou
„transformační maticíÿ.
• Aby se c-násobek řádku i (kterému říkáme pivotový řádek) odečetl od řádku j, použijeme matici, která vznikne
přidáním čísla −c na pozici j, i do jednotkové matice. Pokud například vynásobíme 3× 3 matici zleva maticí 1 0 0

0 1 0
0 −5 1


tak to v původní matici odečte pětinásobek druhého řádku (pětka je ve druhém sloupci) od třetího řádku (pětka
je na třetím řádku).

Abychom operaci Ri − cRj 7→ Ri pro j 6= i neutralizovali, stačí ji následovat operací Ri − (−c)Rj 7→ Ri,
tedy příslušný pivotovací řádek zase c-krát přičíst. Z pohledu transformačních matic to znamená, že příslušné
transformační matice jsou navzájem inverzní, což se snadno dokáže. Čtenář si třeba může vyzkoušet, že 1 0 0

0 1 0
0 5 1

 ·
 1 0 0

0 1 0
0 −5 1

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

• Transformační matice, která způsobí prohození řádků i a j, vznikne prohozením řádků i a j v jednotkové matici.
Je zjevné, že pokud tuto operaci provedeme dvakrát, matice se vrátí do původního stavu.
• Aby se u matice vynásobil řádek i číslem c, použijeme matici, která vznikne z jednotkové matice nahrazením
diagonální jedničky číslem c v řádku i. Do původního stavu matici vrátíme vynásobením dotyčného řádku číslem
c−1 (připomeňme, že dělení v teorii nepoužíváme).

Pro úplnost připomeňme, že proces Gaussovy eliminace je rozdělen do etap. V každé etapě se soustředíme
na jeden konkrétní sloupec a pomocí řádkových operací se jej snažíme dostat do tvaru, kdy je nahoře číslo a pod
ním nuly. Pokaždé, když se to povede, popojdeme o sloupec doprava a zároveň ignorujeme ty řádky nahoře, které
už jsou v žádaném tvaru.

Podstatné je, že tyto řádkové úpravy nemění hodnost matice. Pokud daná matice reprezentuje soustavu lineárních
rovnic, tak po provedení řádkových úprav má nově vzniklá soustava stejnou množinu řešení (jde o ekvivalentní
úpravy).

U determinantu je situace složitější. Vynásobením řádku se vynásobí i hodnota determinantu výsledné matice,
prohození řádků zase změní jeho znaménko. Pokud to vezmeme v úvahu, lze se původního determinantu dobrat. Je
také možné díky omezení na c u třetí operace zaznamenat, že se nenulový determinant nemůže těmito operacemi
stát nulový. To znamená, že řádkové operace převádějí singulární matice na singulární a regulární na regulární.

V řadě aplikací se třetí operace nepovoluje, protože bychom si matici vynásobením řádku pokazili. Vůbec to
nevadí, protože převést danou matici do řádkově redukovaného tvaru lze čistě za pomocí prvních dvou operací.
V řadě oborů se tedy Gaussova eliminace vnímá jen jako kombinace prvních dvou řádkových operací. Pak platí,
že je zachována absolutní hodnota determinantu. Někdy je dokonce žádoucí vystačit si jen s operací první, pak se
determinant při eliminaci zachová, ale pak lze redukovat jen některé matice.

V následujícím textu budeme pracovat s tím, že Gaussova eliminace používá jen první dvě řádkové operace.

17a. Matice nad celými č́ısly, eliminace

Budeme teď uvažovat jen matice, jejichž prvky jsou celá čísla, říkáme jim „matice nad Zÿ, lidově celočíselné ma-
tice. Definice transponované matice, stejně jako operace sčítání či násobení lze aplikovat i na tyto matice a snadno
ověříme, že výsledkem zase bude celočíselná matice. U násobení matic číslem se omezíme na celá čísla. Rovněž
vzorec z definice determinantu lze aplikovat i pro celočíselné matice, determinant pak nutně vyjde celočíselný.
Lze jej počítat rozvojem podle sloupce či řádku, ale podobně jako u matic reálných preferujeme u větších matic
přístup přes eliminaci.

Platí také vzorec A adj(A) = det(A)En. Větu o inverzní matici proto musíme náležitě upravit.

Věta 17a.1.
Ke čtvercové matici A nad Z existuje celočíselná matice inverzní právě tehdy, když je det(A)
invertibilní v Z neboli když det(A) = ±1.
Tato inverzní matice je pak dána vzorcem A−1 = det(A)−1DT , kde D je matice kofaktorů.
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Příklad 17a.a: Najdeme A−1 pro A =

(
3 2
5 3

)
.

Nejprve spočítáme det(A) = −1, takže už víme, že by inverzní matice měla existovat.
Teď sestavíme matici D: d11 dostaneme vyškrtnutím prvního řádku a sloupce z A a nalezením determinantu

výsledné matice ( 3 ), oprava o znaménko dá výsledek d11 = (−1)1+1 · 3 = 3. Podobně d12 = (−1)1+2 · 5 = −5,

d21 = (−1)2+1 · 2 = −2, d22 = (−1)2+2 · 3 = 3. Proto D =

(
3 −5
−2 3

)
, a tedy

A−1 = (−1)−1
(

3 −5
−2 3

)T
=

(
−3 2
5 −3

)
.

Ověřte, že opravdu

(
3 2
5 3

)(
−3 2
5 −3

)
=

(
1 0
0 1

)
.

4

Invertibilní celočíselné matice jsou velmi důležité v mnoha aplikovaných oborech, například řízení či optimalizaci.
Říkají jim „unimodulárníÿ (zhruba řečeno matice s jednotkovou velikostí, což zde můžeme brát jako připomínku
onoho determinantu ±1, ale váže se to také k jejich působení) a dokazují o nich různé užitečné vlastnosti.

Pokud budeme chtít používat eliminaci pro celočíselné matice, tak musíme upravit definice řádkových operací.
Je snadné si rozmyslet, jak to udělat, aby jejich výsledkem zase byly celočíselné matice a operace byly vratné.

Celočíselné řádkové operace:
• Odečtení c-násobku jednoho řádku od jiného, kde c ∈ Z;
• prohození dvou řádků;
• vynásobení řádku invertibilním číslem c, tedy číslem 1 či −1.

Jak už jsme poznamenali, pro Gaussovu eliminaci tu třetí operaci nepotřebujeme, ale přidali jsme ji pro úplnost.
Občas se nám bude z estetických či praktických důvodů hodit, když po eliminaci v nějakém řádku změníme
znaménka. Snadno nahlédneme, že tyto operace nemění absolutní hodnotu determinantu, jediná možná změna je
v jeho znaménku. To znamená, že když začneme s maticí, která nad celými čísly je či není invertibilní, tak se tato její
vlastnost celočíselnými řádkovými úpravami nemění. Jinak řečeno tyto operace zachovávají unimodulární matice,
proto se jim odborně říká „unimodulární řádkové operaceÿ. Název „celočíselné řádkové operaceÿ je neoficiální, ale
výstižný.

Stále také platí, že celočíselné řádkové operace nemění hodnost matice či množinu řešení odpovídající soustavy
lineárních rovnic.

Prohazování řádků je spíš pomocné, jádro eliminace je v první operaci. Její omezení na c ∈ Z má proto významný
dopad na průběh eliminace.

Uvažujme maticiA =

(
3 2
5 3

)
. Ve světě reálných čísel bychom odečetli c = 5

3 -násobek prvního řádku od druhého.

Ve světě celých čísel je nám ovšem tato možnost odepřena. Nelze ani vydělit první řádek trojkou, taková řádková
operace totiž neexistuje. Existuje operace násobení řádku číslem 1

3 , ale ta je nám teď také odepřena.
Pro klasickou Gaussovu eliminační metodu by to byla konečná, je ale možnost ji modifikovat zajímavým nápadem.
Odečteme první řádek od druhého, a pak nový druhý od prvního.(

3 2
5 3

)
∼
(

3 2
2 1

)
∼
(

1 1
2 1

)
.

Máme v prvním řádku jedničkový pivot a hravě dokončíme redukci prvního sloupce matice do potřebného tvaru
odečtením dvojnásobku prvního řádku od druhého.(

3 2
5 3

)
∼ · · · ∼

(
1 1
2 1

)
∼
(

1 1
0 −1

)
.

Etapy Gaussovy eliminace mají za cíl vyrobit pod nenulovým číslem nuly, a my jsme to právě dokázali. Jak jsme
to udělali? Opakovaně jsme používali nejmenší nenulové číslo ve sloupci k redukci ostatních.

SSS Algoritmus 17a.2.

pro převedení matice, jejíž sloupec k je roven

a1
a2
...
an

pro ai ∈ Z, pomocí celočíselných řádkových operací na tvar, kdy

17a.2, 17a.a 513 17a.2, 17a.a
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je sloupec k roven

d
0
...
0

pro nějaké d ∈ Z.

1. Pokud je ve sloupci k nejvýše jedno nenulové číslo, případným prohozením řádků jej přemístíme do prvního
řádku.
Algoritmus skončil.
2. Nechť se nejmenší nenulové číslo sloupce k nachází v řádku i, označme jej d (říkáme mu „pivotÿ). Odečteme
vhodné násobky řádku i od ostatních řádků tak, aby ve sloupci k vznikla v řádcích jiných než i čísla, jejichž
absolutní hodnota je menší než |d|.
Vrátíme se na krok 1.
4

Je tento algoritmus korektní? Máme-li v řádku i pivot d a v jiném řádku j a ve stejném sloupci číslo a, tak vždy
dokážeme podle věty o dělení najít rozklad a = qd+ r, kde 0 ≤ r < |d|. Odečteme-li q-násobek řádku i od řádku
j, vznikne v příslušném sloupci číslo r = a− qd, tedy číslo splňující |r| < |d|. Vidíme, že druhý krok algoritmu lze
vždy provést.

Opakováním kroku 2 vznikají pivoty d1, d2, d3, které splňují |d1| > |d2| > |d3| > · · · . Kdyby algoritmus nikdy
neskončil, vznikla by nekonečná klesající posloupnost nezáporných celých čísel, což je nemožné. Algoritmus tedy
nutně musí dříve či později skončit.

Čtenáři to jistě připomíná postup při Euklidově algoritmu, k čemuž se samozřejmě brzy dostaneme. Zatím se
jen inspirujeme a poznamenáme, že nám i při celočíselné Gaussově eliminaci nic nebrání hledat záporné zbytky
po dělení. To znamená, že v kroku 2 lze vyžadovat, aby ve sloupci k vznikla v řádcích jiných než i čísla, jejichž
absolutní hodnota je nejvýše 12 |d|. Proces se tak v průměru urychlí a stejně jako u Euklidova algoritmu odvodíme,
že na převedení sloupce na konečný tvar stačí nejvýše log2(|d1|) kroků 2.

Tady se to ovšem zkomplikuje, protože jeden krok zahrnuje manipulaci s více řádky v matici, takže při výšce
sloupce n můžeme očekávat, že jeho zpracování zabere pesimisticky řádově n log2(|d1|) řádkových operací. Při
každé z nich pracujeme s m sloupci, takže celkové úsilí na zpracování jednoho sloupce je řádově úměrné číslu
mn log2(|d1|). Navíc je známo, že při celočíselných operacích mají prvky matice tendenci ke zvětšování, což je
další výpočetní komplikace. Provozovat tento algoritmus s většími maticemi se tedy může protáhnout.

Jakmile máme potvrzenu platnost algoritmu 17a.2, již nám nic nebrání aplikovat jej postupně na jednotlivé
sloupce (přičemž se postupně omezujeme na spodní řádky matice) tak, jak to dělá Gaussova eliminační metoda.
Dostáváme tak následující dobrou zprávu.

Fakt 17a.3.
Každou matici nad celými čísly lze pomocí celočíselných řádkových operací převést na celočí-
selnou matici v řádkově redukovaném tvaru.

Takže eliminovat umíme i ve světě celých čísel. Připomeňme, že volba pivota nemusí být jednoznačná, proto i při
celočíselné eliminaci je možné se ubírat více cestami a dojít tak k odlišným výsledným maticím.

Zatím jsme se nevěnovali jedné užitečné aplikaci eliminace, a to hledání inverzní matice. Standardní postup je
založen na eliminačním přechodu od (A|En) k (En|A−1). My ovšem v celočíselné eliminaci jedničky na diagonále
vyrábět obecně neumíme. Je to problém?

Podívejme se na případ, že se po převodu (A|En) na řádkově redukovaný tvar (X|Y ) objeví na diagonále také
jiná čísla než ±1. To znamená, že determinant čtvercové matice X není roven ±1, a tedy není invertibilní. Protože
invertibilita se řádkovými operacemi zachovává, není invertibilní ani původní matice A, a je tedy v pořádku, že
nás eliminace nedovedla k řešení.

Druhá možnost je, že na diagonále X jsou samé ±1, což pomocí třetí operace hravě upravíme na jedničky, nad
kterými dalšími úpravami vyrobíme nuly a máme (En|A−1).

Máme tedy potvrzeno, že i ve světě celých čísel postup (A|En) 7→ (En|A−1) (nebo pokus o něj) spolehlivě rozezná
invertibilní matice od ostatních a pro ty invertibilní poskytuje inverzní matice.

Příklad 17a.b: Najdeme inverzní matici pro A =

(
3 2
5 3

)
.

17a.3, 17a.b 514 17a.3, 17a.b
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(
3 2
5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 0
0 1

)
∼
(

3 2
2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 0
−1 1

)
∼
(

1 1
2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 −1
−1 1

)
∼
(

1 1
0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 −1
−5 3

)
∼
(

1 0
0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣−3 2
−5 3

)
∼
(

1 0
0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣−3 2
5 −3

)
−→ A−1 =

(
−3 2
5 −3

)
.

Dostali jsme stejný výsledek jako přes matici kofaktorů.
4

17b. Matice nad Zn

Při práci v Zn nemůžeme přímo aplikovat poznatky z matic reálných a celočíselných, protože v Zn používáme jiné
operace. Můžeme ale všechny definice přepsat tak, aby se namísto + objevilo ⊕ a namísto · objevilo �. V případě
potřeby nahradíme záporná čísla opačnými, například namísto (−1)i+j v definici determinantu napíšeme (n−1)i+j .

Protože operace v Zn splňují stejná pravidla jako operace běžné, vznikne zcela funkční teorie matic nad Zn.
A protože rovnost algebraických výrazů v Z již implikuje rovnost odvozených algebraických výrazů v Zn, budou
platit i klíčová pozorování, například A adj(A) = det(A)En. Dostáváme tak následující.

Věta 17b.1.
Ke čtvercové matici A nad Zn existuje matice inverzní vzhledem k Zn právě tehdy, když je
det(A) invertibilní v Zn, tedy když gcd(det(A), n) = 1.
Tato inverzní matice je pak dána vzorcem A−1 = det(A)−1DT , kde D je matice kofaktorů.

Což mimochodem znamená, že pokud je n prvočíslo, tak jsou invertibilní všechny matice splňující det(A) 6= 0,
což je další věc, ve které se Zn s prvočíselnými moduly chová jako R.

Příklad 17b.a: Najdeme A−1 pro A =

(
2 3
4 13

)
v prostoru Z45.

Nejprve spočítáme det(A) = 2 · 13 − 4 · 3 = 14. Protože gcd(14, 45) = 1, je 14 invertibilní v Z45 a tudíž je i A
regulární.

Rovnou najdeme det(A)−1 = 14−1 v Z45. Pomocí rozšířeného Euklidova algoritmu získáme 1 = 5 ·45+(−16) ·14,
proto (−16) · 14 ≡ 1 (mod 45), tedy 14−1 = 29 v Z45.

Snadno najdeme i D a dostáváme

A−1 = 14−1
(

13 (−4)
(−3) 2

)T
= 29

(
13 42
41 2

)
=

(
17 3
19 13

)
.

4

Opět bychom raději použili eliminaci. Jak je to s ní ve světě Zn?
Obdobně jako u matic nad Z dospějeme úvahou k následujícímu seznamu řádkových operací nad Zn. Nejprve

uvedeme pohled praktický.
• Odečtení c-násobku jednoho řádku od jiného, kde c ∈ Zn;
• prohození dvou řádků;
• vynásobení řádku číslem c, které je invertibilní v Zn.

V oficiální verzi bychom první operaci museli uvést jako přičtení (−c)-násobku řádku k jinému, protože jsme
v prostoru Zn odčítání nedefinovali.

Mimochodem, poslední operace opět zahrnuje násobení číslem −1, protože v Zn je opačné číslo k jedničce n− 1
a je vždy invertibilní, viz cvičení 2b.6.

Protože první dvě operace odpovídají celočíselným a ty nám díky speciálnímu postupu pro sloupce stačily
ke zprovoznění eliminace, bude Gaussova eliminace fungovat i pro matice nad Zn.

Fakt 17b.2.
Každou matici nad Zn lze pomocí řádkových operací nad Zn převést na matici nad Zn v řádkově
redukovaném tvaru.

Pokud nepoužijeme třetí operaci, musí se u čtvercové matice determinant výsledné matice rovnat determinantu
matice původní, nebo být opačným číslem k tomuto determinantu.

Jak to dopadne s hledáním inverzní matice? Uvažujme matici A, která je invertibilní, tedy i její determinant je
invertibilní. Nejprve pomocí prvních dvou operací převedeme (A|En) na řádkově redukovaný tvar (X|Y ). Protože
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jsme nepoužili třetí operaci, je det(X) roven nebo opačný k det(A), v obou případech je tedy invertibilní (viz
cvičení 2b.5). To znamená, že součin prvků na diagonále je nesoudělný s n, proto podle lemma 1b.27 musí být
nesoudělný s n i každý prvek diagonály, jsou tedy invertibilní v Zn.

Můžeme tedy použít třetí úpravu (násobení řádků inverzními prvky k pivotům), čímž získáme jedničky a lze
dalšími řádkovými úpravami získat jednotkovou matici. I ve světě Zn tedy lze inverzní matice získat Gaussovou
eliminací.

Příklad 17b.b: Opět najdeme A−1 pro A =

(
2 3
4 13

)
v prostoru Z45. Začneme s maticí(

2 3
4 13

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 0
0 1

)
.

Normálně bychom odečetli dvojnásobek prvního řádku od druhého a dostali nulu, ve světě Z45 místo toho přičteme
první řádek vynásobený číslem c = −2 = 43, tedy přičítáme řádek 41 39 | 43 0:(

2 3
4 13

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 0
0 1

)
∼
(

2 3
0 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 0
43 1

)
.

Máme matici v řádkově redukovaném tvaru, podle očekávání jsou na diagonále invertibilní prvky. První řádek
vynásobíme číslem 2−1 = 23, druhý číslem 7−1 = 13.(

2 3
4 13

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 0
0 1

)
∼
(

2 3
0 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 0
43 1

)
∼
(

1 24
0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 23 0
19 13

)
.

Teď k prvnímu řádku přičteme druhý vynásobený číslem −24 = 21.(
2 3
4 13

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 0
0 1

)
∼
(

2 3
0 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 0
43 1

)
∼
(

1 24
0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 23 0
19 13

)
∼
(

1 0
0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 17 3
19 13

)
.

Proto A−1 =

(
17 3
19 13

)
.

4

Přesto není ve světě Zn vše báječné. Hlavním problémem jsou dělitelé nuly, tedy čísla, která nejsou nula, ale
dokážou vynásobit jiná nenulová čísla tak, aby vznikla nula. Například v Z45 je dělitelem nuly třeba číslo 30,
protože máme 30·6 = 0 v Z45. U Gaussovy eliminace jsme je vyřadili ze hry podmínkou, že řádky lze násobit pouze
invertibilními čísly. V mnoha situacích si ale zakazování nemůžeme dovolit a pak může být problém. Typickým
příkladem je lineární nezávislost vektorů. Definice říká, že vektory ~u1, . . . , ~un jsou lineárně závislé, pokud dokážeme
vybrat čísla a1, . . . , an taková, že a1~u1 + · · · an~un = ~0. V okamžiku, kdy máme dělitele nuly, tak je mnohem větší
šance získat nulu. Proto se může stát, že vektory, které by ve světě reálných či celých čísel byly nezávislé, se náhle
stanou závislými.

Příklad 17b.c: Uvažujme vektory (3, 1, 5), (0, 5, 4), (0, 0, 3). Coby řádky vytvoří trojúhelníkovou matici s hod-
ností tři, takže ve světě reálných čísel či Z bychom je okamžitě prohlásili za nezávislé. Ovšem

5 · (3, 1, 5) + 2 · (0, 5, 4) + 4 · (0, 0, 3) = (15, 15, 45) ≡ (0, 0, 0) (mod 15).

Takže v Z15 jsou tyto vektory závislé.
4

To ukazuje, že eliminace nám už nepomůže s potvrzováním nezávislosti vektorů. To znamená, že jsme přišli
o jednu z jejích významných aplikací.

Problém nastane také u pojmu hodnosti matice. Nejenže se bez pomoci eliminace obtížně určuje, ale navíc
u matic nad Zn obecně neplatí hod(AT ) = hod(A).

Příklad 17b.d: Uvažujme matici A =

(
1 1 29
0 2 3

)
nad Z30.

Vzhledem k jejímu tvaru by se zdálo, že řádky jsou lineárně nezávislé, tudíž má hodnost 2. Pro jistotu to zkusíme
pořádně podle definice: Jaká řešení má rovnost α(1, 1, 29) + β(0, 2, 3) = (0, 0, 0)?

Vzniká tak soustava α = 0, α+ 2β = 0 a 29α+ 3β = 0 řešená v Z30. Z první rovnice dosadíme do druhých dvou
a máme systém 2β = 0 a 3β = 0 v Z30. Rovnice 2β = 0 má v Z30 množinu řešení {0, 15}, rovnice 3β = 0 má v Z30
množinu řešení {0, 10, 20}, a celý systém má tedy jediné řešení β = 0. Řešená vektorová rovnice má jen triviální
řešení a vektory jsou proto lineárně nezávislé. Řádková hodnost je tedy 2.
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Teď se podíváme na transponovanou matici AT =

 1 0
1 2
29 3

, po eliminaci AT =

 1 0
0 1
0 0

. Zdálo by se, že by

sloupcová hodnost matice měla také být 2, ale není tomu tak. Ukážeme, že žádné dva ze sloupců původní matice,
tedy žádné dva z řádků matice AT nejsou lineárně nezávislé, protože z každé dvojice umíme vyrobit pomocí
netriviální lineární kombinace nulový řádek:

15 · (1, 0) + 15 · (1, 2) = (0, 0), 10 · (1, 0) + 10 · (29, 3) = (0, 0), 6 · (1, 2) + 6 · (29, 3) = (0, 0).

To dokazuje, že maximální počet lineárně nezávislých řádků této transponované matice je 1, tedy sloupcová
hodnost matice A je 1.
4

Jako obvykle se těmto komplikacím dá vyhnout, pokud jako modul n zvolíme prvočíslo. Pak už věci fungují tak,
jak jsme zvyklí.

Práce s maticemi nad Zn má zajímavé praktické aplikace, například samoopravné šifry.

17c. Řádková eliminace a Euklid̊uv algoritmus

Pokud čtenáře při přemýšlení nad algoritmem 17a.2 napadlo, že se práce se sloupcem nápadně podobá Euklidovu
algoritmu, tak to byl správný pocit. Nejlépe to ukáže příklad, aplikujeme jej na čísla 108 a 60 a rovnou zkusíme
rozšířenou verzi k nalezení Bezoutovy identity.

a, b A B
108 1 0
60 0 1
48 1 −1
12• −1• 2•
0 5 −9

Vždy jsme pracovali jen se dvěma řádky, takže jsme vlastně dělali toto:(
108
60

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 0
0 1

)
∼
(

48
60

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 −1
0 1

)
∼
(

48
12

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 −1
−1 2

)
∼
(

0
12

∣∣∣∣∣∣∣∣ 5 −9
−1 2

)
Každý běh Euklidova algoritmu, včetně toho s nezápornými zbytky, lze interpretovat tímto způsobem. Pokud

vždy dva po sobě následující řádky v tabulce přepíšeme jako matici, tak jde o záznam eliminace. Naopak lze
ukázat, že pokud matici 2× 3 převedeme celočíselnými operacemi na řádkově redukovaný tvar, tak jde o nějakou
podobu Euklidovu algoritmu s nezápornými zbytky a vlevo nahoře v matici uvidíme největší společný dělitel
původních čísel z prvního sloupce.

Tato asociace vede na nápad zkoumat největší společný dělitel pro více čísel.

Definice.
Uvažujme čísla a1, . . . , an ∈ Z taková, že alespoň jedno z nich je nenulové. Definujeme jejich
největší společný dělitel, značeno gcd(a1, . . . , an), jako největší prvek množiny jejich spo-
lečných nezáporných dělitelů.

Význam je intuitivně jasný, takže by neměly překvapit například tyto vlastnosti.

Fakt 17c.1.
Pro všechna čísla a1, . . . , an ∈ Z platí následující:
(i) gcd(a1, a2, · · · , an) = gcd(b1, b2, · · · , bn) pro libovolnou permutaci b1, . . . , bn čísel a1, . . . , an;
(ii) gcd(a1, a2, · · · , an) = gcd(±a1,±a2, · · · ,±an).

Důkaz: (i): Protože to, zda číslo d je či není společným dělitelem množiny čísel, nezáleží na jejich pořadí,
bude množina společných dělitelů čísel a1, . . . , an stejná jako množina společných dělitelů čísel b1, . . . , bn. Pak
se musí rovnat i největší prvky těchto shodných množin.
(ii): Množina dělitelů čísla −a1 je stejná jako množina dělitelů čísla a1 atd. Dále se postupuje obdobně jako u (i).

�

Ve cvičení 1b.13 se ukázalo, že je možné takovýto hromadný největší společný dělitel počítat kaskádovitě po dvo-
jicích, tedy nejprve by se spočítal d2 = gcd(a1, a2), pak d3 = gcd(d2, a3) atd., až nakonec d = gcd(dn−1, an).
Teoreticky bychom tedy nemuseli nic nového vymýšlet, ale moc praktický přístup to není. Raději se zamyslíme,
jak adaptovat Euklidův algoritmus, a to rovnou jeho rozšířenou verzi.

17c.1 517 17c.1
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V případě dvou čísel jsme je dali do levého sloupce a do dalších dvou pomocných sloupců jsme doplnili jedničky
a nuly tak, abychom vytvořili přirozené lineární kombinace pro čísla nalevo. Pro více čísel to vypadá následovně.

Mějme čísla a1, . . . , an ∈ Z. Sestavíme z nich první sloupec matice, zbytek doplníme
jednotkovou maticí. V této matici nás zajímá gcd prvního sloupce. Všimneme si, že každý
řádek přidané matice kóduje lineární kombinaci vstupních dat, která dává číslo nalevo.
Například v prvním řádku vidíme a1 = 1 · a1 + 0 · a2 + · · ·+ 0 · an, což jistě platí.


a1
a2
...
an

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


Nyní máme v plánu na tuto matici aplikovat řádkové operace, přičemž nechceme ztratit informace. Zobecníme

klíčové lemma 1b.30. Protože už víme, že na pořadí čísel v gcd nezáleží, stačí dokázat, že můžeme pomocí prvního
řádku beztrestně modifikovat druhý, a bude to platit i pro ostatní řádky.

Lemma 17c.2.
Pro všechna čísla a1, . . . , an, q ∈ Z platí následující:

gcd(a1, a2, · · · , an) = gcd(a1, a2 − qa1, · · · , an).

Důkaz: Jestliže číslo d dělí a1, . . . , an, pak tedy dělí a1, a2 a podle důsledku 1a.20 také d dělí a2 − qa1, proto
je d společným dělitelem čísel a1, a2 − qa1, a3, . . . , an.

Naopak pokud je číslo d dělitelem čísel a1 a a2−qa1, pak je dělitelem čísla a2 = (a2−qa1)+qa1, tedy společný
dělitel čísel a1, a2 − qa1, a3, . . . , an musí být i společným dělitelem čísel a1, a,a3, . . . , an.

Potože mají obě množiny čísel stejné dělitele, musejí mít i stejného největšího dělitele.
�

Teď tedy víme, že když daná čísla seskupíme do sloupce a provádíme řádkové operace, bude výsledné gcd stejné.
Pokud tyto operace provádíme dle algoritmu 17a.2, vznikne sloupec s čísly d, 0, . . . , 0, jejichž největší společný
dělitel je d. Právě jsme ukázali, že jsme schopni zobecnit základní Euklidův algoritmus pro hledání gcd na více
čísel.

Příklad 17c.a: Najdeme gcd(204, 168, 144, 84). Čísla sestavíme do sloupce. Dle algoritmu máme vybrat nejmenší,
to je 84. Vhodným odečtením od předchozích čísel je zmenšíme. Zde předvedeme klasickou podobu Euklidova al-
goritmu, tedy použijeme nezáporné zbytky.

Dostáváme sloupec, který vidíme napravo. Opět vybereme nejmenší číslo a použijeme jej ke zmenšení
ostatních. Takto pokračujeme a dostaneme následující kroky.

204
168
144
84

 ∼


36
0
60
84

 ∼


36
0
24
12

 ∼


0
0
0
12


Při Gaussově eliminaci bychom ještě prohodili první a poslední řádek, ale zde nemusíme.


36
0
60
84



Zjistili jsme, že gcd(204, 168, 144, 84) = 12.
4

Protože můžeme u řádků v matici měnit znaménka (násobení číslem −1), lze i při obecném vstupu a používání
záporných zbytků zařídit, aby ono zbývající číslo d bylo kladné, a tedy rovnou dávalo největší společný dělitel.

Abychom ověřili, že rozšířený algoritmus najde Bezoutovu identitu, ukážeme následující tvrzení:

• Mějme matici

 d1
...
dn

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
A1,1 . . . A1,n

...
. . .

...
An,1 . . . An,n

. Předpokládejme, že v každém řádku i platí pro jistá čísla a1, . . . , an

rovnost di =
n∑
k=1

Ai,kak. Pokud v matici odečteme q-násobek řádku i od řádku j, pak nový řádek bude opět

splňovat dotyčnou rovnost pro stejná čísla ak.
Nový řádek je dán vzorci d∗j = dj − qdi, A∗

j,k = Aj,k − qAi,k. Pak pro něj platí

d∗j = dj − qdi =
n∑
k=1

Aj,kak − q
n∑
k=1

Ai,kak =
n∑
k=1

(
Aj,kak − qAi,kak

)
=

n∑
k=1

(Aj,k − qAi,k)ak =
n∑
k=1

A∗
j,kak.
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Již jsme viděli, že první sloupec bude po eliminaci obsahovat skoro samé nuly s výjimkou jednoho čísla d, přičemž
lze mít d > 0. Víme, že pak d je gcd čísel ak. Odpovídající řádek ve tvaru (d A1 . . . An) pak podle nejnovějšího

poznatku dává gcd(a1, . . . , an) = d =
n∑
k=1

Akak neboli Bezoutovu identitu.

Pokud bychom tento argument udělali se všemi detaily, byl by to vlastně důkaz následujícího tvrzení.

Věta 17c.3.
Uvažujme čísla a1, a2, . . . , an ∈ Z, z nichž alespoň jedno je nenulové.
Algoritmus 17a.2 aplikovaný na matici

a1 1 0 0 . . . 0
a2 0 1 0 . . . 0
a3 0 0 1 . . . 0
...

. . .
...

an 0 0 0 . . . 1


dokáže vytvořit matici 

d A1 A2 A3 . . . An

0
...

...
...

...
...
0

 ,

kde d > 0.
Pak platí gcd(a1, . . . , an) = d = A1a1 + · · ·+Anan.

Tímto způsobem by šlo také dokázat zobecnění Bezoutovy věty.

Věta 17c.4.
Nechť a1, . . . , an ∈ Z.

Pak existují celá čísla A1, . . . , An ∈ Z taková, že gcd(a1, . . . , an) =
n∑
k=1

Akak.

Opět platí, že pokud je alespoň jedno z čísel a1, . . . , an nenulové, tak je gcd(a1, . . . , an) nejmenší kladná celočí-
selná lineární kombinace čísel a1, . . . , an.

Příklad 17c.b: Vrátíme se ke gcd(204, 168, 144, 84). Aplikujeme maticovou verzi rozšířeného Euklidova algo-
ritmu pro více čísel.

204
168
144
84

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ∼


36
0
60
84

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 −2
0 1 0 −2
0 0 1 −1
0 0 0 1

 ∼


36
0
24
12

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 −2
0 1 0 −2
−1 0 1 1
−2 0 0 5



∼


0
0
0
12

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

7 0 0 −17
0 1 0 −2
3 0 1 −9
−2 0 0 5

 ∼


12
0
0
0

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
−2 0 0 5
0 1 0 −2
3 0 1 −9
7 0 0 −17

 .

Poslední úprava byla estetická, ale pokud bychom chtěli pokračovat s dalšími sloupci v rámci Gaussovy eliminace,
pak by byla potřebná. Nás zde ale poslední tři řádky nezajímají, z prvního přečteme

gcd(204, 168, 144, 84) = 12 = (−2) · 204 + 0 · 168 + 0 · 144 + 5 · 84,

což snadno ověříme.

4

Ony řádky začínající nulou jsme nemuseli dopočítávat, ale hodí se, pokud touto cestou zkoušíme řešit soustavy
diofantických rovnic, viz bonusová kapitola 18.
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Diskrétńı matematika 17c. Řádková eliminace a Euklid̊uv algoritmus pHabala 2026

Příklad 17c.c: Pro zajímavost zkusíme ještě gcd(713, 506,−897), tentokráte pomocí záporných zbytků. 713
506
−897

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ∼
 207

506
115

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1 −1 0
0 1 0
0 2 1

 ∼
−23

46
115

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1 −5 −2
0 −7 −4
0 2 1


∼

−23
0
0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1 −5 −2
2 −17 −8
5 −23 −9

 ∼
 23

0
0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
−1 5 2
2 −17 −8
5 −23 −9

 .

Dostali jsme gcd(713, 506,−897) = 23 = (−1) · 713 + 5 · 506 + 2 · (−897).
4

Máme tedy funkční algoritmus. Přidáme ještě dvě poznámky.

Poznámka: Opisování matic je docela solidní opruz. Nešlo by to dělat nějakou nápodobou tabulkového zá-
pisu? Šlo. Proč jsme to tedy neprobrali? Protože tohle ručně nikdo nedělá, toto téma je spíš důležité teore-
ticky a tam se ten maticový přístup hodí. Ale pokud jste zvědavi na tabulkovou verzi, ukážeme to na příkladě
gcd(204, 168, 144, 84).

Zadaná čísla sepíšeme pod sebe do tabulky, je dobré dát nejmenší z čísel (v absolutní
hodnotě) do posledního řádku. Pokud hledáme i Bezoutovo vyjádření, přilepíme napravo
pomocné sloupce.

Pak opakujeme následující kroky.

204 1 0 0 0
168 0 1 0 0
144 0 0 1 0
84 0 0 0 1

1. V levém sloupci zkusíme posledním (nejmenším) číslem dělit nevyškrtnutá čísla nad ním a sledujeme, jaké
vznikají zbytky. Pokud šlo některé číslo vydělit beze zbytku, škrtneme jej. Z ostatních vybereme to číslo a, které
dalo nejmenší zbytek.

2. Od řádku začínajícího číslem a odečteme dolní řádek tolikrát, aby z a vznikl onen nejmenší zbytek, a výsledný
řádek přidáme dolů do tabulky. Zdrojové číslo a v tabulce škrtneme.

Pokud zbylo více než jedno nevyškrtnuté číslo, vrátíme se na krok 1. Jinak dole vidíme gcd a Bezoutovu identitu.
V našem příkladě v první etapě zkoušíme dělit číslem 84. Rovnou škrtneme 168 a použijeme číslo 204 (které pak

také škrtneme) k získání nového řádku. V druhé etapě pomocí 36 získáme 12. Zde je celý průběh.

204 1 0 0 0
168 0 1 0 0
144 0 0 1 0
84 0 0 0 1

−→ 204 1 0 0 0
168 0 1 0 0
144 0 0 1 0
84 0 0 0 1
36 1 0 0 −2

−→ 204 1 0 0 0
168 0 1 0 0
144 0 0 1 0
84 0 0 0 1
36 1 0 0 −2
12 −2 0 0 5

−→ 204 1 0 0 0
168 0 1 0 0
144 0 0 1 0
84 0 0 0 1
36 1 0 0 −2
12• −2 0 0 5

Dostali jsme gcd(204, 168, 144, 84) = 12 = (−2) · 204 + 0 · 168 + 0 · 144 + 5 · 84.
Vidíme, že jsme nejen nemuseli opisovat matice, ale navíc tento postup poznal, že některé kombinace nebudou

nakonec potřebné, tak jsme je nemuseli přepočítávat, nakonec jsme dělali jen dvě. Takže docela účinné, ale asi to
nevyužijeme.
4

Jako obvykle můžeme hledat nejmenší nezáporné zbytky, nebo uvažovat i záporné zbytky, a tak proces urychlit.
Lze se tak dostat k rozdílným podobám Bezoutovy identity.

Poznámka: Existuje zcela odlišný pohled na to, proč eliminace dokáže najít Bezoutovu identitu.
Jsou dány čísla a1, . . . , an a my vytvoříme povědomou matici:

a1
a2
...
an

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


Pokud bychom si ten levý sloupec představili přilepený napravo, hned poznáme rozšířenou matici soustavy line-
árních rovnic, jmenovitě této:

1 · x1 + 0 · x2 + · · ·+ 0 · xn = a1

0 · x1 + 1 · x2 + · · ·+ 0 · xn = a2

...

0 · x1 + 0 · x2 + · · ·+ 1 · xn = an

Je vcelku jasné, že tato soustava má jediné řešení, jmenovitě xi = ai.
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Pomocí algoritmu 17a.2 matici převedeme na tvar
d A1 A2 . . . An

0
...

...
...

...
0

 .

Tato matice kóduje novou soustavu rovnic, nás zajímá ta první:

A1x1 +A2x2 + · · ·+Anxn = d.

Protože šlo o ekvivalentní úpravy, tato nová soustava musí mít stejné řešení xi = ai, tedy platí

A1a1 +A2a2 + · · ·+Anan = d

a máme Bezoutovu identitu. Tento argument neumí dokázat, že toto d je nejmenší možné neboli že d je to gcd,
na to přeci jen potřebujeme poznatky o dělitelnosti.
4

Cvičeńı

Cvičení 17c.1 (rutinní): Pro následující trojice a, b, c ∈ Z najděte gcd(a, b, c) a příslušnou Bezoutovu identitu.
a) a = 364, b = −234, c = 156; b) a = −759, b = 598, c = 437.

Řešení:

Ukážeme jen několik možností, čtenář mohl eliminaci vést jiným směrem.
17c.1: a) Nezáporné zbytky: 364

−234
156

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ∼
 52

78
156

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1 0 −2
0 1 2
0 0 1

 ∼
 52

26
0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 0 −2
−1 1 4
−3 0 7

 ∼
 0

26
0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

3 −2 −10
−1 1 4
−3 0 7

 .

gcd(364,−234, 156) = 26 = (−1) · 364 + 1 · (−234) + 4 · 156.
Záporné zbytky: 364

−234
156

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ∼
 52
−78
156

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1 0 −2
0 1 1
0 0 1

 ∼
 52
−26

0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 0 −2
1 1 −1
−3 0 7

 ∼
 0
−26

0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

3 2 −4
1 1 −1
−3 0 7

 .

gcd(364,−234, 156) = 26 = (−1) · 364 + (−1) · (−234) + 1 · 156.
b) −759

598
437

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ∼
 115

161
437

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1 0 2
0 1 −1
0 0 1

 ∼
 115

46
−23

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 0 2
−1 1 −3
−4 0 −7

 ∼
 0

0
−23

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
−19 0 −33
−9 1 −17
−4 0 −7

 .

Poslední řádek upravíme na (23 | 4 0 7).
gcd(−759, 598, 437) = 23 = 4 · (−759) + 0 · 598 + (−7) · 437.
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