18. Bonus: Soustavy linearnich diofantickych rovnic

Tato kapitola je pfirozenym pokracovanim kapitoly 3a. Nejprve rozsifime pocet proménnych a poté pocet rovnic.

V doty¢né kapitole jsme upozornili, Ze Z? neni vektorovy prostor, proto jsme pracovali s feenim coby dvojici ¢isel
x,y. V této kapitole, kde budeme pracovat s nezndmymi z; aZ x,, nam zpracovani informaci vyznamné usnadni
vektorovy pohled, tedy neznamé i feseni budou algebraicky manipulovany jako vektory (z1,...,z,) ze Z", coz
ale neni vektorovy prostor. Budeme tedy pouZivat pouze zapis vektort, nikoliv teorii.

Pro celociselné vektory mame obvyklé s¢itani, ale pii ndsobeni vektorti konstantou budeme omezeni jen na celd
¢isla. V linearni algebie se obvykle vektory uvazuji jako sloupcové, ale tady budeme pro tsporu mista pracovat
s fadkovymi vektory.

18a. Linearni diofanticka rovnice o vice neznamych

V kapitole 3 jsme vidéli, ze feSeni linearni diofantické rovnice o dvou neznamych je v zasadé stejné tloha jako
nalezeni Bezoutovy identity pro nejvétsi spoleény délitel dvou ¢isel (koeficientt doty¢né rovnice). V kapitole 17c
jsme zase vidéli, jak pomoci fadkovych tprav matice ziskat Bezoutovu identitu pro vice ¢isel. Spojenim téchto
myslenek ziskdme postup pro feSeni linearnich diofantickych rovnic s libovolnym poctem proménnych.

Uvazujme takovou rovnici ayx1 + - - - anx, = c. MiZeme sestavit matici

aj 1 0 ... 0
as 01 ... 0
a, 0 0 ... 1

V dalsim budeme o levém sloupci mluvit jako o levé ¢asti této matice, zatimco zbyvajicicim n sloupciim napravo
(tvofi ¢tvercovou matici) budeme fikat vysledkova ¢ast matice.
Kdyz si predstavime, ze levy sloupec je pfesunuty vpravo, lze tuto matici povazovat za matici soustavy
1'x1+0-x2+”-+0-xn:a1
O-z1+1-204+---4+0-2, =az

0-21+0-294---+1-2, =a,
s jednoznaénym FeSenim z; = a; pro vSechna i, vektorové = = (a,... ,ay).
V kapitole 17c jsme ukazali, jak tuto matici celo¢iselnymi fddkovymi tipravami prevést na fadkové redukovany
tvar

ged(ay, ... ay) A1 Az ... A,
0
0
Pokud by ¢islo ged(ay, ... ,ay) délilo pravou stranu feSené rovnice ¢, tak bychom v dalsim kroku mohli dostat
matici ve tvaru
(& Apl Ap2 e Apn
0 Bhl Bhg A Bhn
0 0 Chy ... Chun
0

Tato matice reprezentuje soustavu, kterd ma stejné feseni jako soustava ptivodni, tedy plati
Apl'a1+Ap2'a2+"'+Apn'an:C
Bpi-ai+ Bure-as+ -+ By -a, =0

0-a1+Ch2 a2+ +Chp-a, =0

Prvni rovnost ika, ze 1 = Ap1,... ,zn = Ap, je FeSeni dané rovnice, vektorové psano dostdvame partikuldrni
feseni @, = (Ap1,... , Apn). Je to vlastné prvni fadek vysledkové ¢asti matice.
Druhé rovnost ¥ika, ze vektor (Bp1,... , Bpy) Fesi pfidruZzenou homogenni rovnici, obdobné tfeti, étvrtd atd.
Oznac¢me jednotlivé radky vysledkové casti matice jako 7, 7, ..., 7,. Rovnosti fikaji, Zze vektor 'y = &, je
partikuldrnim fesenim dané rovnice, zatimco vektory s, ... 7, Tesi pfidruzenou homogenni rovnici. Je snadné
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dokazat, ze pak i jejich libovolna celo¢iselnd linearni kombinace > u;7; fesi pfidruzenou homogenni rovnici.

Vysledna matice je v fadkové redukovaném tvaru, coz znamena, ze ty z vektoru 7, ... , 7, které jsou nenulové,
tvori linedrné nezavislou mnozinu. Ovsem vysledkova ¢ast pivodni matice byla tvofena matici jednotkovou, tedy
celd matice méla hodnost n, coz se nemohlo eliminaci zménit. Proto i matice tvorena fadky 7 az 7, musi mit
hodnost n, tedy vSechny vektory musi byt nenulové. Mame proto n — 1 linedrné nezavislych vektoru s, ... , 7,
které generuji reseni pfidruzené homogenni rovnice.

Tato feseni bychom v R™ identifikovali jako (n—1)-rozmérny podprostor (nadrovinu), ale v Z™ to Fict nemizeme,
jen si to predstavujeme.

Neni to snadné, ale da se dokdzat, Ze vektory 75, ... ,7, dokonce generuji vSechna feSeni pfidruzené homogenni
rovnice, takze vzorec T, = > u;7; je obecnym homogennim fesenim.

Podle klasické strukturdlni véty pak nalezneme obecné fesené dané rovnice jako

r=2xp+xp =11+ 5 Ui Ty
1=2

Tento postup je mozné provést pouze tehdy, kdyz ged(ay, . .. ,a,) déli c. To je ale v pofadku, protoze v opa¢ném
pfipadé rovnice nema reseni.

Priklad 18a.a: Vyfesime rovnici 6 — 12y + 15z = 45. Pfechod k matici:
6 1 0 0 6 1 0 0 0 0 -2 3 -2 0 1
-12 0 1 0]~(0 2 1 O 0 2 1 0 |~10 5 0 -2
15 0 0 1 3 -2 0 1 3 -2 0 1 0 2 1 0
3 -2 45 =30 0 15
~10 1 —2 —2 ~ 10 1 -2 =2
0 2 1 0 0 0 5 4

Protoze se ndm v prvnim fadku a sloupci podafilo vyrobit ¢islo 45, soustava mé feSeni. Dostavame vektory
71 = (—30,0,15), 75 = (1,—2,—2) a 75 = (0,5,4). Vychazi obecné feseni (—30,0,15) + k(1,—2,—-2) + 1(0,5,4)
neboli (=30 + k, —2k + 51,15 — 2k + 4l) neboli

x=k—30
y =5l —2k
z=15—-2k+ 4l pro k,l € Z.

Zkouska:
6(k —30) — 12(5l — 2k) + 15(15 — 2k + 41) = 6k — 180 — 60! + 24k + 225 — 30k + 601 = 45.

Pro zajimavost ovérime linearni nezavislost vektora 7, 73 ve svété celych ¢isel. Ptame se tedy, zda je mozné
najit celd ¢isla «, § tak, aby platilo (1, -2, —2)+ 3(0,5,4) = (0,0, 0) a alespoii jedno nebylo nulové. OvSem prvni
soutradnice dava rovnici 1-a+0-8 = 0, tedy nutné o = 0. Dosazenim do rovnice z druhé souradnice —2a+55 =0
vychézi i 8 = 0 a vektory jsou proto opravdu linedrné€ nezavislé.

A

Poznamka: Je uZitecné si uvédomit, Ze kdyz pouZivame eliminaci za ucelem feSeni diofantické rovnice, tak
staci provést jeji prvni etapu, tedy prevést prvni sloupec na potiebny tvar. Vysledkovou ¢ast matice uz redukovat
nemusime, protoze uz vime, ze fadky jsou linedrné nezavislé, takze to nemusime ovéiovat.

Pokud néam tedy nevadi, ze homogenni ¢ast generujeme slozitéji, nez je mozné, tak jsme se v prikladé mohli
zastavit jiz ve fazi

6 1 0 0 6 1 0 0 0O 5 0 -2 45 —-30 0 15
-12 01 0)~10 2 1 O)~10 2 1 O ~ 0 2 1 0
15 0 0 1 3 -2 0 1 3 -2 0 1 0 5 0 -2
Dostavame vektory 7 = (—30,0,15), 7 = (2,—1,0) a 73 = (5,0, —2), odtud obecné feseni

x = 2k + 50 — 30
y==k
z=15—-2] pro k,l € 7.
Opravdu tyto vzorce generuji stejnou mnozinu feSeni jako ty pfedchozi? Ovéfime to nasledovné:
1. Zvolime K, L € Z a vytvorime tak konkrétni feseni x = 2K + 5L — 30, y = K, z = 15 — 2L dle nového vzorce.
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Ukézeme, ze jej lze ziskat i vzorcem ptivodnim:
2K +5L—30=%k—30
K =51 -2k — k=2K+5L, l=K+2L, k,l €Z.
15 —-2L =15 -2k + 4
2. Zvolime K, L € Z a vytvotrime tak konkrétni feseni x = K — 30, y = 5L — 2K, 2 = 15— 2K + 4L dle ptvodniho
vzorce. Ukazeme, Ze jej lze ziskat i vzorcem novym:
K —30=2k+5l—30
5L —-2K =k — k=5bL-2K, I=K-2L, k,l € Z.
15 —-2K +4L =15—-2]
A

Alternativni feSeni mutze vzniknout také tim, Ze pii eliminaci postupujeme jinak, napfiklad odlisnou volbou
pivotl, pouZivanim ¢i nepouzivanim zapornych zbytkd a podobné.

Poznamka: V kapitole 3a jsme pfedstavili feSeni diofantické rovnice, pfi¢emz nejefektnéjsi zptsob vyhodnoceni
tabulky Euklidova algoritmu fungoval néasledovné:

Rédek s ged(a, b) jsme vynésobili tak, aby se v levém sloupci objevila pravé strana feené | q,b (x) (v)
rovnice (zde 24), v pomocnych sloupcich se tim vytvofilo partikularni feseni. Radek s nulou
vlevo pak generoval homogenni feseni, takze jsme si mohli v pomocnych sloupcich predstavit
parametr k. Jednotlivd feSeni jsme pak mohli sestavit podle sloupci. V levém pomocném

12e¢| —1le 2e

sloupci by ndm posledni dva radky daly x = —2 + 5k, v pravém pomocném sloupci vidime 22 Eg _9Z
y=4-—9k.
Stejny pristup funguje pro maticovy postup feseni diofantickych rovnic. Vratme se k posledni matici pfikladu
vyse.
Do radkiu, které maji vlevo nulu, jsme ve vysledkové ¢asti matice pripsali parametry 45 =30 0 15
k a l. Nyni jiz snadno v jednotlivych sloupcich precteme Feseni: 0 2t k 0
r=-304+2k+5l, y=k  z=15-2L 0 5 0 =2

Tento postup je efektivni nejen pfi feSeni ru¢nim, ale také programovém.

18a.1 Bonus?: Eliminace
Kdyz jsme zavadéli nejvétsi spoleény jmenovatel pro vice Cisel, zvolili jsme definici, ktera to udéla najednou.
Ve cviéeni 1b.13 jsme ovSem jesté nastinili druhou mozZnost, jmenovité hledat ged(aq, . .. , a,) induktivné. Nejprve
najdeme ds = ged(ay,as), pak d3 = ged(da,as) a tak dale az nakonec ged(ay, ... ,a,) = ged(dy,—1,ay,). DA se
ukazat, ze vyjde stejné Cislo jako podle definice.
Podobné lze i diofantickou rovnici a1z + - - - + apx, = c Fesit rekurzivné. Plati totiZ nasledujici tvrzeni:
o Cisla Ay, ---, A, Tesi rovnici a1xq + --- + apx, = c pravé tehdy, pokud existuje U € Z takové, ze &isla
U, As, ..., A, fesi rovnici ged(ay, az)u + azxs + - -+ + apx, = c a Ay, Ay Tesi rovnici a1 + a2y = ged(aq, az)U.
Jak to vime?
1. Prfedpokladejme, Ze A; jsou feSeni. Pak po dosazeni do dané rovnice a tpravé dostdvame

a1l +as Ay =c—azAs — - —a, A, (*)

To se da interpretovat tak, Ze Aq, As Tesi rovnici

a171 + asxy =c—azAs —--- —ay,A,.
To znamend, Ze ged(aq,az) musi délit pravou stranu neboli ¢ — agAs — -+ — a, A, = U ged(ag,az) pro néjaké
U € Z. Po tpravé dostavame ged(aq,a2)U + azAs + - - - + a, A, = ¢, tedy &isla U, As, ... , A, opravdu fesi rovnici
ged(aq, az2)u + azxs + -+ - + apx, = c.
Kdyz pak dosadime ¢ —agAs — -+ —a, A, = U ged(ar,az) do (), dostaneme a; A1 + as Ay = U ged(aq, az), tedy
Ay, Ay Tesi a1xy + agee = U ged(ag, as).
2. Ted méjme ¢isla U, Ay, ... , A, takova, ze A, Ay Tesi rovnici a1z + aswa = ged(ar,a2)U a U, As, ... , A, Tesi

rovnici ged(ay, ag)u + aszs + - - - + a,x, = c. Po dosazeni dostavame vzorce
CLlAl =+ a2A2 = gcd(al, ag)U, ng(CLl, CL2)U + CL3A3 —+ -+ anAn =c,

coz dava a1 A1 + - -+ + a, A, = caisla Aq,..., A, tedy fesi danou rovnici.

Tvrzeni, které jsme pravé dokazali, ndm umoziiuje namisto rovnice o n neznamych fesit nejprve rovnici on — 1
neznamych a pomoci nalezeného feseni pak jesté rovnici o dvou neznamych (to uz umime). Pokud nejsme spokojeni
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s rovnici o n — 1 nezndmych, lze na ni aplikovat stejny postup a ziskat rovnici o n — 2 nezndmych. Dfive ¢i pozdéji
se dobereme k rovnici, kterou uz umime (popiripadé nemé feseni, coz je také dobry konec).

Vyzkousime to na jiz jednou resené rovnici 6 — 12y + 15z = 45.

Protoze ged(6, —12) = 6, méli bychom namisto té zadané fesit rovnice 6u + 15z = 45 a 62 — 12y = 6u. Zacneme
prirozené tou prvni. Je jednoduché, to se ani nevyplaci zkouset algoritmus.

Vidime, ze ged(6,15) = 3, odhadneme 3 = 115 + (—2) - 6 a vynasobenim a mirnou reorganizaci dospéjeme
k rovnosti 6-(—30)+15-15 = 45. Vychézi partikularni feSeni u, = —30, z, = 15. Z homogenni rovnice 6u+15z = 0
vykracenim na 2u + 5z = 0 vykoukdme Teseni up = 5k, 2z, = —2k. Nez je ddme dohromady, vyuZzijeme homogenni
feSeni k nalezeni lepsiho partikuldrniho zastupce, u, = =30 +5-6 = 0, z, = 15 — 2 - 6 = 3, budeme tedy déle
pocitat s fesenim u = 5k, z = 3 — 2k pro k € Z.

Dostavame se k druhé rovnici, 6z — 12y = 6u neboli 6x — 12y = 30k. Rovnou ji vykratime | a/b T |y
Sesti, vyslednou rovnici x — 2y = 5k tentokrate zkusime pro zménu fesit tabulkou. -9 011
To bylo trapné jednoduché, vlastné hned druhy radek ze zadani dal gcd. Z poslednich dvou 1 110
radkd vycteme feSeni x =5k + 2, y=0+1pro!l € Z. 0 211
Shrnuto, mame x = 5k + 2l, y =1, z =3 — 2k pro k,l € Z. 5k | Bk | 0

To vypada podezrele pékné. Zkouska:
6(bk + 21) — 121 + 15(3 — 2k) = 30k + 121 — 121 + 45 — 30k = 45.

I zde snadno ovéfime, Ze tyto vzorce generuji stejnou mnozinu jako ptivodni sada.
A

18b. Soustavy linearnich diofantickych rovnic

Uvazujme obecnou soustavu m rovnic o n neznamych
a1,1x1 +a12x2+ -+ a1 0Ty = C1

a21x1 + a22x2 + -+ + A2 Ty = C2

Um,121 + Am2T2 + -+ QG pnTn = Cm
Typicky mame m < n.
Jako inspiraci se znovu podivame na piipad jedné rovnice. Rovnost a1 x1+- - -+a,x, = c se da zapsat v maticovém
tvaru jako

Z1
(al an) :(c)
In
Oznacime-li matici soustavy jako A, vektor neznamych jako # = (x1,...,z,) a vektor pravé strany jako ¢ = (c),

muiiZzeme rovnici zachytit zapisem AZT = 7. Sloupcové vektory jsme ziskali z fadkovych pomoci transpozice. U &
jsme vlastné nemuseli, ale ¢tendf asi tusi, ze si jiz pfipravujeme ptidu pro pripad vice rovnic.
Rovnici jsme Tesili tak, ze jsme sestavili matici (A7|E,,), kterou jsme pak fadkovymi tipravami redukovali.
Vratime-li se k soustavé, i tu lze napsat jako AZT = ¢T. Pak je mozna dobry napad uvazovat matici (AT|E,),
tedy z koeficientt kazdé z rovnic vytvorit jeden sloupec nové matice (bude jich m a budou mit vysku n) a k tomu
piilepit zprava jednotkovou matici o velikosti n x n. Dostaneme tak matici (A7|E,,) o rozméru n x (m +n). I zde
budeme mluvit o jeji levé ¢asti (ted tvoiena A7) a vysledkové ¢asti tvorené pravymi n sloupci.

Tuto matici pak prevedeme na fadkové redukovany tvar celociselnymi radkovymi Xk ok |k ok Kk
upravami. Napravo vidime typicky vysledek takové eliminace pro tfi rovnice o ¢tyfech 0 * *|*x *x *
neznamych. Co vime o levé ¢asti? 0 0 Of*x % = =

Prvni sloupec bude mit nahote ¢islo £ ged(aq 1, ... ,a1,,), a pod nim nuly, v dalsich 0 0 010 * * =

sloupcich uz neni jasné, co nenulova ¢isla znamenaji.

Pocet nenulovych rfadka v levé ¢asti, nazvéme jej N, fiké, kolik z ptivodnich rovnic bylo linedrné nezavislych.
V nasem ,hvézdickovém® ptikladé Slo ve skutecnosti o soustavu dvou rovnic, tfeti byla zbyte¢na. V téchto N
fadcich budeme hledat partikularni reseni. Pouceni ptripadem jedné rovnice bychom asi méli namisto onoho gcd
vyrobit ¢; chytrym vynasobenim prvniho fadku, pokud to tedy jde. Ve druhém sloupci (reprezentujicim druhou
rovnici) se nabizi vyrobit co. Protoze prvni fadek matice uz poslouzil k vyrobé ¢; v prvnim sloupci a tfeti (a dalsi)
tfadky maji v druhém sloupci nulu, je zjevné, Ze se ono co bude vyrabét pomoci druhého fadku, ale neni hned
jasné jak. Dozvime se to nize.
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Zbyvajicich n — N fadka bude svou pravou ¢asti (z vysledkové ¢asti matice) generovat homogenni feseni. Je jich
n— N, coz souhlasi s intuici: Mame n neznamych, tedy ptuvodné n stupnu volnosti, a N nezavislych rovnic, z nichz
kazda odebere ze svéta Z,, jednu ,dimenzi*, homogenni feseni by tedy mélo mit n — N parametrt.

V této souvislosti si opét vSimneme, Ze se zadny z téchto fadk nemuZe vynulovat. Vysledkova ¢ast matice
méla pivodné podobu E,, jejiz determinant je 1. Celociselné radkové operace nemohou zmeénit absolutni hodnotu
determinantu vysledkové casti matice, takze jeji vyslednd podoba musi mit determinant +1. Proto musi byt
vSechny jeji fadky nenulové.

Dokonce musi byt v optimalnim tvaru, tedy nezkratitelném. Uvazujme néjaky takovy radek, jehoz vysledkova
Cast ma Cleny a; aZ a,, a néjaké d € N, které je vSechny déli. Protoze se jedno z téchto ¢isel nachazi v kazdém
soucinu z definice determinantu, bude d délit vSechny tyto souciny, a tedy i determinant. Proto d = 1, coz ukazuje,
ze ged(ay, ... ,a,) = 1. Diky tomu pak dolnich n — N fadkt generuje vSechna feSeni a ne jen néktera, ale dikaz
je komplikovany a vynechame jej.

Postup nalezeni feseni je tedy nésledujici.

S Algoritmus 18b.1.
pro feseni soustavy linearnich homogennich rovnic AZ7 = 7', kde A je m xn matice s celo¢iselnymi prvky, ¢ € Z™
a oCekavame T € Z".
1. Vytvoifme matici (AT|E,) a prevedeme ji celo¢iselnymi fadkovymi tipravami do faddkové redukovaného tvaru
(D|S). Necht N € Ny je pocet nenulovych fadka v D.
2. Pomoci celoéiselného nasobeni prvnich N fadka matice (D|S) ji upravime do tvaru (B|R) tak, aby pro kazdé
j=1,...,m byl souet prvki ve sloupci j matice B roven c;.
Pokud toto neni mozné, dana soustava nema reSeni.
3. Predpokladejme, ze jsme v kroku 2 uspéli.

N
Necht 7; jsou fadky matice R. Oznacme &), = ) 7.
i=1
Obecné feseni soustavy AZT = &7 je pak ddno vzorcem
Ty + E w;7;  pro u; € 7Z.
i>N

A

Rozmyslete si, Ze kdyZ je jen jedna rovnice, tedy m = 1, tak tento algoritmus souhlasi s postupem predvedenym
v predchozi sekci. Diikaz spravnosti algoritmu je delsi, v bonusové kapitole si jej odpustime.

Trochu nejasny zustava druhy krok. Jak pozname, kdy je a kdy neni mozné ona predepsana tuprava? Tady je
klicové, Ze matice D je ve schodovitém tvaru. Nejprve ukdZeme piiklad. Dohodneme se, ze slovem ,vedouci ¢len
fadku“ budeme oznacovat prvni nenulovy prvek fadku matice, po¢itano zleva (pokud takovy existuje).

Priklad 18b.a: VyfesSime soustavu
10w + 142 + 16y + 182 =4
w—10x +y+32= -5
2w—x+3y+42=-1
w + 13z + 16y + 172 =0
10 14 16 18

Matice soustavy je A = ; __110 :1)) i , podle algoritmu bychom tedy méli pracovat s matici
9 13 16 17

10 1 2 991 0
14 —-10 -1 13(0 1
16 1 3 16|0 O
18 3 4 1710 0 0 1
Krok 1: Potfebujeme matici upravit na radkoveé redukovany tvar pomoci celociselnych radkovych operaci.
Zacfneme prvnim sloupcem, prvnim pivotem je 10.
10 1 2 91
4 —-11 -3 4 |-1
-4 -1 -1 -2|-2
-2 1 0 —-1{-2

= o O
o O O

OO = O
o= o O
= o O o
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Ted je nejmensim ¢islem —2 ve ¢tvrtém fadku. Vidime, Ze déli vSechny ostatni prvky prvniho sloupce, takZe prvni
etapa timto skon¢i. Vyrobime pomoci ¢tvrtého fadku nuly v prvnim sloupci a pak jej vyménime s prvnim. Neni
tfeba nasobit jej minus jednickou, zaporna cisla ndm nevadi. Vychazi matice
-2 1 0 —-11-2 0 0 1
0o -9 -3 2|-5 1 0 2
0o -3 -1 02 0 1 -2
0 6 2 41-9 0 0 5
Ted se presuneme do druhého sloupce. Nejmensi ¢islo (kdyZ neuvazujeme prvni fadek) je tam —3 ve tfetim Fadku.
Vyrobime nuly ve druhém a ¢tvrtém fadku a pak zaménime treti s druhym. A abychom méli na diagonéle néco
-2 1 0 —-11-2 0 0 1
0 31 0|-2 0 -1 2
o 00 2|-11 1 -3 8
0 00 41-5 0 2 1

Ve tfetim sloupci zadny pivot neméame, takze nam v levé ¢asti matice zistanou nejvyse tii nenulové radky. Vlastné
vidime, Ze zistanou presné tii. Jinymi slovy, vznikne jeden generujici vektor pro homogenni feseni. Abychom tento
krok dokon¢ili, presuneme se do ¢tvrtho sloupce a vyrobime ve ¢tvrtém Ffadku nulu pomoci tretiho.
-2 1 0 -11-2 0 O 1
0 31 0|-2 0 -1 2
o o0 2|-11 1 -3 8
o o0 o1 -2 8 -15
Méame N = 3.
Krok 2: Potfebujme vyrobit spravné soucty v sloupcich.
Aby se prvni sloupec naséital do 4, vynasobime prvni fadek c¢islem —2:
4 -2 0 2| 4 0o 0 -2
0 3 1.0/-2 0 -1 2
o 0 0 2|-11 1 -3 8
o 0 o ol17 -2 8 -15

Prvni fadek je nastaven, takze pokud chceme dosahnout spravného souctu ve druhém sloupci, potfebujeme pouzit
nizsi radky. Nastésti mame v druhém rfadku na spravném misté nenulové ¢islo. Potfebujeme vynéasobit druhy
rfadek vhodnym celym cislem tak, aby v druhém sloupci vznikl spravny soucet, tedy hledame k € Z tak, aby
—2 4+ 3k = —5. Pokud by neexistovalo, soustava by neméla fesSeni.
Nastésti takové k existuje, vynasobime druhy tadek ¢islem —1. Diky nule v prvnim sloupci timto nasobenim

nepokazime to, co jsme pred chvili vytvorili v prvnim sloupci.

4 -2 0 2| 4 0O 0 =2

0 -3 -1 0| 2 0 1 -2

0 O 0 2(-11 1 -3 8

0 0 0 o117 -2 8 -—15
Soucet tfetiho sloupce nelze ovlivnit. Prvni dva fadky jsou jiz nastaveny, jedina Sance néco ovlivnit je mit ve tfetim
rfadku vedouci ¢len, ale neni tam. Muzeme jen ovéfit, zda ma tfeti sloupec spravny soucet. Ano, vychazi —1, mame
$tésti, jinak by soustava neméla feseni.

Ve ¢tvrtém sloupci mame vedouci clen tretiho fadku, mame tedy moznost jej nastavit. Hledame k € Z tak, aby
240+ 2k =0 a najdeme k = —1.

4 -2 0 214 0 0 =2
0 -3 -1 02 0o 1 =2
0 O 0o -2f11 -1 3 -8
0 O 0 01117 -2 8 -—15
Krok 3: Mame N = 3 nenulové fadky, takze &) = (17, —-2,8,—15) a

Fp = (4,0,0,—2) + (2,0,1,-2) + (11,—1,3,—8) = (17, —1,4, —12).
Obecné feseni soustavy je (17,—1,4,—12) 4+ k(17,—2,8, —15) neboli

w =17+ 17k,
x=—-1-2k,
y =4+ 8k,

z=-12— 15k, k € Z.
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Zkouska potvrdi, Ze tato ¢isla opravdu Fesi vSechny ¢étyfi rovnice (fakt jsem ji udélal).

A

Postup z kroku 2, ktery jsme vidéli, je mozné formalizovat.
0. Nastavime j = 1.
1. Pokud se ve sloupci j nenachazi Zadny vedouci ¢len fadku, ovéfime, Ze soucet jeho prvki je c;. Pokud toto neni
splnéno, soustava nema feseni a postup konéi.

Pokud se ve sloupci j nachézi vedouci ¢len néjakého fadku, vynasobime dotycény fadek celym ¢islem tak, aby byl
soucet sloupce j roven c;. Pokud to nejde, soustava nemé feseni a postup konci.

Pokud je j < m, zvétsime j o jednic¢ku a zopakujeme krok 1.

Neni tézké ukazat, ze tento postup dokaze spravné rozpoznat, kdy je vyroba matice (B|R) mozné a kdy ne.
Jesté jeden ptiklad.

Priklad 18b.b: UvaZujme soustavu rovnic
155 4+ 24t — 12u+ 30v =6
10s — 4t + 26w + 14v = 12.

15 24 —-12 30
10 -4 26 14)°
Sestavime pracovni matici a redukujeme ji.

Méme matici soustavy A = (

15 10(1 0 0 0 3 36|11 0 1 0 3 3 (1 0 1 0
24 4|0 1 0 0 0 48/0 1 2 0 0 410 1 2 0
~12 260 0 1 o] | -12 26lo0 0 1 o] " |0 170(4 0 5 0
30 1410 0 0 1 6 9210 0 3 1 0 16412 0 5 1
36 11 0 1 0 3 3,1 0 1 0
4810 1 2 0 0 8|-4 7 4 -2
~ —2214 -4 -3 0] 7o —2|6 -7 —4 1
2012 -3 -1 1 0 2012 -3 -1 1
361 0 1 0 3 31 0 1 0
20 —21 —12 2 0 —2|6 -7 -4 1
~ 2|6 -7 —4 1| 7l0o o020 —21 —12 2
11 0

0162 —-73 —41
36 |1 0 1

-2|6 -7 -4
0120 —21 -—12
012 -10 -5

0162 —-73 —41 11

3611 0 1 0
-2/6 -7 -4 1
010 79 38 —48
012 -10 -5 5

O OO W OO W oo oW
(e}

3
0
1o
0

TN = O

Jesté pak prohodime posledni dva radky.

Nyni pfijde upravovaci faze. Nejprve v prvnim sloupci potirebujeme vysledek 6, takze prvni fadek vynasobime
dvojkou. Prejdeme k druhému sloupci a hledame k € Z tak, aby 72 — 2k = 12, najdeme k = 15. Vynasobime tim
druhy radek.

3 361 0 1 0 6 7212 0 2 0 72| 2 0 2 0

0 -2/6 -7 —4 1 . 0 —-2(6 -7 —4 1 —60|180 —210 —120 30

0 02 —-10 -5 5 0 0|2 -10 =5 5 0 2 —10 -5 5

0 0[O0 79 38 —48 0 00 79 38 —48 0 0 0 79 38 —48
Mimochodem, vidime, ze podminkou fesitelnosti je, Ze c; je ndsobkem tii a co — 72 je sudé, tedy co musi byt sudé.

Dostavame se k posledni fazi feSeni. Prvni dva fadky jsou v levé ¢asti nenulové, takze partikularni feseni je
7, = (2,0,2,0) + (180, —210, —120, 30) = (182, —210, —118, 30)

a obecné feseni pridruzené homogenni rovnice je

#n = k(2,-10,5,5) + 1(0, 79, 38, —48).

—

S OO

Mame feseni nasi soustavy
s =182+ 2k
t=-—210 — 10k + 79]
u = —118 — 5k + 38/
v =30+ 5k — 48]

pro k,l € Z.

A
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Poznamka: Podobné jako u jedné rovnice, ani v pfipadé feSeni soustav neni nutné redukovat vysledkovou ¢ast
matice. Staci ziskat schodovity tvar v levé ¢asti, coz umozni rozeznat Tesitelnost, vyrobit spravna c; a poznat,
které tadky generuji partikuldrni a které homogenni feseni.

A

Poznamka: Podobné jako u jedné rovnice, také u soustav lze feSeni napsat snadno piimo z vysledné matice,
tentokrate po jesté jedné upravé. Prvnich N fadku (ty, které maji vlevo nenulové ¢leny), nahradime jejich souétem,
ostatni fadky vynasobime postupné parametry.

6 121182 —-210 -—-118 30

0 0|2t —-10k -5k bk

0 0] o0l 791 381 —48l

Nyni ve sloupcich snadno piecteme feseni:
s =182 + 2k, t = —210 — 10k + 79I, u = —118 — 5k + 38, v =30+ bk — 48I.

JAN
Cviceni

Cviceni 18b.1 (rutinni): Najdéte obecna FeSeni pro nésledujici rovnice:
a) 21z + 28z — 14y = 35; c)3a+5b+Tc=09;
b) 8x — 12y + 28z = 18; d) 2r —3s+4t —5u+6v=".

Cviceni 18b.2 (rutinni): Najdéte obecnd Feseni pro nésledujici soustavy rovnic:
3r+5s—7t+9u =2

25z — 15y =10 2u —4v + 6w =8
{ c { 3 — Bs+Tt—9u =3

e
4z + 6y = 52; 4u — 8v + 12w = 16; )

9z +6y =5 6u — 9v + 9w = 12 2r + 4s + 6t + 8u = 4;
b>[ d)[ 3z +4y+52=6
6z — 4y = 10; 2u — 4v + bw = 13; f)[
4 45y + 62 =17.
ResSeni:

Poznédmka: Protoze pfi eliminaci matic existuje vice moznych postupi, miize se vase matice lisit. Podstatné je, zZe
by vase vektory mély generovat stejny prostor reseni.

21 (1 0 O 711 0 1 355 0 5
18b.1: a) 280 1 0] ~10/0 1 2]~ 0]0 1 2
—14|10 0 1 0(2 0 3 012 0 3
(5,0,5) + k(0,1,2) + I( 2 0, 3) nebohx—5+2l y==k,z=5+2k+ 3l pro k,l € Z.
M1mochodem ged(21,2 =T.
1 0 0 1 0
b) —12 01 0 O —3 -2 0
2810 0 1 0]-5 -1 1
Nelze 4 — 18, feSeni neexistuje.
3|1 0 0 11-2 0 1 9]—-18 0 9
c) Kladné zbytky: [ 5|10 1 0|~ [0 3 1 —-2]—[0] 3 1 -2
710 0 1 07 0 -3 0 7 0 -3
(—18,0,9) + k(3,1,—2) +1(7,0,—3) neboli a = =18 + 3k + 7l, b=k, ¢ = 9 — 2k — 3l pro k,l € Z.
3|1 0 0 112 -1 0 9118 -9 0
Zaporné zbytky: | 5|0 1 0] ~{0|-5 3 O0O]—|0|-5 3 0
(7 0 0 1) 0j—4 1 1 0j]—4 1 1
(18,-9,0) + k(—5,3,0) +1(—4,1,1) neboli a = 18 — 5k —4l, b= -9+ 3k + 1, c=1 pro k,l € Z.
211 0 0 0 O 1| 2 1 0 00 714 7 0 0 O
=30 1 0 0 O 0|-3 -2 0 0 O 0|-3 -2 0 0 O
d) 410 01 00J~]0/-2 0 1 0 O0Of+—]|0O|]—2 0 1 0 O
—5(0 0 0 1 O 0] 4 1 010 0| 4 1 0 10
610 0 0 0 1 0l-3 0 0 0 1 0/-3 0 0 0 1
(14,7,0,0 0)+k( 3,-2,0,0,0)+1(—2,0,1,0,0)+m(4,1,0,1,0)+n(-3,0,0,0,1) neboli r = 14—3k —2l+4m —3n,
s=7—-2k+m,t=10,u=m,v=mnprok,l,mn€EZ.
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18b.2: a) 25 4‘1 0y (5 -16]-1 _2>+—><10 —32‘—2 _4)»—><10 —32‘—2 —4>'
-15 6|0 1 0 4213 5 0 423 5 0 8 |6 10
(x,y) = (—2,—4) + (6,10) = (4,6) neboli x =4, y = 6.
b)<9 6‘1 0)N<3 10‘1 —1>
6 —4|0 1 0 —24(-2 3 )

Pomoci k € Z nelze vytvotit 3k = 5, proto soustava nemé feseni.

-3 0 1 0 0|-3 0 1
,0,1) neboli u =4+ 2k —3l, v =k, w =1 pro k,l € Z.

2 40100 2 41 0 0 8 16/ 4 0 0
-4 —8lo 1 0 |~ 02 1 0|—={0 0[2 1 0
0

+1(-3,0,

3 2/-1 -1 0 12 8|-4 —4 0 12 8|-4 —4
0

0
5)

+
6 211 0 0 2 0
d)[-9 —-4/0 1 0]~ 110 1 1]1—=10 1|0 1 1]1—=10 5|0 5 5
9 510 0 1 0f 3 4 2 0 03 4 2 0 03 4 2
(u,v,w) = (—4,—-4,0) + (0,5,5) + k(3,4,2) neboli u = —4 + 3k, v =1+ 4k, w = 5+ 2k pro k € Z.
3 3 0 1 0912 -1 0 0
5 1 21 3 0 —2
0
0

1

0 6

0 0o 2|0 23 -1 -12
0 0

1
0
0
9 -9 0 010 55 2 =29
2 22 014 -2 0 0
. 0 6 —-2(1 3 0 -2
0O 0 20 23 -1 -12
0 0 010 5 2 -29
Pomoci k € Z nelze dosdhnout 22 4+ 6k = 3, proto soustava nemé feseni.
3 4|1 0 0 1 1/-1 1 0 6 6|—6 6 0
f)y{4 5/0 1 0| ~[O 1|4 -3 O]~ [0 1|4 -3 0
5 6|0 0 1 0 01 -2 1 0 01 -2 1
(z,y,2) = (—6,6,0) + (4,—3,5) + k(1,—2,1) neboli x = -2+ k, y =3 — 2k, z = k pro k € Z.
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