19. Bonus: Binarni operace

Operace je proces, kdy z objekt urcitého typu vytvorime novy objekt stejného typu. Kazda operace ma presné
specifikovany pocet vstuptu. Neékteré operace maji jen jeden, tieba proces, kdy z komplexniho ¢isla vyrobime
k nému konjugované ¢islo, nebo vytvoreni druhé mocniny z celého ¢isla, nebo kdyz vezmeme slovo a zapiseme jej
pozpatku. Takovym se fikd unarni operace. Pokud doty¢né objekty tvoii mnozinu M, pak dobrym modelem pro
unarni operaci je zobrazeni M +— M.

Existuji operace se tremi a vice vstupy, ale ty jsou vzacné. Pouziti maji naptiklad v projektivni geometrii.
objekty. Vsichni zname s¢itani, jako nematematicky pfiklad mtZzeme uvést operaci, kterd pii soutoku fek urci
jméno vysledné feky z téch dvou. I pro binarni operace bude vybornym modelem zobrazeni.

! Definice.

Necht M je mnozZina. Pod pojmem binarni operace (binary operation) na M rozumime
libovolné zobrazeni o: M x M — M.

Aby se ndm véci lépe psaly, zavedeme specialni znaceni, takze pro prvky z,y € M budeme namisto o(x,y) psét
xoy. To ostatné zname, séitani dvou ¢isel nepiseme +(1,13) = 14, ale 1+ 13 = 14. Nékdy pouzivame i jiné znacky,
tfeba x oy, x * y a podobné.

Zejména v matematice potkavame bindrnich operaci hodné a studujeme je, protoze pokud zjistime, Ze pro
danou operaci funguji urcita pravidla, tak nam to pomuze pii praci s ni. Po setkani s vice operacemi je snadné
si v§imnout, ze mnohé z nich sdileji urcité vlastnosti. Napiiklad pii zkoumani skladéni zobrazeni jsme odhalili
pravidlo (SoT)~! = T710 S~ které se podeziele podoba pravidlu (AB)~! = B~'A~! pro nasobeni matic. Pak
se nabizi otazka, jestli takové pravidlo vzdy vyplyva z konkrétni specifické situace, nebo jestli spiSe neni odrazem
néjakého obecného principu.

Pokud bychom tento princip dokéazali identifikovat a zjistili, co presné je k jeho platnosti potrebné, tak uz
platnost tohoto pravidla dostaneme automaticky ve vsech situacich, kterd spliuji dotycné pozadavky. Nejenze
bychom usSetfili praci, ale navic 1épe porozumime spojitostem mezi riznymi pojmy.

Pravé zkouméani praptivodnich pfic¢in rtznych chovani je jednou z naplni matematiky. Vnese se tim poradek
do mnohdy neptehlednych situaci, navic je ekonomické délat véci jednou, tam, kde na tom opravdu zalezi, nez
stejnou véc délat stejnym zptsobem znovu a znovu pro ruzné inkarnace téhoz. Nevyhoda z hlediska zacatecnika
je, ze se tak dostavame ke zkoumani velice abstraktnich struktur, u nichz se ¢asto nemuzeme odvolat na intuici.
Jde tedy obvykle o dosti pokrocilou latku.

V této bonusové kapitole se takto podivime na chovani binarnich operaci. Identifikujeme uziteéné vlastnosti,
které operace mohou a nemuseji mit, a zavedeme klasifikaci podle toho, kolik Zadoucich vlastnosti ta ktera operace
ma. Zavedeme tak nové pojmy a néco o nich zjistime.

19a. Pologrupy

Zavedenim operace na mnoziné vznikne struktura, kterou pojmenujeme.

Definice.
Pojmem grupoid oznacujeme kazdou dvojici (M, o), kde M je mnozina a o je binarni operace
na M.

Anglicky se tomu fika groupoid ¢i Castéji magma.

Jde o zékladni pojem, ktery téméf nic nevyzaduje ani nepiinasi, vSechny bézné binarni operace pochazeji z né-
jakého grupoidu. Napiiklad vétsinu této knihy pracujeme v grupoidech (Z,+), (Z,-), (Z,—), ale také (Z,,®)
a podobné.

Problémové je déleni. (R, =) neni grupoid, protoze neumime délit nulou, takze napfiklad dvojice (0,1) neni
v defini¢nim oboru zobrazeni +. Grupoidem je (R\ {0}, +), ale ten nam zase nedovoli pocitat 0 = 2 = 0. Takze
déleni se do této algebraické teorie prilis nehodi.

Podivejme se blize na pozadavek, ktery na grupoid mame: ze doty¢né operace je zobrazeni M x M — M.
Jednak to fika, ze musime byt schopni aplikovat operaci na libovolné dva prvky M, coz obvykle neni problém.
Restriktivnéjsi je druhy pozadavek, Ze vysledek operace je vzdy zase z M. Tomu fikdme, Ze mnozina M je uzaviena
na (vzhledem k) operaci o. Lze to vyjadiit takto:

e Pro vSechna z,y € M plati zoy € M.
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Mizeme tedy mluvit o grupoidu (Z, —), ale grupoidem nebude (N, —), protoZe napfiklad nemizeme v mnoziné
N odecitat 13 — 23. Mnozina tedy neni na odecitani uzaviena a nejde o binarni operaci na N.

Protoze grupoid o operaci (kromé uzavienosti) nefika nic, nedéd se ¢ekat, ze bychom ziskali néjaké zasadnéjsi
obecné vysledky o operacich. MuZeme ale zavést klicové pojmy a néco malo se pfece jen dozvime.

Zacneme situaci, kdy mame operaci o na néjaké mnoziné M, ale potfebujeme se omezit na mnozinu mensi.
Podobnou otazku jsme jiz fesili u relaci a zobrazeni. Uvazujme podmnozinu N. Pokud chceme aplikovat operaci
o na prvky z,y € N, tak se na né podivame jako na prvky M a aplikujeme operaci stejnym zptsobem. Protoze
aplikace operace je formalné dosazeni z, y do jistého zobrazeni, tak tim fikdme, Zze zobrazeni funguje na N stejnym
zpusobem jako funguje na M. Jinymi slovy, kdyZ s operaci o prechazime od jeji mateiské mnoziny M k podmnoziné
N, tak vlastné uvazujeme restrikci oy operace o na mnozinu N.

Pfirozenym pozadavkem je, abychom po prechodu k podmnoziné mohli operaci porad pouzivat.

Definice.
Necht (M, o) je grupoid a N podmnozina M. Rekneme, ze N je podgrupoidem (M, o), jestlize
(N,on) je grupoid.

Pozadavek, ze (N, o) je grupoid, je ve skuteénosti velmi jednoduchy.

Véta 19a.1.
Necht (M, o) je grupoid a N je podmnozinou M. Pak N je podgrupoid (M, o) pravé tehdy, kdyz
je N uzaviena na o.

Dukaz (rutinni): 1) =: Jestlize je N podgrupoid, pak je (IV,ox) grupoid, tudiz musi platit x oy y € N pro
vSechna x,y € N. Protoze oy je restrikce o, znamen4a to, ze x oy € N pro x,y € N.
2) <=: Pfedpokladejme, %ze z oy € N pro vSechna x,y € N. Pak ma zobrazeni o: M x M — M po restrikci
na N x N hodnoty v N, tedy oy: N x N — N. Podle definice je tedy (IV,on) grupoidem.

O

Protoze o je fakticky stejné operace jako o, piSeme obvykle jen (N, o).

Protoze se¢tenim dvou piirozenych ¢isel vznikne ¢islo pfirozené, je N je podrupoidem (Z,+). Nicméné N neni
podgrupoidem (Z, —). Podobné nahlédneme, ze Rt (kladna redlnd ¢isla) jsou podgrupoidem (R, -), zatimco R~
jim nejsou (soucin dvou zapornych realnych ¢éisel neni zaporné ¢islo).

Méme pfirozeny fetizek, (C,4) ma podgrupoid R, ten zase Q, ten zase Z, ten zase mé podgrupoid N a ten
miize mit tfeba podgrupoid 2N, coZ je mnozina vSech sudych kladnych ¢isel. Snadno si rozmyslime, Ze je uzaviena
na sc¢itani. Takovéto fetizky jsou uzitecné, protoze jak brzy uvidime, vlastnosti se obvykle ,dédi“, tudiz pak staci
véci dokazovat pro tu ,nejvétsi“ mnozinu.

Neékdy se v grupoidu najdou prvky, které se v operacich chovaji specifickym zpusobem.

Definice.
Necht (M, o) je grupoid. Rekneme, Ze prvek z € M se nazyvéa absorbéni prvek (absorbing
element), jestlize pro vSechna z € M plati zox =x o0z = 2.

Inspirace ke jménu je ziejma: KdyZ absorbéni prvek nékoho potka, tak ho sezere. To se také odrazi v alternativnim
anglickém nazvu anihilating element.

V grupoidu (Z,-) je takovym prvkem nula, protoze 0 -z = x -0 = z pro vSechna z € Z. Proto se mu také
nékdy rika nulovy prvek, ale je to nebezpecné, protoze se muze plést se stejné nazvanym prvkem z pokrocilejsi
struktury. V grupoidu (Z, +) absorbéni prvek neni. Viibec ndm to nevadi. Absorbéni prvek je spi$ kuriozita nez
néco klicového.

I kdyz u grupoidt o operaci nic nevime, 1ze néco dokézat.

Fakt 19a.2.
Necht (M, o) je grupoid. Pokud méa absorbéni prvek, tak je jediny.

Pouzijeme obvyklou strategii: Uvazujeme dva mozné kandidaty a ukézeme, Ze je vlastné jeden. Zde staci pouzit
vlastnost z definice.
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Dukaz (poucny): Necht zi, 22 jsou absorbéni prvky (M, o). Podivame se na z; o zo dvakrat, jednou o¢ima
absorb¢niho prvku z;, podruhé oéima absorbéniho prvku zs. Dostaneme z; = z1 0 29 = 29.

O
Nasledujici typ prvku uz je dilezity.

! Definice.

Necht (M, o) je grupoid. Rekneme, Ze prvek e € M se nazyva jednotkovy prvek ¢i identita
(identity element), jestlize pro vSechna z € M plati eox =z oe = .

Nézev jednotkového prvku je inspirovan nasobenim: e = 1 je jednotkovym prvkem napiiklad pro (Z,-), protoze
plati 1.z = x-1 = z pro vSechna = € Z. Jestlize je doty¢né operace siln€ podobn4 s¢itani a oznacena + ¢i podobné,
pak se Casto jednotkovy prvek znaci také n ¢ 0 a nazyvé se neutralni prvek. Tady to ale radé&ji délat nebudeme,
aby nebyl zmatek. I jednotkovy prvek (pokud existuje) je jednoznacné urcen.

! | Fakt 19a.3.

Necht (M, o) je grupoid. Jestlize v M existuje jednotkovy prvek, pak je jediny.

Dukaz (pouény): Nechf e, f jsou jednotkové prvky (M, o). U vyrazu eo f pouzijeme nejprve to, ze f je jednot-
kovy prvek, a pak to, ze také e je jednotkovy prvek. Dostaneme e = eo f = f.
O

Dostavame se k prvni ukézce dédi¢nosti.

! véta 19a.4.

Necht (M, o) je grupoid a N jeho podgrupoid.
(i) Jestlize v M existuje jednotkovy prvek e a e € N, pak je e jednotkovy prvek v (N, o).
(ii) Jestlize v M existuje absorbéni prvek z a z € N, pak je z absorbéni prvek v (N, o).

Dukaz: (i): Necht x € N. Na N pouzivame restrikci operace (zobrazeni) z M, tedy plati x oy e =z oe = x,
protoze e je jednotkovy prvek v M. Podobné e oy x = x.
(ii) se dokaze obdobné.

Il

Z jednoznaé¢nosti jednotkového prvku (fakt 19a.3) vyplyva, ze kdyZ se v podgrupoidu N ocitne jednotkovy prvek
ez M, tak uz N zadny jiny jednotkovy prvek mit nemize. Pokud ale do N to e nevlozime, tak se mize stat, ze si
N poridi ,,sviaj* jednotkovy prvek f. Aby to nebylo v rozporu s jednoznacnosti v M, tak f nesmi byt jednotkovym
pro celé M. Totéz plati pro absorbéni prvek. Viz ptiklad 19a.a a dalsi.

Pokud umime operaci spojovat dva prvky, dokazeme jich spojovat i vice. Specidlnim pfipadem takového vicena-
sobného spojovani je pak mocnina.

! Definice.
Necht (M, o) je grupoid.
(i) Pro libovolné n € N a z1, 22, x3,... € M definujeme x; o - - o x,, rekurzivnim vzorcem
(0) z1 = x1;
(1) zy0---oxpoxpyy =(xr10---0xy) 0Ty pron € N.
(ii) Pro libovolné n € N a z € M definujeme mocniny x takto:
0) 2! = 1;
(1) 2"t = (z") o2z pron € N.
Umluva: Mocnina mé prioritu pfed operaci o, neni-li zédvorkou feceno jinak.

Napriklad rekurzivnim pouzitim definice ziskame
T10XT20Xx30Ty4 = (331 ox20x3)ox4 = ((1’1 O$2)O$3)O£I}4.
Vidime, ze ¢tyfi prvky dokdzeme spojit tim, Zze postupné spojujeme dvojice, coz binarni operace umi.
Mocnina je pro zacatecnika zradna, protoze se podoba bézné mocning, ale ve skutecnosti je to jen zkratka pro

opakovani operace z uvazovaného grupoidu. Pokud naptiklad pracujeme v (Z, +), pak vysledek vyrazu 23 neni 8,
ale je to (2+2) +2=6.

Aby se operace s vice prvky a mocnina chovaly rozumné, potiebujeme od operace néco vic, nez ze jen existuje.
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Definice.

Necht (M, o) je grupoid.

Rekneme, Ze operace o je asociativni, jestlize pro viechna z,y, z € M plati (roy)oz = xo(yoz).
Rekneme, Ze operace o je komutativni, jestlize pro vSechna x,y € M plati zoy =y o x.

Komutativita je patrné znaméjsi, ale ve skutecnosti jeji pritomnost ¢i nepfritomnost neovlivni néjak zasadné
vlastnosti vysledné struktury. D4 se Tict, Ze je pfijemné ji mit, protoze ulehcuje pocitani, ale obejdeme se bez ni.
Zato asociativita je naprosto zasadni, bez ni se toho moc udélat neda a naopak s ni se d4 vybudovat zajimava
teorie. Proto se Casto vyklad déla rovnou pro svéty s asociativni operaci, které maji specidlni jméno.

Definice.
Necht (M, o) je grupoid. Rekneme, Ze je to pologrupa (semigroup), jestlize o je asociativni.

Pokud je v grupoidu ¢ pologrupé (M, o) operace komutativni, tak fekneme, ze ten grupoid ¢ pologrupa jsou
komutativni neboli abelovské. Jak uz jsme naznacili, neni to zasadni a uvidime, ze se vSechny poznatky bez
komutativity obejdou.

Jak brzy uvidime, naprostd vétsSina znamych matematickych struktur jsou pologrupy. Proto se v nich dobie
pracuje.

Zac¢neme navratem k aplikovani operace na vice prvki. Rozmysleli jsme si, ze

x10x90x30xwy = ((1 029) 0 x3) 0 24.

Toto poradi je tfeba obecné dodrzovat. Jsme napiiklad zvykli, Ze p¥i pocitani 5 + 7 + 3 bychom preferovali zacit
souctem 7+ 3, ale definice to nedovoluje a jsou operace, u kterych by takovyto ,nepfedpisovy“ postup dal chybny
vysledek. Pokud je ovSem naSe operace asociativni, tak ndm dovoli zdvorky pfesouvat a pocitat napriklad takto:

x10x90x30xy = (1 0x9)0 (T30Ty).
Vsimnéte si, ze i zde se kazda operace aplikuje na dva vstupy.

7 toho pak vzplyva svoboda zvolit si, v jakém poradi takové vyrazy vyhodnocujeme, coz hraje velkou roli
v uziteCnosti takového pocitani. Mizeme mimo jiné dokazat povédomé vzorce.

! | Fakt 19a.5.
Necht (M, o) je pologrupa a x € M. Pak pro vSechna m,n € N plati:

(i) 2™ o g™ = ™t

(ii) (™) = 2™

Dukaz (pouény): (i): Dukaz povedeme indukei na n. Zvolme tedy pevné m € N a dokédzeme pro vSechna n € N,
ze (x™) o (z") = ™™,
(0) (z™) o (z1) = (z™) o x = 2™ podle definice mocniny.
(1) Pro néjaké (libovolné) n € N predpokladejme, Ze (z™)o (z™) = 2™ *". Pak pomoci vzorcii z definice mocniny,
asociativniho zakona a indukéniho predpokladu dostaneme

(xm) o (.CETH_I) — (xm) o (l,n OJI) — (:L,m Omn) o g (xm—i—n) ox = x(m+n)+1 — xm—l—(n—i—l).
Vzhledem k priorité mocniny byly nékteré zavorky zbytecné, ale pri praci v abstraktnich prostorech je lepsi byt
opatrny. VSichni jsme totiz zvykli pracovat s redlnymi ¢isly a béznymi operacemi a mnohé véci délame skoro bez
premysleni, ale u obecnych pologrup viibec nemusi platit. Je proto dilezité si u kazdého kroku peclivé rozmyslet,
pro¢ vlastné plati.
(ii): Diikaz se nejlépe déla indukei na n, pouzije se i vysledek z (i). Nechdme to jako cviceni 19a.2.

I v ptipadé pologrup bychom nékdy radi pfechazeli k podmnozindm, aniz bychom ztratili vlastnosti.

Definice.

Necht (M, o) je pologrupa a N je podmnozinou M. Rekneme, ze N je podpologrupa (M, o),
jestlize (N, on) je pologrupa.

Neékdy také fikdme, ze (NN, o) je podpologrupa (M, o).

Jestlize ma byt (IV, on) pologrupou, tak musi byt v prvni fadé grupoidem, tedy N podle véty 19a.1 musi byt N
uzaviena na operaci o. Navic by méla operace oy spliiovat podminku asociativity, ovsem jakoZto restrikce musi
mit stejné vysledky operaci jako o, takze by prislusnd rovnost meéla platit automaticky a zadna dalsi podminka
neni tieba.
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Véta 19a.6.
Necht (M, o) je pologrupa a N je podmnozinou M. Pak N je podpologrupa (M, o) pravé tehdy,
kdyz je N uzaviend na o.

Dukaz (rutinni): 1) = Jestlize je N podpologrupa, pak je (N,ox) pologrupa, tudiz také podgrupoid a uza-

vienost plyne z véty 19a.1.

2) <: Predpoklddejme, ze x oy € N pro vSechna z,y € N. Podle véty 19a.1 je pak (N, oy) grupoid.
Vezméme libovolné z,y, 2z € N. Protoze oy a o davaji na N shodné vysledky, diky asociativité o dostavame

(xony)onyz=(xoy)oz==xo(yoz)=xzoyn (yon 2).
O

Obdobné se snadno dokéze, ze pokud je (M, o) komutativni, tak libovolny podgrupoid musi byt také komutativni.
Asociativita a komutativita se tedy dédi pfechodem k podgrupoidu.

Podotknéme, Ze selhédni asociativity ¢i komutativity se naopak dédit nemusi. Protoze se prechodem k mensi
mnoziné zmensi naroky kladené prislusnou podminkou, muze se stat, Ze operace ma na podmnoziné lepsi vlastnosti
nez na puvodni vétsi mnoziné, viz priklad 19a.a.

Tato véta méa dvoji vyuziti. Pfedstavme si, Ze madme mnozinu N a operaci o. Pokud chceme ovéfit, ze (IV, o)
je pologrupa, tak podle definice musime ovérit uzavienost N na operaci o a pak potvrdit platnost asociativity
pro operaci. U dalsich struktur pfibudou i dalsi pravidla. Alternativni (a velmi populdrni) strategie je najit
nadmnozinu M, o které uz je znamo, Ze s operaci o tvofi pologrupu (¢i ¢asem jinou strukturu). Pak nemusime
testovat asociativitu (pfipadné jind pravidla), sta¢i ovétit uzavienost N na operaci.

Jako druhé vyuziti ndm véta umozni generovat nové pologrupy tim, zZe u zndmé pologrupy omezime mnozinu,
ovSem musime si pohlidat uzavienost na operace.

Nyni ukdzeme piiklady grupoidti a pologrup. Za¢neme prostory, které divérné zname, nikterak prekvapivé to
budu pologrupy a casto také budu obsahovat specidlni prvky. Poté prejdeme k exoti¢téjsim pfikladtim. Klicova je
asociativita a existence jednotkového prvku, komutativita je bonus a absorbéni prvky jsou spi$ jen pro zajimavost.

Priklad 19a.a:
1. Od détstvi vime, ze s¢itani je asociativni a komutativni. Muzeme tedy prohlésit, ze (C, +) je komutativni polo-
grupa. Pak uz to bude automaticky platit i pro vSechny podpologrupy tvorené mnozinami uzavienymi na s¢itani,
tedy mame oblibené pologrupy (R, +), (Q,+), (Z,+) ¢ (N, +).

S vyjimkou N maji vSechny jednotkovy prvek e = 0, protoze pro vSechna ¢isla x mame

O+x=2z+0=n=x.

Tento jednotkovy prvek najdeme také v pologrupé (Np, +). Absorbéni prvek bychom ale pro s¢itani hledali marné,
leda Ze bychom brali oo jako ¢islo (to byl pokus o matematicky vtip).

Podobné je to s nasobenim, mame komutativni pologrupy (C,-), (R,-), (Q,), (Z,-) ¢ (N,-) nebo (Np,-).

Vsechny tyto pologrupy maji jednotkovy prvek e =1 a s vyjimkou N také absorbéni prvek z = 0.

Vime, Ze pro x,y > 2 plati zy > 2. TakZe (2,00) je podpologrupa (R, -) neboli ((2,00),-) je (komutativni) polo-
grupa, kterd nema jednotkovy ani absorb¢éni prvek. Vidime, ze asociativita ani komutativita nepomohla s existenci
specialnich prvki.

(Z,—) je grupoid, ale pologrupa to neni, protoze neplati asociativni zdkon: (5—2)—1 = 2, zatimco 5—(2—1) = 4.
Ze stejného dtivodu neni pologrupou (R\ {0}, +). Operace odecitani a déleni se tedy do této teorie nevejdou. Nés
to ale nemrzi, protoze jak uz od kapitoly 2 vime, z pohledu teorie je nepotiebujeme.

Mimochodem, od¢itani na Z a déleni na R\ {0} nemaji jednotkovy ani absorbéni prvek.

Vratme se ke grupoidu (R\ {0}, +), ktery neni asociativni ani komutativni a nem4 jednotkovy prvek. Uvazujme
N = {-1,1} coby podmnozinu R\ {0}. Je uzaviend na déleni, tedy ({1}, +) je podgrupoid (R\ {0}, ). Tento
podgrupoid je jiz asociativni, protoze vyrazy = + (y + z) a (zr + y) + z davaji pro 1 stejné vysledky. Je to
tedy pologrupa, dokonce komutativni a také mé jednotkovy prvek e = 1. Vidime tedy pripad zlepsSeni vlastnosti
prechodem k podmnoziné.

2. Pripomenime, ze kdyz je X né&jakd zndméa ¢&iselnd mnozina, tak z ni znadenim X vybereme jen kladné &isla
a znacenim X~ jen zapornd c¢isla, znacenim Xy pak pridame nulu.

Snadno si rozmyslime, ze tteba (Z~,+), (RT,+), (QF,+), (Q*,-), (R\{0},-) jsou pologrupy. Staci napiiklad
ukézat, ze soucet dvou zapornych celych cisel je zdporné celé ¢islo, coz ukazuje uzavienost Z~ na scitani, a tedy
je to podpologrupa naptiklad pologrupy (Z, +).

Naopak (Z~, ) pologrupou neni, protoZe to sice je podmnozina pologrupy (Z, -), ale neni uzaviena na nasobeni,
vynasobenim dvou zapornych ¢isel nedostaneme zaporné ¢islo. QT je uzaviend na déleni, takze (Q, <) je grupoid.
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3. Zvolme ptirozené ¢islo n a definujme nZ = {nk; k € Z}, naptiklad 2Z je mnozina vSech celych nasobku 2 ¢ili
mnozina sudych ¢isel. Ovérime uzavienost takové mnoziny na obé znamé operace:

Jestlize z,y € nZ, pak existuji k,l € Z takové, 7e x = nk ay = nl. Proto x +y = n(k+1) a k +1 € Z, tudiz
podle definice nZ plati = + y € nZ. Podobné xy = n(nkl) a nkl € Z, tudiz z - y € nZ.

Proto jsou (nZ,+) a (nZ,-) pologrupy pro vsechna n € N. Pologrupa (nZ, +) méa vzdy jednotkovy prvek e = 0,
ale pologrupa (nZ,-) ma jednotkovy prvek jen pro n = 1, pak 1Z = Z.
4. V realném svété paradoxné nepracujeme s realnymi ¢isly, ale jen uréitou podmnozinou v zavislosti na pouzité
vypocetni technice. Napiiklad moje kalkulacka si pamatuje jen 13 mist z kazdého realného ¢isla. To ma necekané
dopady. Abychom je 1épe vidéli, trochu zmensime rozsah. Nechf M je mnozina vSech redlnych ¢isel s 2 platnymi
¢islicemi. Obsahuje tedy ¢isla jako 14, —1.7, 13000 a podobné. Zato neobsahuje ¢islo 747, to se v nasem svété M
automaticky prevede ofiznutim na 740.

Uvazujme prostor (M, +), kde + je ted s¢itéani ,pocitacové“, kdy se vysledky automaticky prevadéji ofiznutim
do M. Tvrdime, ze takovéto séitani neni asociativni, tudiz (M, +) neni pologrupa. Dokdzeme to snadno, porovnejte
(110+7) +7 =110+ 7 = 110,

1104 (7+7) = 110 + 14 = 120.
Pokud bychom pfi prevodu vysledku operace do M neofezavali, ale zaokrouhlovali, stejné by to dopadlo jinak:
(110+7) +7 =120+ 7 = 130,
110 + (7+7) = 110 + 14 = 120.
Takze s¢itani, teoreticky krésné asociativni operace, neni v poéitacich asociativni (pro vice ¢isel pak ani komuta-
tivni), coz muze pfi vypocétech zpusobovat fatalni chyby. Lidé, ktefi se poc¢itacovymi vypoclty zaobiraji, na toto
musi myslet.
Pocitacové scitani mé jednotkovy prvek e = 0.
Podobny problém méame s nédsobenim, které také neni asociativni:
(15-13) - 11 =190 - 11 = 2000,
15-(13-11) = 15 - 140 = 2100.
Ma4 ale jednotkovy prvek e = 1 a absorb¢ni prvek z = 0.
To ukazuje, Ze existence specidlnich prvkt nesouvisi s asociativitou ¢i komutativitou.

A

Piiklad 19a.b:
1. Ve vicedimenzionalnich prostorech umime séitat vektory (délame to po soufadnicich), opét jde o asociativni
a komutativni operaci. UkdZeme asociativitu pro R2. Necht (s,t), (u,v), (x,y) € R2. Pak pomoci asociativity pro
bézné scitani dostaneme

[(s,8) + (u,v)] + (z,y) = (s +u, t +v) + (x,y) = ([s + u] + z, [t + v] + ¥)

=(s+lutali+vt+y])=(s0)+ (utzv+y)=(s1)+[(u,0) + (z,y)].

Maéme tedy pologrupu (R™, +) nebo tfeba (Z™,+). M4 jednotkovy prvek, nulovy vektor 0,, = (0,0,...,0). Neméa
jej pologrupa (N™,+), ktera je podpologrupou (Z™,+): s¢itdnim vektori se soufadnicemi z N zase dostaneme
vektory se soufadnicemi z N.

Jak vlastné mnoziny uzaviené na s¢itani vypadaji? V tom nam pomtize linearni algebra, jsou to napriklad vsechny

linedarni podprostory. Takze v roviné budou takovymi podmnozinami vSechny piimky prochézejici pocatkem,
v tfirozmérném prostoru zase vSechny primky ¢i roviny prochézejici poc¢atkem. Takto je tedy mozné vytvaret
zajimavé pologrupy, tieba N = {(s,t,2s —t); s,t € R} je rovina prochazejici pocatkem v R3, proto je (N, +)
pologrupa.
2. Standardni nésobeni na vektorech neexistuje, tak si operaci spojenou s nasobenim vymyslime. Nechame se
inspirovat klasickym séitanim a zavedeme nésobeni po soutadnicich, pro (u1,...,u,), (z1,...,2,) € R™ definu-
jeme (up, ..., up)*(T1,...,2n) = (U1 T1,... ,Up - T,). Podobné jako u s¢itani se snadno dokaze, Ze se vlastnosti
obvyklého nésobeni ¢isel prenéseji také na tuto operaci, dostavame tak pologrupy (R, *) ¢ tieba (N, x).

V téchto pologrupach mame jednotkovy prvek e =1,, = (1,1,...,1) a absorbéni prvek z = 0,,.

Uvazujme ted N = R x {0} = {(2,0); » € R} coby podmnozinu R2. Je uzaviena na nase specidlni nasobent,
protoze

(u,0) * (x,0) = (u-2,0-0) = (uz,0) € N.

Proto je (N,-) pologrupou, dokonce komutativni. Jednotkovy prvek 1 z R? se do ni nedostal, ale ma svij:
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e = (1,0). Ovéiime:
(u,0) % (1,0) = (u-1,0-0) = (u,0), (1,0) * (u,0) = (1-u,0-0) = (u,0).
Samoziejmé tento prvek neni jednotkovym prvkem v (R2, %), takZe ke sporu s jednoznac¢nosti tam nedochézi.
Operaci lze na vektorech vymyslet spoustu, viz tfeba cvi¢eni 19b.1.

A

Piiklad 19a.c: Diky vété 2b.1 vime, Ze s¢itani i nésobeni na Z, = {0,1,...,n — 1} je asociativni (a také
komutativni). Mame tedy pologrupy (Z,,+) a (Zy, ). Prvni ma jednotkovy prvek 0, druhd jednotkovy prvek 1
a absorb¢ni prvek 0.

Uvazujme n = 8 a N = {0,2,4,6}. Snadno ukdZeme, Ze tato mnozina je uzaviend na nasobeni modulo 8, je
to tedy podpologrupa (Zs, ). Neobsahuje jednotkovy prvek e = 1 a nema zadny sviyj, ale zachovala si absorbéni
prvek z = 0.

JAN

Priklad 19a.d: IV, «,[R] oznacuje mnozinu vSech realnych matic velikosti m x n. Takové matice umime scitat,
coz je opét operace komutativni a asociativni. (DM, x,[R],+) je tedy pologrupa. M4 jednotkovy prvek, nulo-
vou matici 0, xpn. Zajimavou podpologrupou je mnozina IV, x,[Z] celo¢iselnych matic, kterd je zjevné uzaviena
na séitani.

Pro nésobeni se musime omezit na ¢tvercové matice. (IM,[R],-) je pologrupa, kteréd ale pro n > 1 neni komuta-
tivni. M4 jednotkovy prvek, jmenovité jednotkovou matici F,,, zatimco 0,, je absorbéni prvek. I zde tvofi ¢tvercové
celociselné matice velikosti n podpologrupu.

Velmi uzite¢nou podpologrupou (IM,[R],-) je mnozina IM[R] vsech regularnich realnych matic n x n, tedy
¢tvercovych matic s nenulovym determinantem. Z linearni algebry vime, Ze soucin dvou regularnich matic je
regularni, tudiz je tato mnozina uzaviena na nasobeni a (IMF[R],-) je pologrupa. Miizeme uvazovat i pologrupu
celoc¢iselnych regularnich matic.

Dalsi zajimavou podpologrupou (IM,,«,[R],-) je mnozina D,,[R] vSech diagondlnich matic rozméru n x n, kterd
je zjevné uzaviena na nasobeni. Zatimco ptivodni pologrupa komutativni neni, tato podpologrupa ano. D, [R] je
také uzaviend na s¢itani, je to tedy podpologrupa (M, x,[R],+). Uzaviena na obé operace je také mnozina D, [Z]
celociselnych diagonalnich matic.

A

Priklad 19a.e: P oznacuje mnozinu vSech readlnych polynomu. I zde mame operace séitani a nasobeni, které
jsou asociativni a komutativni. Obé pologrupy (P,+) a (P,-) maji jednotku, pro séitani to je nulovy polynom
p(z) = 0 a pro nasobeni konstantni polynom p(z) = 1. Nulovy polynom je absorbénim prvkem pro nésobeni
polynomi.

I zde je mozné omezit se na polynomy nad celymi ¢isly a stale ptijde o pologrupy.

Zajimavou podpologrupou vzhledem ke séitani je mnozina P,, polynomu stupné nejvyse n.

Trocha exotiky: Mnozina N vSech polynomt, které maji 13 jako kofen, je uzaviena na nasobeni.

A

Priklad 19a.f: Necht U je libovolnd mnozina, uvazujme M = P(U) neboli vSechny podmnoziny U. Pokud sjed-
notime ¢i pronikneme dvé podmnoziny U, pak je vysledn&d mnozina zase podmnozinou U, mame tedy uzavienost
M vzhledem k témto dvéma operacim. Je zndmo, Ze prunik i sjednoceni jsou asociativni (a také komutativni).
Proto jsou (M,N) a (M,U) pologrupy.

(M,N) mé jednotkovy prvek e = U a absorbéni prvek z = (), protoze pro kazdou podmnozinu A mnoZziny U plati
ANU=Aa AND=0.

(M, U) mé jednotkovy prvek e = () a absorbéni prvek z = U, protoze pro kazdou podmnozinu A mnoziny U plati
AUuP=AaAUU="U.

Najdeme néjaké zajimavé podpologrupy (M,N) a (M,U)? Pfirozena situace nastane, kdyZ se rozhodneme ne-
pracovat s podmnozinami celého universa U, ale jen s jeho ¢asti (podmnozinou) V. Protoze kazda podmnozina V'
je také podmnozinou U, bude mnozina N vSech podmnozin V' zase podmnozinou mnoziny M vSech podmnozin
U. Snadno ovéfime, ze N je uzaviend na prunik i sjednoceni, je to tedy podpologrupa (M,N) i (M,U).

Naopak pokud zkusime jako N vzit vSechny podmnoziny U se sudym poctem prvki, tak to nebude fungovat. Je
snadné si predstavit, Ze prinikem dvou chytfe vybranych dvouprvkovych mozin vznikne jednoprvkova a nemame
uzavienost vzhledem k priniku, sjednocenim dvouprvkovych mnozin zase mize vzniknout i t¥iprvkova.

Néapad: Zvolme pevné néjaky prvek v € U, necht N je mnozina vSech podmnozin U, které obsahuji u. Pak uz
jsou (N,N) i (N,U) pologrupy (rozmyslete si uzavienost, viz cviceni 19a.1).
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Operace mnozinového rozdilu neni asociativni, protipfiklad se snadno najde. Takze (M,\) je grupoid, ale ne
pologrupa. Tato operace neni ani komutativni a nemé specialni prvky.

Naopak vse a jesté vice vychéazi pékné pro symetricky rozdil, viz cvi¢eni 19b.3.

A

Priklad 19a.g: V booleanovské algebie pracujeme s pravdivostnimi hodnotami 7" a F' (true a false). Standardné
pouzivame undrni operaci negace —p a dvé bindrni operace, logicky soucin (konjunkci) p A ¢ a logicky soucet
(disjunkci) pV ¢q. O obou se snadno dokaze, ze jsou asociativni, takze ({7, F'},A) a ({71, F'}, V) jsou (komutativni)
pologrupy.

({T, F}, \) ma jednotkovy prvek e = T' a absorbéni prvek z = F, protoze pro libovolny vyrok p plati p AT = p
apANF =F.({T,F},V) ma jednotkovy prvek e = F' a absorb¢ni prvek z = T, protoze pro libovolny vyrok p plati
pVFEF=papvT=T.

V elektrotechnice hraje vyznamnou roli fakt, Ze vsechny logické operace se daji nahradit operaci jedinou, ktera
se nazyvad NAND. Je to negace konjunkce, tedy p NAND ¢ = —(p A q). Ve formélni logice se s ni nepracuje mimo
jiné proto, Ze neni asociativni:

(FF NAND T) NAND T'=T NAND T =F,
F NAND (T NAND T)=F NAND F=T.

Tato operace nema jednotkovy ani absorbéni prvek. Je komutativni, ale neni ji to nic platné.

A

Priklad 19a.h:
1. Zvolme néjakou mnozinu A. Nechf M je mnozina vSech zobrazeni z A do A. Pak je M spolu s operaci skladani
pologrupa, viz véta 8a.2. Obecné neni komutativni.

Ma4 jednotkovy prvek e = I 4, viz fakt 8a.8.

Podle faktu 8b.3 je mnozina vSech prostych zobrazeni z A do A uzaviena na sklddani, totéz plati pro mnozinu
vSech zobrazeni na a mnozinu vSech bijekci. Jsou to tedy pologrupy. Obzvlasté uzite¢na je pologrupa vsech bijekci
se sklddanim, kterou nize potkdme v jiném pfevleku, viz priklad 19b.m.

2. Necht M je mnozina vSech relaci na A. Pak je M s operaci sklddani pologrupa, viz fakt 4a.9. Opét neni
komutativni.

M4 jednotkovy prvek e = A(A), viz cvifeni 4b.19.

Z celé pologrupy se muZzeme omezit napiiklad na relace reflexivni (véta 4c.10) nebo tfeba na usporadani ¢i
na ekvivalence a opét ziskdme pologrupy.

3. Vezmeme-li interval I redlnych ¢isel a uvazujeme mnozinu F'(I) v8ech redlnych funkei na I, pak jsou (F(I),+)
a (F(I),-) pologrupy. Prvni méa jednotkovy prvek, funkci f(z) = 0, druhd mé jako jednotkovy prvek funkci
flx)=1.

Protoze funkce jsou specialni pfipady zobrazeni, je pro né skladani asociativni a (F'(R),0) je tedy pologrupa.
Jednotkovym prvkem je funkce f(z) = . Ani u funkci neni skladani komutativni.

Existuji velmi uzite¢né podpologrupy funkci. Vezméme mnozinu C(I) vSech spojitych funkci na I a mnozinu
C(I) vsech funkci na I, které jsou tam spojité, maji prvni derivaci a i ta je spojita na I. Véty z matematické
analyzy zarucuji, ze tyto dvé mnoziny jsou uzaviené jak na s¢itani funkci, tak na jejich nasobeni, dostavame tak
zajimavé pOlOgrupy (C(I>7 +)7 (C(I)7 ')7 (Cl (1)7 +) a (Cl (I)> )

Podobné se ukaze, ze pologrupami jsou také (C(R),o0) a (C1(R),o), ani skldddni funkci nezkazi spojitost ¢i
diferencovatelnost.

A

Priklad 19a.i: Uvazujme na N operace z o, y = ged(z,y), tj. nejvétsi spolecny délitel, a = o; y = lem(x,y), tj.
nejmensi spole¢ny nasobek.

Naptiklad 30, 7=1,30;7=21,40,6 =2,40;6 = 12.

Uzavienost mnoziny N na tyto operace je zjevna, mame tedy grupoidy. Plati asociativita? Asi nejjednodussi je
ukézat, ze (x o4 y) 04 z odpovida nejmensimu spole¢nému déliteli z, y, z stejné jako x o, (y o4 2) (viz cviceni 1b.13),
tudiz se museji rovnat. Podobné se da vysetfit druhé operace.

Mame tedy pologrupy (N, o,) a (N, o;). Obé jsou komutativni.

Protoze plati ged(1,a) = |a|, je z =1 absorbénim prvkem pro (N, o4), nemé ale jednotkovy prvek.

Naopak diky lem(1,a) = |a| ma (N, o;) jednotkovy prvek e = 1, ale nem4 absorbéni prvek.

Piipomernime si mocninu. Pro celé ¢islo x mame

2 =rxo,z0,7 = (v0,1)0,x=ged(z,r)0, v =10, =ged(z,) = 2.
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Indukei se snadno dokaze, ze v (N, o,) je 2™ = x pro vSechna x € N, takze tam vlastné mocnina nic nedéla. Totéz
plati pro (N, o).
A

Priklad 19a.j: Uvazujme libovolnou neprazdnou mnozinu M. Je mozné zadefinovat operaci pfedpisem zoy =y
pro vsechna z,y € M.

Naprtiklad pro M = Z by platilo 207 =7,702 =2, 5013 = 13 atd.

Snadno se ovéfi, Ze tato operace je asociativni. Pologrupé (M, o) se fikd ,left zero semigroup®. Tato operace
neni komutativni, pokud ma M alesponi dva prvky. Pokud totiz z,y € M a x # y, pak majilzoy=yayox ==z
ruzné vysledky. Tyto rovnosti také (po tivaze) ukazuji, ze pokud ma M alesponi dva prvky, tak tato operace nema
jednotkovy ani absorbéni prvek.

Mizeme také vybrat néjaky prvek a € M a definovat x oy = a pro vSechna xz,y € M. Pak je (M, o) komutativni
pologrupa. Méa absorbé¢ni prvek z = a, ale v pfipadé alespon dvouprvkové M nema jednotkovy prvek.

Pokud M = {a}, tak obé operace vychazeji nastejno, je jen jeden mozny vypocet aoca = a. ({a}, o) je komutativni
pologrupa a e = z = a slouzi jako jednotkovy i absorbéni prvek. Mimochodem zadné jina operace na jednoprvkové
mnoziné existovat nemize.

A

Priklad 19a.k: UvaZujme mnozinu Ny a na ni operaci x og iy definovanou jako vzdéalenost x a y na redlné ose,
tedy x oqy = |z — y|. Tato operace neni asociativni:

(10d2)0d3:10d3:2,
10d(20d3):10d1:0.

M4 nicméné jednotkovy prvek z = 0, nebot |x — 0| = |0 — x| = |x| = = pro = € Ny.
Mimochodem, tato operace je komutativni.
A

Priklad 19a.l: Barvu o¢i uréuje mimo jiné dvojice gent stejného typu, oba pfichézi ve dvou forméch, H a b.
Gen H je dominantni a jakmile se v té dvojici objevi, budou oc¢i hnédé. Gen b je recesivni a pfevladne jen tehdy,
kdyz jsou takové ve dvojici oba, pak jsou o¢i modré. Mizeme to vyjadrit takto: HoH = H, Hob= H,boH = H,
bob = b. Tim vznikla binarni operace na mnoziné M = {b, H}. Rozmyslime si, Ze pro tuto operaci plati asociativni
zékon.

Méme-li vyrazy (zoy)oz a xzo(yoz), tak jsou dvé moznosti. Jestlize je néktery z x, y, z roven H, pak dominantni
gen ovladne vSechny operace a vysledky obou vzorcti jsou H. V opa¢ném piipadé jsou ve vzorcich sama b a vysledek
bude u obou vyrazu b.

Takze tento objekt (M, o) je (komutativni) pologrupa. M4 jednotkovy prvek e = b a absorbéni prvek z = H.

AN

Operace na konec¢nych mnozinach, které nelze definovat vzorcem, se spiS nez vyctem moznosti definuji tzv.
Cayleyho tabulkou. Tabulka pro geny oc¢i z ptikladu 19a.l vypadéa takto:

olHI| Db Operace zadané tabulkou jsou nepfijemné, protoze chceme-li zjistit, zda plati néjaky zakon, tak
gl gl g| musime vyzkouset vSechny moznosti dosazeni, coz je docela dost. V pfipadé asociativniho volime
b | g1 p | natiipozice, takZze u mnoziny s n prvky to znamena ovérit n3 moznosti.

Priklad 19a.m: Ctenéf je jisté obezndmen s pravidly pro interakci znamének v soucinech /podilech (dva minusy
jsou plus atd.). Mizeme zavést mnozinu M = {+, —} a pravidla zachytime tabulkou.

ol —|+ Vyhodnocenim osmi moznosti se ukaze, ze tato (M, o) je pologrupa. Ma jednotkovy prvek e = +.
—T+7= Elegantnéjsi pfistup: namisto znamének pracujeme s ¢isly +1 a —1 a nasobenim. Mnozina {1, —1}
+ =T+ je uzaviena na nasobeni, proto je to podpologrupa (Z,-) a tudiz pologrupa.

Piiklad 19a.n: Uvazujte mnozinu s dvéma prvky, M = {a,b}. Vytvoiime na ni bindrni operaci néasledujici
tabulkou.

ola | b Davéa to pologrupu? Musime prozkoumat osm moznosti. Ukéze se, Ze tato operace asociativni neni,

o | o1 p| protoze (acb)ob=0bob=a,zatimco ao(bob) =aoa="b.

blbla Nedostavame tedy pologrupu. Operace je nicméné komutativni, coz snadno nahlédneme ze symetrie
tabulky.

Pohledem do tabulky také zjistime, Ze tato operace nemé ani jednotkovy, ani absorbéni prvek.
Na mnozine M = {a, b, ¢} uvazujeme bindrni operaci danou nésledujici tabulkou.
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ola |ble Tato operace neni asociativni, viz (boc)oc=aoc=cabo(coc)=boc=a.
ala Ible Neni ani komutativni, protoze bo ¢ # c o b.

v lolnla Prvni rddek a sloupec ovsem ukazuji, Ze a je jednotkovy prvek.

clclblc

AN

K vétsiné téchto ptikladi se budeme opakované vracet.

Cviceni

Cviceni 19a.1 (rutinni, pou¢né): Necht U je mnozina, zvolme pevné prvek u € U. Ukazte, Ze nasledujici mnoziny
N jsou uzaviené na operace N a U, viz priklad 19a.f.

a) N={X CU; ue X}

B)N={XCU; u¢ X}.

Cviceni 19a.2 (dobré, pou¢né): Dokazte, ze kdyz je = prvek v pologrupé (M, o), pak pro vSechna m,n € N plati
(™)™ = ™" (viz fakt 19a.5).

Reseni:

19a.1:a) ABeN — ABCUANu€eANueEB. Pak ANBCUAue ANB, tedy ANB € N.
Pro U a b) obdobné.
19a.2: Indukce na n, (0) n = 1: (z™) = 2™ = 2™ (1) n > 1, IP: (z™)" = 2™". Pak (2™)" ! = (2™)"o(z™) S

TN o M — pmntm xm(n—‘rl)'

19b. Monoidy a grupy

K zajimavéjsim strukturdm se posuneme, kdyz k asociativité pfidame pozadavek na existenci jednotkového
prvku.

Definice.
Necht (M, o) je grupoid. Rekneme, Ze je to monoid, jestlize je to pologrupa a ma jednotkovy
prvek e. Znacime jej pak (M,o,e).

Existuje také pojem abelovského neboli komutativniho monoidu, opét jej zde nebudeme potiebovat. Mimocho-
dem, zatimco je mozné mit prazdny grupoid a pologrupu, pro monoid uz M = () neni mozné, viz e € M.

Priklady pfedchozi sekce ndm davaji fadu uziteénych i kuriéznich ptikladti monoidi.

Piiklady 19a.a a 19a.b ukazaly, Ze bézné pracujeme v komutativnich monoidech, napt. (R, +,0) a (R, -, 1), v této
knize spis (Z,+,0) a (Z, -, 1), poptipadé (Ng,+,0) a (Np, -, 1). Monoidem je i (N, -, 1), zato (N, +) uz monoid neni,
protoze ztratil jednotkovy prvek séitani 0 a snadno se ukaze, ze si svlyj vlastni poridit neumi: Libovolny kandidét
e € N totiz spliiuje e > 1, takze e + x > x 4+ 1 > = neboli nelze e + = .

Podobné jsou monoidy (nZ,+,0) pro n € N.

Méme také znamé monoidy (R",+,0,) a (R",0,1,), popfipadé (Z",+,0,) a (Z",o,1,,) ¢ dalsi, pfiklad 19a.c
zase pripomnél monoidy (Z,,+,0) a (Z, -, 1).

Piiklad 19a.d nabizi uzitetné maticové monoidy (M, xn,+,0mxn) & (DM,,-, E,), popfipadé jejich celo¢iselné
verze. Mame také monoidy (M, E,) a (D, -, E,).

V ptikladé 19a.e jsme poznali monoidy polynomi (P, +,0) a (P, -, 1).

Mame také monoidy (P(U),N,U) a (P(U),U, ), viz ptiklad 19a.f.

Znamé svéty uzaviraji monoidy z pfikladu 19a.h: Monoid (M, o,i4), kde M jsou vSechna zobrazeni z A do A,
popfipadé bijekce A na A se sklddanim, monoid (M, o, A(A)) vSech relaci na A a fada monoidt funkei uzite¢nych
v matematické analyze, naptiklad (C(I),+,0), (C(I),-,1), (C*(I),+,0) a (C1(I),-,1).

Ohledné exoti¢téjsich svétt jsme vidéli monoid (N, 0;,1) s operaci lem(zx,y), ale nebude jim operace ged(zx,y),
viz pfiklad 19a.i. Interakce gent pro barvu o¢i zase vedla na monoid ({b, H}, o, b), viz pfiklad 19a.l.

Monoidy jsou uzitecné také v computer science, napfiklad v teorii kone¢nych automat® nebo v teorii jazyku.

19b.a 540 19b.a



Diskrétn{ matematika 19b. Monoidy a grupy pHabala 2026

Priklad 19b.a: Pfipomenime piiklad 7c.h, kde jsme definovali slova ¥* nad abecedou 3. Slova se spojuji tak, ze
se prosté daji za sebe, operace se jmenuje konkatenace a znaci x * y, popfipadé prosté zy. Naprtiklad konkatenaci
slov ,mate“ a ,matika“ je ,matematika‘“. Snadno se ukéze, ze jde o asociativni operaci, prazdny fetézec A pak
slouzi jako jednotkovy prvek. Dostavame tedy monoid.

A

Také u monoidi bychom radi pti pfechodu k podmnoziné neztratili vlastnosti ptivodniho monoidu. Uz vime, ze
zachovani asociativity je automatické, pokud pfejdeme k podgrupoidu, tedy mnoziné uzaviené na operaci. Zaji-
mavé je to s jednotkovym prvkem. V ptikladé 19a.b, ¢ast 2 jsme vidéli situaci, kdy jsme pii vytvafeni podmnoziny
puvodni jednotkovy prvek nepfevzali, a tak si ta podmnozina vytvorila vlastni.

V matematice je ovSem takova zména jednotkového prvku nepiijemnéa, protoze vlastné vnika jina struktura,
zpretrha se tim spojeni s ptvodnim svétem. Proto budeme trvat v definici podmonoidu na tom, Ze i mensi
mnozina pouziva pivodni jednotkovy prvek. Diky jednoznacnosti jednotkového prvku ji tim zabranime, aby si
poridila jesté néjaky sviyj.

Definice.
Necht (M, o0,¢e) je monoid a N je podmnozina M. Rekneme, ze N je podmonoid (M, o,e),
jestlize (N, on,e) je monoid.

Pomoci véty 19a.6 dokdzeme néasledujici:

Véta 19b.1.
Necht (M, o,e) je monoid a N je podmnozina M. Pak je N podmonoid (M, o,e) pravé tehdy,
kdyz N je uzaviena na o ae € N.

Dukaz (rutinni): 1) =>: Jestlize je (IV, on, e) podmonoid, pak e € N uZ z definice, navic je (NN, oy ) pologrupa
a tedy podpologrupa (M, o), tudiz podle véty 19a.6 musi byt N uzaviena na o.
2) <: ProtoZe je N uzaviena na o, je podle véty 19a.6 (NN, oy ) pologrupa. Dle pfedpokladu obsahuje e, zbyvé
ukazat, ze prvek e € N je v ni jednotkovy. To opét vyplyva z toho, Ze oy je restrikce operujici s prvky z N
stejné, jako by byly z M. Proto eoy x = eox = e, podobné z oy e = x.

O

Mtzeme takto snadno vyrabét spousty monoidii z téch zdkladnich zndmych, kdyz si ddme pozor, jaké podmnoziny
bereme. Napiiklad N je podpologrupa (Z, +,0), ale neni to podmonoid, protoZe sice je uzavieny na séitani, ale
vynechali jsme nulovy prvek. Ny uz podmonoid je, tedy (Ng,+,0) je monoid.

Kdyz méame ,,jednicku”, ma smysl zavést inverzni prvek, se kterym uz jsme se setkali v kapitole 2 jako nahradou
déleni.

! | Definice.

Necht (M, o,¢) je monoid. Rekneme, 7e prvek x € M je invertibilni (invertible), jestlize
existuje y € M takové, ze roy =yox =e.

Prvku y € M spliujicimu x oy = yox = e tikd inverzni prvek (inverse element) k x a znaci
se z L.

Formulace z definice naznacuje, ze inverzni prvek (pokud existuje) je jednozna¢né urcen. Je to pravda.

! | Fakt 19b.2.
Necht (M, o,e) je monoid, necht x € M je invertibilni. Pfedpokladejme, ze y1,y2 € M spliuji
rToyp =y1o0xr=eaxoys =y ox =e. Pak y; = yo.

Dukaz (pou¢ny): Vyuzijeme obé vlastnosti a také asociativitu.

yi=y10e=yio(xoys) = (y10x)oys =eoys = yo.
O

Abychom usetfili zavorky, dohodneme se, Ze inverze prvku mé vzdy prioritu pied operaci o, neni-li zédvorkou
feCeno jinak.

Pokud néjaky autor pracuje s operaci, ktera se chova jako s¢itani, znaci ji + ¢i podobné a pouziva nazvu neutralni
prvek, pak vétsinou také inverzni prvek znaé¢i (—z) a fikd mu prvek opaény. Aby v tom nebyl zmatek, zde to délat
nebudeme.
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Pozorné ¢teni diikazu jednoznacnosti ukaze, ze vlastné staci, aby jeden prvek fungoval zleva (byl ,levou inverzi“)
a druhy zprava (byl ,pravou inverzi“), a uz dostavame, co potfebujeme.

Véta 19b.3.
Necht (M, o,e) je monoid. Jestlize pro x € M existuji prvky yi,y2 € M takové, 7e y; ox = ¢
a x oy, = e, pak je x invertibilni a y; = yo = 27 1.

Dukaz (poucny): Predpoklady této véty jsou pfesné to, co je tieba, aby platil vypocet v pfedchozim dukazu.
Mame tedy y; = y2, nazvéme tento prvek y. Kdyz jej pak ale dosadime do predpokladd misto y; a yo, dostavame
yox =e=2xoy, tedy x je invertibilni a 2= = y.

O

Pro invertibilitu prvku jsou obé podminky nutné, mit ,inverzi z jedné strany“ jesté nic neznamena. Klidné se
miize stat, Zze pro z € M najdeme prvek y takovy, Ze yox = e, ale x pritom neni invertibilni. Jeden takovy pripad
ukazeme nize v piikladu 19b.h. Kdyz ale jiz dopfedu vime, ze je prvek invertibilni, pak staci ovéfit jen jednu
z rovnosti, abychom védéli, Ze jsme nasli prvek k nému inverzni.

Fakt 19b.4.

Necht (M, o, e) je monoid. Jestlize je x € M invertibilni a y € M spliiuje yox = e nebo xoy = e,

pak y =27 1.

Dukaz (rutinni): Pfedpokladejme, Ze y spliiuje y o x = e. Protoze je x invertibilni, pak mame také prvek spl-
nujici z o 27! = e, tudiz podle véty 19b.3 plati ¥y = 2~ 1. Druh4 moznost se dokaze stejné.
O

Kolik mame v monoidu invertibilnich prvka? Vzdy alesponi jeden.

Fakt 19b.5.
Necht (M, o,¢€) je monoid. Pak e je invertibilni a e™! = e.

Duikaz hned plyne z definice e a definice inverzniho prvku. Hledame = tak, aby roe =eox = e, prvek z = e
vyhovuje.

Ted se jiz podivejme na piiklady. Uvidime, Ze nékteré monoidy v pocétu invertibilnich prvka s bidou preskoci
latku nasazenou jiz tak nizko timto faktem, zatimco v jinych jsou invertibilni prvky vSechny.

Piiklad 19b.b (pokracovani 19a.a): 'V monoidu (R, +,0) mé kazdy prvek = svou inverzi —z, protoze pro
libovolné z plati z + (—z) = (—z) +z=0=ce.

Naopak v monoidu (R{, +,0) je jedinym invertibilnim prvkem 0, protoze jsme vynechali zaporna &isla.

V monoidu (R, -, 1) jsou invertibilni véechny prvky = # 0 a jejich inverze je =1 = %, nebot pro libovolné nenulové
x plati = - % = % -2z =1=-e. V podmonoidu (R\{0},-,1) jsou tedy vSechny prvky invertibilni.

V monoidu (N, -, 1) je jediny invertibilni prvek, a to povinny x = 1. Podobné v monoidu (Ng, +,0) je jediny
invertibilni prvek z = 0.
jiné tam nenajdeme. Pro x = 0 mame pro libovolného kandidata y vysledek xy = 0, takze inverze nejde. Pokud
x # 0,+£1, pak |z| > 2, proto pro libovolné y € Z mame bud zy = 0 pro y = 0, nebo mame |xy| = |z|-|y| > |z| > 2,
takze k jednicce se neostaneme.

A

Piiklad 19b.c (pokracovani 19a.b): 'V monoidu (R",+,0) ma kazdy prvek x svou inverzi —z, protoZze pro
libovolné z plati  + (—x) = (—x) + = 0,, = e, zde se s¢itaji vektory po soufadnicich.
U nésobeni vektorti po soufadnicich dle o¢ekdvani vadi nuly, tentokrate staci byt jedina nulova soufadnice, aby

jiz vektor nebyl invertibilni. Pokud jsou ale vSechny z; rtizné od nuly, tak (z1,22...,2,) = (i, é e 3%)
Plati tedy, ze v podmonoidu ((R\{0})™, ,1,) je kazdy prvek invertibilni.
A

Priklad 19b.d (pokracovani 19a.d): 'V monoidu (DM, xn,+,0mxr) mé kazda matice A inverzni prvek —A.
V monoidu (DM, -, E,,) jsou invertibilni regularni matice, nebot pro né mame A=! aby A- A=l = A=1. A= FE,.

A
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Piiklad 19b.e (pokracovani 19a.e): V prostoru polynomu (P, +,0) mé kazdy polynom p svou inverzi —p,
zatimco v prostoru polynomu (P,-,1) maji svou inverzi jen nenulové konstantni polynomy p(z) = a, pro né
pi(z) = % Pokud ma totiz polynom p(z) stupen alespon jedna, tak pro libovolny jiny nenulovy polynom ¢ bude
deg(pq) = deg(p) + deg(q) > deg(p) > 1, tedy souéin pq nikdy nebude roven polynomu 1 se stupném nula. Pro
q = 0 pak méme pqg = 0, to taky neda 1.

A

Piiklad 19b.f (pokracovani 19a.c):  Z kapitoly 2 jiz vime, Ze v (Z,,+) je to s invertibilnimi prvky jednoduché
(jsou to vsechny), zatimco v (Z,,-) jsou invertibilni jen a € Z,, spliujici gcd(a,n) = 1, a hledani a~! d4 trochu
prace. V piikladé 2b.g jsme se podivali na invertibilni prvky (Ziq4,-,1).

Pokud je n prvoéislo, pak jsou v (Z,, -, 1) vSechny prvky kromé nuly invertibilni.

A

Piiklad 19b.g (pokracovani 19a.f): V monoidu (P(M),N,U) najdeme inverzni prvek pouze pro e = U. Ja-
kakoliv jind mnozina spliiuje A C U a také AN B C A pro libovolného kandidata B, takZe neni mozné ziskat
ANB=U=e.

Podobné v monoidu (P(M), U, }) je jedinym invertibilnim prvkem onen zaruceny e = ().

A

Piiklad 19b.h (pokracovani 19a.h):
1. V monoidu vsSech zobrazeni z mnozZiny A do A se skladanim a jednotkovym prvkem i 4 jsou invertibilni bijekce,
inverzni prvky odpovidaji inverznim zobrazenim.

Zde se na chvili zastavime, abychom ilustrovali nebezpeci testovani inverze pouze z jedné strany, viz diskuse
po vété 19b.3. Uvazujme zobrazeni T'a S z N do N dané témito vzorci: T'(n) = n+ 1 pro vSechna n € N, zatimco
S(1)=1aS(n)=n—1pron > 2.

Pak pro kazdé n € N plati T'(n) > 2, proto (SoT)(n) = S(T(n)) =T(n) —1=(n+1) — 1 = n. Mame tedy

S oT = iy, ale pfesto neni S inverznim zobrazenim k T, protoze neplati T o S = iy. Mame totiz (T o S)(1) =
T(S(1)=T(1)=2.
2. U relaci na A to neni hned vidét, ale d4 se rozmyslet, Ze i v monoidu vSech relaci na mnoziné A jsou invertibilni
praveé ty relace, které jsou zaroven bijektivnimi zobrazenimi. To je ovSem velmi omezujici a nepraktické, proto
se u relaci se skladanim jako s binarni operaci nepracuje. Inverzni relaci jsme v kapitole 4 nedefinovali pomoci
sklddani a A(A), ale jinym zptisobem, ktery neni s obecnou inverzi kompatibilni a umoznil ndm vytvafet inverzni
relaci pro kazdou relaci, jak to potfebujeme v aplikacich.

3. V prostorech funkci na I (vSechny, spojité, spojité diferencovatelné) jsou vSechny funkce invertibilni viéi s¢itani,
pficemz f~1 = —f.

VAéi nasobeni jsou invertibilni jen funkce, které nejsou nikde na I nulové, pro né f~! = %

V prostoru funkci F'(R) se skladanim jsou invertibilni jen bijekce R na R, pro né je inverznim prvkem inverzni
funkce.

V praxi se ale preferuje flexibilnéjsi pristup, kdy jsme schopni nachézet inverzni funkce ke vSem prostym funkcim.
Proto se pro realné funkce zavadi specialni definice inverzni funkce, ktera toto umozniuje. I tento pripad se tedy
vymyka obecné teorii. Napfiklad funkce e” je prostd, ma tedy inverzni funkci In(z) ve smyslu redlnych funkei, ale
e” neni invertibilni ve smyslu teorie binarnich operaci.

JAN

Priklad 19b.i (pokrac¢ovéani 19a.i):  Rozmysleli jsme si, ze N s operaci o; danou jako lem(z, y) je monoid s e = 1.
To je také jediny invertibilni prvek, protoze pro libovolné n > 1 a libovolné = € N plati lem(n,z) > n > 1, tedy
nedokazeme z n vyrobit operaci c¢islo 1.

A

Priklad 19b.j (pokracovani 19a.l):  Pfipomerime tabulku monoidu genti pro barvy o¢i, kde je jednotkovym
prvkem recesivni gen b. Pak je b automaticky invertibilni, zatimco H diky své dominanci invertibilni neni, nikdy
z néj nedostaneme b.

JAN

Nasledujici pravidla dobie zndme z pocitani s ¢isly, pak jsme je poznali u matic a také u sklddani zobrazeni.
Ukéazeme, ze jsou platna univerzalne.
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Véta 19b.6.

Necht (M, o,e) je monoid.

(i) Jestlize je x € M invertibilni, pak je také jeho inverze ! invertibilni a (z~!)~! = z.
(i) Jestlize jsou x,y € M invertibilni, pak je také z o y invertibilni a (roy) ! =y Lozt

1

Dukaz (rutinni): (i) nechame jako cviceni 19b.4.
(ii): Hleddme prvek z takovy, Zze (xoy)oz = e a zo (x o y) = e. Dosazenim a pomoci asociativniho zakona
ukéZeme, ze prvek y~ ! oz~! toto spliuje:
(woy)o(y toa™)=zo(yo(ytoa™)) =zo((yoy )oazTl)=zo(eoaT)=zoaTl =
Druhé rovnost se dokaze stejné.
U

Kdybychom zacali skriptum touto kapitolou, tak jsme vétu 8a.6 ani vétu 4a.8 nemuseli dokazovat, plynuly by
okam?zité z tvrzeni (ii).

Invertibilni prvky umoziuji kraceni v rovnostech.

V| Fakt 19b.7. (o0 kréceni)

Necht (M, o,e) je monoid. Predpokladejme, ze prvky ¢, z,y € M spliuji rovnost cox = coy
nebo rovnost x o ¢ = y o c. JestliZe je c invertibilni, pak = = y.

Dukaz (rutinni): Predpokladejme, Zze cox = coy. Pak
r=cox=(cloc)ox=clo(cor)=clo(coy)=(cloc)oy=coy=y.
Druhy pifipad se déld obdobné, viz cviceni 19b.5.
g

Prvky, které nejsou invertibilni, pak v rovnicich kratit nemdzeme, coz prinasi komplikace, jak jsme to jiz vidéli
tfeba v kapitole 3b.
Pomoci kraceni se snadno dokaze jeden uzitecny zptsob, jak poznat jednotkovy prvek:

Lemma 19b.8.
Necht (M, o,¢e) je monoid a g € M je invertibilni prvek. Jestlize g> = g, pak g = e.

Diikaz nechévame jako snadné cviceni 19b.6. Poznamenejme, 7ze obecné z g2 = g nic neplyne, napiiklad v (Zg, -)
mame 32 = 3 (nebot 3-3 =9 = 3 (mod 6)), ale neni to jednotkovy prvek. Také tam oviem 3 neni invertibilni,
proto se na néj nase lemma nevztahuje.

Mocniny prvkt jsme definovali pro pologrupy. V monoidech se tato definice da rozsirit.

! Definice.

Necht (M, o,e) je monoid a = € M. Definujeme mocniny nasledovné:
e pro n € N definujeme z" dle pivodni definice;
e pro n = 0 definujeme 2° = ¢;

e jestlize je = invertibilni, pak pro n € N definujeme 7" = (z=1)".

Poiad plati, Ze je tieba byt ostrazity. Napiiklad v monoidu (Z,+,0) je operaci s¢itdni, proto 27! je —2 a tudiz
273 = (2713 = (=2)2 = (=2) + (—2) + (—2) = —6. Stoji za zopakovani, Ze 2" neni b&na mocnina, ale symbol
pro opakovani operace o.

Je snadné ale pracné dokézat (musi se rozebrat vSechny kombinace kladnych, zdpornych a nulovych exponentii),
Ze vzorce pro mocninu stale plati:

!| Véta 19b.9.

Necht (M, o, ¢) je monoid, necht x € M. Pak vzorce (z™) o (z") = ™" a (z™)™ = 2™ plati
pro vSechna m,n € Ng.

Jestlize je = invertibilni, pak tyto vzorce plati pro vSsechna m,n € Z.

Plati i dalsi rozumné pravido.
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Fakt 19b.10.
Necht (M, o,e) je monoid, necht € M je invertibilni. Pak je invertibilni také z™ pro kazdé
ne€Za(z") =z

Dukaz (rutinni): 1) Nejprve to dokdzeme pro n € N. Dtukaz povedeme indukci.
(0) Evidentns (z1)~1 =2~
(1) Ptedpokladejme, Ze pro néjaké n € N je 2" invertibilni a (z")~! = x~". Pak je podle véty 19b.6 (ii)
invertibilni i 2™ o x = 2™t a podle téze véty je
(xn—&—l)—l — (:L,n O,CU)_l =710 (xn)—l —gplop™m =1l x—(n—‘,—l).

2) Pro n = 0 tvrzeni evidentné plati, (z0) ! =e ! =e =20 =270,

3) Jestlize je n € Z a n < 0, pak m = —n € N. Pfipomenime, Ze pro invertibilni prvek y se zadpornd mocnina
definuje jako (y~1)™" = (y~!)™, budeme to dale aplikovat na z i 1.

ProtoZe je x invertibilni, je podle véty 19b.6 (i) invertibilni i 7!, tudiZ je podle ¢asti 1) tohoto ditkazu
invertibilni i (x71)™ = 2. Opét podle ¢4sti 1) mame

@)t =(@h)M) T =) = (@) =
|

Méjme grupoid (M, o) a zvolme néjaky prvek ¢ € M. Tento prvek miize pusobit na vSechny prvky mnoziny M
prostfednictvim operace o, feknéme zleva. Uvazujme tedy akci c o x. Kdyz takto zapisobime na vsechny prvky
mnoziny M, tak je uréitym zplisobem zménime v jiné prvky. Obecnéji mizeme uvazovat néjakou podmnozinu
N C M a podivat se, co se s ni stane, kdyz na vSechny jeji prvky zaptisobime prvkem c.

Pf¥iklad 19b.k: Uvazujme monoid (R?, +,0,). Zvolme vektor .

Vektory R? lze také povazovat za body v roviné. Zvolme néjakou mnozinu N bodt (pfimka, kruZnice nebo
tfeba obrazek netopyrka). Kdyz na vSechny tyto body & aplikujeme operaci ¢+ Z, tak vlastné posouvame vSechny
body stejnym zpusobem danym vektorem ¢, tedy posouvame celou mnozinu N. To se dd velmi pékné predstavit
a v geometrii pro to maji znaceni ¢+ N.

A

Piiklad 19b.l: Uvazujme monoid (Zg, -, 1). Mame Z¢ = {0,1,2,3,4,5}. Zvolme ¢ = 5. Pak vynasobenim vSech
prvka Zg ziskdme (pocitdme modulo 6) mnozinu {0,5,4,3,2,1} = Zg. Na druhou stranu kdyz totéz provedeme
s prvkem d = 4, dostaneme mnozinu {0,4,2,0,4,2} = {0,2,4}. Kus mnoziny se ztratil.

Vratme se k ¢ = 5 a uvazujme N = {1,2}. Kdyz ji ,posuneme“ pomoci ¢ = 5, ziskdme {5,4}. Kdyz to udélame
jesté jednou, ziskdame zpét {1,2}.

A

Takové puisobeni prvek ¢ na prvky M lze povaZovat za zobrazeni. Pak se muZzeme ptat, jak toto zobrazeni ptisobi.
Je tu jeden zajimavy vysledek.

Véta 19b.11.
Necht (M, o, e) je monoid. Zvolme ¢ € M a definujme zobrazeni T: M — M ptedpisem T'(z) =
cox pro z € M. Jestlize je ¢ je invertibilni, pak je T bijekce.

Dtkaz (pou¢ny): T je na: Vezméme libovolné y € M. Pak c oy € M a
T(ctoy)=co(cloy)=(cocHoy=eoy=y.
T je prosté: Necht pro z,y € N plati T'(z) = T'(y). Pak coxz = coy, c je invertibilni a podle faktu 19b.7 tedy
T =1y.
Il

Naopak to neplati, pokud je T bijekce, tak pro c ziskdme pravou inverzi, coz nemusi stacit. Zobrazeni T" hralo
vyznamnou roli v dikazu malé Fermatovy véty 2a.21.

Protoze mit invertibilni prvky je uzitecné, mizeme z toho udélat pozadavek.

! Definice.

Monoid (M, o, e) se nazyva grupa (group), jestlize je kazdy jeho prvek invertibilni.
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Grupy jsou jednou z nejpopularnéjsich obecnych struktur v matematice. Pomahaji v mnoha aplikacich, napiiklad
ve fyzikalnich teoriich mikrosvéta i vesmiru, pfi ldmani urcitych typt Sifer (viz prolomeni némeckého kédovéani
Enigma polskym algebraikem pied druhou svétovou) nebo tfeba pfi analyze Rubikovy kostky. Abychom podtrhli
jejich vyznam, budeme je znacit G namisto M. Nékdy se pfi vykladu ani nezdrzujeme grupoidy, pologrupami
a podobné a rovnou skdceme ke grupam. Lze se tedy také setkat s nasledujici definici:

Definice.
Uvazujme binarni operaci o na mnoziné G. Rekneme, Ze dvojice (G, o) je grupa, jestlize splituje
nasledujici axiomy:
(Al) asociativita:
pro vSechna z,y,z € G plati x o (yo z) = (zoy) o z.
(A2) existence jednotkového prvku:
Existuje e € G takové, ze x o e = eox = x pro vSechna x € G.
(A3) existence inverznich prvka:
Pro kazdé x € G existuje y € G takové, ze oy =yox =e.

------

(A0) pro v8echna z,y € G plati, ze zoy € G. (G je uzaviena na o)

Toto je ale uz obsazeno v slovech ,binarni operace na G“, takze je to zbyte¢né tam davat. Na druhou stranu to
nevadi, ma to pedagogicky efekt, protoze to ¢tenafi pfipomene tuto dulezitou vlastnost binarnich operaci. Kdyz
vymyslime operaci, tak si musime pohlidat, Ze jeji vysledky nemohou vyskocit z mnoziny, na které pracujeme.

Nékdy se u grup ve znaceni také udava jednotkovy prvek, format (G,o,e) je oblibeny zejména u konkrétnich
prikladt.

Ted uz se pro potvrzeni grupy musi testovat dost, takZe nez se podivame na priklady, podivame se zase na moznost
vyrabét grupy snadnéji ,zmensenim* jiz znamé grupy.

Definice.
Necht (G,o) je grupa a N je podmnozina G. Rekneme, e N je podgrupou G, jestlize je
(N,on) je grupa.

U podmoziny monoidu se mohlo stat, ze si vyrobila sviij vlastni jednotkovy prvek, coz jsme pak museli zakizat
pri testovani podmonoidu. U grupy je to jinak. Pokud je néjakd podmnozina N mnoziny G s operaci oy grupou,
tak uz musela nutné pouzit jednotkovy prvek z nadfazené grupy (G, o).

Fakt 19b.12.

Necht N je podmnozina grupy (G, o, e). Pfedpokladejme, zZe pro néjaky prvek ey je (N,on,en)
grupa. Pak plati nasledujici:

(i) ey =e.

(ii) Necht x € N. Jestlize néjaky prvek y € N spliiuje z oy y = y oy © = ey, pak je y inverzni
prvek k z v grupé G.

Dukaz (pouény): (i): Prvek ey splituje exy = ey oy exy v N, tedy ey = ey oeny v G. Kazdy prvek v G je
invertibilni, tudiz podle lemma 19b.8 aplikovaného na G a ey plati ey = e.

(ii): Ted uz vime, ze ey = e, takze se predpoklad da napsat jako zoyy = yon z = e. Pak také xoy =yox =e
a z jednoznacnosti inverze v grupé G mame y = 1.

g

To mé zajimavy dopad na to, jak poznavat, zda néjakd podmnozina N grupy (G,o) je jeji podgrupou. Vime
uz, ze neni tfeba kontrolovat pfitomnost jednotkového prvku z G, ale urcité zistava nutnost ovérit, Ze je mnozina
N uzaviend vuci operaci o. A protoze si nemuze vymyslet vlastni inverzni prvky, musi je prevzit z G, coz je
tfeba ovérit (Ze jsme néjaky omylem nevynechali). Muzeme Fict, ze N by méla byt uzaviend na prechod k inverzi
ve smyslu grupy G.

Dostaneme tak kritérium pro vlastnost byti podgrupou, které potvrdime v nasledujici vété. Navic tam ukazeme,
ze se dva testy daji spojit do jednoho.

Je tam jeden technicky zédrhel. Protoze N musi obsahovat jednotkovy prvek, nesmi byt prézdni. To ndm
u monoidu hlidal pozadavek e € N, ale kdyZ jsme jej ted vynechali, tak to musime ohlidat predpokladem.
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Véta 19b.13.

Necht (G, o,e) je grupa a N # () podmnozina G. Nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) N je podgrupa (G, o);

(i) pro vechna x,y € N plati z oy € N a pro viechna z € N plati z7! € N;

(iii) pro vSechna z,y € N plati zoy™! € N.

Dukaz (pouény): 1) (i)=(iii): Pfedpoklddame, ze (N,oy) je grupa. Coby podgrupa je N i podpologrupou,
tedy musi byt uzaviena na operaci o.

Necht z,y € N. Pak musi mit y inverzni prvek v N, vime, Ze je to totéz jako inverze y~
jsouz N, tudiz i z oy~! € N podle uzavienosti N.
2) (iii)==(ii): Protoze je N # (), mizeme vzit néjaké z € N. Kdyz aplikujeme (iii) s y = z, dostaneme, zZe
e=xox ! € N. Proto mizeme aplikovat (iii) na prvky e a = a dostaneme, ze z7 ! =eox~! € N.

Jestlize z,y € N, tak jsme pravé ukazali, ze i y~* € N, tudiz podle (iii) zase roy =z o (y~ 1)1 € N.
3) (i))==(i): Vezméme z € N, pak podle (ii) z7! € N, tedy zase podle (ii) e =z 027! € N.

Protoze N spliituje e € N axoy € N pro x,y € N, je podle véty 19b.1 (N, oy, e) podmonoid (G, o,e), tedy
monoid. Podle podminky o 2= m4 kazdy prvek € N v mnoziné svou inverzi, proto je (N, ony,e) grupa.

O

1 1

viuéi G. Prvky z,y~

Tato véta ndm usnadni vytvareni novych grup ze znamych. V praxi se nejéastéji pouziva (iii), ale i (ii) se obcas
hodi, tfeba ted.

!l vita 19b.14.
Necht je (M, o,e) monoid. Ozna¢me N = {z € M; x invertibilni}. Pak je (IV, o) grupa.

Dukaz (rutinni): Tvrzeni plyne z véty 19b.13 (ii) a véty 19b.6.
|

Tento zplisob vytvafeni mnozin je uziteény v teorii, napfiklad v diikazech malé Fermatovy véty 2a.21 a Eulerovy
véty jsme takto vybirali invertibilni prvky Z,,.

Které ze znamych monoidi jsou grupy?

Opacény prvek k éislu a vzhledem ke séitani je —a. Je tedy jasné, Ze redlnd ¢isla se séitanim (R, +,0) tvori
grupu, stejné jako vhodné podmnoziny, tfeba (Q, +,0) ¢i (Z,+,0). Naopak (Np, +) grupu netvoii, protoze Ny neni
uzaviena na prechod k inverznimu ¢islu.

Grupami jsou také (nZ,+,0) pro vSechna n € N.

Z4dné monoidy postavené na standardnich éiselnjch mnozinich a nasobeni nebudou grupy, mame problém
s inverzi pro nulu, u celych cisel s inverzemi viibec. Je tedy potfeba trochu mnoziny zménit. Podle véty 19b.14
¢l selskym rozumem dovodime, ze (R\{0},-,1) je grupa, (Q\ {0},-,1) je grupa. To byl nejpiimocatejsi zpusob,
zbavili jsme se problémového prvku. Jde to i jinak, naptiklad (R*,- 1) je grupa ¢i ({—1,1},-,1) je grupa.

U vektort je to podobné, (R™ +,0,) je grupa, zato u ,naseho nasobeni“ * je problém s vektory s nulami.
Vyhnout se jim umime, naptiklad (R\{0})",*,1,) ¢ ((RT)™, ,1,,) jsou grupy.

Rozmyslete si, ze neprojde pokus (R™\{0,}, *, 1,,); které vektory tam lezi a nejsou invertibilni?

V kapitole 2 jsme vlastné ukazali, ze (Z,,+,0) jsou grupy pro vSechna n € N, zatimco (Z,,, 1) grupy nejsou
kvuli nule. Ale (Z,, \ {0}, -,1) jsou grupy, ldyz je n prvodislo.

Matice se s¢itanim tvoii grupu (M, xn, +, 0mxn ), ale u ndsobeni matic mame problém se singuldrnimi maticemi.
Vyhneme se jim a dopadne to dobie, (IME, - E,,) je grupa. V§imneme si, e tato grupa byla vytvoiena z monoidu
(M, -, E,) pomoci véty 19b.14.

Reélné polynomy jsou s operaci séitani grupy. U nasobeni je problémovych polynomii hodné. Uz jsme si rozmys-
leli, ze jediné invertibilni polynomy jsou nenulové konstanty, ¢imz vlastné dostavame (R\ {0}, -), takze rozumnou
grupu s nasobenim z realnych polynomu udélat nelze.

Jiz jsme nahlédli, Ze z operaci priiniku a sjednoceni nelze rozumné udélat grupy, protoze jedinymi invertibilnimi
prvky jsou ty jednotkové. Jedinou vyjimkou je ptipad U = (), ktery neni moc uZitecny.

Mnozina vSech zobrazeni A — A s operaci sklddani obecné neni grupa (vyjimkou jsou extrémni piipady, kdy je
A jednoprvkové). Zato mnozina vSech bijekci na mnoziné A je s operaci skladani grupa. Opét vznikne aplikaci
véty 19b.14.

Funkce na intervalu I jsou s operaci s¢itani grupy. U nasobeni je zase problém s nulami, u skladani s funkcemi,
které nejsou bijekce ¢i prosté.

Docela nam to proridlo, to se dalo ¢ekat. Zkusime néco nového.
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Priklad 19b.m: UvaZujme uspoifddanou mnozinu X, necht M je mnozina vSech permutaci této mnoziny. Jako
operaci bereme skladani, tedy jsou-li 71, mo permutace, pak 7o o 1 je permutace, jejiz akce na mnozinu X funguje
tak, ze nejprve X zpermutujeme pomoci 71, pak vyslednou mnozinu zpermutujeme pomoci 7s.

Da se ukazat, Ze timto vznikne pologrupa (ovéfime asociativni zakon). Permutace, ktera nechd mnozinu na misté,
je jednotkovym prvkem mnoziny vSech permutaci na X, a kazdou permutaci mnoziny X je mozné zase zamichat
na puvodni stav, takze mame i inverze. Mnozina permutaci mnoziny X je tedy grupa. Pravé véty o grupach
permutaci vyrazné pomohly pfi zlomeni némecké Sifry Enigma, coz podle nékterych odhadi uspiSilo porazku
Neémecka v druhé svétové az od dva roky.

Forméalné se permutace definuje jako bijekce mnoziny, pak uz nam to vyplyne z pfikladu 19a.h.

A

Pro grupy samozfejmé plati vse, co jsme si f"ekli o monoidech, ale s tim ze uz nemusime délat predpoklady

vvvvv

! Véta 19b.15.
Necht (G, o, e) je grupa. Pak plati nasledujici:

(i) Jednotkovy prvek e je jediny, stejné jako jsou jednozna¢né uréeny vSechny inverzni prvky
21

x
(ii) (o kréceni) Necht ¢ € G. Jestlize pro prvky z,y € G plati cox = coy nebo xoc=yoc,
pak = = y.

(iii) Pro kazdé r € G existuji mocniny 2™ pro vSechna n € Z, plati pro né z™ o g = g™*"

a (z™)" = ™" pro vSechna m,n € Z.

Algebra se nezastavuje u grup. Inspirovani celymi ¢isly s ndsobenim a séitanim se studuji ,okruhy“ (R, ®,®),
télesa a dalsi pokrocilé struktury.

Cviceni

Cviceni 19b.1 (rutinni, pouéné): Uvazujme nasledujici grupoidy. Pro kazdy z nich rozhodnéte, zda je o asociativni
(tedy zda je M pologrupa). Pokud ano, zjistéte, zda existuje jednotkovy prvek. Pokud ptijde o monoid, vySettete,
které jeho prvky jsou invertibilni, a najdéte predpis pro inverzni prvky.

a) M =R,zoy=1(x+y) (primér); g) M =R, x oy = max(x,y);
b) M =Z,zo0y=x+y+13; h)M—RQ,(, v)o(z,y) = (u+z,v-9);
c) M = Rxoy:\/x2+y, i) M =72, (u,v) 0 (x,y) = (u+z,v-y);
d) M =R, xoy = 22y; j) M =72 (u,v) o (z,9) = (u*, v+ y);
&) M=Q, a0y = |z k) M = Q2 (u,v) o (x,y) = (uy, v).
f) M =R\{0}, zoy = 1 }_ (takto se sé¢itaji paralelni rezistory v obvodech);

x Ty

Cviceni 19b.2 (rutinni, pouéné): Uvazujte G = Q\{0} a operaci x oy = 2zy. Dokazte, Ze je to grupa, a najdéte
vzorec pro inverzni prvky.

Cviceni 19b.3 (rutinni, pou¢né): Nechf U je mnozina, uvazujme G = P(U) a operaci symetricky rozdil
definovanou jako A+~ B = (A — B) U (B — A) (nakreslete si Venniv diagram).

Dokazte, ze (G, ) je grupa, identifikujte jednotkovy prvek a inverzni prvky.

Napovéda: asociativita sta¢i Vennovym diagramem.

Cviceni 19b.4 (rutinni, pou¢né): Dokazte, ze kdyz je x invertibilni prvek v monoidu (M, o, e), pak je invertibilni

iz~la(z71)"! =x (viz véta 19b.6).

Cviceni 19b.5 (rutinni, poucné): Necht (M, o,e) je monoid a prvky ¢, z,y € M spliluji rovnici x o c = yoc.
Dokazte, ze jestlize je ¢ invertibilni, pak x = y (viz fakt 19b.7).

Cviceni 19b.6 (rutinni, pou¢né): Necht (M,o,e) je monoid a prvek g € M je invertibilni. Dokazte, ze kdyz
2
g° =g, tak g =e.

Cviceni 19b.7 (rutinni): Dokazte, Ze kdyz je g prvek v monoidu (M, o, ), pak pro m,n € N plati g""og™ = g™ og™
Cviceni 19b.8 (rutinni, pouéné): Uvazujte monoid (Zg, -). Najdéte grupu N jeho invertibilnich prvka. Ovéite,

ze je opravdu uzaviena na nasobeni modulo 9.
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Reseni:

19b.1: a) Neni asociativni, (zoy) oz = J(z +y) oz = (z + y + 2z), zatimco z o (yo 2) = 1 (2z + y + 2).
Protipriklad: t¥feba x = 2, y = 2, z = 4, aby byl vidét rozdil mezi témi dvéma vzorci, pak (2o 2 =
zatimco 20 (204) =203 = g Nems3 jednotkovy prvek, je komutativni.

b) (xoy)oz=(x+y+13)oz=(r+y+13)+2z4+13=zx4+y+z2+26azxo(yoz)=zo(y+2z+13) =
r+ (y+2+13)+ 13 =2+ y + 2z + 26. Rovno, je asociativni.

Jednotka: rovnice x o e = z davd x + e + 13 = x, tedy e = —13. Zkouska: zoe =z 0 (—13) =z + (—13) + 13 =z,
eoxr = (—13)ox = (—13) + z + 13 = x, ano, mame monoid.

Inverzni prvky: Dano x € M = Z, hleddme z oy = e, tedy = +y + 13 = —13. ReSeni: y = —26 — x. Zavér: Viechny
prvky jsou invertibilni, 7! = —2 — 26.

c) (roy)oz = /a2 +y20z = /22 +y2 + 22, xo(yoz) = xo\/y? + 22 = \/22 + y + 22, rovno. Rovnice roe = x
d4 po umocnéni e = 0, ale to bohuZzel neni fesenim, protoze pro x < 0 to nefesi ptivodni rovnici. Je totiz jasné, ze
pro x zaporné se k nému nemuzeme dostat pomoci odmocniny. Jednotkovy prvek tedy neni.

Kdybychom pozmeénili zadani tlohy a uvazovali doty¢énou operaci na ]Rar, pak uz by e = 0 bylo identitou. Jak by

pak tomu bylo s inverznimi prvky? Zadné x > 0 neni invertibilni, protoZe pro libovolné y plati zoy = /22 + y2 >
|z| > 0.

d) Neni asociativni, (z o y) o z = zty?z, zatimco x o (y o z) = 2%y?z. Protipiiklad: tfeba x = 2, y = 1, 2 = 1, aby
byl vidét rozdil mezi témi dvéma vzorci, pak (201)o1 =401 = 16, zatimco 20 (1o1) =201 =4.

Nema4 jednotkovy prvek. Aby 1 oe =3, musi le = 1 neboli e =1, ale pak 201 =4 # 2.

e) Je asociativni, (zoy) oz = |xy| oz = ||zy|z| = |zryz| = x 0 (y o 2).
Nema jednotkovy prvek, pro z = —1 hleddame e takové, aby xoe = z, tedy | — e| = —1, coz nelze. Neni to monoid.
f) Kupodivu asociativni, (xoy)oz = 1 1 oz = % =zxo(yoz).

=Ty Ty Tz

Jednotkovy prvek e by musel spliiovat = = %, tedy % = 0, takovy neni. Neexistuje tedy rezistor s odporem,

ktery by pfi paralelnim zapojeni nic nezménil. Pokud bychom ale povolili e = 0o, uz by to fungovalo, takze dat
jako paralelni rezistor s nekoneénym odporem (tfeba rozstiihnuty drat) da puvodni odpor.

g) Je asociativni, ale dikaz da praci. Nejlepsi je ukazat, Ze (z o y) 0 z = max(z,y,2) a x o (y 0 z) = max(z,y, 2).
Jednotkovy prvek: Neexistuje.

Ale: Kdybychom tuto operaci uvazovali na mnoziné M = {n € Z; n > ng}, tak by e = ng bylo jednotkovym
prvkem. Pro kazdé = € M plati x > ng, a proto max(z,ng) = x. TakZe tfeba (N, o) je monoid. Invertibilni je jen
€ =nNy.

h) [(s,t)o(u,v)]o(z,y) = (stu, tv)o(z,y) = (stu+tz,tvy) a (s, t)o[(u,v)o(z,y)] = (s,t)o(ut+x,vy) = (s+utz, tvy).
Rovno, je asociativni.

Identita: (z,y) o (e1,e2) = (x,y) davad x + e; = x a yes = y pro vSechna z,y, vyhovuje e; = 0 a e2 = 1. Kontrola:
(2,9) 0 (0,1) = (0,1) o (,9) = (x,y).

Inverze: dano (z,vy), chceme (x + u,yv) = (0,1). Pak u = —z a v = %, pokud to jde. Zavér: pro y # 0 je (z,y)
invertibilni a (z,y)~! = (—:E, %)

i) Asociativita a jednotkovy prvek viz f).

Inverze: déno (x,y), chceme (x + u,yv) = (0,1). Pak u = —x a v = %, pokud to jde. Zavér: pro y = +1 je (z,y)
invertibilni a (z,y) ! = (—:17, %)

D)z [(s,8) o (w,v)] o (z,y) = (st +v) o (z,y) = ((s")", t+v+y) a(st)o[(u,v)o(z,y)] = (s,t) o (u"v +y) =
(s“m,t + v +y). Neni to stejné, protoze (s*)* = s"* se lisi od s(4") | takze neni asociativni, protipiiklad vyrobime
snadno pomoci té mocniny. Tfeba [(2,0) o (2,0)] 0 (3,0) = (4,0) o (3,0) = (64,0), zatimco (2,0) 0 [(2,0) o (3,0)] =
(2,0) 0 (8,0) = (256,0).

k): [(s,t) o (u,v)]o(x,y) = (sv,tu) o (z,y) = (svy,tuzx) a (s,t) o [(u,v) o (z,y)] = (s,t) o (uy,vx) = (svzx, tuy). Neni
to stejné, takze neni asociativni, protiptiklad vyrobime snadno, musime odlisit = a y, tfeba [(1,1)0(1,1)]o(1,2) =
(1,1) 0 (1,2) = (2,1), zatimco (1,1) 0 [(1,1) 0 (1,2)] = (1,1) 0 (2,1) = (1,2).

19b.2: (zoy)oz=4zyz=zo0(yoz), e=1, a7 = L.

19b.3:

—~

&l

Vennuv diagram (A + B) +~ C = A+ (B + C) je ,kvétinka®, viz vpravo.
Ovétte: A+ () = A pro libovolnou mnozinu, proto e = (). A B
Pro libovolnou mnozinu plati A+ A = () = e, proto A~! = A pro A € P(U).
(P(U),+0) je grupa.
U C
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Diskrétn{ matematika 19b. Monoidy a grupy pHabala 2026
19b.4: Ovéite, ze y = x splituje podminku 2 oy =gyoax~! =e.
19b.5: x:xoe:xo(cocfl) = (xoc)ocf1 = (yoc)oc*1 :yo(cocfl) =yoe=y.
19b.6: Napiste to jako g o g = g o e a pouzijte vhodny fakt.
19b.7: Vyuzijte fakt 19a.5.
19b.8: N = {1,2,4,5,7,8}. Ovéfeni: tieba 7-8 = 56 mod 9 =2 € N, atd.
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