
19. Bonus: Binárńı operace

Operace je proces, kdy z objektů určitého typu vytvoříme nový objekt stejného typu. Každá operace má přesně
specifikovaný počet vstupů. Některé operace mají jen jeden, třeba proces, kdy z komplexního čísla vyrobíme
k němu konjugované číslo, nebo vytvoření druhé mocniny z celého čísla, nebo když vezmeme slovo a zapíšeme jej
pozpátku. Takovým se říká unární operace. Pokud dotyčné objekty tvoří množinu M , pak dobrým modelem pro
unární operaci je zobrazení M 7→M .

Existují operace se třemi a více vstupy, ale ty jsou vzácné. Použití mají například v projektivní geometrii.
S přehledem nejpoužívanější a také nejstudovanější jsou operace binární, tedy takové, které mají na vstupu dva

objekty. Všichni známe sčítání, jako nematematický příklad můžeme uvést operaci, která při soutoku řek určí
jméno výsledné řeky z těch dvou. I pro binární operace bude výborným modelem zobrazení.

!!! Definice.
Nechť M je množina. Pod pojmem binární operace (binary operation) na M rozumíme
libovolné zobrazení ◦: M ×M 7→M .

Aby se nám věci lépe psaly, zavedeme speciální značení, takže pro prvky x, y ∈M budeme namísto ◦(x, y) psát
x◦y. To ostatně známe, sčítání dvou čísel nepíšeme +(1, 13) = 14, ale 1+13 = 14. Někdy používáme i jiné značky,
třeba x � y, x ∗ y a podobně.

Zejména v matematice potkáváme binárních operací hodně a studujeme je, protože pokud zjistíme, že pro
danou operaci fungují určitá pravidla, tak nám to pomůže při práci s ní. Po setkání s více operacemi je snadné
si všimnout, že mnohé z nich sdílejí určité vlastnosti. Například při zkoumání skládání zobrazení jsme odhalili
pravidlo (S ◦ T )−1 = T−1 ◦ S−1, které se podezřele podobá pravidlu (AB)−1 = B−1A−1 pro násobení matic. Pak
se nabízí otázka, jestli takové pravidlo vždy vyplývá z konkrétní specifické situace, nebo jestli spíše není odrazem
nějakého obecného principu.

Pokud bychom tento princip dokázali identifikovat a zjistili, co přesně je k jeho platnosti potřebné, tak už
platnost tohoto pravidla dostaneme automaticky ve všech situacích, která splňují dotyčné požadavky. Nejenže
bychom ušetřili práci, ale navíc lépe porozumíme spojitostem mezi různými pojmy.

Právě zkoumání prapůvodních příčin různých chování je jednou z náplní matematiky. Vnese se tím pořádek
do mnohdy nepřehledných situací, navíc je ekonomické dělat věci jednou, tam, kde na tom opravdu záleží, než
stejnou věc dělat stejným způsobem znovu a znovu pro různé inkarnace téhož. Nevýhoda z hlediska začátečníka
je, že se tak dostáváme ke zkoumání velice abstraktních struktur, u nichž se často nemužeme odvolat na intuici.
Jde tedy obvykle o dosti pokročilou látku.

V této bonusové kapitole se takto podíváme na chování binárních operací. Identifikujeme užitečné vlastnosti,
které operace mohou a nemusejí mít, a zavedeme klasifikaci podle toho, kolik žádoucích vlastností ta která operace
má. Zavedeme tak nové pojmy a něco o nich zjistíme.

19a. Pologrupy

Zavedením operace na množině vznikne struktura, kterou pojmenujeme.

Definice.
Pojmem grupoid označujeme každou dvojici (M, ◦), kde M je množina a ◦ je binární operace
na M .

Anglicky se tomu říká groupoid či častěji magma.
Jde o základní pojem, který téměř nic nevyžaduje ani nepřináší, všechny běžné binární operace pocházejí z ně-

jakého grupoidu. Například většinu této knihy pracujeme v grupoidech (Z,+), (Z, ·), (Z,−), ale také (Zn,⊕)
a podobně.

Problémové je dělení. (R,÷) není grupoid, protože neumíme dělit nulou, takže například dvojice (0, 1) není
v definičním oboru zobrazení ÷. Grupoidem je (R {0},÷), ale ten nám zase nedovolí počítat 0 ÷ 2 = 0. Takže
dělení se do této algebraické teorie příliš nehodí.

Podívejme se blíže na požadavek, který na grupoid máme: že dotyčná operace je zobrazení M × M → M .
Jednak to říká, že musíme být schopni aplikovat operaci na libovolné dva prvky M , což obvykle není problém.
Restriktivnější je druhý požadavek, že výsledek operace je vždy zase zM . Tomu říkáme, že množinaM je uzavřená
na (vzhledem k) operaci ◦. Lze to vyjádřit takto:
• Pro všechna x, y ∈M platí x ◦ y ∈M .
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Můžeme tedy mluvit o grupoidu (Z,−), ale grupoidem nebude (N,−), protože například nemůžeme v množině
N odečítat 13− 23. Množina tedy není na odečítání uzavřená a nejde o binární operaci na N.

Protože grupoid o operaci (kromě uzavřenosti) neříká nic, nedá se čekat, že bychom získali nějaké zásadnější
obecné výsledky o operacích. Můžeme ale zavést klíčové pojmy a něco málo se přece jen dozvíme.

Začneme situací, kdy máme operaci ◦ na nějaké množině M , ale potřebujeme se omezit na množinu menší.
Podobnou otázku jsme již řešili u relací a zobrazení. Uvažujme podmnožinu N . Pokud chceme aplikovat operaci
◦ na prvky x, y ∈ N , tak se na ně podíváme jako na prvky M a aplikujeme operaci stejným způsobem. Protože
aplikace operace je formálně dosazení x, y do jistého zobrazení, tak tím říkáme, že zobrazení funguje na N stejným
způsobem jako funguje na M . Jinými slovy, když s operací ◦ přecházíme od její mateřské množiny M k podmnožině
N , tak vlastně uvažujeme restrikci ◦N operace ◦ na množinu N .

Přirozeným požadavkem je, abychom po přechodu k podmnožině mohli operaci pořád používat.

Definice.
Nechť (M, ◦) je grupoid a N podmnožina M . Řekneme, že N je podgrupoidem (M, ◦), jestliže
(N, ◦N ) je grupoid.

Požadavek, že (N, ◦N ) je grupoid, je ve skutečnosti velmi jednoduchý.

Věta 19a.1.
Nechť (M, ◦) je grupoid a N je podmnožinou M . Pak N je podgrupoid (M, ◦) právě tehdy, když
je N uzavřená na ◦.

Důkaz (rutinní): 1) =⇒: Jestliže je N podgrupoid, pak je (N, ◦N ) grupoid, tudíž musí platit x ◦N y ∈ N pro
všechna x, y ∈ N . Protože ◦N je restrikce ◦, znamená to, že x ◦ y ∈ N pro x, y ∈ N .
2) ⇐=: Předpokládejme, že x ◦ y ∈ N pro všechna x, y ∈ N . Pak má zobrazení ◦: M ×M 7→ M po restrikci
na N ×N hodnoty v N , tedy ◦N : N ×N 7→ N . Podle definice je tedy (N, ◦N ) grupoidem.

�

Protože ◦N je fakticky stejná operace jako ◦, píšeme obvykle jen (N, ◦).
Protože sečtením dvou přirozených čísel vznikne číslo přirozené, je N je podrupoidem (Z,+). Nicméně N není

podgrupoidem (Z,−). Podobně nahlédneme, že R+ (kladná reálná čísla) jsou podgrupoidem (R, ·), zatímco R−

jím nejsou (součin dvou záporných reálných čísel není záporné číslo).
Máme přirozený řetízek, (C,+) má podgrupoid R, ten zase Q, ten zase Z, ten zase má podgrupoid N a ten

může mít třeba podgrupoid 2N, což je množina všech sudých kladných čísel. Snadno si rozmyslíme, že je uzavřená
na sčítání. Takovéto řetízky jsou užitečné, protože jak brzy uvidíme, vlastnosti se obvykle „dědíÿ, tudíž pak stačí
věci dokazovat pro tu „největšíÿ množinu.

Někdy se v grupoidu najdou prvky, které se v operacích chovají specifickým způsobem.

Definice.
Nechť (M, ◦) je grupoid. Řekneme, že prvek z ∈ M se nazývá absorbční prvek (absorbing
element), jestliže pro všechna x ∈M platí z ◦ x = x ◦ z = z.

Inspirace ke jménu je zřejmá: Když absorbční prvek někoho potká, tak ho sežere. To se také odráží v alternativním
anglickém názvu anihilating element.

V grupoidu (Z, ·) je takovým prvkem nula, protože 0 · x = x · 0 = x pro všechna x ∈ Z. Proto se mu také
někdy říká nulový prvek, ale je to nebezpečné, protože se může plést se stejně nazvaným prvkem z pokročilejší
struktury. V grupoidu (Z,+) absorbční prvek není. Vůbec nám to nevadí. Absorbční prvek je spíš kuriozita než
něco klíčového.

I když u grupoidů o operaci nic nevíme, lze něco dokázat.

Fakt 19a.2.
Nechť (M, ◦) je grupoid. Pokud má absorbční prvek, tak je jediný.

Použijeme obvyklou strategii: Uvažujeme dva možné kandidáty a ukážeme, že je vlastně jeden. Zde stačí použít
vlastnost z definice.
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Důkaz (poučný): Nechť z1, z2 jsou absorbční prvky (M, ◦). Podíváme se na z1 ◦ z2 dvakrát, jednou očima
absorbčního prvku z1, podruhé očima absorbčního prvku z2. Dostaneme z1 = z1 ◦ z2 = z2.

�

Následující typ prvku už je důležitý.

!!! Definice.
Nechť (M, ◦) je grupoid. Řekneme, že prvek e ∈ M se nazývá jednotkový prvek či identita
(identity element), jestliže pro všechna x ∈M platí e ◦ x = x ◦ e = x.

Název jednotkového prvku je inspirován násobením: e = 1 je jednotkovým prvkem například pro (Z, ·), protože
platí 1 ·x = x ·1 = x pro všechna x ∈ Z. Jestliže je dotyčná operace silně podobná sčítání a označená + či podobně,
pak se často jednotkový prvek značí také n či 0 a nazývá se neutrální prvek. Tady to ale raději dělat nebudeme,
aby nebyl zmatek. I jednotkový prvek (pokud existuje) je jednoznačně určen.

!!! Fakt 19a.3.
Nechť (M, ◦) je grupoid. Jestliže v M existuje jednotkový prvek, pak je jediný.

Důkaz (poučný): Nechť e, f jsou jednotkové prvky (M, ◦). U výrazu e ◦ f použijeme nejprve to, že f je jednot-
kový prvek, a pak to, že také e je jednotkový prvek. Dostaneme e = e ◦ f = f .

�

Dostáváme se k první ukázce dědičnosti.

!!! Věta 19a.4.
Nechť (M, ◦) je grupoid a N jeho podgrupoid.
(i) Jestliže v M existuje jednotkový prvek e a e ∈ N , pak je e jednotkový prvek v (N, ◦).
(ii) Jestliže v M existuje absorbční prvek z a z ∈ N , pak je z absorbční prvek v (N, ◦).

Důkaz: (i): Nechť x ∈ N . Na N používáme restrikci operace (zobrazení) z M , tedy platí x ◦N e = x ◦ e = x,
protože e je jednotkový prvek v M . Podobně e ◦N x = x.
(ii) se dokáže obdobně.

�

Z jednoznačnosti jednotkového prvku (fakt 19a.3) vyplývá, že když se v podgrupoidu N ocitne jednotkový prvek
e z M , tak už N žádný jiný jednotkový prvek mít nemůže. Pokud ale do N to e nevložíme, tak se může stát, že si
N pořídí „svůjÿ jednotkový prvek f . Aby to nebylo v rozporu s jednoznačností v M , tak f nesmí být jednotkovým
pro celé M . Totéž platí pro absorbční prvek. Viz příklad 19a.a a další.

Pokud umíme operací spojovat dva prvky, dokážeme jich spojovat i více. Speciálním případem takového vícená-
sobného spojování je pak mocnina.

!!! Definice.
Nechť (M, ◦) je grupoid.
(i) Pro libovolné n ∈ N a x1, x2, x3, . . . ∈M definujeme x1 ◦ · · · ◦ xn rekurzivním vzorcem

(0) x1 = x1;
(1) x1 ◦ · · · ◦ xn ◦ xn+1 = (x1 ◦ · · · ◦ xn) ◦ xn+1 pro n ∈ N.

(ii) Pro libovolné n ∈ N a x ∈M definujeme mocniny x takto:
(0) x1 = x;
(1) xn+1 = (xn) ◦ x pro n ∈ N.

Úmluva: Mocnina má prioritu před operací ◦, není-li závorkou řečeno jinak.

Například rekurzivním použitím definice získáme

x1 ◦ x2 ◦ x3 ◦ x4 = (x1 ◦ x2 ◦ x3) ◦ x4 = ((x1 ◦ x2) ◦ x3) ◦ x4.
Vidíme, že čtyři prvky dokážeme spojit tím, že postupně spojujeme dvojice, což binární operace umí.

Mocnina je pro začátečníka zrádná, protože se podobá běžné mocnině, ale ve skutečnosti je to jen zkratka pro
opakování operace z uvažovaného grupoidu. Pokud například pracujeme v (Z,+), pak výsledek výrazu 23 není 8,
ale je to (2 + 2) + 2 = 6.

Aby se operace s více prvky a mocnina chovaly rozumně, potřebujeme od operace něco víc, než že jen existuje.
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!!! Definice.
Nechť (M, ◦) je grupoid.
Řekneme, že operace ◦ je asociativní, jestliže pro všechna x, y, z ∈M platí (x◦y)◦z = x◦(y◦z).
Řekneme, že operace ◦ je komutativní, jestliže pro všechna x, y ∈M platí x ◦ y = y ◦ x.

Komutativita je patrně známější, ale ve skutečnosti její přítomnost či nepřítomnost neovlivní nějak zásadně
vlastnosti výsledné struktury. Dá se říct, že je příjemné ji mít, protože ulehčuje počítání, ale obejdeme se bez ní.
Zato asociativita je naprosto zásadní, bez ní se toho moc udělat nedá a naopak s ní se dá vybudovat zajímavá
teorie. Proto se často výklad dělá rovnou pro světy s asociativní operací, které mají speciální jméno.

!!! Definice.
Nechť (M, ◦) je grupoid. Řekneme, že je to pologrupa (semigroup), jestliže ◦ je asociativní.

Pokud je v grupoidu či pologrupě (M, ◦) operace komutativní, tak řekneme, že ten grupoid či pologrupa jsou
komutativní neboli abelovské. Jak už jsme naznačili, není to zásadní a uvidíme, že se všechny poznatky bez
komutativity obejdou.

Jak brzy uvidíme, naprostá většina známých matematických struktur jsou pologrupy. Proto se v nich dobře
pracuje.

Začneme návratem k aplikování operace na více prvků. Rozmysleli jsme si, že

x1 ◦ x2 ◦ x3 ◦ x4 = ((x1 ◦ x2) ◦ x3) ◦ x4.
Toto pořadí je třeba obecně dodržovat. Jsme například zvyklí, že při počítání 5 + 7 + 3 bychom preferovali začít
součtem 7 + 3, ale definice to nedovoluje a jsou operace, u kterých by takovýto „nepředpisovýÿ postup dal chybný
výsledek. Pokud je ovšem naše operace asociativní, tak nám dovolí závorky přesouvat a počítat například takto:

x1 ◦ x2 ◦ x3 ◦ x4 = (x1 ◦ x2) ◦ (x3 ◦ x4).
Všimněte si, že i zde se každá operace aplikuje na dva vstupy.

Z toho pak vzplývá svoboda zvolit si, v jakém pořadí takové výrazy vyhodnocujeme, což hraje velkou roli
v užitečnosti takového počítání. Můžeme mimo jiné dokázat povědomé vzorce.

!!! Fakt 19a.5.
Nechť (M, ◦) je pologrupa a x ∈M . Pak pro všechna m,n ∈ N platí:
(i) xm ◦ xn = xm+n,
(ii) (xm)n = xmn.

Důkaz (poučný): (i): Důkaz povedeme indukcí na n. Zvolme tedy pevné m ∈ N a dokážeme pro všechna n ∈ N,
že (xm) ◦ (xn) = xm+n.
(0) (xm) ◦ (x1) = (xm) ◦ x = xm+1 podle definice mocniny.
(1) Pro nějaké (libovolné) n ∈ N předpokládejme, že (xm)◦(xn) = xm+n. Pak pomocí vzorců z definice mocniny,
asociativního zákona a indukčního předpokladu dostaneme

(xm) ◦ (xn+1) = (xm) ◦ (xn ◦ x) = (xm ◦ xn) ◦ x IP
== (xm+n) ◦ x = x(m+n)+1 = xm+(n+1).

Vzhledem k prioritě mocniny byly některé závorky zbytečné, ale při práci v abstraktních prostorech je lepší být
opatrný. Všichni jsme totiž zvyklí pracovat s reálnými čísly a běžnými operacemi a mnohé věci děláme skoro bez
přemýšlení, ale u obecných pologrup vůbec nemusí platit. Je proto důležité si u každého kroku pečlivě rozmyslet,
proč vlastně platí.
(ii): Důkaz se nejlépe dělá indukcí na n, použije se i výsledek z (i). Necháme to jako cvičení 19a.2.

�

I v případě pologrup bychom někdy rádi přecházeli k podmnožinám, aniž bychom ztratili vlastnosti.

Definice.
Nechť (M, ◦) je pologrupa a N je podmnožinou M . Řekneme, že N je podpologrupa (M, ◦),
jestliže (N, ◦N ) je pologrupa.
Někdy také říkáme, že (N, ◦) je podpologrupa (M, ◦).

Jestliže má být (N, ◦N ) pologrupou, tak musí být v první řadě grupoidem, tedy N podle věty 19a.1 musí být N
uzavřená na operaci ◦. Navíc by měla operace ◦N splňovat podmínku asociativity, ovšem jakožto restrikce musí
mít stejné výsledky operací jako ◦, takže by příslušná rovnost měla platit automaticky a žádná další podmínka
není třeba.
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Věta 19a.6.
Nechť (M, ◦) je pologrupa a N je podmnožinou M . Pak N je podpologrupa (M, ◦) právě tehdy,
když je N uzavřená na ◦.

Důkaz (rutinní): 1) =⇒: Jestliže je N podpologrupa, pak je (N, ◦N ) pologrupa, tudíž také podgrupoid a uza-
vřenost plyne z věty 19a.1.
2) ⇐=: Předpokládejme, že x ◦ y ∈ N pro všechna x, y ∈ N . Podle věty 19a.1 je pak (N, ◦N ) grupoid.

Vezměme libovolné x, y, z ∈ N . Protože ◦N a ◦ dávají na N shodné výsledky, díky asociativitě ◦ dostáváme

(x ◦N y) ◦N z = (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z) = x ◦N (y ◦N z).

�

Obdobně se snadno dokáže, že pokud je (M, ◦) komutativní, tak libovolný podgrupoid musí být také komutativní.
Asociativita a komutativita se tedy dědí přechodem k podgrupoidu.

Podotkněme, že selhání asociativity či komutativity se naopak dědit nemusí. Protože se přechodem k menší
množině zmenší nároky kladené příslušnou podmínkou, může se stát, že operace má na podmnožině lepší vlastnosti
než na původní větší množině, viz příklad 19a.a.

Tato věta má dvojí využití. Představme si, že máme množinu N a operaci ◦. Pokud chceme ověřit, že (N, ◦)
je pologrupa, tak podle definice musíme ověřit uzavřenost N na operaci ◦ a pak potvrdit platnost asociativity
pro operaci. U dalších struktur přibudou i další pravidla. Alternativní (a velmi populární) strategie je najít
nadmnožinu M , o které už je známo, že s operací ◦ tvoří pologrupu (či časem jinou strukturu). Pak nemusíme
testovat asociativitu (případně jiná pravidla), stačí ověřit uzavřenost N na operaci.

Jako druhé využití nám věta umožní generovat nové pologrupy tím, že u známé pologrupy omezíme množinu,
ovšem musíme si pohlídat uzavřenost na operace.

Nyní ukážeme příklady grupoidů a pologrup. Začneme prostory, které důvěrně známe, nikterak překvapivě to
budu pologrupy a často také budu obsahovat speciální prvky. Poté přejdeme k exotičtějším příkladům. Klíčová je
asociativita a existence jednotkového prvku, komutativita je bonus a absorbční prvky jsou spíš jen pro zajímavost.

Příklad 19a.a:
1. Od dětství víme, že sčítání je asociativní a komutativní. Můžeme tedy prohlásit, že (C,+) je komutativní polo-
grupa. Pak už to bude automaticky platit i pro všechny podpologrupy tvořené množinami uzavřenými na sčítání,
tedy máme oblíbené pologrupy (R,+), (Q,+), (Z,+) či (N,+).

S výjimkou N mají všechny jednotkový prvek e = 0, protože pro všechna čísla x máme

0 + x = x+ 0 = x.

Tento jednotkový prvek najdeme také v pologrupě (N0,+). Absorbční prvek bychom ale pro sčítání hledali marně,
leda že bychom brali ∞ jako číslo (to byl pokus o matematický vtip).

Podobně je to s násobením, máme komutativní pologrupy (C, ·), (R, ·), (Q, ·), (Z, ·) či (N, ·) nebo (N0, ·).
Všechny tyto pologrupy mají jednotkový prvek e = 1 a s výjimkou N také absorbční prvek z = 0.
Víme, že pro x, y ≥ 2 platí xy ≥ 2. Takže 〈2,∞) je podpologrupa (R, ·) neboli (〈2,∞), ·) je (komutativní) polo-

grupa, která nemá jednotkový ani absorbční prvek. Vidíme, že asociativita ani komutativita nepomohla s existencí
speciálních prvků.

(Z,−) je grupoid, ale pologrupa to není, protože neplatí asociativní zákon: (5−2)−1 = 2, zatímco 5−(2−1) = 4.
Ze stejného důvodu není pologrupou (R {0},÷). Operace odečítání a dělení se tedy do této teorie nevejdou. Nás
to ale nemrzí, protože jak už od kapitoly 2 víme, z pohledu teorie je nepotřebujeme.

Mimochodem, odčítání na Z a dělení na R {0} nemají jednotkový ani absorbční prvek.
Vraťme se ke grupoidu (R {0},÷), který není asociativní ani komutativní a nemá jednotkový prvek. Uvažujme

N = {−1, 1} coby podmnožinu R {0}. Je uzavřená na dělení, tedy ({±1},÷) je podgrupoid (R {0},÷). Tento
podgrupoid je již asociativní, protože výrazy x ÷ (y ÷ z) a (x ÷ y) ÷ z dávají pro ±1 stejné výsledky. Je to
tedy pologrupa, dokonce komutativní a také má jednotkový prvek e = 1. Vidíme tedy případ zlepšení vlastností
přechodem k podmnožině.

2. Připomeňme, že když je X nějaká známá číselná množina, tak z ní značením X+ vybereme jen kladná čísla
a značením X− jen záporná čísla, značením X0 pak přidáme nulu.

Snadno si rozmyslíme, že třeba (Z−,+), (R+,+), (Q+0 ,+), (Q+, ·), (R {0}, ·) jsou pologrupy. Stačí například
ukázat, že součet dvou záporných celých čísel je záporné celé číslo, což ukazuje uzavřenost Z− na sčítání, a tedy
je to podpologrupa například pologrupy (Z,+).

Naopak (Z−, ·) pologrupou není, protože to sice je podmnožina pologrupy (Z, ·), ale není uzavřená na násobení,
vynásobením dvou záporných čísel nedostaneme záporné číslo. Q+ je uzavřená na dělení, takže (Q−,÷) je grupoid.
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3. Zvolme přirozené číslo n a definujme nZ = {nk; k ∈ Z}, například 2Z je množina všech celých násobků 2 čili
množina sudých čísel. Ověříme uzavřenost takové množiny na obě známé operace:

Jestliže x, y ∈ nZ, pak existují k, l ∈ Z takové, že x = nk a y = nl. Proto x + y = n(k + l) a k + l ∈ Z, tudíž
podle definice nZ platí x+ y ∈ nZ. Podobně xy = n(nkl) a nkl ∈ Z, tudíž x · y ∈ nZ.

Proto jsou (nZ,+) a (nZ, ·) pologrupy pro všechna n ∈ N. Pologrupa (nZ,+) má vždy jednotkový prvek e = 0,
ale pologrupa (nZ, ·) má jednotkový prvek jen pro n = 1, pak 1Z = Z.

4. V reálném světě paradoxně nepracujeme s reálnými čísly, ale jen určitou podmnožinou v závislosti na použité
výpočetní technice. Například moje kalkulačka si pamatuje jen 13 míst z každého reálného čísla. To má nečekané
dopady. Abychom je lépe viděli, trochu zmenšíme rozsah. Nechť M je množina všech reálných čísel s 2 platnými
číslicemi. Obsahuje tedy čísla jako 14, −1.7, 13000 a podobně. Zato neobsahuje číslo 747, to se v našem světě M
automaticky převede oříznutím na 740.

Uvažujme prostor (M,+), kde + je teď sčítání „počítačovéÿ, kdy se výsledky automaticky převádějí oříznutím
do M . Tvrdíme, že takovéto sčítání není asociativní, tudíž (M,+) není pologrupa. Dokážeme to snadno, porovnejte

(110 + 7) + 7 = 110 + 7 = 110,

110 + (7 + 7) = 110 + 14 = 120.

Pokud bychom při převodu výsledku operace do M neořezávali, ale zaokrouhlovali, stejně by to dopadlo jinak:

(110 + 7) + 7 = 120 + 7 = 130,

110 + (7 + 7) = 110 + 14 = 120.

Takže sčítání, teoreticky krásná asociativní operace, není v počítačích asociativní (pro více čísel pak ani komuta-
tivní), což může při výpočtech způsobovat fatální chyby. Lidé, kteří se počítačovými výpočty zaobírají, na toto
musí myslet.

Počítačové sčítání má jednotkový prvek e = 0.
Podobný problém máme s násobením, které také není asociativní:

(15 · 13) · 11 = 190 · 11 = 2000,

15 · (13 · 11) = 15 · 140 = 2100.

Má ale jednotkový prvek e = 1 a absorbční prvek z = 0.
To ukazuje, že existence speciálních prvků nesouvisí s asociativitou či komutativitou.
4

Příklad 19a.b:
1. Ve vícedimenzionálních prostorech umíme sčítat vektory (děláme to po souřadnicích), opět jde o asociativní
a komutativní operaci. Ukážeme asociativitu pro R2. Nechť (s, t), (u, v), (x, y) ∈ R2. Pak pomocí asociativity pro
běžné sčítání dostaneme

[(s, t) + (u, v)] + (x, y) = (s+ u, t+ v) + (x, y) = ([s+ u] + x, [t+ v] + y)

= (s+ [u+ x], t+ [v + y]) = (s, t) + (u+ x, v + y) = (s, t) + [(u, v) + (x, y)].

Máme tedy pologrupu (Rn,+) nebo třeba (Zn,+). Má jednotkový prvek, nulový vektor 0n = (0, 0, . . . , 0). Nemá
jej pologrupa (Nn,+), která je podpologrupou (Zn,+): sčítáním vektorů se souřadnicemi z N zase dostaneme
vektory se souřadnicemi z N.

Jak vlastně množiny uzavřené na sčítání vypadají? V tom nám pomůže lineární algebra, jsou to například všechny
lineární podprostory. Takže v rovině budou takovými podmnožinami všechny přímky procházející počátkem,
v třírozměrném prostoru zase všechny přímky či roviny procházející počátkem. Takto je tedy možné vytvářet
zajímavé pologrupy, třeba N = {(s, t, 2s − t); s, t ∈ R} je rovina procházející počátkem v R3, proto je (N,+)
pologrupa.

2. Standardní násobení na vektorech neexistuje, tak si operaci spojenou s násobením vymyslíme. Necháme se
inspirovat klasickým sčítáním a zavedeme násobení po souřadnicích, pro (u1, . . . , un), (x1, . . . , xn) ∈ Rn definu-
jeme (u1, . . . , un) ∗ (x1, . . . , xn) = (u1 · x1, . . . , un · xn). Podobně jako u sčítání se snadno dokáže, že se vlastnosti
obvyklého násobení čísel přenášejí také na tuto operaci, dostáváme tak pologrupy (Rn, ∗) či třeba (Nn, ∗).

V těchto pologrupách máme jednotkový prvek e = 1n = (1, 1, . . . , 1) a absorbční prvek z = 0n.
Uvažujme teď N = R × {0} = {(x, 0); x ∈ R} coby podmnožinu R2. Je uzavřená na naše speciální násobení,

protože

(u, 0) ∗ (x, 0) = (u · x, 0 · 0) = (ux, 0) ∈ N.
Proto je (N, ·) pologrupou, dokonce komutativní. Jednotkový prvek 12 z R2 se do ní nedostal, ale má svůj:
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e = (1, 0). Ověříme:

(u, 0) ∗ (1, 0) = (u · 1, 0 · 0) = (u, 0), (1, 0) ∗ (u, 0) = (1 · u, 0 · 0) = (u, 0).

Samozřejmě tento prvek není jednotkovým prvkem v (R2, ∗), takže ke sporu s jednoznačností tam nedochází.
Operací lze na vektorech vymyslet spoustu, viz třeba cvičení 19b.1.
4

Příklad 19a.c: Díky větě 2b.1 víme, že sčítání i násobení na Zn = {0, 1, . . . , n − 1} je asociativní (a také
komutativní). Máme tedy pologrupy (Zn,+) a (Zn, ·). První má jednotkový prvek 0, druhá jednotkový prvek 1
a absorbční prvek 0.

Uvažujme n = 8 a N = {0, 2, 4, 6}. Snadno ukážeme, že tato množina je uzavřená na násobení modulo 8, je
to tedy podpologrupa (Z8, ·). Neobsahuje jednotkový prvek e = 1 a nemá žádný svůj, ale zachovala si absorbční
prvek z = 0.
4

Příklad 19a.d: IMm×n[R] označuje množinu všech reálných matic velikosti m×n. Takové matice umíme sčítat,
což je opět operace komutativní a asociativní. (IMm×n[R],+) je tedy pologrupa. Má jednotkový prvek, nulo-
vou matici 0m×n. Zajímavou podpologrupou je množina IMm×n[Z] celočíselných matic, která je zjevně uzavřená
na sčítání.

Pro násobení se musíme omezit na čtvercové matice. (IMn[R], ·) je pologrupa, která ale pro n > 1 není komuta-
tivní. Má jednotkový prvek, jmenovitě jednotkovou matici En, zatímco 0n je absorbční prvek. I zde tvoří čtvercové
celočíselné matice velikosti n podpologrupu.

Velmi užitečnou podpologrupou (IMn[R], ·) je množina IMR
n [R] všech regulárních reálných matic n × n, tedy

čtvercových matic s nenulovým determinantem. Z lineární algebry víme, že součin dvou regulárních matic je
regulární, tudíž je tato množina uzavřená na násobení a (IMR

n [R], ·) je pologrupa. Můžeme uvažovat i pologrupu
celočíselných regulárních matic.

Další zajímavou podpologrupou (IMm×n[R], ·) je množina Dn[R] všech diagonálních matic rozměru n× n, která
je zjevně uzavřená na násobení. Zatímco původní pologrupa komutativní není, tato podpologrupa ano. Dn[R] je
také uzavřená na sčítání, je to tedy podpologrupa (IMm×n[R],+). Uzavřená na obě operace je také množina Dn[Z]
celočíselných diagonálních matic.
4

Příklad 19a.e: P označuje množinu všech reálných polynomů. I zde máme operace sčítání a násobení, které
jsou asociativní a komutativní. Obě pologrupy (P,+) a (P, ·) mají jednotku, pro sčítání to je nulový polynom
p(x) = 0 a pro násobení konstantní polynom p(x) = 1. Nulový polynom je absorbčním prvkem pro násobení
polynomů.

I zde je možné omezit se na polynomy nad celými čísly a stále půjde o pologrupy.
Zajímavou podpologrupou vzhledem ke sčítání je množina Pn polynomů stupně nejvýše n.
Trocha exotiky: Množina N všech polynomů, které mají 13 jako kořen, je uzavřená na násobení.
4

Příklad 19a.f: Nechť U je libovolná množina, uvažujme M = P (U) neboli všechny podmnožiny U . Pokud sjed-
notíme či pronikneme dvě podmnožiny U , pak je výsledná množina zase podmnožinou U , máme tedy uzavřenost
M vzhledem k těmto dvěma operacím. Je známo, že průnik i sjednocení jsou asociativní (a také komutativní).
Proto jsou (M,∩) a (M,∪) pologrupy.

(M,∩) má jednotkový prvek e = U a absorbční prvek z = ∅, protože pro každou podmnožinu A množiny U platí
A ∩ U = A a A ∩ ∅ = ∅.

(M,∪) má jednotkový prvek e = ∅ a absorbční prvek z = U , protože pro každou podmnožinu A množiny U platí
A ∪ ∅ = A a A ∪ U = U .

Najdeme nějaké zajímavé podpologrupy (M,∩) a (M,∪)? Přirozená situace nastane, když se rozhodneme ne-
pracovat s podmnožinami celého universa U , ale jen s jeho částí (podmnožinou) V . Protože každá podmnožina V
je také podmnožinou U , bude množina N všech podmnožin V zase podmnožinou množiny M všech podmnožin
U . Snadno ověříme, že N je uzavřená na průnik i sjednocení, je to tedy podpologrupa (M,∩) i (M,∪).

Naopak pokud zkusíme jako N vzít všechny podmnožiny U se sudým počtem prvků, tak to nebude fungovat. Je
snadné si představit, že průnikem dvou chytře vybraných dvouprvkových možin vznikne jednoprvková a nemáme
uzavřenost vzhledem k průniku, sjednocením dvouprvkových množin zase může vzniknout i tříprvková.

Nápad: Zvolme pevně nějaký prvek u ∈ U , nechť N je množina všech podmnožin U , které obsahují u. Pak už
jsou (N,∩) i (N,∪) pologrupy (rozmyslete si uzavřenost, viz cvičení 19a.1).
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Operace množinového rozdílu není asociativní, protipříklad se snadno najde. Takže (M, ) je grupoid, ale ne
pologrupa. Tato operace není ani komutativní a nemá speciální prvky.

Naopak vše a ještě více vychází pěkně pro symetrický rozdíl, viz cvičení 19b.3.
4

Příklad 19a.g: V booleanovské algebře pracujeme s pravdivostními hodnotami T a F (true a false). Standardně
používáme unární operaci negace ¬p a dvě binární operace, logický součin (konjunkci) p ∧ q a logický součet
(disjunkci) p∨ q. O obou se snadno dokáže, že jsou asociativní, takže ({T, F},∧) a ({T, F},∨) jsou (komutativní)
pologrupy.

({T, F},∧) má jednotkový prvek e = T a absorbční prvek z = F , protože pro libovolný výrok p platí p ∧ T = p
a p∧F = F . ({T, F},∨) má jednotkový prvek e = F a absorbční prvek z = T , protože pro libovolný výrok p platí
p ∨ F = p a p ∨ T = T .

V elektrotechnice hraje významnou roli fakt, že všechny logické operace se dají nahradit operací jedinou, která
se nazývá NAND. Je to negace konjunkce, tedy p NAND q = ¬(p∧ q). Ve formální logice se s ní nepracuje mimo
jiné proto, že není asociativní:

(F NAND T ) NAND T = T NAND T = F,

F NAND (T NAND T ) = F NAND F = T.

Tato operace nemá jednotkový ani absorbční prvek. Je komutativní, ale není jí to nic platné.
4

Příklad 19a.h:
1. Zvolme nějakou množinu A. Nechť M je množina všech zobrazení z A do A. Pak je M spolu s operací skládání
pologrupa, viz věta 8a.2. Obecně není komutativní.

Má jednotkový prvek e = IA, viz fakt 8a.8.
Podle faktu 8b.3 je množina všech prostých zobrazení z A do A uzavřená na skládání, totéž platí pro množinu

všech zobrazení na a množinu všech bijekcí. Jsou to tedy pologrupy. Obzvláště užitečná je pologrupa všech bijekcí
se skládáním, kterou níže potkáme v jiném převleku, viz příklad 19b.m.

2. Nechť M je množina všech relací na A. Pak je M s operací skládání pologrupa, viz fakt 4a.9. Opět není
komutativní.

Má jednotkový prvek e = ∆(A), viz cvičení 4b.19.
Z celé pologrupy se můžeme omezit například na relace reflexivní (věta 4c.10) nebo třeba na uspořádání či

na ekvivalence a opět získáme pologrupy.

3. Vezmeme-li interval I reálných čísel a uvažujeme množinu F (I) všech reálných funkcí na I, pak jsou (F (I),+)
a (F (I), ·) pologrupy. První má jednotkový prvek, funkci f(x) = 0, druhá má jako jednotkový prvek funkci
f(x) = 1.

Protože funkce jsou speciální případy zobrazení, je pro ně skládání asociativní a (F (R), ◦) je tedy pologrupa.
Jednotkovým prvkem je funkce f(x) = x. Ani u funkcí není skládání komutativní.

Existují velmi užitečné podpologrupy funkcí. Vezměme množinu C(I) všech spojitých funkcí na I a množinu
C1(I) všech funkcí na I, které jsou tam spojité, mají první derivaci a i ta je spojitá na I. Věty z matematické
analýzy zaručují, že tyto dvě množiny jsou uzavřené jak na sčítání funkcí, tak na jejich násobení, dostáváme tak
zajímavé pologrupy (C(I),+), (C(I), ·), (C1(I),+) a (C1(I), ·).

Podobně se ukáže, že pologrupami jsou také (C(R), ◦) a (C1(R), ◦), ani skládání funkcí nezkazí spojitost či
diferencovatelnost.
4

Příklad 19a.i: Uvažujme na N operace x ◦g y = gcd(x, y), tj. největší společný dělitel, a x ◦l y = lcm(x, y), tj.
nejmenší společný násobek.

Například 3 ◦g 7 = 1, 3 ◦l 7 = 21, 4 ◦g 6 = 2, 4 ◦l 6 = 12.
Uzavřenost množiny N na tyto operace je zjevná, máme tedy grupoidy. Platí asociativita? Asi nejjednodušší je

ukázat, že (x ◦g y) ◦g z odpovídá nejmenšímu společnému děliteli x, y, z stejně jako x ◦g (y ◦g z) (viz cvičení 1b.13),
tudíž se musejí rovnat. Podobně se dá vyšetřit druhá operace.

Máme tedy pologrupy (N, ◦g) a (N, ◦l). Obě jsou komutativní.
Protože platí gcd(1, a) = |a|, je z = 1 absorbčním prvkem pro (N, ◦g), nemá ale jednotkový prvek.
Naopak díky lcm(1, a) = |a| má (N, ◦l) jednotkový prvek e = 1, ale nemá absorbční prvek.
Připomeňme si mocninu. Pro celé číslo x máme

x3 = x ◦g x ◦g x = (x ◦g x) ◦g x = gcd(x, x) ◦g x = x ◦g x = gcd(x, x) = x.
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Indukcí se snadno dokáže, že v (N, ◦g) je xn = x pro všechna x ∈ N, takže tam vlastně mocnina nic nedělá. Totéž
platí pro (N, ◦l).
4

Příklad 19a.j: Uvažujme libovolnou neprázdnou množinu M . Je možné zadefinovat operaci předpisem x◦y = y
pro všechna x, y ∈M .

Například pro M = Z by platilo 2 ◦ 7 = 7, 7 ◦ 2 = 2, 5 ◦ 13 = 13 atd.
Snadno se ověří, že tato operace je asociativní. Pologrupě (M, ◦) se říká „left zero semigroupÿ. Tato operace

není komutativní, pokud má M alespoň dva prvky. Pokud totiž x, y ∈M a x 6= y, pak mají x ◦ y = y a y ◦ x = x
různé výsledky. Tyto rovnosti také (po úvaze) ukazují, že pokud má M alespoň dva prvky, tak tato operace nemá
jednotkový ani absorbční prvek.

Můžeme také vybrat nějaký prvek a ∈M a definovat x ◦ y = a pro všechna x, y ∈M . Pak je (M, ◦) komutativní
pologrupa. Má absorbční prvek z = a, ale v případě alespoň dvouprvkové M nemá jednotkový prvek.

Pokud M = {a}, tak obě operace vycházejí nastejno, je jen jeden možný výpočet a◦a = a. ({a}, ◦) je komutativní
pologrupa a e = z = a slouží jako jednotkový i absorbční prvek. Mimochodem žádná jiná operace na jednoprvkové
množině existovat nemůže.
4

Příklad 19a.k: Uvažujme množinu N0 a na ní operaci x ◦d y definovanou jako vzdálenost x a y na reálné ose,
tedy x ◦d y = |x− y|. Tato operace není asociativní:

(1 ◦d 2) ◦d 3 = 1 ◦d 3 = 2,

1 ◦d (2 ◦d 3) = 1 ◦d 1 = 0.

Má nicméně jednotkový prvek z = 0, neboť |x− 0| = |0− x| = |x| = x pro x ∈ N0.
Mimochodem, tato operace je komutativní.
4

Příklad 19a.l: Barvu očí určuje mimo jiné dvojice genů stejného typu, oba přichází ve dvou formách, H a b.
Gen H je dominantní a jakmile se v té dvojici objeví, budou oči hnědé. Gen b je recesivní a převládne jen tehdy,
když jsou takové ve dvojici oba, pak jsou oči modré. Můžeme to vyjádřit takto: H ◦H = H, H ◦b = H, b◦H = H,
b◦b = b. Tím vznikla binární operace na množině M = {b,H}. Rozmyslíme si, že pro tuto operaci platí asociativní
zákon.

Máme-li výrazy (x◦y)◦z a x◦(y◦z), tak jsou dvě možnosti. Jestliže je některý z x, y, z roven H, pak dominantní
gen ovládne všechny operace a výsledky obou vzorců jsou H. V opačném případě jsou ve vzorcích samá b a výsledek
bude u obou výrazů b.

Takže tento objekt (M, ◦) je (komutativní) pologrupa. Má jednotkový prvek e = b a absorbční prvek z = H.
4

Operace na konečných množinách, které nelze definovat vzorcem, se spíš než výčtem možností definují tzv.
Cayleyho tabulkou. Tabulka pro geny očí z příkladu 19a.l vypadá takto:

◦ H b

H H H
b H b

Operace zadané tabulkou jsou nepříjemné, protože chceme-li zjistit, zda platí nějaký zákon, tak
musíme vyzkoušet všechny možnosti dosazení, což je docela dost. V případě asociativního volíme
na tři pozice, takže u množiny s n prvky to znamená ověřit n3 možností.

Příklad 19a.m: Čtenář je jistě obeznámen s pravidly pro interakci znamének v součinech/podílech (dva mínusy
jsou plus atd.). Můžeme zavést množinu M = {+,−} a pravidla zachytíme tabulkou.
◦ − +
− + −
+ − +

Vyhodnocením osmi možností se ukáže, že tato (M, ◦) je pologrupa. Má jednotkový prvek e = +.
Elegantnější přístup: namísto znamének pracujeme s čísly +1 a −1 a násobením. Množina {1,−1}

je uzavřená na násobení, proto je to podpologrupa (Z, ·) a tudíž pologrupa.

Příklad 19a.n: Uvažujte množinu s dvěma prvky, M = {a, b}. Vytvoříme na ní binární operaci následující
tabulkou.

◦ a b

a b b
b b a

Dává to pologrupu? Musíme prozkoumat osm možností. Ukáže se, že tato operace asociativní není,
protože (a ◦ b) ◦ b = b ◦ b = a, zatímco a ◦ (b ◦ b) = a ◦ a = b.

Nedostáváme tedy pologrupu. Operace je nicméně komutativní, což snadno nahlédneme ze symetrie
tabulky.

Pohledem do tabulky také zjistíme, že tato operace nemá ani jednotkový, ani absorbční prvek.
Na množine M = {a, b, c} uvažujeme binární operaci danou následující tabulkou.
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◦ a b c

a a b c
b b b a
c c b c

Tato operace není asociativní, viz (b ◦ c) ◦ c = a ◦ c = c a b ◦ (c ◦ c) = b ◦ c = a.
Není ani komutativní, protože b ◦ c 6= c ◦ b.
První řádek a sloupec ovšem ukazují, že a je jednotkový prvek.

4

K většině těchto příkladů se budeme opakovaně vracet.

Cvičeńı

Cvičení 19a.1 (rutinní, poučné): Nechť U je množina, zvolme pevně prvek u ∈ U . Ukažte, že následující množiny
N jsou uzavřené na operace ∩ a ∪, viz příklad 19a.f.
a) N = {X ⊆ U ; u ∈ X};
b) N = {X ⊆ U ; u /∈ X}.

Cvičení 19a.2 (dobré, poučné): Dokažte, že když je x prvek v pologrupě (M, ◦), pak pro všechna m,n ∈ N platí
(xm)n = xmn (viz fakt 19a.5).

Řešení:

19a.1: a) A,B ∈ N =⇒ A,B ⊆ U ∧ u ∈ A ∧ u ∈ B. Pak A ∩B ⊆ U ∧ u ∈ A ∩B, tedy A ∩B ∈ N .
Pro ∪ a b) obdobně.

19a.2: Indukce na n, (0) n = 1: (xm)1 = xm = x1·m. (1) n ≥ 1, IP: (xm)n = xmn. Pak (xm)n+1 = (xm)n◦(xm)
IP

==
xmn ◦ xm = xmn+m = xm(n+1).

19b. Monoidy a grupy

K zajímavějším strukturám se posuneme, když k asociativitě přidáme požadavek na existenci jednotkového
prvku.

!!! Definice.
Nechť (M, ◦) je grupoid. Řekneme, že je to monoid, jestliže je to pologrupa a má jednotkový
prvek e. Značíme jej pak (M, ◦, e).

Existuje také pojem abelovského neboli komutativního monoidu, opět jej zde nebudeme potřebovat. Mimocho-
dem, zatímco je možné mít prázdný grupoid a pologrupu, pro monoid už M = ∅ není možné, viz e ∈M .

Příklady předchozí sekce nám dávají řadu užitečných i kuriózních příkladů monoidů.
Příklady 19a.a a 19a.b ukázaly, že běžně pracujeme v komutativních monoidech, např. (R,+, 0) a (R, ·, 1), v této

knize spíš (Z,+, 0) a (Z, ·, 1), popřípadě (N0,+, 0) a (N0, ·, 1). Monoidem je i (N, ·, 1), zato (N,+) už monoid není,
protože ztratil jednotkový prvek sčítání 0 a snadno se ukáže, že si svůj vlastní pořídit neumí: Libovolný kandidát
e ∈ N totiž splňuje e ≥ 1, takže e+ x ≥ x+ 1 > x neboli nelze e+ x = x.

Podobně jsou monoidy (nZ,+, 0) pro n ∈ N.
Máme také známé monoidy (Rn,+, 0n) a (Rn, ◦, 1n), popřípadě (Zn,+, 0n) a (Zn, ◦, 1n) či další, příklad 19a.c

zase připomněl monoidy (Zn,+, 0) a (Zn, ·, 1).
Příklad 19a.d nabízí užitečné maticové monoidy (IMm×n,+, 0m×n) a (IMn, ·, En), popřípadě jejich celočíselné

verze. Máme také monoidy (IMR
n , ·, En) a (Dn, ·, En).

V příkladě 19a.e jsme poznali monoidy polynomů (P,+, 0) a (P, ·, 1).
Máme také monoidy (P (U),∩, U) a (P (U),∪, ∅), viz příklad 19a.f.
Známé světy uzavírají monoidy z příkladu 19a.h: Monoid (M, ◦, iA), kde M jsou všechna zobrazení z A do A,

popřípadě bijekce A na A se skládáním, monoid (M, ◦,∆(A)) všech relací na A a řada monoidů funkcí užitečných
v matematické analýze, například (C(I),+, 0), (C(I), ·, 1), (C1(I),+, 0) a (C1(I), ·, 1).

Ohledně exotičtějších světů jsme viděli monoid (N, ◦l, 1) s operací lcm(x, y), ale nebude jím operace gcd(x, y),
viz příklad 19a.i. Interakce genů pro barvu očí zase vedla na monoid ({b,H}, ◦, b), viz příklad 19a.l.

Monoidy jsou užitečné také v computer science, například v teorii konečných automatů nebo v teorii jazyků.
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Příklad 19b.a: Připomeňme příklad 7c.h, kde jsme definovali slova Σ∗ nad abecedou Σ. Slova se spojují tak, že
se prostě dají za sebe, operace se jmenuje konkatenace a značí x ∗ y, popřípadě prostě xy. Například konkatenací
slov „mateÿ a „matikaÿ je „matematikaÿ. Snadno se ukáže, že jde o asociativní operaci, prázdný řetězec λ pak
slouží jako jednotkový prvek. Dostáváme tedy monoid.
4
Také u monoidů bychom rádi při přechodu k podmnožině neztratili vlastnosti původního monoidu. Už víme, že

zachování asociativity je automatické, pokud přejdeme k podgrupoidu, tedy množině uzavřené na operaci. Zají-
mavé je to s jednotkovým prvkem. V příkladě 19a.b, část 2 jsme viděli situaci, kdy jsme při vytváření podmnožiny
původní jednotkový prvek nepřevzali, a tak si ta podmnožina vytvořila vlastní.

V matematice je ovšem taková změna jednotkového prvku nepříjemná, protože vlastně vniká jiná struktura,
zpřetrhá se tím spojení s původním světem. Proto budeme trvat v definici podmonoidu na tom, že i menší
množina používá původní jednotkový prvek. Díky jednoznačnosti jednotkového prvku ji tím zabráníme, aby si
pořídila ještě nějaký svůj.

Definice.
Nechť (M, ◦, e) je monoid a N je podmnožina M . Řekneme, že N je podmonoid (M, ◦, e),
jestliže (N, ◦N , e) je monoid.

Pomocí věty 19a.6 dokážeme následující:

Věta 19b.1.
Nechť (M, ◦, e) je monoid a N je podmnožina M . Pak je N podmonoid (M, ◦, e) právě tehdy,
když N je uzavřená na ◦ a e ∈ N .

Důkaz (rutinní): 1) =⇒: Jestliže je (N, ◦N , e) podmonoid, pak e ∈ N už z definice, navíc je (N, ◦N ) pologrupa
a tedy podpologrupa (M, ◦), tudíž podle věty 19a.6 musí být N uzavřená na ◦.
2) ⇐=: Protože je N uzavřená na ◦, je podle věty 19a.6 (N, ◦N ) pologrupa. Dle předpokladu obsahuje e, zbývá
ukázat, že prvek e ∈ N je v ní jednotkový. To opět vyplývá z toho, že ◦N je restrikce operující s prvky z N
stejně, jako by byly z M . Proto e ◦N x = e ◦ x = e, podobně x ◦N e = x.

�

Můžeme takto snadno vyrábět spousty monoidů z těch základních známých, když si dáme pozor, jaké podmnožiny
bereme. Například N je podpologrupa (Z,+, 0), ale není to podmonoid, protože sice je uzavřený na sčítání, ale
vynechali jsme nulový prvek. N0 už podmonoid je, tedy (N0,+, 0) je monoid.

Když máme „jedničkuÿ, má smysl zavést inverzní prvek, se kterým už jsme se setkali v kapitole 2 jako náhradou
dělení.

!!! Definice.
Nechť (M, ◦, e) je monoid. Řekneme, že prvek x ∈ M je invertibilní (invertible), jestliže
existuje y ∈M takové, že x ◦ y = y ◦ x = e.
Prvku y ∈M splňujícímu x◦y = y ◦x = e říká inverzní prvek (inverse element) k x a značí
se x−1.

Formulace z definice naznačuje, že inverzní prvek (pokud existuje) je jednoznačně určen. Je to pravda.

!!! Fakt 19b.2.
Nechť (M, ◦, e) je monoid, nechť x ∈ M je invertibilní. Předpokládejme, že y1, y2 ∈ M splňují
x ◦ y1 = y1 ◦ x = e a x ◦ y2 = y2 ◦ x = e. Pak y1 = y2.

Důkaz (poučný): Využijeme obě vlastnosti a také asociativitu.

y1 = y1 ◦ e = y1 ◦ (x ◦ y2) = (y1 ◦ x) ◦ y2 = e ◦ y2 = y2.

�

Abychom ušetřili závorky, dohodneme se, že inverze prvku má vždy prioritu před operací ◦, není-li závorkou
řečeno jinak.

Pokud nějaký autor pracuje s operací, která se chová jako sčítání, značí ji + či podobně a používá názvu neutrální
prvek, pak většinou také inverzní prvek značí (−x) a říká mu prvek opačný. Aby v tom nebyl zmatek, zde to dělat
nebudeme.
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Pozorné čtení důkazu jednoznačnosti ukáže, že vlastně stačí, aby jeden prvek fungoval zleva (byl „levou inverzíÿ)
a druhý zprava (byl „pravou inverzíÿ), a už dostáváme, co potřebujeme.

Věta 19b.3.
Nechť (M, ◦, e) je monoid. Jestliže pro x ∈ M existují prvky y1, y2 ∈ M takové, že y1 ◦ x = e
a x ◦ y2 = e, pak je x invertibilní a y1 = y2 = x−1.

Důkaz (poučný): Předpoklady této věty jsou přesně to, co je třeba, aby platil výpočet v předchozím důkazu.
Máme tedy y1 = y2, nazvěme tento prvek y. Když jej pak ale dosadíme do předpokladů místo y1 a y2, dostáváme
y ◦ x = e = x ◦ y, tedy x je invertibilní a x−1 = y.

�

Pro invertibilitu prvku jsou obě podmínky nutné, mít „inverzi z jedné stranyÿ ještě nic neznamená. Klidně se
může stát, že pro x ∈M najdeme prvek y takový, že y ◦x = e, ale x přitom není invertibilní. Jeden takový případ
ukážeme níže v příkladu 19b.h. Když ale již dopředu víme, že je prvek invertibilní, pak stačí ověřit jen jednu
z rovností, abychom věděli, že jsme našli prvek k němu inverzní.

Fakt 19b.4.
Nechť (M, ◦, e) je monoid. Jestliže je x ∈M invertibilní a y ∈M splňuje y◦x = e nebo x◦y = e,
pak y = x−1.

Důkaz (rutinní): Předpokládejme, že y splňuje y ◦ x = e. Protože je x invertibilní, pak máme také prvek spl-
ňující x ◦ x−1 = e, tudíž podle věty 19b.3 platí y = x−1. Druhá možnost se dokáže stejně.

�

Kolik máme v monoidu invertibilních prvků? Vždy alespoň jeden.

Fakt 19b.5.
Nechť (M, ◦, e) je monoid. Pak e je invertibilní a e−1 = e.

Důkaz hned plyne z definice e a definice inverzního prvku. Hledáme x tak, aby x ◦ e = e ◦ x = e, prvek x = e
vyhovuje.

Teď se již podívejme na příklady. Uvidíme, že některé monoidy v počtu invertibilních prvků s bídou přeskočí
laťku nasazenou již tak nízko tímto faktem, zatímco v jiných jsou invertibilní prvky všechny.

Příklad 19b.b (pokračování 19a.a): V monoidu (R,+, 0) má každý prvek x svou inverzi −x, protože pro
libovolné x platí x+ (−x) = (−x) + x = 0 = e.

Naopak v monoidu (R+0 ,+, 0) je jediným invertibilním prvkem 0, protože jsme vynechali záporná čísla.
V monoidu (R, ·, 1) jsou invertibilní všechny prvky x 6= 0 a jejich inverze je x−1 = 1

x , neboť pro libovolné nenulové
x platí x · 1x = 1

x · x = 1 = e. V podmonoidu (R {0}, ·, 1) jsou tedy všechny prvky invertibilní.
V monoidu (N, ·, 1) je jediný invertibilní prvek, a to povinný x = 1. Podobně v monoidu (N0,+, 0) je jediný

invertibilní prvek x = 0.
Zajímavější je monoid (Z, ·, 1), kde jsou invertibilní prvky dva, x = 1 a x = −1, pokaždé x−1 = x. Ukážeme, že

jiné tam nenajdeme. Pro x = 0 máme pro libovolného kandidáta y výsledek xy = 0, takže inverze nejde. Pokud
x 6= 0,±1, pak |x| ≥ 2, proto pro libovolné y ∈ Z máme buď xy = 0 pro y = 0, nebo máme |xy| = |x| · |y| ≥ |x| ≥ 2,
takže k jedničce se neostaneme.
4

Příklad 19b.c (pokračování 19a.b): V monoidu (Rn,+, 0) má každý prvek x svou inverzi −x, protože pro
libovolné x platí x+ (−x) = (−x) + x = 0n = e, zde se sčítají vektory po souřadnicích.

U násobení vektorů po souřadnicích dle očekávání vadí nuly, tentokráte stačí byť jediná nulová souřadnice, aby
již vektor nebyl invertibilní. Pokud jsou ale všechny xi různé od nuly, tak (x1, x2 . . . , xn)−1 =

(
1
x1
, 1x2 . . . ,

1
xn

)
.

Platí tedy, že v podmonoidu ((R {0})n, ∗, 1n) je každý prvek invertibilní.
4

Příklad 19b.d (pokračování 19a.d): V monoidu (IMm×n,+, 0m×n) má každá matice A inverzní prvek −A.
V monoidu (IMn, ·, En) jsou invertibilní regulární matice, neboť pro ně máme A−1 aby A ·A−1 = A−1 ·A = En.
4
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Příklad 19b.e (pokračování 19a.e): V prostoru polynomů (P,+, 0) má každý polynom p svou inverzi −p,
zatímco v prostoru polynomů (P, ·, 1) mají svou inverzi jen nenulové konstantní polynomy p(x) = a, pro ně
p−1(x) = 1

a . Pokud má totiž polynom p(x) stupeň alespoň jedna, tak pro libovolný jiný nenulový polynom q bude
deg(pq) = deg(p) + deg(q) ≥ deg(p) ≥ 1, tedy součin pq nikdy nebude roven polynomu 1 se stupněm nula. Pro
q = 0 pak máme pq = 0, to taky nedá 1.
4

Příklad 19b.f (pokračování 19a.c): Z kapitoly 2 již víme, že v (Zn,+) je to s invertibilními prvky jednoduché
(jsou to všechny), zatímco v (Zn, ·) jsou invertibilní jen a ∈ Zn splňující gcd(a, n) = 1, a hledání a−1 dá trochu
práce. V příkladě 2b.g jsme se podívali na invertibilní prvky (Z14, ·, 1).

Pokud je n prvočíslo, pak jsou v (Zn, ·, 1) všechny prvky kromě nuly invertibilní.
4

Příklad 19b.g (pokračování 19a.f): V monoidu (P (M),∩, U) najdeme inverzní prvek pouze pro e = U . Ja-
kákoliv jiná množina splňuje A ⊂ U a také A ∩ B ⊆ A pro libovolného kandidáta B, takže není možné získat
A ∩B = U = e.

Podobně v monoidu (P (M),∪, ∅) je jediným invertibilním prvkem onen zaručený e = ∅.
4

Příklad 19b.h (pokračování 19a.h):
1. V monoidu všech zobrazení z množiny A do A se skládáním a jednotkovým prvkem iA jsou invertibilní bijekce,
inverzní prvky odpovídají inverzním zobrazením.

Zde se na chvíli zastavíme, abychom ilustrovali nebezpečí testování inverze pouze z jedné strany, viz diskuse
po větě 19b.3. Uvažujme zobrazení T a S z N do N dané těmito vzorci: T (n) = n+ 1 pro všechna n ∈ N, zatímco
S(1) = 1 a S(n) = n− 1 pro n ≥ 2.

Pak pro každé n ∈ N platí T (n) ≥ 2, proto (S ◦ T )(n) = S(T (n)) = T (n) − 1 = (n + 1) − 1 = n. Máme tedy
S ◦ T = iN, ale přesto není S inverzním zobrazením k T , protože neplatí T ◦ S = iN. Máme totiž (T ◦ S)(1) =
T (S(1)) = T (1) = 2.

2. U relací na A to není hned vidět, ale dá se rozmyslet, že i v monoidu všech relací na množině A jsou invertibilní
právě ty relace, které jsou zároveň bijektivními zobrazeními. To je ovšem velmi omezující a nepraktické, proto
se u relací se skládáním jako s binární operací nepracuje. Inverzní relaci jsme v kapitole 4 nedefinovali pomocí
skládání a ∆(A), ale jiným způsobem, který není s obecnou inverzí kompatibilní a umožnil nám vytvářet inverzní
relaci pro každou relaci, jak to potřebujeme v aplikacích.

3. V prostorech funkcí na I (všechny, spojité, spojitě diferencovatelné) jsou všechny funkce invertibilní vůči sčítání,
přičemž f−1 = −f .

Vůči násobení jsou invertibilní jen funkce, které nejsou nikde na I nulové, pro ně f−1 = 1
f .

V prostoru funkcí F (R) se skládáním jsou invertibilní jen bijekce R na R, pro ně je inverzním prvkem inverzní
funkce.

V praxi se ale preferuje flexibilnější přístup, kdy jsme schopni nacházet inverzní funkce ke všem prostým funkcím.
Proto se pro reálné funkce zavádí speciální definice inverzní funkce, která toto umožňuje. I tento případ se tedy
vymyká obecné teorii. Například funkce ex je prostá, má tedy inverzní funkci ln(x) ve smyslu reálných funkcí, ale
ex není invertibilní ve smyslu teorie binárních operací.
4

Příklad 19b.i (pokračování 19a.i): Rozmysleli jsme si, že N s operací ◦l danou jako lcm(x, y) je monoid s e = 1.
To je také jediný invertibilní prvek, protože pro libovolné n > 1 a libovolné x ∈ N platí lcm(n, x) ≥ n > 1, tedy
nedokážeme z n vyrobit operací číslo 1.
4

Příklad 19b.j (pokračování 19a.l): Připomeňme tabulku monoidu genů pro barvy očí, kde je jednotkovým
prvkem recesivní gen b. Pak je b automaticky invertibilní, zatímco H díky své dominanci invertibilní není, nikdy
z něj nedostaneme b.
4

Následující pravidla dobře známe z počítání s čísly, pak jsme je poznali u matic a také u skládání zobrazení.
Ukážeme, že jsou platná univerzálně.
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!!! Věta 19b.6.
Nechť (M, ◦, e) je monoid.
(i) Jestliže je x ∈M invertibilní, pak je také jeho inverze x−1 invertibilní a (x−1)−1 = x.
(ii) Jestliže jsou x, y ∈M invertibilní, pak je také x ◦ y invertibilní a (x ◦ y)−1 = y−1 ◦ x−1.

Důkaz (rutinní): (i) necháme jako cvičení 19b.4.
(ii): Hledáme prvek z takový, že (x ◦ y) ◦ z = e a z ◦ (x ◦ y) = e. Dosazením a pomocí asociativního zákona
ukážeme, že prvek y−1 ◦ x−1 toto splňuje:

(x ◦ y) ◦ (y−1 ◦ x−1) = x ◦ (y ◦ (y−1 ◦ x−1)) = x ◦ ((y ◦ y−1) ◦ x−1) = x ◦ (e ◦ x−1) = x ◦ x−1 = e.

Druhá rovnost se dokáže stejně.
�

Kdybychom začali skriptum touto kapitolou, tak jsme větu 8a.6 ani větu 4a.8 nemuseli dokazovat, plynuly by
okamžitě z tvrzení (ii).

Invertibilní prvky umožňují krácení v rovnostech.

!!! Fakt 19b.7. (o krácení)
Nechť (M, ◦, e) je monoid. Předpokládejme, že prvky c, x, y ∈ M splňují rovnost c ◦ x = c ◦ y
nebo rovnost x ◦ c = y ◦ c. Jestliže je c invertibilní, pak x = y.

Důkaz (rutinní): Předpokládejme, že c ◦ x = c ◦ y. Pak

x = e ◦ x = (c−1 ◦ c) ◦ x = c−1 ◦ (c ◦ x) = c−1 ◦ (c ◦ y) = (c−1 ◦ c) ◦ y = e ◦ y = y.

Druhý případ se dělá obdobně, viz cvičení 19b.5.
�

Prvky, které nejsou invertibilní, pak v rovnicích krátit nemůžeme, což přináší komplikace, jak jsme to již viděli
třeba v kapitole 3b.

Pomocí krácení se snadno dokáže jeden užitečný způsob, jak poznat jednotkový prvek:

Lemma 19b.8.
Nechť (M, ◦, e) je monoid a g ∈M je invertibilní prvek. Jestliže g2 = g, pak g = e.

Důkaz necháváme jako snadné cvičení 19b.6. Poznamenejme, že obecně z g2 = g nic neplyne, například v (Z6, ·)
máme 32 = 3 (neboť 3 · 3 = 9 ≡ 3 (mod 6)), ale není to jednotkový prvek. Také tam ovšem 3 není invertibilní,
proto se na něj naše lemma nevztahuje.

Mocniny prvků jsme definovali pro pologrupy. V monoidech se tato definice dá rozšířit.

!!! Definice.
Nechť (M, ◦, e) je monoid a x ∈M . Definujeme mocniny následovně:
• pro n ∈ N definujeme xn dle původní definice;
• pro n = 0 definujeme x0 = e;
• jestliže je x invertibilní, pak pro n ∈ N definujeme x−n = (x−1)n.

Pořád platí, že je třeba být ostražitý. Například v monoidu (Z,+, 0) je operací sčítání, proto 2−1 je −2 a tudíž
2−3 = (2−1)3 = (−2)3 = (−2) + (−2) + (−2) = −6. Stojí za zopakování, že xn není běžná mocnina, ale symbol
pro opakování operace ◦.

Je snadné ale pracné dokázat (musí se rozebrat všechny kombinace kladných, záporných a nulových exponentů),
že vzorce pro mocninu stále platí:

!!! Věta 19b.9.
Nechť (M, ◦, e) je monoid, nechť x ∈ M . Pak vzorce (xm) ◦ (xn) = xm+n a (xm)n = xmn platí
pro všechna m,n ∈ N0.
Jestliže je x invertibilní, pak tyto vzorce platí pro všechna m,n ∈ Z.

Platí i další rozumné pravido.
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!!! Fakt 19b.10.
Nechť (M, ◦, e) je monoid, nechť x ∈ M je invertibilní. Pak je invertibilní také xn pro každé
n ∈ Z a (xn)−1 = x−n.

Důkaz (rutinní): 1) Nejprve to dokážeme pro n ∈ N. Důkaz povedeme indukcí.
(0) Evidentně (x1)−1 = x−1.
(1) Předpokládejme, že pro nějaké n ∈ N je xn invertibilní a (xn)−1 = x−n. Pak je podle věty 19b.6 (ii)
invertibilní i xn ◦ x = xn+1 a podle téže věty je

(xn+1)−1 = (xn ◦ x)−1 = x−1 ◦ (xn)−1 = x−1 ◦ x−n = x−n−1 = x−(n+1).

2) Pro n = 0 tvrzení evidentně platí, (x0)−1 = e−1 = e = x0 = x−0.
3) Jestliže je n ∈ Z a n < 0, pak m = −n ∈ N. Připomeňme, že pro invertibilní prvek y se záporná mocnina
definuje jako (y−1)−n = (y−1)m, budeme to dále aplikovat na x i x−1.

Protože je x invertibilní, je podle věty 19b.6 (i) invertibilní i x−1, tudíž je podle části 1) tohoto důkazu
invertibilní i (x−1)m = xn. Opět podle části 1) máme

(xn)−1 = ((x−1)m)−1 = (x−1)−m = ((x−1)−1)m = x−n.

�

Mějme grupoid (M, ◦) a zvolme nějaký prvek c ∈ M . Tento prvek může působit na všechny prvky množiny M
prostřednictvím operace ◦, řekněme zleva. Uvažujme tedy akci c ◦ x. Když takto zapůsobíme na všechny prvky
množiny M , tak je určitým způsobem změníme v jiné prvky. Obecněji můžeme uvažovat nějakou podmnožinu
N ⊆M a podívat se, co se s ní stane, když na všechny její prvky zapůsobíme prvkem c.

Příklad 19b.k: Uvažujme monoid (R2,+, 02). Zvolme vektor ~c.
Vektory R2 lze také považovat za body v rovině. Zvolme nějakou množinu N bodů (přímka, kružnice nebo

třeba obrázek netopýrka). Když na všechny tyto body ~x aplikujeme operaci ~c+~x, tak vlastně posouváme všechny
body stejným způsobem daným vektorem ~c, tedy posouváme celou množinu N . To se dá velmi pěkně představit
a v geometrii pro to mají značení ~c+N .
4

Příklad 19b.l: Uvažujme monoid (Z6, ·, 1). Máme Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Zvolme c = 5. Pak vynásobením všech
prvků Z6 získáme (počítáme modulo 6) množinu {0, 5, 4, 3, 2, 1} = Z6. Na druhou stranu když totéž provedeme
s prvkem d = 4, dostaneme množinu {0, 4, 2, 0, 4, 2} = {0, 2, 4}. Kus množiny se ztratil.

Vraťme se k c = 5 a uvažujme N = {1, 2}. Když ji „posunemeÿ pomocí c = 5, získáme {5, 4}. Když to uděláme
ještě jednou, získáme zpět {1, 2}.
4

Takové působení prvek c na prvky M lze považovat za zobrazení. Pak se můžeme ptát, jak toto zobrazení působí.
Je tu jeden zajímavý výsledek.

Věta 19b.11.
Nechť (M, ◦, e) je monoid. Zvolme c ∈M a definujme zobrazení T : M 7→M předpisem T (x) =
c ◦ x pro x ∈M . Jestliže je c je invertibilní, pak je T bijekce.

Důkaz (poučný): T je na: Vezměme libovolné y ∈M . Pak c−1 ◦ y ∈M a

T (c−1 ◦ y) = c ◦ (c−1 ◦ y) = (c ◦ c−1) ◦ y = e ◦ y = y.

T je prosté: Nechť pro x, y ∈ N platí T (x) = T (y). Pak c ◦ x = c ◦ y, c je invertibilní a podle faktu 19b.7 tedy
x = y.

�

Naopak to neplatí, pokud je T bijekce, tak pro c získáme pravou inverzi, což nemusí stačit. Zobrazení T hrálo
významnou roli v důkazu malé Fermatovy věty 2a.21.

Protože mít invertibilní prvky je užitečné, můžeme z toho udělat požadavek.

!!! Definice.
Monoid (M, ◦, e) se nazývá grupa (group), jestliže je každý jeho prvek invertibilní.
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Grupy jsou jednou z nejpopulárnějších obecných struktur v matematice. Pomáhají v mnoha aplikacích, například
ve fyzikálních teoriích mikrosvěta i vesmíru, při lámání určitých typů šifer (viz prolomení německého kódování
Enigma polským algebraikem před druhou světovou) nebo třeba při analýze Rubikovy kostky. Abychom podtrhli
jejich význam, budeme je značit G namísto M . Někdy se při výkladu ani nezdržujeme grupoidy, pologrupami
a podobně a rovnou skáčeme ke grupám. Lze se tedy také setkat s následující definicí:

!!! Definice.
Uvažujme binární operaci ◦ na množině G. Řekneme, že dvojice (G, ◦) je grupa, jestliže splňuje
následující axiomy:
(A1) asociativita:

pro všechna x, y, z ∈ G platí x ◦ (y ◦ z) = (x ◦ y) ◦ z.
(A2) existence jednotkového prvku:

Existuje e ∈ G takové, že x ◦ e = e ◦ x = x pro všechna x ∈ G.
(A3) existence inverzních prvků:

Pro každé x ∈ G existuje y ∈ G takové, že x ◦ y = y ◦ x = e.

Někteří autoři začínají ještě jedním axiomem:
(A0) pro všechna x, y ∈ G platí, že x ◦ y ∈ G. (G je uzavřená na ◦)
Toto je ale už obsaženo v slovech „binární operace na Gÿ, takže je to zbytečné tam dávat. Na druhou stranu to

nevadí, má to pedagogický efekt, protože to čtenáři připomene tuto důležitou vlastnost binárních operací. Když
vymýšlíme operaci, tak si musíme pohlídat, že její výsledky nemohou vyskočit z množiny, na které pracujeme.

Někdy se u grup ve značení také udává jednotkový prvek, formát (G, ◦, e) je oblíbený zejména u konkrétních
příkladů.

Teď už se pro potvrzení grupy musí testovat dost, takže než se podíváme na příklady, podíváme se zase na možnost
vyrábět grupy snadněji „zmenšenímÿ již známé grupy.

Definice.
Nechť (G, ◦) je grupa a N je podmnožina G. Řekneme, že N je podgrupou G, jestliže je
(N, ◦N ) je grupa.

U podmožiny monoidu se mohlo stát, že si vyrobila svůj vlastní jednotkový prvek, což jsme pak museli zakázat
při testování podmonoidu. U grupy je to jinak. Pokud je nějaká podmnožina N množiny G s operací ◦N grupou,
tak už musela nutně použít jednotkový prvek z nadřazené grupy (G, ◦).

Fakt 19b.12.
Nechť N je podmnožina grupy (G, ◦, e). Předpokládejme, že pro nějaký prvek eN je (N, ◦N , eN )
grupa. Pak platí následující:
(i) eN = e.
(ii) Nechť x ∈ N . Jestliže nějaký prvek y ∈ N splňuje x ◦N y = y ◦N x = eN , pak je y inverzní
prvek k x v grupě G.

Důkaz (poučný): (i): Prvek eN splňuje eN = eN ◦N eN v N , tedy eN = eN ◦ eN v G. Každý prvek v G je
invertibilní, tudíž podle lemma 19b.8 aplikovaného na G a eN platí eN = e.
(ii): Teď už víme, že eN = e, takže se předpoklad dá napsat jako x ◦N y = y ◦N x = e. Pak také x ◦ y = y ◦x = e
a z jednoznačnosti inverze v grupě G máme y = x−1.

�

To má zajímavý dopad na to, jak poznávat, zda nějaká podmnožina N grupy (G, ◦) je její podgrupou. Víme
už, že není třeba kontrolovat přítomnost jednotkového prvku z G, ale určitě zůstává nutnost ověřit, že je množina
N uzavřená vůči operaci ◦. A protože si nemůže vymýšlet vlastní inverzní prvky, musí je převzít z G, což je
třeba ověřit (že jsme nějaký omylem nevynechali). Můžeme říct, že N by měla být uzavřená na přechod k inverzi
ve smyslu grupy G.

Dostaneme tak kritérium pro vlastnost býti podgrupou, které potvrdíme v následující větě. Navíc tam ukážeme,
že se dva testy dají spojit do jednoho.

Je tam jeden technický zádrhel. Protože N musí obsahovat jednotkový prvek, nesmí být prázdná. To nám
u monoidu hlídal požadavek e ∈ N , ale když jsme jej teď vynechali, tak to musíme ohlídat předpokladem.
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Věta 19b.13.
Nechť (G, ◦, e) je grupa a N 6= ∅ podmnožina G. Následující tvrzení jsou ekvivalentní:
(i) N je podgrupa (G, ◦);
(ii) pro všechna x, y ∈ N platí x ◦ y ∈ N a pro všechna x ∈ N platí x−1 ∈ N ;
(iii) pro všechna x, y ∈ N platí x ◦ y−1 ∈ N .

Důkaz (poučný): 1) (i)=⇒(iii): Předpokládáme, že (N, ◦N ) je grupa. Coby podgrupa je N i podpologrupou,
tedy musí být uzavřená na operaci ◦.

Nechť x, y ∈ N . Pak musí mít y inverzní prvek v N , víme, že je to totéž jako inverze y−1 vůči G. Prvky x, y−1

jsou z N , tudíž i x ◦ y−1 ∈ N podle uzavřenosti N .
2) (iii)=⇒(ii): Protože je N 6= ∅, můžeme vzít nějaké x ∈ N . Když aplikujeme (iii) s y = x, dostaneme, že
e = x ◦ x−1 ∈ N . Proto můžeme aplikovat (iii) na prvky e a x a dostaneme, že x−1 = e ◦ x−1 ∈ N .

Jestliže x, y ∈ N , tak jsme právě ukázali, že i y−1 ∈ N , tudíž podle (iii) zase x ◦ y = x ◦ (y−1)−1 ∈ N .
3) (ii)=⇒(i): Vezměme x ∈ N , pak podle (ii) x−1 ∈ N , tedy zase podle (ii) e = x ◦ x−1 ∈ N .

Protože N splňuje e ∈ N a x ◦ y ∈ N pro x, y ∈ N , je podle věty 19b.1 (N, ◦N , e) podmonoid (G, ◦, e), tedy
monoid. Podle podmínky o x−1 má každý prvek x ∈ N v množině svou inverzi, proto je (N, ◦N , e) grupa.

�

Tato věta nám usnadní vytváření nových grup ze známých. V praxi se nejčastěji používá (iii), ale i (ii) se občas
hodí, třeba teď.

!!! Věta 19b.14.
Nechť je (M, ◦, e) monoid. Označme N = {x ∈M ; x invertibilní}. Pak je (N, ◦) grupa.

Důkaz (rutinní): Tvrzení plyne z věty 19b.13 (ii) a věty 19b.6.
�

Tento způsob vytváření množin je užitečný v teorii, například v důkazech malé Fermatovy věty 2a.21 a Eulerovy
věty jsme takto vybírali invertibilní prvky Zn.

Které ze známých monoidů jsou grupy?
Opačný prvek k číslu a vzhledem ke sčítání je −a. Je tedy jasné, že reálná čísla se sčítáním (R,+, 0) tvoří

grupu, stejně jako vhodné podmnožiny, třeba (Q,+, 0) či (Z,+, 0). Naopak (N0,+) grupu netvoří, protože N0 není
uzavřená na přechod k inverznímu číslu.

Grupami jsou také (nZ,+, 0) pro všechna n ∈ N.
Žádné monoidy postavené na standardních číselných množinách a násobení nebudou grupy, máme problém

s inverzí pro nulu, u celých čísel s inverzemi vůbec. Je tedy potřeba trochu množiny změnit. Podle věty 19b.14
či selským rozumem dovodíme, že (R {0}, ·, 1) je grupa, (Q {0}, ·, 1) je grupa. To byl nejpřímočařejší způsob,
zbavili jsme se problémového prvku. Jde to i jinak, například (R+, ·, 1) je grupa či ({−1, 1}, ·, 1) je grupa.

U vektorů je to podobné, (Rn,+, 0n) je grupa, zato u „našeho násobeníÿ ∗ je problém s vektory s nulami.
Vyhnout se jim umíme, například ((R {0})n, ∗, 1n) či ((R+)n, ∗, 1n) jsou grupy.

Rozmyslete si, že neprojde pokus (Rn {0n}, ∗, 1n); které vektory tam leží a nejsou invertibilní?
V kapitole 2 jsme vlastně ukázali, že (Zn,+, 0) jsou grupy pro všechna n ∈ N, zatímco (Zn, ·, 1) grupy nejsou

kvůli nule. Ale (Zn {0}, ·, 1) jsou grupy, ldyž je n prvočíslo.
Matice se sčítáním tvoří grupu (IMm×n,+, 0m×n), ale u násobení matic máme problém se singulárními maticemi.

Vyhneme se jim a dopadne to dobře, (IMR
n , ·, En) je grupa. Všimneme si, že tato grupa byla vytvořena z monoidu

(IMn, ·, En) pomocí věty 19b.14.
Reálné polynomy jsou s operací sčítání grupy. U násobení je problémových polynomů hodně. Už jsme si rozmys-

leli, že jediné invertibilní polynomy jsou nenulové konstanty, čímž vlastně dostáváme (R {0}, ·), takže rozumnou
grupu s násobením z reálných polynomů udělat nelze.

Již jsme nahlédli, že z operací průniku a sjednocení nelze rozumně udělat grupy, protože jedinými invertibilními
prvky jsou ty jednotkové. Jedinou výjimkou je případ U = ∅, který není moc užitečný.

Množina všech zobrazení A 7→ A s operací skládání obecně není grupa (výjimkou jsou extrémní případy, kdy je
A jednoprvková). Zato množina všech bijekcí na množině A je s operací skládání grupa. Opět vznikne aplikací
věty 19b.14.

Funkce na intervalu I jsou s operací sčítání grupy. U násobení je zase problém s nulami, u skládání s funkcemi,
které nejsou bijekce či prosté.

Docela nám to prořídlo, to se dalo čekat. Zkusíme něco nového.

19b.14, 19b.m 547 19b.14, 19b.m
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Příklad 19b.m: Uvažujme uspořádanou množinu X, nechť M je množina všech permutací této množiny. Jako
operaci bereme skládání, tedy jsou-li π1, π2 permutace, pak π2 ◦π1 je permutace, jejíž akce na množinu X funguje
tak, že nejprve X zpermutujeme pomocí π1, pak výslednou množinu zpermutujeme pomocí π2.

Dá se ukázat, že tímto vznikne pologrupa (ověříme asociativní zákon). Permutace, která nechá množinu na místě,
je jednotkovým prvkem množiny všech permutací na X, a každou permutaci množiny X je možné zase zamíchat
na původní stav, takže máme i inverze. Množina permutací množiny X je tedy grupa. Právě věty o grupách
permutací výrazně pomohly při zlomení německé šifry Enigma, což podle některých odhadů uspíšilo porážku
Německa v druhé světové až od dva roky.

Formálně se permutace definuje jako bijekce množiny, pak už nám to vyplyne z příkladu 19a.h.
4

Pro grupy samozřejmě platí vše, co jsme si řekli o monoidech, ale s tím, že už nemusíme dělat předpoklady
o inverzních prvcích, to už je zabudováno v grupě. Shrneme to nejdůležitější.

!!! Věta 19b.15.
Nechť (G, ◦, e) je grupa. Pak platí následující:
(i) Jednotkový prvek e je jediný, stejně jako jsou jednoznačně určeny všechny inverzní prvky
x−1.
(ii) (o krácení) Nechť c ∈ G. Jestliže pro prvky x, y ∈ G platí c ◦ x = c ◦ y nebo x ◦ c = y ◦ c,
pak x = y.
(iii) Pro každé x ∈ G existují mocniny xn pro všechna n ∈ Z, platí pro ně xm ◦ xn = xm+n

a (xm)n = xmn pro všechna m,n ∈ Z.

Algebra se nezastavuje u grup. Inspirováni celými čísly s násobením a sčítáním se studují „okruhyÿ (R,⊕,�),
tělesa a další pokročilé struktury.

Cvičeńı

Cvičení 19b.1 (rutinní, poučné): Uvažujme následující grupoidy. Pro každý z nich rozhodněte, zda je ◦ asociativní
(tedy zda je M pologrupa). Pokud ano, zjistěte, zda existuje jednotkový prvek. Pokud půjde o monoid, vyšetřete,
které jeho prvky jsou invertibilní, a najděte předpis pro inverzní prvky.
a) M = R, x ◦ y = 1

2 (x+ y) (průměr); g) M = R, x ◦ y = max(x, y);
b) M = Z, x ◦ y = x+ y + 13; h) M = R2, (u, v) ◦ (x, y) = (u+ x, v · y);
c) M = R, x ◦ y =

√
x2 + y2; i) M = Z2, (u, v) ◦ (x, y) = (u+ x, v · y);

d) M = R, x ◦ y = x2y; j) M = Z2, (u, v) ◦ (x, y) = (ux, v + y);
e) M = Q, x ◦ y = |xy|; k) M = Q2, (u, v) ◦ (x, y) = (uy, vx).

f) M = R {0}, x ◦ y = 1
1
x + 1

y

(takto se sčítají paralelní rezistory v obvodech);

Cvičení 19b.2 (rutinní, poučné): Uvažujte G = Q {0} a operaci x ◦ y = 2xy. Dokažte, že je to grupa, a najděte
vzorec pro inverzní prvky.

Cvičení 19b.3 (rutinní, poučné): Nechť U je množina, uvažujme G = P (U) a operaci symetrický rozdíl
definovanou jako A÷B = (A−B) ∪ (B −A) (nakreslete si Vennův diagram).
Dokažte, že (G,÷) je grupa, identifikujte jednotkový prvek a inverzní prvky.
Nápověda: asociativita stačí Vennovým diagramem.

Cvičení 19b.4 (rutinní, poučné): Dokažte, že když je x invertibilní prvek v monoidu (M, ◦, e), pak je invertibilní
i x−1 a (x−1)−1 = x (viz věta 19b.6).

Cvičení 19b.5 (rutinní, poučné): Nechť (M, ◦, e) je monoid a prvky c, x, y ∈ M splňují rovnici x ◦ c = y ◦ c.
Dokažte, že jestliže je c invertibilní, pak x = y (viz fakt 19b.7).

Cvičení 19b.6 (rutinní, poučné): Nechť (M, ◦, e) je monoid a prvek g ∈ M je invertibilní. Dokažte, že když
g2 = g, tak g = e.

Cvičení 19b.7 (rutinní): Dokažte, že když je g prvek v monoidu (M, ◦, e), pak pro m,n ∈ N platí gm◦gn = gn◦gm.

Cvičení 19b.8 (rutinní, poučné): Uvažujte monoid (Z9, ·). Najděte grupu N jeho invertibilních prvků. Ověřte,
že je opravdu uzavřená na násobení modulo 9.
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Řešení:

19b.1: a) Není asociativní, (x ◦ y) ◦ z = 1
2 (x + y) ◦ z = 1

4 (x + y + 2z), zatímco x ◦ (y ◦ z) = 1
4 (2x + y + z).

Protipříklad: třeba x = 2, y = 2, z = 4, aby byl vidět rozdíl mezi těmi dvěma vzorci, pak (2 ◦ 2) ◦ 4 = 2 ◦ 4 = 3,
zatímco 2 ◦ (2 ◦ 4) = 2 ◦ 3 = 5

2 . Nemá jednotkový prvek, je komutativní.
b) (x ◦ y) ◦ z = (x + y + 13) ◦ z = (x + y + 13) + z + 13 = x + y + z + 26 a x ◦ (y ◦ z) = x ◦ (y + z + 13) =
x+ (y + z + 13) + 13 = x+ y + z + 26. Rovno, je asociativní.
Jednotka: rovnice x ◦ e = x dává x+ e+ 13 = x, tedy e = −13. Zkouška: x ◦ e = x ◦ (−13) = x+ (−13) + 13 = x,
e ◦ x = (−13) ◦ x = (−13) + x+ 13 = x, ano, máme monoid.
Inverzní prvky: Dáno x ∈M = Z, hledáme x ◦ y = e, tedy x+ y+ 13 = −13. Řešení: y = −26−x. Závěr: Všechny
prvky jsou invertibilní, x−1 = −x− 26.
c) (x◦y)◦z =

√
x2 + y2 ◦z =

√
x2 + y2 + z2, x◦(y ◦z) = x◦

√
y2 + z2 =

√
x2 + y2 + z2, rovno. Rovnice x◦e = x

dá po umocnění e = 0, ale to bohužel není řešením, protože pro x < 0 to neřeší původní rovnici. Je totiž jasné, že
pro x záporné se k němu nemůžeme dostat pomocí odmocniny. Jednotkový prvek tedy není.
Kdybychom pozměnili zadání úlohy a uvažovali dotyčnou operaci na R+0 , pak už by e = 0 bylo identitou. Jak by
pak tomu bylo s inverzními prvky? Žádné x > 0 není invertibilní, protože pro libovolné y platí x◦y =

√
x2 + y2 ≥

|x| > 0.
d) Není asociativní, (x ◦ y) ◦ z = x4y2z, zatímco x ◦ (y ◦ z) = x2y2z. Protipříklad: třeba x = 2, y = 1, z = 1, aby
byl vidět rozdíl mezi těmi dvěma vzorci, pak (2 ◦ 1) ◦ 1 = 4 ◦ 1 = 16, zatímco 2 ◦ (1 ◦ 1) = 2 ◦ 1 = 4.
Nemá jednotkový prvek. Aby 1 ◦ e = 3, musí 1e = 1 neboli e = 1, ale pak 2 ◦ 1 = 4 6= 2.
e) Je asociativní, (x ◦ y) ◦ z = |xy| ◦ z = ||xy|z| = |xyz| = x ◦ (y ◦ z).
Nemá jednotkový prvek, pro x = −1 hledáme e takové, aby x ◦ e = x, tedy |− e| = −1, což nelze. Není to monoid.

f) Kupodivu asociativní, (x ◦ y) ◦ z = 1
1
x + 1

y

◦ z = 1
1
x + 1

y + 1
z

= x ◦ (y ◦ z).

Jednotkový prvek e by musel splňovat x = 1
1
x + 1

e

, tedy 1
e = 0, takový není. Neexistuje tedy rezistor s odporem,

který by při paralelním zapojení nic nezměnil. Pokud bychom ale povolili e = ∞, už by to fungovalo, takže dát
jako paralelní rezistor s nekonečným odporem (třeba rozstřihnutý drát) dá původní odpor.
g) Je asociativní, ale důkaz dá práci. Nejlepší je ukázat, že (x ◦ y) ◦ z = max(x, y, z) a x ◦ (y ◦ z) = max(x, y, z).
Jednotkový prvek: Neexistuje.
Ale: Kdybychom tuto operaci uvažovali na množině M = {n ∈ Z; n ≥ n0}, tak by e = n0 bylo jednotkovým
prvkem. Pro každé x ∈ M platí x ≥ n0, a proto max(x, n0) = x. Takže třeba (N, ◦) je monoid. Invertibilní je jen
e = n0.
h) [(s, t)◦(u, v)]◦(x, y) = (s+u, tv)◦(x, y) = (s+u+x, tvy) a (s, t)◦[(u, v)◦(x, y)] = (s, t)◦(u+x, vy) = (s+u+x, tvy).
Rovno, je asociativní.
Identita: (x, y) ◦ (e1, e2) = (x, y) dává x+ e1 = x a ye2 = y pro všechna x, y, vyhovuje e1 = 0 a e2 = 1. Kontrola:
(x, y) ◦ (0, 1) = (0, 1) ◦ (x, y) = (x, y).
Inverze: dáno (x, y), chceme (x + u, yv) = (0, 1). Pak u = −x a v = 1

y , pokud to jde. Závěr: pro y 6= 0 je (x, y)

invertibilní a (x, y)−1 =
(
−x, 1y

)
.

i) Asociativita a jednotkový prvek viz f).
Inverze: dáno (x, y), chceme (x + u, yv) = (0, 1). Pak u = −x a v = 1

y , pokud to jde. Závěr: pro y = ±1 je (x, y)

invertibilní a (x, y)−1 =
(
−x, 1y

)
.

j): [(s, t) ◦ (u, v)] ◦ (x, y) = (su, t + v) ◦ (x, y) = ((su)x, t + v + y) a (s, t) ◦ [(u, v) ◦ (x, y)] = (s, t) ◦ (ux, v + y) =
(su

x

, t+ v + y). Není to stejné, protože (su)x = sux se liší od s(u
x), takže není asociativní, protipříklad vyrobíme

snadno pomocí té mocniny. Třeba [(2, 0) ◦ (2, 0)] ◦ (3, 0) = (4, 0) ◦ (3, 0) = (64, 0), zatímco (2, 0) ◦ [(2, 0) ◦ (3, 0)] =
(2, 0) ◦ (8, 0) = (256, 0).
k): [(s, t) ◦ (u, v)] ◦ (x, y) = (sv, tu) ◦ (x, y) = (svy, tux) a (s, t) ◦ [(u, v) ◦ (x, y)] = (s, t) ◦ (uy, vx) = (svx, tuy). Není
to stejné, takže není asociativní, protipříklad vyrobíme snadno, musíme odlišit x a y, třeba [(1, 1)◦ (1, 1)]◦ (1, 2) =
(1, 1) ◦ (1, 2) = (2, 1), zatímco (1, 1) ◦ [(1, 1) ◦ (1, 2)] = (1, 1) ◦ (2, 1) = (1, 2).
19b.2: (x ◦ y) ◦ z = 4xyz = x ◦ (y ◦ z), e = 1

2 , x
−1 = 1

4x .
19b.3:
Vennův diagram (A÷B)÷ C = A÷ (B ÷ C) je „květinkaÿ, viz vpravo.
Ověřte: A÷ ∅ = A pro libovolnou množinu, proto e = ∅.
Pro libovolnou množinu platí A÷A = ∅ = e, proto A−1 = A pro A ∈ P (U).
(P (U),÷∅) je grupa.

U

A B

C
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19b.4: Ověřte, že y = x splňuje podmínku x−1 ◦ y = y ◦ x−1 = e.
19b.5: x = x ◦ e = x ◦ (c ◦ c−1) = (x ◦ c) ◦ c−1 = (y ◦ c) ◦ c−1 = y ◦ (c ◦ c−1) = y ◦ e = y.
19b.6: Napište to jako g ◦ g = g ◦ e a použijte vhodný fakt.
19b.7: Využijte fakt 19a.5.
19b.8: N = {1, 2, 4, 5, 7, 8}. Ověření: třeba 7 · 8 = 56 mod 9 = 2 ∈ N , atd.
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