
20. Bonus: Isomorfismy a transformace

Tato kapitola se zabývá problémem dvou pozorovatelů. Každý z nich popisuje svět kolem sebe (objekty, jejich
interakce) podle svého a vytváří mnohdy rozdílné matematické modely. Jak poznáme, že dvě různé matematické
struktury popisují totéž, takže je to vlastně jen jedna věc v převleku?

Na věc se dá také dívat z jiné strany: Máme matematický model popisující nějaký jev. Je možné najít jiný popis,
který by nám usnadnil některé postupy?

20a. Isomorfismy

Začneme příkladem pro inspiraci.

!!! Příklad 20a.a: Představme si dva pozorovatele, kteří vidí grafické vyjádření určité hierarchie a chtěji jej inter-
pretovat jako nějakou relaci.

První pozorovatel si objekty označil jako množinu A1 = {1, 2, 3, 4, 5, . . . } = N a vzájemnou hierarchii
vidí jako nerovnost. Vytvořil tedy jako matematický model relaci (N,≤).

Druhý pozorovatel si objekty označil jako množinu A2 = {2, 4, 8, 16, 32, . . . } = {2k; k ∈ N} a vzájemnou
hierarchii vidí jako dělitelnost. Vytvořil tedy jako matematický model relaci (A2, |).

Čtenář si může rozmyslet, že hierarchie mezi čísly ve tvaru 2k je opravdu dána nejen nerovností, ale
také dělitelností.

Máme tedy dva možné modely (A1,R1) a (A2,R2). Víme, že popisují totéž, tedy bychom čekali,
že to budou stejné matematické struktury. To znamená, že by měly mít stejné vlastnosti (reflexivita,
antisymetrie, linearita atd.).
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Jak bychom to ale poznali, pokud bychom nevěděli, že tito dva pozorovatelé popisovali stejnou strukturu?
4
→Když se snaží vědci modelovat přírodu, tak obvykle nepřidělují popisky pozorovaným objektům náhodně, ale

snaží se je vymyslet tak, abychom je uměli zjistit. Je možné si představit, že první pozorovatel se rozhodl
u objektů určovat nějaký rozměr, zatímco druhý pozorovatel například váhu. Tak mohou vzniknout rozdílné
pohledy na totéž.

Když na nákladě pozorování odhadneme, že by se pozorovaný jev mohl řídit nějakým pravidlem (nerovnost
u prvního pozorovatele, dělitelnost u druhého), tak samozřejmě nevíme, zda máme pravdu, protože nevíme, zda
to funguje i pro zatím nepozorované jevy. V našem příkladě by šlo o pokračování, které v obrázku naznačujeme
třemi tečkami. U přírodních věd by tedy následovala fáze zvaná verifikace modelu, tedy testuje se, zda náš
model umí předpovědět chování i pro ty objekty, které jsme zpočátku nebrali v úvahu.←

Pokud opravdu relace (A1,R1) a (A2,R2) popisují stejnou strukturu, tak bychom měli být schopni převést jednu
na druhou tím, že jednotlivé objekty přejmenujeme. Matematicky se dá přejmenování realizovat bijekcí. Hledáme
tedy bijekci mezi množinami A1 a A2. To se v tomto případě najde snadno, T (k) = 2k je bijekce A1 na A2.

Mít bijekci ovšem nestačí k tomu, abychom struktury mohli prohlásit za stejné, to nám jenom říká, že obě
množiny mají stejnou mohutnost. Potřebujeme také potvrdit, že po přejmenování se shodují i struktury, které se
s těmito dvěma množinami pojí. V našem případě jde o relace, což jsou množiny dvojic. Abychom poznali, že T
opravdu převádí jednu strukturu na druhou, tak musíme ověřit, že také převádí dvojice z relace R1 na dvojice
z relace R2.

Bijekcím, které převádějí nejen množiny, ale i struktury, se říká isomorfismy. Je jich mnoho druhů, podle toho,
jaké struktury porovnávají. My už jsme poznali isomorfismus grafů, od kterého je jen krůček k isomorfismu relací.

Definice.
Nechť (A1,R1) a (A2,R2) jsou relace. Řekneme, že zobrazení T : A1 7→ A2 je relační isomor-
fismus, popřípadě isomorfismus relací (isomorphism), jestliže T je bijekce z A1 na A2 a platí

R2 =
{

(T (a), T (b)); (a, b) ∈ R1
}
.

Pokud takový isomorfismus existuje, tak řekneme, že (A1,R1) a (A2,R2) jsou isomorfní re-
lace.

V praxi se obvykle říká jen „isomorfismusÿ, jeho přesný typ pak odpovídá typu struktury, se kterou pracujeme.
Když pracujeme s relacemi, používáme relační isomorfismy.
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!!! Příklad 20a.b (pokračování 20a.a): Tvrdíme, že T (k) = 2k je isomorfismus (N,≤) a (A2, |), kde jsme označili
A2 = {2k; k ∈ N}. Pro usnadnění zápisu označme relaci ≤ jako R1 a relaci dělitelnosti jako R2.
T je zjevně bijekce. Ukážeme, že {(T (a), T (b)); (a, b) ∈ R1} = R2.
Vezměme a, b ∈ N takové, že (a, b) ∈ R1 neboli a ≤ b. Pak (T (a), T (b)) = (2a, 2b), tedy (T (a), T (b)) ∈ A2 × A2,

a díky a ≤ b máme 2a |2b, tedy (T (a), T (b)) ∈ R2. Ukázali jsme, že {(T (a), T (b)); (a, b) ∈ R1} ⊆ R2.
Nyní vezměme (x, y) ∈ R2. Podle definice pak x, y ∈ A2, tedy existují a, b ∈ N takové, že x = 2a a y = 2b.

Proto (x, y) = (T (a), T (b)). Protože (x, y) ∈ R2, musí platit x |y neboli 2a |2b, což dává a ≤ b. Proto (a, b) ∈ R1
a splňuje (x, y) = (T (a), T (b)), tedy (x, y) ∈ {(T (a), T (b)); (a, b) ∈ R1}.

Ukázali jsme, že {(T (a), T (b)); (a, b) ∈ R1} = R2.
4

Existuje alternativní podmínka pro isomorfismus relací, která nabízí praktický pohled na to, co isomorfismus
dělá.

Věta.
Nechť (A1,R1) a (A2,R2) jsou relace, uvažujme bijekci T z A1 na A2.
T je isomofismus právě tehdy, když pro všechna a, b ∈ A1 platí

aR1b ⇐⇒ T (a)R2T (b).

Jinak řečeno, pokud je T isomorfismus, tak otázku, zda jsou jisté dva prvky a, b ∈ A1 spolu v relaci R1, lze
zodpovědět také tak, že je přesuneme pomocí T do A2 a zeptáme se, zda jsou jejich obrazy spolu v relaci R2. To
je právě to přesouvání práce jinam, které jsme zmínili v úvodu a na které se zaměříme v další sekci. A naopak,
pokud nám toto nějaká bijekce umožní, tak je to isomorfismus.

Důkaz: 1) =⇒: Předpoklad: T je isomorfismus. Dáno a, b ∈ A1.
Jestliže pro aR1b, pak (a, b) ∈ R1, proto (T (a), T (b)) ∈ R2, a tedy T (a)R2T (a).
Jestliže T (a)R2T (b), pak (T (a), T (b)) ∈ R2. Protože je T isomorfismus, musí existovat (x, y) ∈ R1 takové,

že (T (x), T (y)) = (T (a), T (b)). Pak ale T (a) = T (x) a T (b) = T (y), což pro bijekci T znamená a = x, b = y,
a tedy (a, b) ∈ R1 neboli aR1b.
2) ⇐=: Předpoklad: aR1b ⇐⇒ T (a)R2T (b).

Nechť (a, b) ∈ R1. Pak aR1b, proto T (a)R2T (b), a tedy (T (a), T (b)) ∈ R2. Proto {(T (a), T (b)); (a, b) ∈ R1} ⊆
R2.

Nechť (x, y) ∈ R2. Pak x, y ∈ A2, tedy existují a, b ∈ A1 takové, že x = T (a) a y = T (b). Protože xR2y,
máme T (a)R2T (b), a tedy aR1b neboli (a, b) ∈ R1. Takže máme (a, b) ∈ R1 a (x, y) = (T (a), T (b)), tedy
(x, y) ∈ {(T (a), T (b)); (a, b) ∈ R1}.

Platí {(T (a), T (b)); (a, b) ∈ R1} = R2, a tedy T je isomorfismus.
�

!!! Příklad 20a.c (pokračování 20a.a): Přidejme si třetího pozorovatele. Ten si označil prvky obrázku stejně jako
první pozorovatel, tedy má A3 = N, ale nenapadlo ho porovnávat pomocí nerovnosti, místo toho zavedl následující
relaci R3 na N: aR3b právě tehdy, když 3a |3b.

Máme tedy relaci (A3,R3), která pracuje na stejných prvcích jako relace (A1,R1), ale má jiný mechanismus pro
relaci.

I zde jde samozřejmě o stejnou strukturu a ukážeme to isomorfismem, v tomto případě se nabízí zobrazení
identity S(a) = a z N na N. Je to zjevně bijekce a také isomorfismus relací:

Vezměme a, b ∈ N. Pak aR1 právě tehdy, když a ≤ b, což je právě tehdy, když 3a | 3b neboli aR3b neboli
S(a)R3S(b).
4

Jak jsme již inzerovali, existuje více druhů isomorfismů podle porovnávaných struktur. Všechny by ale měly mít
jedno společné.
• Isomorfismus objektů určitého typu by měl být ekvivalencí na strukturách tohoto typu, tedy reflexivní, symet-
rický a tranzitivní.
• Pokud jsou dvě struktury určitého typu isomorfní, tak by měly mít stejné vlastnosti, které se tohoto typu týkají.

Vcelku snadno se dokáže, že isomorfismus relací toto splňuje. Ukážeme několik důkazů jako nápovědu.
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Věta 20a.1.
Nechť (A1,R1) je relace isomorfní s relací (A2,R2). Pak platí:
(i) (A2,R2) je isomorfní s (A1,R1).
(ii) Jestliže je R1 symetrická, tak je i R2 symetrická.
(iii) Jestliže má každá neprázdná podmnožina množiny A1 nejmenší prvek, pak jej má i každá
neprázdná podmnožina množiny A2.

Důkaz: Podle předpokladu existuje bijekce T z A1 na A2 splňující {(T (a), T (b)); (a, b) ∈ R1} = R2.
(i): Zobrazení T−1 je podle faktu 8b.4 bijekcí A2 na A1. Ukážeme, že je to isomorfismus (A2,R2) na (A1,R1).

Vezměme a, b ∈ R2. Protože je T na, musí existovat x, y ∈ A1 takové, že a = T (x), b = T (y). Pak také x =
T−1(a) a y = T−1(b) Protože je T isomorfismus, platí xR1y ⇐⇒ T (x)R2T (y) neboli T−1(a)R1T−1(b) ⇐⇒
aR2b.

Protože toto platí pro všechna a, b ∈ A2, je T−1 isomorfismus (A2,R2) a (A1,R1).
(ii): Vezměme (a, b) ∈ R2. Protože je T isomorfismus (A1,R1) a (A2,R2), musí existovat (x, y) ∈ R1 takové,
že (T (x), T (y)) = (a, b) neboli a = T (x), b = T (y). Podle symetrie R1 také platí (y, x) ∈ R1, a proto (b, a) =
(T (y), T (x)) ∈ R2. R2 je tedy také symetrická.
(iii): Nechť N je nějaká neprázdná podmnožina A2. Protože je T bijekce, musí existovat neprázdná podmnožina
M ⊆ A1 taková, že T [M ] = N . Podle předpokladu má M nejmenší prvek, tedy existuje m ∈ M takové, že
(m,x) ∈ R1 pro všechna x ∈M . Označme n = T (m). Tvrdíme, že je to nejmenší prvek N .

Protože T [M ] = N , je n = T (m) ∈ N . Nyní vezměme nějaké a ∈ N . Pak x = T−1(a) ∈M , proto (m,x) ∈ R1.
Protože je T relační isomorfismus, musí pak platit také (T (m), T (x)) ∈ R2 neboli (n, a) ∈ R2.

�

Viz také cvičení 20a.1 a 20a.3.

Příklad 20a.d: Ukážeme, že (N,≤) není isomorfní s relací (N,R), kde R je definovaná vztahem aRb právě
tehdy, když b = a + 1.

Podle definice bychom měli ukázat, že neexistuje relační isomorfismus mezi těmito relacemi. To se ovšem přímo
dokazuje obtížně, museli bychom prozkoumat a vyloučit všechny kandidáty, tedy projít všechny možné bijekce.
Namísto toho ukážeme, že se nepřenášejí všechny vlastnosti.

Víme, že (N,≤) je tranzitivní relace. Ovšem trojice 1, 2, 3 ukazuje, že relace (N,R) tranzitivní není, a proto tyto
dvě relace nemohou být isomorfní.
4

Další významnou strukturou, kterou jsme poznali, jsou binární operace. I zde se může stát, že dva pozorovatelé
vidí stejný jev rozdílnými způsoby.

!!! Příklad 20a.e (pokračování 20a.a): Naši dva pozorovatelé vidí, že prvky, které se původně jen porovnávaly,
spolu také interagují, a když se dva potkají, vznikne jiný. Například první pozorovatel viděl, že ze setkání 1 a 2
vzniklo 3 a ze setkání 3 a 5 vzniklo 8. Obrázek ukazuje pohled obou pozorovatelů.
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. . .

První pozorovatel pracující s prvky N si všimne, že interakce odpovídají sčítání. Myslí si tedy, že vidí strukturu
(N,+). Druhý pozorovatel pracuje s prvky A2 = {2k; k ∈ N} a vypozoroval násobení. Vidí tedy strukturu (A2, ·).

Jak poznáme, že oba pozorovatelé vlastně vidí totež?
4

Již jsme odhalili, že mezi úhly pohledu našich dvou pozorovatelů umíme přecházet bijekcí k ↔ 2k. Aby tato
bijekce ukázala, že vidí i stejné operace, tak by se vzájemná souvislost mezi vstupy a výstupy neměla měnit při
přechodu mezi jednotlivými modely. V obrázku výše máme zaznačeny dvě situace, které pozorovatelé popisují
odlišně, ale bijekce k ↔ 2k dokáže mezi popisy přecházet a správně propojovat vstupy s výstupy.

1 + 2 = 3
l l l
2 × 4 = 8

3 + 5 = 8
l l l
8 × 32 = 256

Tohle bychom potřebovali pro všechny prvky. Podívejme se obecněji na takové schéma v situaci, kdy máme
bijekci T umožňující přejít od horního značení k dolnímu. Klíčové je následující pozorování. V každém ze schémat
vidíme nalevo dva vstupy, které lze zapsat jako x nebo T (x), takže na tom nic speciálního není. To podstatné se
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odehrává vpravo. K výsledku vpravo dole musíme být schopni dojít dvěma způsoby. Buď přímo použijeme operaci
v dolním řádku, nebo získáme výsledek nahoře a dojdeme dolů pomocí T :

m + n = m + n
↓ ↓ ↓

T (m) × T (n) = T (m) · T (n)

m + n = m + n
↓ ↓ ↓

T (m) × T (n) = T (m + n)
Pokud to dopadne stejně, pak nám T ukazuje, že v obou světech jde vlastně o stejnou operaci. Podmínku, kterou
jsme odvodili, vyjádříme obecně. Operaci v první množině označíme jako ♥ a operaci v druhé množině označíme
jako ♦.

Definice.
Nechť (A,♥) a (B,♦) jsou nějaké grupoidy (tedy množiny s binárními operacemi).
Řekneme, že zobrazení T : A 7→ B je isomorfismus (isomorphism), jestliže je to bijekce A
na B a pro všechna a, b ∈ A platí:

T (a♥b) = T (a)♦T (b).

Jestliže takovýto isomorfismus existuje, tak řekneme, že (A,♥) a (B,♦) jsou isomorfní.

Obdobně bychom mohli mluvit o isomorfismu grupoidů, pologrup, monoidů či grup.

!!! Příklad 20a.f (pokračování 20a.a): Tvrdíme, že (N,+) a (A2, ·), kde A2 = {2k; k ∈ N}, jsou isomorfní.
Víme, že T (k) = 2k je bijekce N na A2. Ověříme, že je to isomorfismus. Pro a, b ∈ N máme

T (a + b) = 2a+b = 2a · 2b = T (a) · T (b).

4

Jeden významný příklad isomorfismu jsme vlastně měli v kapitole 2. Podívejme se na něj.

Příklad 20a.g: Prostor Zn jsme definovali dvakrát. Nejprve jsme jej viděli jako množinu čísel {0, 1, . . . , n− 1}
se speciálními operacemi, které po spočítání běžného sčítání a násobení přecházejí ke zbytkům. Budeme zde tomu
říkat Zn. Pak jsme zavedli množinu zbytkových tříd [a]n, které teď budeme pro rozlišení říkat Z[n]. U nich jsme
definovali speciální sčítání a násobení pro zbytkové třídy.

Je snadné ale dlouhé ukázat, že T : Zn 7→ Z[n] dané vzorcem T (a) = [a]n je isomorfismem pro operace sčítání
a také násobení. Je tedy možné říct, že (Zn,⊕,�) je isomorfní s (Z[n],⊕[ ],�[ ]).

Můžeme také definovat porovnávání mezi třídami podmínkou [a]nR[b]n právě tehdy, když a mod n ≤ b mod n.
Snadno se ukáže, že jde o částečné uspořádání, a naše bijekce T také poslouží jako isomorfismus relací (Zn,≤)
a (Z[n],R).

Tyto dvě definice tedy vytvářejí stejnou strukturu.
4

!!! Příklad 20a.h (pokračování 20a.a): Ukázali jsme, že (N,+) a (A2, ·) jsou isomorfní, stejně jako (N,≤) a (A2, |).
Ve světě N máme ještě operaci násobení. Má svou podobu i ve světě A2?

Odpověď zní, že ano, my ji tam totiž můžeme pomocí T (a) = 2a přenést. Lepší otázka zní, jestli je tato operace
něco, co bychom znali. Podívejme se na pár příkladů.

1 · 2 = 2
l l l
2 ? 4 = 4

2 · 3 = 6
l l l
4 ? 8 = 64

Nenapadá mě žádná známá operace s čísly, která by takto fungovala.
Pro zajímavost se podívejme, jak funguje. Poslouží nám k tomu T a násobení v N:

x?y = T (T−1(x))?T (T−1(y)) = T (T−1(x) · T−1(y)) = 2T
−1(x)·T−1(y) = 2log2(x)·log2(y).

Tato operace nejspíš nemá ani jméno.
4

Jako obvykle je isomorfismus grupoidů ekvivalence a přenáší vlastnosti.
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Věta 20a.2.
Nechť (A,♥) je grupoid isomorfní s grupoidem (B,♦). Pak platí:
(i) Jestliže je T isomorfismus (A,♥) a (B,♦), pak je T−1 isomorfismus (B,♦) a (A,♥).
(ii) Jestliže je (A,♥) pologrupa, pak je (B,♦) pologrupa.
(iii) Jestliže je e jednotka v (A,♥), pak je T (e) jednotka v (B,♦).
(iv) Jestliže je (A,♥) monoid, pak je (B,♦) monoid.
(v) Jestliže je (A,♥, e) monoid a a je invertibilní v A s inverzí a−1, pak je T (a) invertibilní v B
a T (a)−1 = T (a−1).
(vi) Jestliže je (A,♥) grupa, pak je (B,♦) grupa.

Důkaz: Předpokládejme, že máme isomorfismus T z A na B.
(i): Víme, že T−1 je bijekce B na A. Nyní uvažujme a, b ∈ B. Pak a = T (x) a b = T (y) pro nějaké x, y ∈ A
a díky vlastnosti isomorfismu T máme

T−1(a♦b) = T−1(T (x)♦T (y)) = T−1(T (x♥y)) = x♥y = T−1(a)♥T−1(b).
(ii): Máme ukázat, že se přenáší asociativita operací. Zvolme z, y, z ∈ B. Protože T je bijekce, existují a, b, c ∈ A
splňující x = T (a), y = T (b), z = T (c). Pak

(x♦y)♦z = ((T (a)♦T (b))♦T (c) = T (a♥b)♦T (c)

= T ((a♥b)♥c) = T (a♥(b♥c))
= T (a)♦T (b♥c) = x♦(T (b)♦T (c)) = x♦(y♦z).

Další důkazy necháme jako cvičení 20a.1 a 20a.5.
�

Příklad 20a.i: Vrátíme se k našemu oblíbenému příkladu a přidáme k N nulu. Jsou isomorfní grupoidy (N0,+)
a (A2, ·), kde A2 = {2k; k ∈ N}?

Zkusíme obdobné zobrazení: T (k) = 2k+1 je bijekce N0 na A2. Je to isomorfismus?

T (a + b) = 2(a+b)+1 = 2a+12b+12−1 = 1
2T (a)T (b).

Máme problém. Protipříklad: v N0 máme 1 + 2 = 3, ale po přesunu do A2 pomocí T vychází 4 · 8 = 16, což
nefunguje.

Toto T tedy není isomorfismem. Mohlo by nějaké jiné zobrazní být isomorfismem? Testovat je všechny není
průchozí, raději se zamyslíme, jestli se tyto dvě struktury neliší v něaké vlastnosti.

Prvek 0 je v pologrupě (N0,+) jednotkou, protože 0 + a = a + 0 = a. Jenže (A2, ·) jednotku nemá, u násobení
je jediným kandidátem e = 1, které v A2 chybí. Proto (N0,+) není isomorfní s (A2, ·).
4

Příklad 20a.j: V lineární algebře se studuje zajímavá struktura zvaná vektorový prostor či lineární prostor.
Vzorový příklad je model roviny R2. Ve vektorovém prostoru jsou dvě operace, sčítání vektorů + a skalární
násobení ·, což teď ale není binární operace, protože v součinu c~v se ~v bere z našeho prostoru R2, zatímco c se
bere z nějaké cizí množiny R. Nenecháme se tím vyvést z míry.

Uvažujme teď jiný prostor. Skládá se z objektů (R+)2, tedy jsou to dvourozměrné vektory, jejichž složky jsou
kladná reálná čísla. Pro tyto objekty definujme následující operace:

(x1, x2) � (y1, y2) = (x1x2, y1y2) (složky se násobí)

c� (x1, x2) = (x1
c, x2

c) pro c ∈ R.
V této chvíli je dobré si rozmyslet dvě věci. Jednak, že nenastává problém s algebrou, například mocnina xc

opravdu existuje pro libovolné x > 0 a c ∈ R. Druhá věc je, že obě operace jsou definovány korektně a jejich
výsledky jsou zase z (R+)2.

Tvrdíme, že (R2,+, ·) je isomorfní s ((R+)2,�,�). Isomorfismy pro vektorové prostory jsme sice neprobrali, ale
umíme si je představit.

Uvažujeme zobrazení T (x1, x2) = (ex1 , ex2). Evidentně jde R2 7→ (R+)2. Díky tomu, že exponenciála je prostá
funkce, se snadno dokáže i prostota zobrazení T . Protože ex má obor hodnot R+, bude T i na. Je to tedy bijekce.

Zbývá ověřit, že správně převádí operace. Mějme ~x = (x1, x2), ~y = (y1, y2) ∈ R2 a c ∈ R. Pak počítáme

T (~x + ~y) = T (x1 + y1, x2 + y2) = (ex1+y1 , ex2+y2) = (ex1ey1 , ex2ey2)

= (ex1 , ex2) � (ey1 , ey2) = T (~x) � T (~y),

T (c · ~x) = T (cx1, cx2) = (ecx1 , ecx2) = ((ex1)c, (ex2)c)

= c� (ex1 , ex2) = c� T (~x).
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Jde tedy o stejné vektorové prostory.
4

Cvičeńı

Cvičení 20a.1: Dokažte, že relace „býti isomorfníÿ je ekvivalence pro isomorfismy mezi relacemi a také pro
isomorfismy mezi grupoidy.

Cvičení 20a.2: Nechť (A,R) a (B,S) jsou relace na množinách, které jsou isomorfní. Dokažte, že pak platí
následující:
a) R je reflexivní právě tehdy, když je S reflexivní.
b) R je symetrická právě tehdy, když je S symetrická.
d) R je antisymetrická právě tehdy, když je S antisymetrická.
e) R je tranzitivní právě tehdy, když je S tranzitivní.
f) (A,R) je ekvivalence právě tehdy, když je (B,S) ekvivalence.
g) (A,R) je částečně uspořádaná množina právě tehdy, když je (B,S) částečně uspořádaná množina.

Cvičení 20a.3: Nechť (A,�A) a (B,�B) jsou částečně uspořádané množiny takové, že existuje isomorfismus T
z (A,�A) na (B,�B). Nechť M je libovolná podmnožina A. Dokažte:
a) Prvky x, y jsou porovnatelné v (A,�A) právě tehdy, jestliže jsou prvky T (x), T (y) porovnatelné v (B,�B).
b) Prvek m ∈M je minimem M právě tehdy, je-li T (m) minimem T [M ].

Prvek m ∈M je maximem M právě tehdy, je-li T (m) maximem T [M ].
c) Prvek m ∈M je nejmenší prvek M právě tehdy, je-li T (m) nejmenší prvek T [M ].

Prvek m ∈M je největší prvek M právě tehdy, je-li T (m) největší prvek T [M ].

Cvičení 20a.4: Nechť (A,�A) a (B,�B) jsou isomorfní částečně uspořádané množiny. Pak platí následující:
a) (A,�A) je lineární právě tehdy, když je (B,�B) lineární.
b) (A,�A) je dobré právě tehdy, když je (B,�B) dobré.

Cvičení 20a.5: Nechť (A,♥) a (B,♦) jsou isomorfní a T : A 7→ B je příslušný isomorfismus. Dokažte, že pak platí
následující:
a) Pro a ∈ A a n ∈ N platí T (an) = (T (a))n.
b) e je jednotkový prvek v (A,♥) právě tehdy, když je T (e) jednotkový prvek v (B,♦).
c) Pro každé x ∈ A platí: x je invertibilní v (A,♥) právě tehdy, když je T (x) invertibilní v (B,♦). Pokud ano, tak
T (x−1) = [T (x)]−1.
d) (A,♥) je monoid právě tehdy, když je (B,♦) monoid.
e) (A,♥) je grupa právě tehdy, když je (B,♦) grupa.
f) M je podgrupa (A,♥) právě tehdy, když je T [M ] podgrupa (B,♦).

Řešení:

20a.1: 1) Isomorfismy mezi relacemi (A,RA), (B,RB), (C,RC) atd., značíme ∼:
R: Identita T = IA je isomorfismus.
S: již byla ve větě.
T: Nechť (A,RA) ∼ (B,RB) a (B,RB) ∼ (C,RC). Pak existují isomorfismy T : A 7→ B a S: B 7→ C. Jsou to
bijekce, proto je i S ◦ T : A 7→ C bijekce. Splňuje podmínku? Pro libovolná x, y ∈ A dostaneme
xRAy ⇐⇒ T (x)RBT (y) ⇐⇒ S(T (x))RCS(T (y)),
použila se podmínka pro T a prvky x, y, pak podmínka pro S aplikovaná na T (x), T (y) ∈ B.
S ◦ T je isomorfismus a (A,RA) ∼ (C,RC).
2) Isomorfismy mezi grupoidy (A,♥), (B,♦), (C,�) atd., značíme ∼:
R: Dáno (A,♥). Identita T = IA, T (x) = x je bijekce A 7→ A a triviálně splňuje podmínku.
S: již byla dokázána ve větě.
T: Nechť (A,♥) ∼ (B,♦), (B,♦) ∼ (C,�). Pak existují isomorfismy T : A 7→ B a S: B 7→ C. Jsou to bijekce,
proto je i S ◦ T : A 7→ C bijekce. Splňuje podmínku? Použije se splnění pro T a S, pro libovolná x, y ∈ A pak
dostaneme S(T (x♥y)) = S(T (x)♦T (y)) = S(Tx))�S(T (y)).
S ◦ T je isomorfismus a (A,♥) ∼ (C,�).
20a.2: Protože jde o isomorfní relace, musí existovat bijekce T z A na B taková, že ctí relace dle definice. Protože
je vztah být isomorfní symetrický, stačí u všech ekvivalení dokázat jen jeden směr.
a) Předpoklad R reflexivní. Nechť b ∈ B. Protože je T na, ∃a ∈ A aby T (a) = b. Z reflexivity R máme aRa, pak
díky isomorfii T také T (a)S T (a) neboli bSb.
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b) Předpoklad R symetrická. Nechť b1Sb2. T je na, proto ∃a1, a2 ∈ A aby b1 = T (a1), b2 = T (a2), a protože je T
isomorfismus, platí a1Ra2. Ze symetrie a2Ra1, proto T (a2)ST (a1) neboli b2Sb1.
c) Předpoklad R antisymetrická. Nechť b1Sb2 ∧ b2Sb1. Pak b1 = T (a1), b2 = T (a1) a a1Ra2 ∧ a2Ra1. Proto
a1 = a2, tedy b1 = T (a1) = T (a2) = b2.
d) Předpoklad R tranzitivní. Nechť b1Sb2 ∧ b2Sb3. Pak b1 = T (a1), b2 = T (a1), b3 = T (a3) a a1Ra2 ∧ a2Ra3.
Proto a1Ra3, tedy T (a1)ST (a3) neboli b1Sb3.
e) a f) plynou okamžitě z a) až d).
20a.3: a) je vlastně jen přepis podmínky z definice isomorfismu. Díky symetrii vztahu býti isomorfní stačí dokázat
jeden směr.
b) Předpokládáme, že m = min(M). Vezměme libovolné b ∈ T [M ]. Pak ∃x ∈ M aby T (x) = b. Protože je m
minimem M , nemůže platit x ≺A m. Podle (i) pak také nemůže platit T (x) ≺B T (m), tedy neplatí b ≺B T (m).
Prvek T (m) je tedy minimem T [M ].
c) se dokazuje obdobně.
20a.4: Plyne z předchozího cvičení.
20a.5: a) Indukcí. Pro n = 1 zjevně platí. Nechť n ∈ N, předpoklad T (an) = (T (a))n. Pak T (an+1) = T (an♥a) =

T (an)♦T (a)
IP

== (T (a))n♦T (a) = (T (a))n+1.
b) =⇒. Nechť y ∈ B libovolný. Protože je T na, musí ∃x ∈ A tak, aby y = T (x). Pak
y♦T (e) = T (x)♦T (e) = T (x♥e) = T (x) = y, obdobně T (e)♦y = y. Proto je T (e) jednotkový prvek v (B,♦).
Opačný směr obdobně.
c) =⇒. Nechť x ∈ A invertibilní. Označme y = T (x). Ukážeme, že y♦T (x−1) = f , kde f je jednotka v (B,♦)
a my už víme, že f = T (e): y♦T (x−1) = T (x)♦T (x−1) = T (x♥x−1) = T (e) = f . Obdobně T (x−1)♦y = f , proto
je y invertibilní a y−1 = T (x−1).
Opačný směr obdobně.
d) a e) vyplývají z b) a c).
f) Podobně jako výše.

20b. Transformace

Začneme motivačním příkladem.

Příklad 20b.a: Vrátíme se k věčnému příkladu 20a.a, ale podíváme se na něj z druhé strany a na větších
množinách.

Uvažujme monoidy (R+, ·) a (R,+). Ukážeme, že jsou isomorfni. K tomu nám poslouží zobrazení T (x) = log(x)
(desítkový logaritmus). Z analýzy víme, že toto je prosté zobrazení z R+ na R, tedy bijekce. Pro libovolná x, y ∈ R
pak máme

T (x · y) = log(xy) = log(x) + log(y) = T (x) + T (y).

Ukázali jsme, že T je isomorfismus.
Máme tedy k dispozici rovnost T (x ·y) = T (x)+T (y) a také inverzní zobrazení T−1. Když jej aplikujeme na obě

strany naší rovnosti, dostaneme po vykrácení na levé straně vztah

x · y = T−1(T (x) + T (y)).

K němu patří následující interpretace. Chci-li vynásobit dvě kladná čísla, mohu to udělat tak, že je nejprve
přenesu do R pomocí logaritmu, tam je sečtu a výsledek přenesu zpět pomocí inverzní funkce k logaritmu neboli
T−1(z) = 10z.

(R+, ·) je dokonce grupa, každé kladné číslo x ∈ R+ má vzhledem k násobení inverzi x−1 = 1
x . Když tuto inverzi

přeneseme do (R,+), dostáváme T (x−1) = log
(
1
x

)
= − log(x), což je opravdu inverzní prvek vzhledem k + (neboli

opačný prvek) k číslu T (x) = log(x). Toto by se dalo zapsat vztahem T (x−1) = [T (x)]−1, viz cvičení 20a.5.
Když toto spojíme s pravidlem pro násobení, dostaneme

x · y−1 = T−1(T (x)− T (y)).

neboli postup pro jednoduché dělení. Snadno také odvodíme, že pro n ∈ N platí

xn = T−1(nT (x)) a n
√
x = T−1

(
1
nT (x)

)
.

Tyto teoretické výsledky měly masivný praktický dopad. Pokud například chci vynásobit čísla a = 198473643
a b = 19246127, tak nemusím dělat cca 90 kroků (násobení a pak sčítání mezivýsledků). Místo toho najdu čísla
log(198473643) a log(19246127), typicky ne přesně, ale na řekněme 10 desetinných míst, ty sečtu, což je 10 operací,
a pak si k tomu výsledku z najdu takové číslo v, aby log(v) = z. A mám výsledek.

Čtenář asi tuší, že toto má dva zádrhele. První je spočítání logaritmu. Na to existují tabulky, tlusté knihy, jejichž
tloušťka odpovídá tomu, na kolik míst chci ty logaritmy mít. Klasika je mezi šesti (školní tabulky) po deset míst
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pro náročnější použití. Druhý zádrhel je ztráta přesnosti, ale v reálném životě stejně nikdo nepracuje úplně přesně,
takže to vlastně také není problém.

Počítání přes logaritmus světu představil John Napier v knize Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio neboli
Popis úžasného pravidla logaritmů v roce 1614. Byl z toho úžasný hit a rychle se rozšířil, první tlustá kniha
logaritmů (s přesností na osm míst) se objevila již v roce 1617 díky Henry Briggsovi, který také přešel z Napierova
logaritmu o základu 1

e na praktický desítkový.
Dalším velkým krokem byl vynález logaritmického pravítka v roce 1630, který znamenal, že už nebylo třeba

vyhledávat v knihách logaritmů. Cenou za pohodlí je pokles přesnosti, čím menší logáro, tím menší přesnost.
Astronomové používali až dvoumetrová, zatímco klasický inženýr nevycházel ještě počátkem 70. let z domu bez
kapesního logaritmického pravítka pro rychlé orientační výpočty. Pokročilé verze uměly počítat i siny a kosiny
a arkustangensy a odmocniny a podobně. Logára dokonce letěla s kosmonauty na Měsíc. Skončilo to až zavedením
kapesních kalkulaček.
4

Tento příklad nás přivádí k jinému pohledu na isomorfismy. V matematické komunitě nepanuje úplná shoda
ohledně názvů, ale u některých se relativně spolehlivě dá vycítit záměr. Pokud mluvíme o isomorfismech, pak to
bývá v kontextu, že se snažíme ukázat, že dvě struktury jsou vlastně stejné.

Když chceme isomorfismus použít k přenosu operace ze světa, kde je pracná, do jiného, kde se nám líbí víc, tak
se obvykle spíš mluví o transformacích. Typická transformace je isomorfismus T grupoidů (A,♥) a (B,♦), který
nabízí přepis

x♥y = T−1(T (x)♦T (y)).

U populárních transformací existuje obvykle celá řada dalších pravidel, která nám umožňují počítat komplikova-
nější výrazy.

U praktických transformací bývá mnohdy problém, že T , které potřebujeme, nemusí být na B. Ukážeme si, že
to není fatální problém.

Mějme prosté zobrazení mezi grupoidy T : (A,♥) 7→ (B,♦), které pro a, b ∈ A splňuje

T (a♥b) = T (a)♦T (b).

Označme C = T [A]. Pak je T : A 7→ C zase prosté (hodnoty se nezměnily), ale také na C, tudíž je to bijekce.
Navíc platí, že C je uzavřená na operaci ♦, takže (C,♦) je podgrupoidem B. Jak to víme?

Vezměme nějaké x, y ∈ C. Protože C = T [A], musí platit x = T (a) a y = T (b) pro nějaké a, b ∈ A. Pak ale
x♦y = T (a)♦T (b) = T (a♥b), tedy x♦y ∈ T [A] = C.

To znamená, že T je isomorfismus (A,♥) na (C,♦) a můžeme použít schéma pro výpočet.
Nabízí se otázka, proč jsme tedy rovnou neuvažovali isomorfismus T z A na C. Odpověď zní, že u řady velmi

užitečných transformací přesnou podobu C neznáme, ale víme, že T vede do nějaké známé nadmnožiny B. Formální
úvaha s C nás pak opravňuje k tomu, abychom převáděli zadané a, b ∈ A pomocí T do B a věděli, že po aplikování
operace z B se zase budeme umět s výsledkem vrátit do A.

Jeden příklad užitečné transformace jsme viděli v kapitole 10d. Měli jsme tam množinu M posloupností (ak)∞k=0
takových, že mocninné řady

∑
akx

k mají netriviální poloměr konvergence, a množinu N funkcí, které z takovýchto
řad vzniknou. Ani jednu z těchto množin nelze rozumně jednoduše popsat, ale to vlastně nevadí, hlavně že víme,
že tam najdeme to, co potřebujeme.

Zobrazení T ((ak)k) =
∑

akx
k je prosté a převádí sčítání posloupností na sčítání funkcí, takže jsme v té kapitole

vlastně ukázali, že (M,+) je isomorfní s (N,+). Pro praktické používání bylo podstatné, že se dají odvodit pravidla
umožňující z rekurentních rovnic dělat rovnice diferenciální. Opačný směr je ovšem také zajímavý a někdy užitečný.
Právě nutnost řešit diferenciální rovnice jsou častým důvodem pro hledání transformací.

Na závěr se vraťme k transformaci, kterou jsem již viděli a použili v kapitole 3e.

Příklad 20b.b: Připomeňme, že pro N ∈ N definujeme Zn jako množinu {0, 1, . . . , n− 1} s operacemi ⊕ a �
definovanými

a⊕ b = (a + b) mod n,

a� b = (a · b) mod n.

Uvažujme po dvou nesoudělná čísla n1, n2, . . . , nm ∈ N, označme n = n1 · n2 · · ·nm.
Jako A zvolíme Zn, jako B vezmeme Zn1 × Zn2 × · · · × Znm

neboli množinu m-rozměrných vektorů, kde k-tá
souřadnice je ze Znk

. Na této množině budeme uvažovat operace fungující po souřadnicích, tedy

(a1, a2, . . . , am) � (b1, b2, . . . , bm) = (a1 ⊕1 b1, a2 ⊕2 b2, . . . , am ⊕m bm),

(a1, a2, . . . , am) � (b1, b2, . . . , bm) = (a1 �1 b1, a2 �2 b2, . . . , am �m bm),
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kde ⊕k a �k značí operace z prostoru Znk
.

Příklad: Zvolme n1 = 3, n2 = 4. Pak uvažujeme množinu Z3 × Z4, ve které se počítá takto:

(a1, a2) � (b1, b2) = (a1 + b1 mod 3, a2 + b2 mod 4),

(a1, a2) � (b1, b2) = (a1 · b1 mod 3, a2 · b2 mod 4).

Například

(2, 2) � (2, 3) = (4 mod 3, 6 mod 4) = (1, 2).

Z definice je zřejmé, že operace jsou korektně definovány, tedy výsledné vektory zase leží v Zn1 ×Zn2 × · · ·×Znm
.

Ukážeme, že (Zn,⊕,�) je isomorfní s (Zn1 × Zn2 × · · · × Znm
,�,�) prostřednictvím transformace

T (a) = (a mod n1, a mod n2, . . . a mod nm).

Nejprve ukážeme, že je to bijekce. T je dobře definováno, neboť a mod ni ∈ Zni , a tedy obrazy T (a) neboli
vektory (a mod n1, a mod n2, . . . a mod nm) opravdu leží ve specifikované cílové množině B.

Prostota: Jestliže T (x) = T (y) = (b1, b2, . . . , bm), pak obě čísla řeší soustavu rovnic x ≡ bi (mod ni), tudíž
podle Čínské větě o zbytcích x ≡ y (mod n), pro prvky ze Zn pak nutně x = y.
T je na díky Čínské větě o zbytcích, pro dané bi ∈ Zni

hledáme x takové, že x ≡ bi (mod ni).
Máme tedy bijekci. Nyní ukážeme, že T splňuje klíčové rovnosti pro obě operace.
Nejprve ověříme, že pro a, b ∈ Zn platí (a⊕ b) mod ni = (a + b) mod ni: Podle definice a⊕ b ≡ a + b (mod n),

a protože ni |n, pak podle cvičení 2a.16 také a⊕ b ≡ a+ b (mod ni). Proto podle věty 2a.1 dávají obě čísla stejný
zbytek po dělení ni.

Dále si všimneme, že (a + b) mod ni = ([a mod ni] + [b mod ni]) mod ni. To plyne z věty 2a.7, při počítání
modulo ni lze vstupní čísla nahradit kongruentními alternativami.

Teď už můžeme počítat

T (a⊕ b) =
(
(a⊕ b) mod n1, . . . , (a⊕ b) mod nm

)
=
(
(a + b) mod n1, . . . , (a + b) mod nm

)
=
(
([a mod n1] + [b mod n1]) mod n1, . . . , ([a mod nm] + [b mod nm]) mod nm

)
=
(
a mod n1, . . . , a mod nm

)
�
(
b mod n1, . . . , b mod nm

)
= T (a) � T (b).

Obdobný důkaz potvrdí pravidlo pro součin.
Tento isomorfismus tedy může sloužit jako transformace, která umožňuje přesunout operaci s velkým modulem

do více operací s malými moduly. Tím jsme teoreticky ospravedlnili postup nadnesený v sekci 3e.
Pro příklad se vraťme k případu n1 = 3, n2 = 4. Pak n = 12 a množina Z12 je reprezentována množinou Z3×Z4

takto:
T (0) = (0, 0), T (1) = (1, 1), T (2) = (2, 2), T (3) = (0, 3), T (4) = (1, 0), T (5) = (2, 1), T (6) = (0, 2), T (7) = (1, 3),

T (8) = (2, 0), T (9) = (0, 1), T (10) = (1, 2), T (11) = (2, 3).
Fungují opravdu operace? Pro zjednodušení budeme psát + a · také pro operace v Zn.
Začneme sčítáním, v Z12 máme například 7 + 10 = 5. Teď to zkusíme přes souřadnice. Nejprve čísla nahradíme

souřadnicemi, tedy použijeme T , pak provedeme operaci na vektorech.

7 + 10 7→ T (7) + T (10) = (1, 3) + (1, 2) = ([1 + 1] mod 3, [3 + 2] mod 4) = (2, 1).

Teď se vrátíme do Z12, T−1(2, 1) = 5, opravdu to souhlasí.
Zkusíme násobení, kolik je 2 · 3? Přeneseme pomocí T : (2, 2) · (0, 3) = ([2 · 0] mod 3, [2 · 3] mod 4) = (0, 2) a

T−1(0, 2) = 6. Vyšlo to.
Protože tato transformace je isomorfismem, musí také převádět mocniny, inverzní prvky a podobně.
4

20c. Bonus: Univerzálńı uspořádáńı

Občas (zřídka) se přihodí zajímavá věc. Studujeme určitou skupinu objektů a ono se ukáže, že jeden z nich je
vlastně prototypem pro všechny ostatní. Ukážeme tady výjimečně pěkný příklad tohoto jevu.

Věta 20c.1.
Nechť (A,�) je konečná částečně uspořádaná množina. Pak existuje množina B konečných
podmnožin N taková, že (A,�) je isomorfní s (B,⊆).

Prakticky to tedy znamená, že se u částečně uspořádaných množin nemůže vyskytnout nic, co bychom neznali,
když pracujeme s inkluzí na množinách. Stačí umět pracovat s tímto uspořádáním a pak už teoreticky zvládneme
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všechno. V matematice tomu říkáme, že jsme našli univerzální model, tedy nějakou konkrétní situaci, která nám
rovnocenně zastoupí všechny možné situace.

V praxi už to ovšem tak úžasné není, vyrábění správného modelu B pro konkrétní situaci A je zdlouhavé, takže
u běžných situací je prostě rychlejší to žádané rovnou zjistit u daného A. Přesto je to výsledek zajímavý.

Protože to zní docela odvážně, nastíníme důkaz. Najdeme Hasseův diagram (A,�) a pak vytvoříme množiny
takové, že pro ně bude Hasseův diagram vzhledem k ⊆ souhlasit s tím původním. Jak se to udělá?

Procházíme postupně diagram po řádcích, začneme od spodního. Vezmeme všechny prvky ze spodní řady a při-
řadíme jim po řadě množiny {1}, {2} atd. Dostáváme tak množiny, které jsou navzájem neporovnatelné, přesně
jako prvky spodní řady původní relace.

Pak postupně jdeme výše a používáme následující algoritmus. Jestliže prvek v dotyčné řadě nemá cestu směrem
dolů, přiřadíme mu jednoprvkovou množinu s číslem, které ještě nebylo použito (viz spodní řada). Pokud od něj
vede jen jedna cesta dolů, tak vezmeme množinu přiřazenou tomu jedinému bezprostřednímu předchůdci, přidáme
do ní číslo, které zatím nebylo použito, a novou množinu přiřadíme dotyčnému prvku. Jestliže od dotyčného prvku
vedou dvě či více cest dolů, tak mu přiřadíme množinu, která vznikne sjednocením všech odpovídajících množin
jeho bezprostředních předchůdců.

Dá se ukázat, že pak pro tyto množiny relace inkluze funguje naprosto stejně jako relace � pro původní množinu
A.

Možná ještě zajímavější je, že můžeme místo inkluze použít jinou populární relaci, jmenovitě dělitelnost.

Věta 20c.2.
(i) Nechť A ⊆ N je konečná množina. Pak existuje množina B konečných podmnožin N taková,
že (A, |) je isomorfní s (B,⊆).
(ii) Nechť B je konečná množina konečných množin. Pak existuje A ⊆ N taková, že (B,⊆) je
isomorfní s (A, |).

Důkaz (poučný): Důkaz jen naznačíme.
(i): Definujeme T : A 7→ P (N) takto: Každé n ∈ A rozložíme na prvočísla n = pk11 · · · pkm

m tak, aby p1 < · · · < pm,
a definujeme T (n) = {p1, p21, . . . , p

k1
1 , p2, . . . , pm, . . . , pkm

m }. Pak je T (n) konečnou podmnožinou N, položme
B = T [A]. Tím se z T stane zobrazení na, prostota vyplývá z jednoznačnosti rozkladu. Máme bijekci, zbývá
ukázat, že ctí obě relace.

Mějme a, b ∈ A takové, že a |b. Jestliže se pk objeví v T (a), tak pochází z prvočíselného rozkladu a. Díky a |b
se pak nutně musí objevit i v rozkladu b, a proto pk ∈ T (b). Takže všechna čísla z T (a) patří také do T (b), tedy
T (a) ⊆ T (b). Opačný směr, od T (a) ⊆ T (b) k a |b, se dělá obdobně.
(ii): Jsou-li všechny množiny v B konečné, pak jsou všechny podmnožiny nějakého konečného universa U ,
jehož prvky lze očíslovat pomocí prvočísel. Formálně: existují různá prvočísla p1, . . . , pm a bijekce ϕ: U 7→
{p1, . . . , pm}. Každé podmnožině U tedy odpovídá nějaká podmnožina těchto prvočísel, což nám umožní tyto
množiny zakódovat pomocí čísel.

Definujeme T : B 7→ N takto: Pokud M ∈ B, tak je M podmnožina U a existuje číslo T (M) =
∏

a∈M
ϕ(a).

Příklad: B =
{
{a, b, c}, {b, d}, {a}

}
. Pak U = {a, b, c, d} a můžeme uvažovat třeba ϕ(a) = 2, ϕ(b) = 3,

ϕ(c) = 5, ϕ(d) = 13. Pak množině {b, d} odpovídají prvočísla 5, 13 a T ({b, d}) = 5 · 13.
Nechť A = T [B]. Pak A ⊆ N a T je jasně na. Prostota: Pokud M 6= N ∈ B, tak jsou to dvě různé podmnožiny

U . Existuje tedy a ∈ U , které leží v jedné z nich a neleží v druhé. Odpovídající prvočíslo ϕ(a) tedy je v rozkladu
jednoho z čísel T (M), T (N) a není v druhém, takže se tato čísla nemohou rovnat.
T je tedy bijekce. Zbývá ověřit, že ctí uspořádání.
Jestliže M ⊆ N , pak se všechna prvočísla vyskytující se v definici T (M) objeví i v součinu dávajícím T (N),

tedy T (M) | T (N). Pokud naopak T (M) | T (N), tak jsou všechna prvočísla v součinu T (M) také v součinu
definujícím T (N), a tedy M ⊆ N .

�

Když to spojíme s předchozí větou, tak k libovolné částečně uspořádané množině (A,�) umíme najít určitou
množinu B přirozených čísel tak, že (A,�) bude isomorfní s (B, |).

To se dá využít k zajímavému důkazu Věty 6b.13. Je-li dána konečná uspořádaná množina (A,�), najdeme její
model (B, |), kde B je nějaká konečná podmnožina N. Přesně řečeno, máme isomorfismus T z (A,�) na (B, |).
Víme, že pro dělitelnost lze linearizaci snadno provést tím, že čísla z B srovnáme podle velikosti, tuto vzniklou
relaci pak pomocí T přetáhneme zpět na A a máme linearizaci (A,�).

Tím zakončíme tuto silně bonusovou kapitolu.
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