20. Bonus: Isomorfismy a transformace

Tato kapitola se zabyva problémem dvou pozorovatelt. Kazdy z nich popisuje svét kolem sebe (objekty, jejich
interakce) podle svého a vytvafi mnohdy rozdilné matematické modely. Jak pozname, ze dvé rtizné matematické
struktury popisuji totéz, takze je to vlastné jen jedna véc v prevleku?

Na véc se da také divat z jiné strany: Mame matematicky model popisujici néjaky jev. Je mozné najit jiny popis,
ktery by ndm usnadnil nékteré postupy?

20a. Isomorfismy

Zacneme piikladem pro inspiraci.

Priklad 20a.a: Predstavme si dva pozorovatele, ktefi vidi grafické vyjadieni uréité hierarchie a chtéji jej inter-
pretovat jako néjakou relaci.

Prvni pozorovatel si objekty oznadil jako mnozinu A; = {1,2,3,4,5,...} = N a vzadjemnou hierarchii
vidi jako nerovnost. Vytvoril tedy jako matematicky model relaci (N, <).

Druhy pozorovatel si objekty oznadil jako mnozinu Ay = {2,4,8,16,32,...} = {2*; k € N} a vzadjemnou
hierarchii vidi jako délitelnost. Vytvorfil tedy jako matematicky model relaci (As,|). 4

Ctenai si miZe rozmyslet, ze hierarchie mezi &isly ve tvaru 2 je opravdu dana nejen nerovnosti, ale 3
také délitelnosti.

Mame tedy dva mozné modely (A;,R1) a (A, R2). Vime, Ze popisuji totéz, tedy bychom cekali,
Ze to budou stejné matematické struktury. To znamend, ze by mély mit stejné vlastnosti (reflexivita, 1
antisymetrie, linearita atd.).

Jak bychom to ale poznali, pokud bychom nevédéli, Ze tito dva pozorovatelé popisovali stejnou strukturu?

JAN

— Kdyz se snazi védci modelovat prirodu, tak obvykle nepfidéluji popisky pozorovanym objektiim ndhodné, ale
snazi se je vymyslet tak, abychom je uméli zjistit. Je mozné si predstavit, Ze prvni pozorovatel se rozhodl
u objektt urcovat néjaky rozmér, zatimco druhy pozorovatel naptiklad vahu. Tak mohou vzniknout rozdilné
pohledy na totéz.

Kdy7z na nékladé pozorovani odhadneme, Ze by se pozorovany jev mohl fidit néjakym pravidlem (nerovnost

u prvniho pozorovatele, délitelnost u druhého), tak samoziejmé nevime, zda mame pravdu, protoze nevime, zda
to funguje i pro zatim nepozorované jevy. V nasem piikladé by slo o pokracovani, které v obrazku naznacujeme
tfemi teckami. U pfirodnich véd by tedy néasledovala faze zvana verifikace modelu, tedy testuje se, zda nas

« model umi predpovédét chovani i pro ty objekty, které jsme zpocatku nebrali v tvahu.

Pokud opravdu relace (41,R1) a (Aa, R2) popisuji stejnou strukturu, tak bychom méli byt schopni pievést jednu
na druhou tim, Ze jednotlivé objekty prejmenujeme. Matematicky se d& prejmenovani realizovat bijekci. Hledame
tedy bijekci mezi mnozinami A; a Ay. To se v tomto piipadé najde snadno, T'(k) = 2% je bijekce A; na As.

Mit bijekci ovSem nestaci k tomu, abychom struktury mohli prohlasit za stejné, to ndm jenom ftika, Ze obé
mnoziny maji stejnou mohutnost. Potfebujeme také potvrdit, Ze po prejmenovani se shoduji i struktury, které se
s témito dvéma mnozinami poji. V nasem pripadé jde o relace, coz jsou mnoziny dvojic. Abychom poznali, ze T
opravdu prevadi jednu strukturu na druhou, tak musime ovétit, ze také pirevadi dvojice z relace R; na dvojice
z relace Ro.

Bijekcim, které prevadéji nejen mnoziny, ale i struktury, se fiké isomorfismy. Je jich mnoho druhi, podle toho,
jaké struktury porovnavaji. My uz jsme poznali isomorfismus grafii, od kterého je jen kricek k isomorfismu relaci.

Definice.
Necht (A;,R1) a (A2, R2) jsou relace. Rekneme, Ze zobrazeni T: A; + A, je rela¢ni isomor-
fismus, popiipadé isomorfismus relaci (isomorphism), jestlize T je bijekce z A; na As a plati

Ro = {(T(a),T(b)); (a,b) € Rl}.
Pokud takovy isomorfismus existuje, tak fekneme, ze (A1, R1) a (A3, R2) jsou isomorfni re-
lace.

V praxi se obvykle fika jen ,isomorfismus“, jeho presny typ pak odpovida typu struktury, se kterou pracujeme.
Kdyz pracujeme s relacemi, pouzivame rela¢ni isomorfismy.
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1 Priklad 20a.b (pokracovani 20a.a):  Tvrdime, ze T'(k) = 2" je isomorfismus (N, <) a (As, |), kde jsme ozna¢ili

Ay = {2F; k € N}. Pro usnadnéni zépisu ozna¢me relaci < jako R; a relaci délitelnosti jako R..

T je zjevné bijekce. Ukdzeme, ze {(T(a),T'(b)); (a,b) € R1} = Ra.

Vezméme a,b € N takové, ze (a,b) € Ry neboli a < b. Pak (T'(a), T(b)) = (2%,2%), tedy (T'(a),T'(b)) € Ay x As,
a diky a < b mame 2|2°, tedy (T'(a), T(b)) € Rq. Ukazali jsme, ze {(T(a),T(b)); (a,b) € R1} C Ra.

Nyni vezméme (z,y) € Ro. Podle definice pak z,y € As, tedy existuji a,b € N takové, ze z = 2¢ a y = 2.
Proto (z,y) = (T'(a),T(b)). Protoze (z,y) € R2, musi platit = |y neboli 2% | 2b coz dava a < b. Proto (a,b) € Ry
a spliuje (z,y) = (T(a), T (b)), tedy (z,y) € {(T(a), T(b)); (a,b) € Ra}.

Ukézali jsme, ze {(T(a),T(b)); (a,b) € R1} = Ros.

A

Existuje alternativni podminka pro isomorfismus relaci, kterd nabizi prakticky pohled na to, co isomorfismus
déla.

Véta.
Necht (41,R1) a (As, R2) jsou relace, uvazujme bijekci T' z A; na As.
T je isomofismus pravé tehdy, kdyz pro vSechna a,b € A; plati

aR1b <— T(G)RQT(b) .

Jinak feceno, pokud je T isomorfismus, tak otézku, zda jsou jisté dva prvky a,b € A; spolu v relaci Rq, lze
zodpovédét také tak, Ze je presuneme pomoci T' do A, a zeptame se, zda jsou jejich obrazy spolu v relaci Ry. To
je pravé to presouvani prace jinam, které jsme zminili v vodu a na které se zaméfime v dalsi sekci. A naopak,
pokud nam toto néjaka bijekce umozni, tak je to isomorfismus.

Dukaz: 1) =: Predpoklad: T je isomorfismus. Dano a,b € A;.

Jestlize pro aR1b, pak (a,b) € Ry, proto (T'(a),T(b)) € R, a tedy T'(a)R2T(a).

Jestlize T'(a)R2T(b), pak (T'(a),T(b)) € Ra. Protoze je T isomorfismus, musi existovat (x,y) € R; takové,
ze (T(x),T(y)) = (T(a), T(b)). Pak ale T(a) = T(z) a T(b) = T(y), coz pro bijekci T znamend a = x, b = y,
a tedy (a,b) € R1 neboli aRb.

2) <: Predpoklad: aR1b <= T(a)R2T'()).

Necht (a,b) € Rq1. Pak aR1b, proto T'(a)R2T(b), a tedy (T'(a),T'(b)) € Ro. Proto {(T'(a),T(b)); (a,b) € R1} C
Rs.

Necht (z,y) € Ro. Pak z,y € As, tedy existuji a,b € A; takové, ze x = T'(a) a y = T'(b). Protoze zR2y,
mame T'(a)R2T'(b), a tedy aR1b neboli (a,b) € Ry. Takze mame (a,b) € Ry a (z,y) = (T'(a),T(D)), tedy
(z,y) € {(T(a),T(b)); (a,b) € R}

Plati {(T'(a),T'(b)); (a,b) € R1} = Ra, a tedy T je isomorfismus.

(|

Piiklad 20a.c (pokracovéani 20a.a):  Ptidejme si tfetiho pozorovatele. Ten si oznacil prvky obrazku stejné jako
prvni pozorovatel, tedy ma As = N, ale nenapadlo ho porovnavat pomoci nerovnosti, misto toho zavedl nasledujici
relaci R3 na N: aR3b pravé tehdy, kdyz 3 |3°.

Mame tedy relaci (A3, R3), kterd pracuje na stejnych prvcich jako relace (A1, R1), ale mé jiny mechanismus pro
relaci.

I zde jde samoziejmé o stejnou strukturu a ukdzeme to isomorfismem, v tomto pripadé se nabizi zobrazeni
identity S(a) = a z N na N. Je to zjevné bijekce a také isomorfismus relaci:

Vezméme a,b € N. Pak aR; pravé tehdy, kdyz a < b, coz je pravé tehdy, kdyz 3% | 3* neboli aR3b neboli
S(a)R3S(b).

JAN

Jak jsme jiz inzerovali, existuje vice druhi isomorfismi podle porovnavanych struktur. Vsechny by ale mély mit
jedno spolecné.
e Isomorfismus objektd urcitého typu by mél byt ekvivalenci na strukturach tohoto typu, tedy reflexivni, symet-
ricky a tranzitivni.
e Pokud jsou dvé struktury urcitého typu isomorfni, tak by mély mit stejné vlastnosti, které se tohoto typu tykaji.

Vcelku snadno se dokaze, ze isomorfismus relaci toto spliuje. Ukdzeme nékolik dikazi jako napovédu.
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Véta 20a.1.

Necht (A1, R1) je relace isomorfni s relaci (A2, R2). Pak plati:

(i) (A2,R2) je isomorfni s (A1, R1).

(ii) Jestlize je R; symetricka, tak je i Ry symetricka.

(iii) Jestlize ma kazda neprazdna podmnozina mnoziny A; nejmensi prvek, pak jej ma i kazda
neprazdnd podmnozina mnoziny As.

Dukaz: Podle predpokladu existuje bijekce T' z Ay na As spliujici {(T(a), T(b)); (a,b) € R1} = Rs.
(i): Zobrazeni T~! je podle faktu 8b.4 bijekci A3 na A;. Ukézeme, Ze je to isomorfismus (A2, R2) na (A1, R1).

Vezméme a,b € Rs. Protoze je T' na, musi existovat x,y € Ay takové, ze a = T'(z), b = T(y). Pak také = =
T~ Ya) ay = T1(b) Protoze je T isomorfismus, plati 2Ry <= T(x)R2T(y) neboli T~ (a)R1T1(b) +—
CLRQb.

ProtoZe toto plati pro vSechna a,b € As, je T—! isomorfismus (As, R2) a (A1, R1).
(ii): Vezméme (a,b) € Rs. Protoze je T isomorfismus (A1,R1) a (A2, R2), musi existovat (z,y) € Ry takové,
ze (T(x), T(y)) = (a,b) neboli a = T(x), b = T(y). Podle symetrie R, také plati (y,z) € R1, a proto (b,a) =
(T(y),T(z)) € Ra. R2 je tedy také symetricka.
(iii): Necht N je néjaka neprazdna podmnozina As. Protoze je T' bijekce, musi existovat neprazdnd podmnozina
M C A; takova, ze T[M] = N. Podle pfedpokladu mé M nejmensi prvek, tedy existuje m € M takové, ze
(m,x) € Ry pro vSechna x € M. Ozna¢me n = T'(m). Tvrdime, Ze je to nejmensi prvek N.

Protoze T[M] = N, je n = T(m) € N. Nyni vezméme néjaké a € N. Pak x = T~!(a) € M, proto (m,z) € R;.
Protoze je T relacni isomorfismus, musi pak platit také (T'(m), T (x)) € R2 neboli (n,a) € R,.

g

Viz také cviceni 20a.1 a 20a.3.

Piiklad 20a.d: Ukazeme, ze (N, <) neni isomorfni s relaci (N,R), kde R je definovana vztahem aRb pravé
tehdy, kdyz b = a + 1.

Podle definice bychom meéli ukazat, Zze neexistuje rela¢ni isomorfismus mezi témito relacemi. To se ovSem primo
dokazuje obtizné, museli bychom prozkoumat a vyloucit vSechny kandidaty, tedy projit vSechny mozné bijekce.
Namisto toho ukédzeme, ze se neprenaseji vSechny vlastnosti.

Vime, ze (N, <) je tranzitivni relace. OvSem trojice 1,2, 3 ukazuje, ze relace (N, R) tranzitivni neni, a proto tyto
dveé relace nemohou byt isomorfni.

A

Dalsi vyznamnou strukturou, kterou jsme poznali, jsou bindrni operace. I zde se miize stat, ze dva pozorovatelé
vidi stejny jev rozdilnymi zpusoby.

Piiklad 20a.e (pokracovani 20a.a): Nasi dva pozorovatelé vidi, Ze prvky, které se pivodné jen porovnévaly,
spolu také interaguji, a kdyz se dva potkaji, vznikne jiny. Napriklad prvni pozorovatel vidél, Ze ze setkani 1 a 2
vzniklo 3 a ze setkani 3 a 5 vzniklo 8. Obrazek ukazuje pohled obou pozorovatela.

LN L N

o o o o o o o) o)
1 2 3 4 5 6 7 8
2 4 8 16 32 64 128 256
Prvni pozorovatel pracujici s prvky N si vSimne, Ze interakce odpovidaji s¢itani. Mysli si tedy, ze vidi strukturu
(N, +). Druhy pozorovatel pracuje s prvky A, = {2¥; k € N} a vypozoroval nasobeni. Vidi tedy strukturu (As, -).
Jak poznéame, Ze oba pozorovatelé vlastné vidi totez?

A

Jiz jsme odhalili, Ze mezi tihly pohledu nasich dvou pozorovatelti umime pfechazet bijekci k « 2F. Aby tato
bijekce ukézala, ze vidi i stejné operace, tak by se vzajemna souvislost mezi vstupy a vystupy neméla ménit pti
pfechodu mezi jednotlivymi modely. V obrazku vySe mame zaznaceny dvé situace, které pozorovatelé popisuji
odlisné, ale bijekce k «+ 2¥ dokéZe mezi popisy piechazet a spravné propojovat vstupy s vystupy.

1 + 2 =3 3 + 5 = 8
! ! I 7 ! !
2 x 4 = 8 8 x 32 = 256

Tohle bychom potiebovali pro vsechny prvky. Podivejme se obecnéji na takové schéma v situaci, kdy mame
bijekci T umoznujici piejit od horniho znaceni k dolnimu. Klicové je nasledujici pozorovani. V kazdém ze schémat
vidime nalevo dva vstupy, které lze zapsat jako = nebo T'(x), takZze na tom nic specidlniho neni. To podstatné se
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odehrava vpravo. K vysledku vpravo dole musime byt schopni dojit dvéma zptisoby. Bud pfimo pouZijeme operaci
v dolnim fadku, nebo ziskdme vysledek nahore a dojdeme dolt pomoci 71"

m 4+ n = m+n m 4+ n = m+n
\J \J 1 3 A3 \J
T(m) x T(n) = T(m)-T(n) T(m) x T(n) = T(m+n)

jné 3 zuje, ze v Ve jde v & j i. i
Pokud to dopadne stejné, pak nam T ukazuje, Zze v obou svétech jde vlastné o stejnou operaci. Podminku, kterou
jsme odvodili, vyjadfime obecné. Operaci v prvni mnoziné oznac¢ime jako © a operaci v druhé mnoziné oznacime

jako <.

Definice.

Necht (A, Q) a (B, <) jsou néjaké grupoidy (tedy mnoziny s bindrnimi operacemi).

Rekneme, Ze zobrazeni T: A +— B je isomorfismus (isomorphism), jestlize je to bijekce A
na B a pro vSechna a,b € A plati:

T(aVb) = T(a)T(b).

Jestlize takovyto isomorfismus existuje, tak fekneme, ze (A,Q) a (B, {) jsou isomorfni.

Obdobné bychom mohli mluvit o isomorfismu grupoidii, pologrup, monoidi ¢i grup.

Pi¥iklad 20a.f (pokracovani 20a.a):  Tvrdime, ze (N, +) a (As,-), kde Ay = {2*; k € N}, jsou isomorfni.
Vime, ze T(k) = 2* je bijekce N na A,. Ovéfime, 7e je to isomorfismus. Pro a,b € N mame
T(a+b) =20 =2%.2" =T(a) - T(b).

A

Jeden vyznamny priklad isomorfismu jsme vlastné méli v kapitole 2. Podivejme se na néj.

Priklad 20a.g: Prostor Z, jsme definovali dvakrat. Nejprve jsme jej vidéli jako mnozinu ¢isel {0,1,... ,n — 1}
se specidlnimi operacemi, které po spocitani bézného s¢itani a nasobeni pfechazeji ke zbytktim. Budeme zde tomu
tikat Z,. Pak jsme zavedli mnozinu zbytkovych tiid [a],, které ted budeme pro rozliseni fikat Zp,). U nich jsme
definovali specialni s¢itani a nasobeni pro zbytkové tfidy.

Je snadné ale dlouhé ukézat, ze T: Z, ~ Z, dané vzorcem T'(a) = [a], je isomorfismem pro operace scitani
a také nasobeni. Je tedy mozné fict, ze (Zy, ®,®) je isomorfni s (Zp,), B, Or)-

Mizeme také definovat porovnavani mezi tfidami podminkou [a],R[b], pravé tehdy, kdyZz a mod n < b mod n.
Snadno se ukaze, ze jde o ¢astetné usporadani, a nase bijekce T' také poslouzi jako isomorfismus relaci (Z,, <)
a (Z[n} 5 R)

Tyto dvé definice tedy vytvareji stejnou strukturu.

A

Piiklad 20a.h (pokracovani 20a.a):  Ukézali jsme, ze (N, +) a (As, -) jsou isomorfni, stejné jako (N, <) a (Aaz,|).
Ve svété N mame jeSté operaci nasobeni. M4 svou podobu i ve svété As?

Odpovéd zni, Ze ano, my ji tam totiz mizeme pomoci T'(a) = 2% prenést. Lepsi otazka zni, jestli je tato operace
néco, co bychom znali. Podivejme se na par ptfiklad.

1 -2 = 2 2 . 3 = 6
T 7 7 7 !
2 7 4 = 4 47 8 = 64

Nenapadd mé zadna znamé operace s Cisly, ktera by takto fungovala.
Pro zajimavost se podivejme, jak funguje. Poslouzi ndm k tomu 7" a nasobeni v N:

2y =TT (@)?T(T N (y) = T(T () - T (y) = 2" 770 = glosa(@)loralv),

Tato operace nejspis nema ani jméno.

A

Jako obvykle je isomorfismus grupoidt ekvivalence a prenasi vlastnosti.
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Véta 20a.2.

Necht (A, Q) je grupoid isomorfni s grupoidem (B, ¢). Pak plati:

(i) Jestlize je T isomorfismus (A, Q) a (B, <), pak je 7! isomorfismus (B, ) a (4,9).

(ii) Jestlize je (A, Q) pologrupa, pak je (B, <) pologrupa.

(iii) JestliZe je e jednotka v (A4, Q), pak je T(e) jednotka v (B, ).

(iv) Jestlize je (A, Q) monoid, pak je (B, <)) monoid.

(v) Jesthze je (4,9, e) monoid a a je invertibilni v A s inverzi a=!, pak je T'(a) invertibilni v B
a T(a)"' = T(a~").

vi) Jestlize je (A, Q) grupa, pak je (B, <) grupa.

Dukaz: Predpoklddejme, Ze méme isomorfismus 1" z A na B.
(i): Vime, ze T~1 je bijekce B na A. Nyni uvazujme a,b € B. Pak a = T'(z) a b = T(y) pro néjaké =,y € A
a diky vlastnosti isomorfismu 7" mame
“adb) =T YT (2)OT(y)) = T HT(2Vy)) = 2Qy = T~ H(a)OT 1 (b).
(ii): Mame ukazat, Ze se pfendsi asociativita operaci. Zvolme z,y, z € B. Protoze T je bijekce, existuji a,b,c € A
spliujici z = T'(a), y = T'(b), z = T'(c). Pak
(2Qy) 0z = (T(a)OT(0))OT (¢) = T(aVb)OT(c)
=T((a¥b)Qc) = T'(aQ(bVc))
= T(a)0T(bVc) = zO(T(0)OT () = 2O(yO2).

Dalsi dtiikazy nechame jako cviceni 20a.1 a 20a.5.
O

Priklad 20a.i: Vratime se k naSemu oblibenému pfikladu a pfidame k N nulu. Jsou isomorfni grupoidy (Ng, +)
a (Az,-), kde Ay = {2F; k € N}?

Zkusime obdobné zobrazeni: T'(k) = 251 je bijekce Ny na As,. Je to isomorfismus?

T(a+b) = 2@+ F = gatlobtlo=l — 17(q)T(b).

Mame problém. Protipfiklad: v Ny mame 1 + 2 = 3, ale po pfesunu do Ay pomoci T vychézi 4 - 8 = 16, coz
nefunguje.

Toto T tedy neni isomorfismem. Mohlo by néjaké jiné zobrazni byt isomorfismem? Testovat je vSechny neni
pruchozi, radéji se zamyslime, jestli se tyto dvé struktury nelisi v néaké vlastnosti.

Prvek 0 je v pologrupé (Ng, +) jednotkou, protoze 0 + a = a + 0 = a. Jenze (As,-) jednotku nemd, u nasobeni
je jedinym kandidétem e = 1, které v A chybi. Proto (N, +) neni isomorfni s (4,,-).

A

Priklad 20a.j: V linedrni algebfe se studuje zajimavé struktura zvand vektorovy prostor ¢i linearni prostor.
Vzorovy piiklad je model roviny R2. Ve vektorovém prostoru jsou dvé operace, séitani vektortt + a skaldrni
néasobeni -, coz ted ale neni binarni operace, protoze v souéinu cv se ¥ bere z naseho prostoru R?, zatimco ¢ se
bere z néjaké cizi mnoziny R. Nenechame se tim vyvést z miry.

Uvazujme ted jiny prostor. Skldd4 se z objekti (RT)?, tedy jsou to dvourozmérné vektory, jejichZ slozky jsou
kladna realna cisla. Pro tyto objekty definujme nasledujici operace:

(z1,22) B (y1,92) = (x172,Y1Y2) (slozky se nasobi)
c(x1,22) = (21, 22°) pro c € R.
V této chvili je dobré si rozmyslet dvé véci. Jednak, Ze nenastavé problém s algebrou, napfiklad mocnina x¢
opravdu existuje pro libovolné x > 0 a ¢ € R. Druhd véc je, Ze obé operace jsou definovany korektné a jejich
vysledky jsou zase z (R1)2.
Tvrdime, ze (R?, +,-) je isomorfni s ((R*)2, @, ). Isomorfismy pro vektorové prostory jsme sice neprobrali, ale
umime si je predstavit.
Uvazujeme zobrazeni T(z1,2) = (e*,e*2). Evidentné jde R? — (R*)2. Diky tomu, Ze exponencidla je prosta
funkce, se snadno dokaze i prostota zobrazeni T'. ProtoZe e* mé obor hodnot R™, bude 7' i na. Je to tedy bijekce.
Zbyvé ovéiit, ze spravné pievadi operace. Mé&jme & = (x1,22),7 = (y1,y2) € R? a ¢ € R. Pak pocitame
T(Z+7) = T(z1 +y1, 72 + y2) = (e"1TV1 P2TV2) = (e¥1e¥1 e72e¥?)
= (", e"?) | (e¥,e¥?) =T () BT (),
T(c- F) = T(car, ezz) = (5, 672) = ((e71)°, (¢7)°)
=cl (e, e") = c T ().
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Jde tedy o stejné vektorové prostory.

AN
Cviceni

Cviceni 20a.1: Dokazte, ze relace ,byti isomorfni“ je ekvivalence pro isomorfismy mezi relacemi a také pro
isomorfismy mezi grupoidy.

Cviceni 20a.2: Necht (4,R) a (B,S) jsou relace na mnozinach, které jsou isomorfni. Dokazte, ze pak plati
nasledujici:

a) R je reflexivni pravé tehdy, kdyz je S reflexivni.

b) R je symetrickd pravé tehdy, kdyz je S symetricka.

d) R je antisymetrickd pravé tehdy, kdyz je S antisymetricka.

e) R je tranzitivni pravé tehdy, kdyz je S tranzitivni.

f) (A, R) je ekvivalence pravé tehdy, kdyz je (B, S) ekvivalence.

g) (A, R) je ¢asteéné usporadanad mnozina pravé tehdy, kdyz je (B, S) ¢asteéné usporadand mnozina.

Cviceni 20a.3: Necht (A,=<4) a (B, =<p) jsou ¢astecné usporadané mnoziny takové, ze existuje isomorfismus 7'
z (A, =4) na (B, <p). Necht M je libovolnd podmnozina A. Dokazte:
a) Prvky x,y jsou porovnatelné v (A, <4) pravé tehdy, jestlize jsou prvky T'(x), T (y) porovnatelné v (B, <p).
b) Prvek m € M je minimem M pravé tehdy, je-li T'(m) minimem T [M].

Prvek m € M je maximem M préavé tehdy, je-li T'(m) maximem T'[M].
c) Prvek m € M je nejmensi prvek M pravé tehdy, je-li T'(m) nejmensi prvek T'[M].

Prvek m € M je nejvétsi prvek M pravé tehdy, je-li T'(m) nejvétsi prvek T'[M].

Cviceni 20a.4: Necht (A, =<4) a (B, <p) jsou isomorfni ¢asteéné uspordadané mnoziny. Pak plati nasledujici:
a) (A, <4) je linedrni pravé tehdy, kdyz je (B, =<p) linearni.
b) (A, <4) je dobré pravé tehdy, kdyz je (B, <p) dobré.

Cviceni 20a.5: Necht (A4, Q) a (B, <) jsou isomorfni a T: A — B je pfislusny isomorfismus. Dokazte, Ze pak plati
nasledujici:

a) Proa € Aan €N plati T(a") = (T'(a))".

b) e je jednotkovy prvek v (A, Q) pravé tehdy, kdyz je T'(e) jednotkovy prvek v (B, <).

c) Pro kazdé x € A plati: x je invertibilni v (A, Q) pravé tehdy, kdyz je T'(x) invertibilni v (B, <»). Pokud ano, tak
(@) = [T()] .

d) (A,Q) je monoid pravé tehdy, kdyz je (B, <) monoid.

e) (A,Q) je grupa pravé tehdy, kdyz je (B, <)) grupa.

f) M je podgrupa (A, Q) pravé tehdy, kdyz je T[M] podgrupa (B, ).

Reseni:

20a.1: 1) Isomorfismy mezi relacemi (A, R4), (B, Rg), (C, R¢) atd., znac¢ime ~:

R: Identita T = [ 4 je isomorfismus.

S: jiz byla ve vété.

T: Necht (A,Ra) ~ (B,Rp) a (B,Rp) ~ (C,R¢c). Pak existuji isomorfismy 7: A — B a S: B — C. Jsou to
bijekce, proto je i S o T: A +— C bijekce. Spltiuje podminku? Pro libovolna z,y € A dostaneme

tRay < T(z)RpT(y) <= S(T(x))RcS(T(y)),

pouzila se podminka pro T a prvky x,y, pak podminka pro S aplikované na 7'(z),T(y) € B.

S oT jeisomorfismus a (A, R4) ~ (C, R¢).

2) Isomorfismy mezi grupoidy (4, ©), (B, <), (C,0) atd., zna¢ime ~:

R: Dano (A, Q). Identita T' = 14, T'(x) = z je bijekce A — A a trividlné spliiuje podminku.

S: jiz byla dokézana ve vété.

T: Necht (A4,Q) ~ (B, <), (B,<{) ~ (C,0). Pak existuji isomorfismy 7: A — B a S: B — C. Jsou to bijekce,
proto je i SoT: A — C bijekce. Spliiuje podminku? Pouzije se splnéni pro 1" a S, pro libovolna z,y € A pak
dostaneme S(7'(zQy)) = S(T(x)OT(y)) = S(Tx))OS(T(y)).

S oT je isomorfismus a (4,0) ~ (C,0).

20a.2: Protoze jde o isomorfni relace, musi existovat bijekce T' z A na B takova, ze cti relace dle definice. Protoze
je vztah byt isomorfni symetricky, staci u vSech ekvivaleni dokazat jen jeden smér.

a) Pfedpoklad R reflexivni. Necht b € B. Protoze je T na, da € A aby T'(a) = b. Z reflexivity R mame aRa, pak
diky isomorfii T také T'(a)S T'(a) neboli bSb.
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b) Predpoklad R symetrickd. Necht b1 Sby. T je na, proto Jaj,as € A aby by = T'(a1), ba = T'(az), a protoze je T
isomorfismus, plati a;Ras. Ze symetrie asRa, proto T (az)ST (a1) neboli bySby .

c) Predpoklad R antisymetrickd. Necht b;Sba A baSby. Pak by = T(a1), b = T(a1) a a1Ras A agRay. Proto
ay = ag, tedy by = T'(a1) = T(az) = ba.

d) Predpoklad R tranzitivni. Necht b;Sby A baSbs. Pak by = T'(a1), bo = T(ay), b3 = T(as) a a;Raz A asRas.
Proto aiRas, tedy T'(a1)ST (a3) neboli by Sbs.

e) a f) plynou okamzité z a) az d).

20a.3: a) je vlastné jen pfepis podminky z definice isomorfismu. Diky symetrii vztahu byti isomorfni sta¢i dokazat
jeden smeér.

b) Predpokladdme, ze m = min(M). Vezméme libovolné b € T[M]. Pak dx € M aby T'(xz) = b. Protoze je m
minimem M, nemiize platit x <4 m. Podle (i) pak také nemutze platit T(x) < T(m), tedy neplati b <5 T(m).
Prvek T'(m) je tedy minimem T'[M].

c) se dokazuje obdobné.

20a.4: Plyne z ptedchoziho cviceni.

20a.5: a) Indukci. Pro n = 1 zjevné plati. Necht n € N, predpoklad T'(a") = (T'(a))". Pak T'(a"*!) = T(a"Va) =
T(a")OT(a) == (T(a))"OT(a) = (T(a))™+L.

b) =>. Necht y € B libovolny. Protoze je T na, musi 3z € A tak, aby y = T'(z). Pak

yOT(e) = T(x)0T (e) = T(zVe) = T'(x) =y, obdobné T'(e)$y = y. Proto je T'(e) jednotkovy prvek v (B, ).
Opacny smér obdobné.

¢) =. Necht z € A invertibilni. Ozna¢me y = T'(z). UkdzZeme, ze yOT(x~!) = f, kde f je jednotka v (B, <)
a my uz vime, ze f = T(e): yOT(x7 ) = T(2)OT (27 1) = T(xVx~ 1) = T(e) = f. Obdobné T'(z~1)$y = f, proto
je y invertibilni a y = = T(z71).

Opacny smér obdobné.

d) a e) vyplyvaji z b) a c).

f) Podobné jako vyse.

20b. Transformace

Zacneme motiva¢nim prikladem.

Priklad 20b.a: Vratime se k véénému piikladu 20a.a, ale podivime se na néj z druhé strany a na vétSich
mnozinach.

Uvazujme monoidy (RT, ) a (R, +). Uk4Zeme, Ze jsou isomorfni. K tomu nam poslouzi zobrazeni T'(x) = log(z)
(desitkovy logaritmus). Z analyzy vime, Ze toto je prosté zobrazeni z R™ na R, tedy bijekce. Pro libovolnd z,y € R
pak mame

T(z - y) = log(zy) = log(z) +log(y) = T'(x) + T'(y)-
Ukéazali jsme, ze T' je isomorfismus.

Méme tedy k dispozici rovnost T'(z-y) = T'(x) + T(y) a také inverzni zobrazeni T~!. KdyZ jej aplikujeme na obé

strany nasi rovnosti, dostaneme po vykraceni na levé strané vztah

vy =T"YT(z)+T(y))
K nému patii nasledujici interpretace. Chci-li vynéasobit dvé kladna cisla, mohu to udélat tak, Ze je nejprve
prenesu do R pomoci logaritmu, tam je seCtu a vysledek pfenesu zpét pomoci inverzni funkce k logaritmu neboli
T71(2) = 10~

(R*,-) je dokonce grupa, kazdé kladné ¢&slo z € RT m4 vzhledem k ndsobeni inverzi ! = 1. Kdy# tuto inverzi
pieneseme do (R, +), dostdvame T'(z~1) = log(%) = —log(x), coz je opravdu inverzni prvek vzhledem k + (neboli
opac¢ny prvek) k &slu T'(z) = log(z). Toto by se dalo zapsat vztahem T(z~1) = [T'(z)]7!, viz cvicdeni 20a.5.

Kdyz toto spojime s pravidlem pro nasobeni, dostaneme

z-y~t =T (T(x) - T(y)).
neboli postup pro jednoduché déleni. Snadno také odvodime, ze pro n € N plati
2" =T '(nT(z)) a Nax=T "(2T(2)).

Tyto teoretické vysledky mély masivny prakticky dopad. Pokud naptiklad chci vynasobit ¢isla a = 198473643
a b = 19246127, tak nemusim délat cca 90 krokid (nésobeni a pak séitani mezivysledkt). Misto toho najdu ¢isla
log(198473643) a log(19246127), typicky ne presné, ale na feknéme 10 desetinnych mist, ty sec¢tu, coz je 10 operaci,
a pak si k tomu vysledku z najdu takové ¢islo v, aby log(v) = z. A mam vysledek.

Ctenaf asi tusi, Ze toto ma dva zadrhele. Prvni je spocitani logaritmu. Na to existuji tabulky, tlusté knihy, jejichz
tloustka odpovida tomu, na kolik mist chci ty logaritmy mit. Klasika je mezi Sesti (kolni tabulky) po deset mist
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N 24

takZe to vlastné také neni problém.

Pocitani pres logaritmus svétu predstavil John Napier v knize Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio neboli
Popis uzZasného pravidla logaritmi v roce 1614. Byl z toho tzasny hit a rychle se rozsifil, prvni tlustd kniha
logaritmu (s pfesnosti na osm mist) se objevila jiz v roce 1617 diky Henry Briggsovi, ktery také ptesel z Napierova
logaritmu o zakladu % na prakticky desitkovy.

Dalsim velkym krokem byl vynéalez logaritmického pravitka v roce 1630, ktery znamenal, Ze uz nebylo tfeba
vyhleddvat v knihach logaritmi. Cenou za pohodli je pokles presnosti, ¢im mensi logaro, tim mensi presnost.
Astronomové pouzivali az dvoumetrova, zatimco klasicky inZenyr nevychazel jesté pocatkem 70. let z domu bez
kapesniho logaritmického pravitka pro rychlé orienta¢ni vypocty. Pokrocilé verze umély pocitat i siny a kosiny
a arkustangensy a odmocniny a podobné. Logara dokonce letéla s kosmonauty na Mésic. Skoncilo to az zavedenim
kapesnich kalkulacek.

A

Tento piiklad nas privadi k jinému pohledu na isomorfismy. V matematické komunité nepanuje tplna shoda
ohledné nazv1, ale u nékterych se relativné spolehlivé da vycitit zamér. Pokud mluvime o isomorfismech, pak to
byva v kontextu, Ze se snazime ukazat, ze dvé struktury jsou vlastné stejné.

Kdyz chceme isomorfismus pouzit k pfenosu operace ze svéta, kde je pracnd, do jiného, kde se nam libi vic, tak
se obvykle spi$ mluvi o transformacich. Typicka transformace je isomorfismus 7" grupoida (A4, Q) a (B, {), ktery
nabizi prepis

20y = T~ (T(2)0T(y))-
U popularnich transformaci existuje obvykle celd fada dalSich pravidel, ktera ndm umoznuji pocitat komplikova-
néjsi vyrazy.

U praktickych transformaci byva mnohdy problém, ze T', které potfebujeme, nemusi byt na B. Ukazeme si, ze
to neni fatalni problém.

Méjme prosté zobrazeni mezi grupoidy 1" (A4, Q) — (B, <)), které pro a,b € A spliiuje

T(a®b) = T(a)OT(b).
Ozna¢me C = T[A]. Pak je T: A — C zase prosté (hodnoty se nezmeénily), ale také na C, tudiz je to bijekce.
Navic plati, ze C' je uzaviena na operaci ¢, takze (C, {) je podgrupoidem B. Jak to vime?

Vezméme néjaké =,y € C. Protoze C' = T[A], musi platit z = T'(a) a y = T'(b) pro néjaké a,b € A. Pak ale
xQy = T'(a)OT(b) = T(aDb), tedy Oy € T[A] = C.

To znamend, ze T je isomorfismus (A4, Q) na (C, <) a muzeme pouzit schéma pro vypocet.

Nabizi se otazka, pro¢ jsme tedy rovnou neuvazovali isomorfismus 7' z A na C. Odpovéd zni, Ze u fady velmi
uzite¢nych transformaci presnou podobu C' nezname, ale vime, ze T" vede do néjaké znamé nadmnoziny B. Formalni
uvaha s C néas pak opraviiuje k tomu, abychom pievadéli zadané a,b € A pomoci T do B a védéli, Ze po aplikovani
operace z B se zase budeme umét s vysledkem vratit do A.

Jeden ptiklad uzite¢né transformace jsme vidéli v kapitole 10d. Méli jsme tam mnozinu M posloupnosti (ax)52,
takovych, Ze mocninné fady Y arz* maji netrividlni polomér konvergence, a mnozinu N funkei, které z takovychto
fad vzniknou. Ani jednu z téchto mnozin nelze rozumné jednoduse popsat, ale to vlastné nevadi, hlavné Ze vime,
ze tam najdeme to, co potfebujeme.

Zobrazeni T'((ax)r) = Y. arx” je prosté a prevadi séitani posloupnosti na séitani funkei, takze jsme v té kapitole
vlastné ukézali, ze (M, +) je isomorfni s (IV, +). Pro praktické pouzivani bylo podstatné, Ze se daji odvodit pravidla
umoznujici z rekurentnich rovnic délat rovnice diferencidlni. Opacny smér je ovsem také zajimavy a nékdy uzitecny.
Pravé nutnost resit diferencialni rovnice jsou ¢astym divodem pro hledani transformaci.

Na zavér se vratme k transformaci, kterou jsem jiz vidéli a pouzili v kapitole 3e.

Priklad 20b.b: Piipomenme, ze pro N € N definujeme Z,, jako mnozinu {0,1,... ,n — 1} s operacemi & a ©
definovanymi

a® b= (a+b) modn,
a®b=(a-b)mod n.

Uvazujme po dvou nesoudélnd ¢isla ni,nsg,... , N, € N, oznaéme n = ng - ng -+« Ny, -
Jako A zvolime Z,, jako B vezmeme Z,, X Zy, X - -+ X Ly, neboli mnozinu m-rozmérnych vektord, kde k-ta
souradnice je ze Z,, . Na této mnoziné budeme uvazovat operace fungujici po souradnicich, tedy

(a17a27'-‘ 7am) H (b17b27'~ 7bm) = (al D1 b17a2 D2 b27~- , Gm Dm bm)a
(a1,a2,. .. am) (b1, ba, ... by) = (a1 ©1b1,a2 @2 b2, ... A O, b)),
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kde @y a ©f znaci operace z prostoru Z,, .
Priklad: Zvolme n; = 3, no = 4. Pak uvazujeme mnozinu Zgz x Z,4, ve které se pocita takto:

(a1,a9) B (by,b2) = (a1 + by mod 3, ay + b2 mod 4),
(a1,a2) [ (by,b2) = (a1 - by mod 3, asy - ba mod 4).
Naprtiklad
(2,2)3(2,3) = (4 mod 3,6 mod 4) = (1, 2).
7 definice je ziejmé, ze operace jsou korektné definovany, tedy vysledné vektory zase lezi v Z,, X Zp, X -+ X Zp,, .
Ukazeme, ze (Z,,®,®) je isomorfni s (Zy, X Zy, X -+ X Ly, ,8,[) prostfednictvim transformace

T(a) = (a mod ny,a mod na, ...a mod n,,).

Nejprve ukdzeme, Ze je to bijekce. T' je dobfe definovano, nebot a mod n; € Z,,, a tedy obrazy T'(a) neboli
vektory (a mod ny,a mod ng,...a mod n,,) opravdu lezi ve specifikované cilové mnoziné B.

Prostota: Jestlize T'(z) = T(y) = (b1,ba,... ,by), pak obé ¢isla Fesi soustavu rovnic z = b; (mod n;), tudiz
podle Cinské vété o zbytcich z =y (mod n), pro prvky ze Z, pak nutné x = y.

T je na diky Cinské vété o zbytcich, pro dané b; € Z,,, hleddme x takové, Ze x = b; (mod n;).

Maéme tedy bijekci. Nyni ukdzeme, ze T spliiuje klicové rovnosti pro obé operace.

Nejprve ovéfime, ze pro a,b € Z,, plati (a & b) mod n; = (a + b) mod n;: Podle definice a & b = a + b (mod n),
a protoze n; |n, pak podle cvi¢eni 2a.16 také a ®b = a+b (mod n;). Proto podle véty 2a.1 davaji obé ¢isla stejny
zbytek po déleni n;.

Daéle si vSimneme, Ze (a + b) mod n; = ([a mod n;] + [b mod n;]) mod n;. To plyne z véty 2a.7, pfi pocitani
modulo n; lze vstupni ¢isla nahradit kongruentnimi alternativami.

Ted uz miZeme podcitat

T(a®b) = ((a®b) mod ni,...,(a®b) mod n,,)
(a+b) mod ny,...,(a+ b) mod ny,)

(([a mod n1] + [b mod n4]) mod ny, ..., (Ja mod n,,] + [b mod ny,]) mod nyy, )
(amod ny,...,amod n,,) B (bmod ni,...,bmodn,,) =T(a) BT(b).

Obdobny dtkaz potvrdi pravidlo pro soucin.

Tento isomorfismus tedy mize slouzit jako transformace, kterda umoznuje pfesunout operaci s velkym modulem
do vice operaci s malymi moduly. Tim jsme teoreticky ospravedlnili postup nadneseny v sekci 3e.

Pro ptiklad se vratme k pfipadu ny = 3, no = 4. Pak n = 12 a mnozina Z;» je reprezentovana mnozinou Zsz X Zy
takto:

7(0) = (0,0), T(1) = (1,1), T(2) = (2,2), T(3) = (0,3), T'(4) = (1,0), T(5) = (2,1), T(6) = (0,2), T'(7) = (1,3),
T(8) =(2,0), T(9) = (0,1), T(10) = (1,2), T(11) = (2, 3).

Funguji opravdu operace? Pro zjednoduseni budeme psat + a - také pro operace v Z,,.

Zacneme s¢itdnim, v Zio mame napiiklad 7 + 10 = 5. Ted to zkusime pres soufadnice. Nejprve ¢isla nahradime
soufadnicemi, tedy pouzijeme 7', pak provedeme operaci na vektorech.

74+ 10— T(7)+T(10) = (1,3) + (1,2) = ([L + 1) mod 3, [3 + 2] mod 4) = (2, 1).

Ted se vratime do Zis, T71(2,1) = 5, opravdu to souhlasi.

Zkusime nésobeni, kolik je 2 - 3?7 Pfeneseme pomoci T: (2,2) - (0,3) = ([2- 0] mod 3,[2 - 3] mod 4) = (0,2) a
T-1(0,2) = 6. Vyslo to.

Protoze tato transformace je isomorfismem, musi také prevadét mocniny, inverzni prvky a podobné.

A

20c. Bonus: Univerzalni usporadani

Obcas (zfidka) se pfihodi zajimavéa véc. Studujeme urcitou skupinu objekt a ono se ukéze, ze jeden z nich je
vlastné prototypem pro vSechny ostatni. Ukazeme tady vyjimecné pékny piiklad tohoto jevu.

Véta 20c.1.
Necht (A, =) je konecna ¢asteéné usporddand mnozina. Pak existuje mnozina B koneénych
podmnozin N takova, ze (A, <) je isomorfni s (B, C).

Prakticky to tedy znamené, ze se u ¢asteéné usporddanych mnozin nemiize vyskytnout nic, co bychom neznali,
kdyz pracujeme s inkluzi na mnozinach. Sta¢i umét pracovat s timto uspotfadanim a pak uz teoreticky zvladneme
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vSechno. V matematice tomu fikdme, ze jsme nasli univerzalni model, tedy néjakou konkrétni situaci, kterd ndm
rovnocenné zastoupi vSechny mozné situace.

V praxi uz to ovSem tak UiZzasné neni, vyrabéni spravného modelu B pro konkrétni situaci A je zdlouhavé, takze
u bé&znych situaci je prosté rychlejsi to zaddané rovnou zjistit u daného A. Pfesto je to vysledek zajimavy.

Protoze to zni docela odvazné, nastinime dikaz. Najdeme Hasseiv diagram (A, <) a pak vytvofime mnoziny
takové, ze pro né bude Hassetv diagram vzhledem k C souhlasit s tim pivodnim. Jak se to udéla?

Prochazime postupné diagram po fadcich, za¢neme od spodniho. Vezmeme vsechny prvky ze spodni fady a pri-
fadime jim po fadé mnoziny {1}, {2} atd. Dostavame tak mnoziny, které jsou navzajem neporovnatelné, presné
jako prvky spodni fady puvodni relace.

Pak postupné jdeme vyse a pouzivame nésledujici algoritmus. Jestlize prvek v doty¢né radé nema cestu smérem
dolui, pfitadime mu jednoprvkovou mnozinu s ¢islem, které jesté nebylo pouzito (viz spodni fada). Pokud od néj
vede jen jedna cesta doltl, tak vezmeme mnozinu pfifazenou tomu jedinému bezprostiednimu predchtidci, priddme
do ni ¢islo, které zatim nebylo pouzito, a novou mnozinu prifadime doty¢nému prvku. Jestlize od doty¢éného prvku
vedou dvé ¢i vice cest dolti, tak mu pfifadime mnozinu, kterd vznikne sjednocenim vsech odpovidajicich mnozin
jeho bezprostiednich predchutdci.

D4 se ukazat, ze pak pro tyto mnoziny relace inkluze funguje naprosto stejné jako relace < pro pavodni mnozinu
A.

Mevs

Véta 20c.2.

(i) Necht A C N je kone¢na mnozina. Pak existuje mnozina B kone¢nych podmnozin N takova,
ze (A,|) je isomorfni s (B, C).

(ii) Necht B je koneéna mnozina koneénych mnozin. Pak existuje A C N takova, ze (B, C) je
isomorfni s (4, |).

Dukaz (pou¢ny): Dtikaz jen naznac¢ime.

(i): Definujeme T: A — P(N) takto: Kazdé n € A rozlozime na prvoéisla n = p’fl <o pkm tak, aby p1 < - < P,
a definujeme T'(n) = {p1,p?,... ,p’fl,pg, eeeyDPms- .- ,pFm}. Pak je T(n) kone¢nou podmnozinou N, polozme
B = T[A]. Tim se z T stane zobrazeni na, prostota vyplyva z jednozna¢nosti rozkladu. Mame bijekci, zbyva
ukazat, Ze cti obé relace.

Méjme a,b € A takové, Ze a|b. Jestlize se p* objevi v T'(a), tak pochazi z prvoéiselného rozkladu a. Diky a|b
se pak nutné musi objevit i v rozkladu b, a proto p* € T'(b). Takze vSechna &isla z T'(a) patii také do T(b), tedy
T(a) C T'(b). Opa¢ny smér, od T'(a) C T'(b) k a|b, se déla obdobné.

(ii): Jsou-li v8echny mnoziny v B kone¢né, pak jsou vSechny podmnoziny néjakého koneéného universa U,

jehoz prvky lze ocislovat pomoci prvocisel. Formalné: existuji rtizna prvocisla pi,... ,p, a bijekce p: U +—
{p1,... ,pm}. Kazdé podmnoziné U tedy odpovidd néjakd podmnozina téchto prvoécisel, coz ndm umozni tyto

mnoziny zakédovat pomoci ¢isel.

Definujeme 7" B — N takto: Pokud M € B, tak je M podmnozina U a existuje ¢islo T(M) = [] ¢(a).
acM

Piiklad: B = {{a,b,c},{b,d},{a}}. Pak U = {a,b,c,d} a mlZeme uvazovat tieba p(a) = 2, @(b) = 3,
©(c) =5, p(d) = 13. Pak mnoziné {b,d} odpovidaji prvocisla 5,13 a T'({b,d}) =5 13.

Necht A = T[B]. Pak A C N a T je jasné na. Prostota: Pokud M # N € B, tak jsou to dvé rizné podmnoziny
U. Existuje tedy a € U, které lezi v jedné z nich a nelezi v druhé. Odpovidajici prvocislo ¢(a) tedy je v rozkladu
jednoho z éisel T (M), T(N) a neni v druhém, takze se tato ¢isla nemohou rovnat.

T je tedy bijekce. Zbyva ovérit, Ze cti usporadani.

Jestlize M C N, pak se vSechna prvocisla vyskytujici se v definici T'(M) objevi i v sou¢inu davajicim T'(V),
tedy T'(M) | T(N). Pokud naopak T'(M) | T(N), tak jsou vSechna prvocisla v souéinu T (M) také v soucinu
definujicim T'(N), a tedy M C N.

U

KdyZ to spojime s pfedchozi vétou, tak k libovolné ¢asteéné uspofadané mnoziné (A, <) umime najit uréitou
mnozinu B prirozenych éisel tak, ze (A, <) bude isomorfni s (B, |).

To se d& vyuzit k zajimavému diukazu Véty 6b.13. Je-li ddna koneéna uspofadand mnozina (A, <), najdeme jeji
model (B,|), kde B je né&jakd koneénd podmnozina N. Pfesné feceno, mame isomorfismus 7' z (A, <) na (B, |).
Vime, Ze pro délitelnost lze linearizaci snadno provést tim, Ze ¢isla z B srovname podle velikosti, tuto vzniklou
relaci pak pomoci T' pretdhneme zpét na A a mame linearizaci (4, <).

Tim zakoncéime tuto silné bonusovou kapitolu.
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