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21. Prehled zakladi logiky

Zakladem matematického usuzovani a vyjadfovani je logika. Jde o samostatny obor, ktery nachazi uplatnéni
nejen v matematice, ale také v dalsich prirodnich védach, ve filosofii, ndbozenstvi nebo tfeba pravech.
Zde strucné pripomeneme zaklady.

2la. Vyroky a spojky

Logika je obor zabyvajici se zkoumanim situaci, ve kterych dokazeme ze znalosti, zda jsou pravdiva urcita tvrzeni,
odvodit spolehlivé pravdivost ¢i nepravdivost tvrzeni jinych. Timto problémem se myslitelé zabyvali n€kolik tisic
let, vyvrcholenim jejich snah byl vznik formalniho systému pro zachézeni s informacemi.

Zakladem jsou vyroky (zna¢ime je malymi pismeny). Vyrok je néjaké vyjadfeni, o kterém lze rozhodnout, zda je
pravdivé ¢i ne. Priklady vyrokit: ,,13 > 23“, | Zemé je bliz ke Slunci nez Jupiter®, ,pravé ¢tu tato skripta®, ,Zizka
jedl 4. ¥ijna 1424 jablka“. Vsimnéte si, ze u posledniho tvrzeni nevime, zda je pravdivé ¢i ne (stat se to mohlo,
umfel az o tyden pozdéji), ale néjakou pravdivostni hodnotu to mé, je to proto vyrok.

Je dobré si rovnou fict (budeme na to narazet opakované), ze konkrétni pravdivost ¢i nepravdivost se mize ménit
v zavislosti na kontextu. Napiiklad vyrok o Zemi vyse muzZe byt za nékolik (milidnt) let nepravdivy. Vyrok o ¢teni
skript také plati ¢i neplati podle toho, kdy jej fekneme. To neni na zévadu, obvykle pracujeme (a vyhodnocujeme
tvrzeni) v urc¢itém konkrétnim prostfedi a od vyroki pozadujeme, aby tam, kde je pouzivime (tfeba v naSem
svété), mély jasné danu pravdivostni hodnotu (i kdyz ji tfeba sami nezname).

Toto pro zménu vyroky nejsou: ,ahoj“, ,,31“, ,modra je dobra“, ,5+8“, ,jsem normalni“, ,prsi“. Kupodivu
zrovna tvrzeni ,prsi“ se Casto v popularnéjsich rozpravach o logice pouziva jako piiklad vyroku, ale vyrokem se
to stane az po upfesnéni, kde a kdy ma prset, jinak totiz nelze urcit, zda je pravdivy ¢i ne. Véta ,tady a ted prsi“
je vyrok. Jenze lidé jsou lini to psat celé.

Rozmyslete si, ze vSechny ty vyroky byly tak jednoduché, Ze uz nesly dal zmensit, aby jesté zistaly vyroky.
Naopak ,,pravé fukam do klavesnice a hraje mi Weird Al Yankovic“ se da rozlousknout na dva vyroky jednodussi.
Presné takové situace zajimaji logiku. Méme jednoduché vyroky (atomérni), vselijak je spojujeme a modifikujeme
a zajimé nas, jak pravdivost novych vyrokt zavisi na pravdivosti téch ptvodnich. Pfitom néas viibec nebude
zajimat, co vlastné jednotlivé vyroky fikaji, pravdivost vyslednych tvrzeni bude odvozovana ¢isté z toho, jakym
zpusobem jsou prvotni vyroky poskladany, a z informace o jejich pravdivosti, dominantni je forma, nikoliv obsah.
Proto se tomu fik4 formalni logika.

Vyroky spojujeme ¢i modifikujeme operacemi.

21a.1 Operace
e Necht je p vyrok. Jeho negace se znaéi —p a je to vyrok, jehoz pravdivostni hodnota je presné opacnd nez
pravdivostni hodnota p.

Takze —p je takovy vyrok, ktery je pravdivy, kdyz p pravdivy neni, a naopak. Zde zase nardzime na to, Ze
pravdivostni hodnota vyrokt miize zaviset na kontextu (interpretaci prostiedi), od negace pozadujeme, aby vzdy
dopadla naopak nez dany vyrok. Naptiklad negace vyroku ,tady a ted prsi“ je ,tady a ted neprsi“, protoze v
kazdé situaci plati bud jeden, nebo druhy. Rozhodné negaci nebude ,nejsou tu ted mraky“, protoZe muze nastat
situace, kdy jsou tvrzeni ,nejsou tu ted mraky* a ,tady ted prsi“ obé nepravdiva.

p | —p Fungovani negace se da elegantné vyjadrit takzvanou pravdivostni tabulkou. V prvnim sloupci si
01l 1 najdeme, co vime o p, a v druhém se ve stejném rfadku dozvime, jak se pak zachova —p. Jako obvykle
11 o0 pouzivame 1 pro pravdu a 0 pro nepravdu. Obcas také budeme v textu pouzivat T a F' jako ,true“ a
false®.
2

Vyroky mtzeme spojovat logickymi spojkami. Nejpouzivanéjsi jsou tyto ¢tyri operace.
Necht p a ¢ jsou vyroky.
e konjunkce znacend ,p A ¢“ popt. ,p & ¢“ ¢ ,pa ¢“ a ctend ,p a ¢ je vyrok, ktery je pravdivy pravé tehdy,
kdyz jsou pravdivé oba vyroky p i q. Pro znak A autor doporucuje nazev ,atitko“.
e disjunkce znacena ,p V ¢“ popf. ,p nebo ¢“ a ¢tend ,p nebo ¢“ je vyrok, ktery je pravdivy v situaci, kdyz je
pravdivy alespon jeden z vyrokd p ¢i q. Pro znak V autor doporucuje nazev ,nebotitko“.
e implikace znacend ,p = ¢“ popt. ,p — ¢“ a ¢tend ,jestlize p, pak ¢“ je vyrok, ktery je pravdivy, kdyz jsou
pravdivé oba p i ¢ nebo kdyz je p nepravdivy.
e ekvivalence znacena ,p <= ¢“ popf. ,,p <> ¢“ a ¢tend ,p pravé tehdy, kdyz ¢“ je vyrok, ktery je pravdivy,
kdyz maji vyroky p a q stejnou pravdivost, tedy jsou oba pravdivé ¢i oba nepravdivé.

21a.1 1 2la.1
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Fungovani téchto operaci se zase standardné vyjadiuje pomoci pravdivostnich tabulek, které ukazuji, jakou ma
ten ktery slozeny vyrok pravdivost v zavislosti na tom, co je zrovna znamo o pravdivosti p a q.

Pla|PAg Pla|pVg Pla|p=—4g pla|p<—4
11 1 11} 1 1]1 1 1)1 1
1{0] O 110 1 110 0 110 0
0/1] O 0/1] 1 0]1 1 01 0
0j0] O 0j0] O 010 1 0]0 1

Rovnou poznamenejme, Ze spojka ,nebo“ se v bézné feci také pouziva ve vyznamu vylucovacim, tfeba ,budes
se ucit nebo nedostane$ veceri“. Autor takovéhoto vyroku asi nemd v timyslu prohlésit jej za splnény v pripadé,
kdy jsou pravdivé obé slozky najednou. Vylucovani se mé spravné fikat ,bud p, nebo ¢“ a je to jina logicka spojka
jménem ,xor“, kterd se v matematice bézné nepouziva, zato ji maji radi pocitacovnici.

Operace budeme ilustrovat pomoci vyrokl p: ,dnes je patek“ a ¢: ,,dnes je 13. den v mésici“. Pak vyrok p A ¢
tikd ,dnes je patek tiinactého“ a selsky rozum ve shodé s tabulkou iiké, Ze bude pravdivy jen tehdy, kdyz jej
fekneme v patek, ktery je také tfinacty den v mésici. Naopak vyrok p V ¢ bude pravdivy kazdy patek a také
kazdého tifinactého, coz zahrnuje i patky tfinadctého. Na konjunkci a disjunkci asi neni moc co fesit, podivejme se
blize na ostatni dvé operace.

Implikace p = ¢ v nasem pfikladé znamend , jestlize je patek, tak je tfinactého“. Podle tabulky je pravdiva
v patky tfinactého, ale také od pondéli do ¢tvrtka a o vikendu, bez ohledu na to, kolikatého je. Dostdvame se tim
ke klicové vlastnosti implikace, ze v pripadé neplatného predpokladu je implikace jako celek pravdiva. Na prvni
pohled to miize vypadat zvlastné, ale presné takto to potfebujeme v aplikacich.

Implikace se d& brat jako jakasi forma slibu. Slibujeme, Ze jestlize se splni p, tak my udélame véc ¢q. Nékdo se
pak diva, jak to probéhlo, a hodnoti, zda jsme svij slib splnili (tedy implikace je pravdiva). Tabulka pak dava
smysl: Pokud p nenastalo, tak nés slib k ni¢emu nezavazoval, tudiz at uz jsme ¢ udélali ¢i ne, tak ten slib nebyl
porusen a dostava jednicku. Porusili jsme jej jediné v pripadé, kdyby p bylo splnéno, ale my jsme neudélali g.

Ekvivalence predstavuje pevnéjsi vazbu mezi vyroky, protoze je to vlastné implikace v obou smérech. Pokud
je platné p, tak musi byt platné i ¢, a naopak.

P1i bézném hovoru si lidé casto pletou implikaci s ekvivalenci. Naptiklad feknou: ,kdyZ bude$ hodny, dostanes
bonbén“, ale zaroven tim mysli, Ze kdyZ hodny nebude, tak bonbdén nedostane, coz ovSem ze zvolené formy
implikace nevyplyva. Jak uz jsme vidéli, zlobivé dité klidn€ bonbdén dostat mutize a slib-implikace tim porusen
nebude. Spravné logické vyjadreni je tedy pomoci ekvivalence ,,bonbén dostanes pravé tehdy, kdyz budes hodny“.
Tim jsou oba zdkladni jevy (,hodny* a ,bonbén“) vzajemné propojeny a musi si pravdivosti odpovidat, aby tento
slib ztstal splnén. Zajimava je rovnéz implikace ,kdyz nebudes hodny, nedostanes bonbdén“, kterd rodice viibec
nezavazuje k vydani bonbénu. Obavam se nicméné, ze hodné dité v takové situaci nedoceni puivaby forméalni logiky.

Vyroky sestavené pomoci zakladnich ¢tyf spojek a negace je ovSem mozné znovu spojovat a negovat, takze
muzeme (podobné jako s ¢isly a operacemi v algebie) sestavovat komplikované konstrukee, i zde pofadi vyhod-
nocovani vyznacujeme zavorkami. Abychom jich trochu uset¥ili, dava se negaci absolutni priorita nad ostatnimi
operacemi. Prestavme si tedy takovy obludny vyrok vznikly z urcitych atomarnich vyroku p, ¢, r, ..., pak nas
zajimé, jak jeho pravdivost zavisi na vstupnich datech neboli na pravdivostnich hodnotéach téch p, ¢, r, ... To se
zase nejlépe vyjadii tabulkou.

Ukéazeme to pro vcelku jednoduchy vyrok —p V q. Nejprve si udéldme pomocny sloupec pro [p|q|—-p|—-pV q
tu negaci a pak jej ,zdisjunktnime® s q. Mimochodem, diky priorité negace jsme nemuseli [1177] o 1
psat (—p) V q. 1joJo] o0

Vsimneme si, Ze vysledné hodnoty jsou stejné jako v tabulce pro implikaci. To tika, ze vyroky [o|1]| 1 1
—pVq a p=> q maji vidy stejnou pravdivostni hodnotu, tedy z pohledu logiky nesou stejnou [0 |0] 1 1

informaci a jsou navzajem zaménitelné.

To znamend, Ze tieba , jestlize je patek, tak je tfinactého“ méa stejnou pravdivost jako ,neni patek nebo je
trinactého“. V praxi je vétSinou forma p = ¢ pro ¢lovéka pristupnéjsi a nabizi informaci v podobé, ve které se
snadno aplikuje; vyraz —p V ¢ se zase Casto hodi, kdyz s vyroky manipulujeme, protoze disjunkce a negace jsou
jednodussi operace.

Ve formalni logice se takovéto vyznamové shodé vyrokt zaloZené ¢isté na jejich struktufe (nikoliv obsahu) fikd
slogicka ekvivalence® a znadi se =, néktefi autofi také pisou H. Plati tedy
*[p=dq=[wrvd.

Podobné se da ekvivalence p <= ¢ nahradit dvéma implikacemi p = ¢ a ¢ = p, ostatné samo znaceni to
naznacuje. Plati tedy

ep=q == N(qg=Dp)

21a.1 2 2la.1



Diskrétni matematika, 21b. Predikatova logika pHabala 2026

Nékteré vyroky maji stale stejnou pravdivostni hodnotu bez ohledu na vstupy, ¢isté kvili své strukture. Napiiklad
vyraz p V —p bude vzdy pravdivy pro libovolné p (je nebo neni pétek). Logici takovymto formélné vzdy platnym
vyraztm fikaji tautologie, nékdy se znaci T jako Tautologie nebo taky True. Naopak vyraz pA—p je vzdy nepravdivy
(je a neni patek). Tomu se v logice fika kontradikce a vyrok, ktery je vzdy nepravdivy, se zna¢i F' jako False.

21a.2 Pravidla

Pro logické operace plati fada pravidel. Neméa smysl ucit se je nazpamét, obvykle jsou zcela zjevna, pokud se
trochu zamyslime.

Zacneme tim nejjednodussim.

e DAD=Dp, epN\N—-p=F|, epANT =p epNF=F,
pVp=p, pV-p=T, pV F = p; pVT=T.
—mp = p;
Logicky soucin a soucet se chovaji jako jejich algebrai¢ti jmenovci.
e pAg=qAp, epA(gAT)=(PAg) AT, epA(gVr)=(@Aq)V(pAT),

pPVa=qVp; pVigvr)=@Va) Vr; pV(gAr) =@V AlVr).

Diky asociativité mizeme bez problému logicky scitat a nasobit vice vyrokt a psat to bez zavorek tfeba takto:
pPAgGgAT NS

V seznamu nam chybi ,Sipkové“ spojky. Ekvivalence je komutativni a také asociativni, takze v principu ma
smysl psat vyrazy jako p <= q <= r. Problém je, Zze to neni uzitecné. Zrovna tento vyraz je totiz splnén presné
v piipadé, kdy je lichy pocet slozek pravdivy (presvédéete se tabulkou), jenZe to neodpovida tomu, co bychom v
praxi potfebovali. My spi$ potfebujeme postihnout situaci, kdy mame néjaké vyroky a chceme védét, ze jsou na
tom vSechny stejné, tedy bud vSechny pravdivé nebo vsechny nepravdivé. To v matematice vystihujeme slovy, ze
vyroky jsou ,navzajem ekvivalentni“, formalné se to zapiSe [p <= ¢| A [¢ <= r]. Pak uZ automaticky plati i
p <=7, tedy vSechny tfi vyroky jsou navzajem pravdivostné propojeny.

Ekvivalence tedy formalné asociativni je, ale prakticky to nepouzivame. U implikace je to jesté jednodussi, ta ani
formalné nespliiuje zadnou béznou vlastnost, tedy neni ani komutativni, ani asociativni. Oboji méa zasadni dopad
na praktické pouziti, coz uvidime zahy, zatim jen konstatujme, ze nema ani formalni smysl vytvaret retizky typu
p = q = r. Je to podobné jako u algebraické operace déleni, kde také 16 : 4 : 2 nemd smysl, musime c¢tenaii
zavorkovanim fict, zda ma pocitat (16 : 4) : 2 =2 nebo 16 : (4:2) = 8.

Abychom to vynahradili, zminime vlastnost, kterd pro implikaci plati a je velmi dulezita: Jestlize vime, Ze jsou
pravdivé implikace p = ¢ a ¢ = r, pak uz je zarucené pravdiva také implikace p = r. Tato vlastnost se
dé zobecnit na delsi navazujici fetézce a potvrzuje intuitivni predstavu, ze kdyz se v tivahach z néjakého faktu
A spravnymi kroky postupné posouvame pfes jiné poznatky az k zévéru B, tak jsme tim potvrdili, Ze z A plyne
B. Je to jakysi ,teleskopicky princip“ (sklapujici se piratsky dalekohled). Pro pfipad dvou implikaci (at usetfime
psani) lze tento princip vyjadiit naptiklad tak, ze vyrok

(p= ) A (g=r)] = [p=7]
je vzdy pravdivy (tautologie). D4 se to ovérit pravdivostni tabulkou, kde ve v8ech osmi fadcich u tohoto vyroku
najdeme jednicku. Jak uz jsme zminili, totéz funguje pro ekvivalenci.

Dulezita jsou také pravidla, kterd nam umoznuji negovat operace.

e =(-p) = p; * ~(pAg)=-pV g e (p=4q)=pAg
~(pVaq)=-pAg ~pe=a) =NV (P AQ).
Vztahy v druhém sloupci se jmenuji de Morganovy zakony. Umoznuji nam napfiklad najit negaci implikace:
“(p=q)=-(pVg=-PAg=pAq.
Negace ekvivalence plyne z toho, ze ekvivalence je vlastné oboustranné implikace, takze pokud se mé pokazit,
musi se pokazit jedna (¢i obé) z téch implikaci, pro takovou negaci méame vzorecek o fadek vyse. Formalné:
=g =-lp=dNg=p))=-p=qVle=p)={@Aq V(¢ D)

Da se to také rozmyslet primo. Ekvivalence plati, pokud maji p a ¢ stejnou pravdivostni hodnotu, negace tedy

musl popisovat vztah, kde je jeden z p,q pravdivy a druhy ne. Takové situace jsou dvé, obé najdeme na konci
vypoctu.

21b. Predikatova logika

Vétsina vyrokt zkoumanych v praxi méa v sobé zabudovany parametry. Ttreba ,ted tady pr$i“ vlastné ma dvé
proménné, misto a ¢as, a podle toho, kde a kdy jsme tento vyrok fekli, se ménila jeho pravdivost. Vyroky s
proménnymi zna¢ime p(x), p(z,y) a podobné.
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Matematika je vyrokd s proménnymi plna. Tteba ,x > 13“ nékdy plati a nékdy ne, podle toho, co ddme za .
7 hlediska teorie néas zajimaji hlavné vyroky, které by mély pravdivost stalou bez nutnosti volit néjaké konkrétni
x. U vyrokt s jednou proménnou se tak studuji dvé situace:

1. Nékteré vyroky plati aplné vzdy, bez ohledu na nasi volbu proménné. To se vyjadruje slovy ,pro kazdé x plati
p(x)* a zapisujeme ,Va: p(x)“. Napiiklad vyrok ,z? > 0“ je uréité pravdivy, af uz za x zvolime jakékoliv realné
¢islo. BéZzny matematik by napsal toto:

Vo € R: 2 > 0.

Cteme to: Pro kazdé = z mnoziny realnych é&isel plati, ze 22 > 0. Ta dvojtecka je tedy jen zkratka pro slovo ,,plati“.
Tento zapis (kterého se v této knize budeme drzet) bohuZel neni standardni. Nékdy se misto dvojtecky pouziva
bézné carka, zejména logici-specialisti pak preferuji zapis pomoci zavorek, t¥eba (Vo € R) x? > 0. Je uzitecné
védét (zejména v nékterych dikazech), Ze vymezeni mnoziny se dé nahradit implikaci:
Vo: [x € R = 22 >0].

Specifikace mnoziny je nezbytna a zavisi na ni pravdivost vyroku, naptiklad vime, ze kdyZz se namisto ¢isel redlnych
podivame na ¢isla komplexni, tak uz ten vyrok 22 > 0 neni vzdy pravdivy.

2. Nékdy nam staci ke stésti, aby byl zkoumany vyrok pravdivy alespon nékdy. Vyjadfime to slovy ,existuje x,
pro které plati p(z)“ a zapisujeme to ,Jz: p(x)“. Pfiklad pravdivého existenéniho vyroku:

dr € R: x > 13.

Naopak dr € R: x = z + 1 je vyrok nepravdivy, protoze x = x + 1 se nedé splnit zddnou volbou realného ¢isla .
I zde existuje vice pouzivanych zapisi, ale mély by byt vSechny srozumitelné, jsou si podobné.

Znackam V a 3 se fikd kvantifikatory, ten prvni je obecny, ten druhy existenéni. KdyZ je otocite o 180°
neboli 7 radiant, dostanete pismena A a E jako ,,All“ a ,,Exists“, dobfe se to pamatuje. ProtoZe mi oficidlni nazvy
pfijdou dlouhé, fikdm témto znaktim , prokazditko“ a ,existitko*, zatim se to neujalo, ale kdyz se vSichni ptidate,
Casem to prijde.

Pri hratkach s vyroky pomahaji riizna pravidla, asi nejdtlezitéjsi jsou tato:

e ~[Vz € M: p(x)] = Iz € M: —p(x); e —[dx € M: p(z)] =Va € M: —p(x).

Opét je to jen selsky rozum. Napiiklad opak vyroku ,vSichni jsou tu matematici“ je ,je tu alespon jeden
nematematik”. MuzZete si rozmyslet, Ze nemuze existovat skupina lidi, ve které by tyto dva vyroky mély stejnou
pravdivost, dokonce i v prazdné mnoziné prvni plati a druhy ne.

Mohli bychom ted uvést také pravidla popisujici, jak kvantifikdtory interaguji s logickymi spojkami, ale neni
cilem si je pamatovat, ¢loveék by se mél s logikou natolik spratelit, aby mu to pfislo jasné. Abyste méli divod se
nad nimi zamyslet, nechavame je jako cviceni 21b.4.

Zajimava situace je, kdyZz mame vyrok s vice proménnymi. Pokud je uvozujeme kvantifikatory stejného typu,
pak na potadi nezalezi a obvykle je slou¢ime do jednoho (pokud vybirdme ze stejné mnoziny):

[Vaze MYy e M: p(:z:,y)] = [VyGMVa: € M: p(a;,y)] = [Vm,yeM: p(a:,y)];
3z € M3y € M: p(z,y)] = [Ty € M3z € M: p(z,y)] = [Fz,y € M: p(z,y)].

Napiiklad Vz,y € R: 22 +y? > 0 je pravdivy vyrok. Naopak Vz,y € R: 22 + 42 = 52 pravdivy vyrok neni. Volba
x =3, y = 4 oviem ukazuje pravdivost vyroku 3z, y € R: 22 + y? = 52.

Slozitéjsi situace je, kdyz se michaji kvantifikatory rozliénych druht, pak totiz na potradi velice zalezi. Zakladem
je rozmyslet si dobfe situaci pro dva kvantifikdtory. Ukazeme si to na piikladech.

Vyrok Vo € R3y € R: 22 = 412 tika: ,Pro kazdé redlné ¢islo x existuje realné ¢islo y takové, ze x2 = 4y%.“ Jiz
samotna forma naznacuje, ze y hledame vzdy k jistému konkrétnimu x. Vezmeme néjaké x a hleddme k nému y
splnujici specifikovanou vlastnost. Pak vezmeme jiné x a hledame k nému y bez ohledu na to, jak to dopadlo pti
predchozim hledani. Klidné téch y pro jedno z muze byt vic, hlavné aby bylo alespon jedno.

Je nas vyrok vlastné platny? Ano. Kdyz ndm nékdo da libovolné x, tak staci zvolit y = %:c a vlastnost je splnéna,
opravdu pak z? = 4y2. Je také mozné volit y = —%:E, coz je bonus, bez kterého bychom se klidné obesli, ale také
nevadi. Neresi se také, zda se ndhodnou nékterda x neshodnou na jednom y, viz tfeba x =6 a x = —6.

U tohoto poradi kvantifikitort tedy pravdivost vyroku znamend, Ze vznika jakési prifazeni x — y, které ale
nemusi byt jednoznacné.

Ted se podivame na opac¢né poradi: Vyrok Jy € RVz € R: 22 = 4y? iika: ,Existuje realné ¢islo y takové,
ze pak pro kazdé realné ¢islo x plati 22 = 4y2.“ Zde jiz ceStina naznacuje, ze ¢islo y musi byt univerzalni,
jedno cislo pro vSechna z. Je zjevné, Ze v tomto piipadé takové univerzalni ¢islo y nenajdeme. Vidime tedy,
ze prohozenim kvantifikdtorti doslo ke zméné pravdivosti vyroku. Nékdy ale univerzalni prvky existovat mohou.

Priklad: 3y € RVz € R: (|z| + 1)¥ = 1. Staci totiz zvolit y = 0 a vlastnost bude pro vSechna realna x platit.
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Pro praktickou praci v matematice je dulezité rozumét dobie témto kombinacim kvantifikitort a hlavné si
pamatovat, zZe poradi nelze zaménovat. Peclivéjsi ¢tenadf si nicméné muze vSimnout, Ze alesporn néco Tict lze,
jmenovité plati toto:

o [dJye MVz e M: p(x,y)] = [Vx € M Iy e M: p(z,y)].

Jinymi slovy, jestliZe mame univerzalné fungujici prvek z, pak tento prvek bude samoziejmé také fungovat
individuélné pro jednotlivce. Pro dalsi pravidla, ktera jsou nékdy uzitecnd, se podivejte na cviceni 21b.4. Jako
obvykle nem4 smysl se je ucit, spis si dobfe rozmyslete, pro¢ to vlastné nemtize byt jinak, nez je tam receno.

Existencni kvantifikdtor ma jednu uziteCnou modifikaci. Kdyz se za néj prida vykfiénik, tak se to Cte ,existuje
pravé jedno“, je to tedy spojeni dvou véci, ,existuje“ a ,neni jich vic“. Napiiklad vyrok dlz € R: x + 1 = 14 je
pravdivy, tato rovnice méa presné jedno feSeni, ale vyroky Il € R: 22 = 13 a Iz € R: 22 = —13 pravdivé nejsou.
Ve formalni logice tento kvantifikator neexistuje, takze se nas pravdivy priklad musi zapsat naptiklad takto:

JreR: [z+1=14A-[Fy e R\ {z}: y+1=14]].
Existuji i jiné moznosti, jak to jedinecnost zapsat logicky, ale ty jsou jesté delsi. Uz asi chapete, pro¢ obycejny
matematik-nelogik radostné sahne po 3!, i kdyZ nutno pfiznat, Ze logici maji dobré duvody, pro¢ to do formélni
logiky nepfibiraji.

Pro dalsi moznosti, jak vyjadrit, ze je néktery objekt jedine¢ny, se podivejte na cviceni 21b.2, které je viibec
dobrou pripravou na matematické vyjadiovani.

Poznamenejme jeSté, Ze vymezeni kvantifikdtorem se bere jako jeden celek s nésledujicim vyrokem, coz Setii
zévorky, naptiklad vyraz x = 3 A Jdy € R: y > = se chape takto: x = 3 A [Ely eR:y > :E]

21b.1 Poznamka: S proménnymi se vaze jedna dilezita vlastnost, a to Ze jsou lokalni a pracovni. Vysvétlime
to na prikladé.

Podivejme se na vyraz Zle(z’ + 1)2. Ve skutecnosti to, co vidime, je jen popiska, skute¢na véc vypada jinak:
22 + 32 + 42, Jak vidite, i se v tom &isle vitbec nevyskytuje. Jinymi slovy, vyznam i je schovan uvniti té sumy,
zvendi jej neni vidét. Je to tedy symbol pracovni, tudiz jej miuZzeme (vSude v sumé) zaménit za jiné pismenko
(takové, které v dané chvili nemé jiny vyznam), a bude to fikat stejnou véc, napiiklad Z?:l(j + 1)2 nebo tteba
Zizl(a +1)2. To je nékdy velmi uzite¢né.

Déle, jakmile se ze sumy dostaneme ven, mizeme zase ¢ volné pouzit, napiiklad v jiné sumsé: Ef’zl (i+1)2+Zf:0 i.
Jde jakoby o dvé rtizna i, programéatori to dobie znaji. To je pravé ta inzerovand lokalnost vyznamu.

Uplné stejné véc plati pro proménné v logickych vyrazech. KdyZ napiseme Va € R: 22 > 0, je to naprosto totéz,
jako bychom napsali YA € R: h? > 0. Miizeme také napsat [Eln €Z: n> 12] A [Eln €Z: n< 5] a je to pravdivy
vyrok, protoze ta n v levém a pravém kvantifikitoru jsou jakoby rtzna n. Staéi ale zménit zavorku a situace je
jind: In € Z: [n > 12 A n < 5]. Tento vyrok jiz neplati, jde o jedno a totéz n.

Hlavni vzkaz této poznamky je, Ze neni dobré vazat se na konkrétni pismenka, ale spiSe se soustredit na vyznamy.
Pri praktické praci byva casto uzitecné si pismenko zménit o své vili. Mize se tfeba stat, ze pracujeme zaroven se
dvéma vyroky, oba pracuji se ,svou“ proménnou x, ¢imz zacneme mit zmatek v tom, které x se zrovna pouziva.
Obvykle se to da zvladnout, ale je mnohem snazsi (a pro ¢tenare prehlednéjsi), kdyz si hned na za¢atku jeden z
téch vyroku prepisSeme tak, aby pouzival jinou proménnou, rozlicna pismena pak na prvni pohled ukazuji, s ¢im se
zrovna pracuje. Toto obcas byva velmi uzite¢né v dikazech, nékdy je to dokonce vynuceno, beze zmény pismene
by to neslo.

A

Cviceni

Cviceni 21b.1: Pfipometime, Ze R zna¢i mnozinu vech redlnych ¢isel a Z mnozinu vSech celych ¢éisel. Rozhodnéte,
zda jsou pravdivé nasledujici vyroky:

a)VeeR: [x >3Vae<5]; )VeeRIyeR: z+y=0;
b)dzeR: [z >3ANz<0]; j) yeRVz e R: z +y = 0;
c)VexeZ:jx >3Nx<T]; k)Vee RIyeR:z-y = 0;
d)Jze€Z: [r>3Nx<5] ) IyeRVz e R: -y = 0;
e)Vx e R: [z >3 = 22 >9]; m) Ve € RIy e R: ¥ =1;
f)vz eR: 22 >9 = = > 3]; n) Jy e RVz e R: § =1;

g VreR: 22 <0 = z =13]; o) Vx e RIy e R: = < 3y;

h) IreR: [z >5 = 22 =40]; p) y € Z3x € Z: 2% — y? = 3.
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Cviceni 21b.2: Uvazujme néjakou konkrétni (neprazdnou) mnozinu lidi L, v jejimz rdmci budeme déle pracovat.
Zavedeme si nasledujici predikaty: m(z) znamena, ze ¢lovék x je matematik, n(z) znamend, ze ¢lovék z je normélni,
a b(z,y) znamend, ze ¢lovék x je vétsi borec nez ¢lovek y.
Nasledujici vyroky zapiste pomoci logického jazyka a pravé zavedenych mnozin a predikati.

a) Matematici nejsou normalni.
b) Matematici jsou vétsi borci nez nematematici.

) Pokud Lojza neni normélni, tak uz nikdo.

) Je jen jeden matematik.

) Nikdy neni jen jeden matematik.
f) Jsou dva matematici.
) Lojza je nejvétsi borec.

)
i) Jediné matematici mizou byt normalni.
j) Lojza s Pepou jsou bud oba normalni, nebo oba nenormalni.
)
)

Cvicéeni 21b.3: Nasledujici vyrazy s proménnou z R upravte pomoci distributivniho zdkona a pak zjednoduste:
a) x >3 AN [e" =12V =4]

)z <13A[22 <4Va>14];

[sin(z) < 23 Az < 3]V [sin(z) < 2> Ax > 1].

¢
d
e
g
h) I matematik mize byt normalni.
b
¢

Cviceni 21b.4: Rozhodnéte, zda plati obecné (tedy pro libovolné mnoziny M a vyroky p, q) nasledujici tvrzeni o
logické ekvivalenci dvou kvantifikovanych vyrokt. Pokud mate pocit, ze néktera dvojice kvantifikovanych vyrokt
ekvivalentni neni, tak najdéte pfiklad takovych vyrokd p,q a mnoziny M, aby jeden z kvantifikovanych vyroki
platil a druhy ne.

a) Vo € M: [p(x) A q(x)] = [Vo € M: p(z)] A [Vz € M: q(z)];
b) Vo € M: [p(z) v g(2)] = Yo € M: p(2)] V [V € M: g(2)];
c) dx € M: [p(z) A gq(x)] = [3x € M: p(x)] A [Bx € M: q(z)];
d) 3z € M: [p(z) Vq(x)] = [Tz € M: p(x)] V [z € M: q(x)];

q
) pA Vo € M: q(z)] = Vo € M: [pAq(x)l;
) pV Vo € M: q(x)] =Vx € M: [pV q(z)];
g) pA[Fz € M: q(x)] = 3w € M: [pAq(a)];
h) p Vv [3z € M: q(x)] =3z € M: [pV q(z)].

R

Cviceni 21b.5: Znegujte formalné nasledujici vyroky. Pro kazdy vyrok i jeho negaci si pak zvlast rozmyslete, zda
plati ¢i ne, abyste se presvéddili, Ze vzdy maji opacnou pravdivost.

a) 3r € R: x > b; e)[FrcRiz=5] = [VzeR:z=13z];
b) Vo € Z: [z > 5V 22 = 14]; f) Jr e RVy € R: z < y;

c)dreR [z <3 = z=a—-1]; g) Ve € RVy € R: 22 4+ ¢2 > 0;

YVzeR: 22 >0] = [Vz€R: 2 <0]; h) Vax € R3y € R: sin(z) = cos(y).

Reseni:

21b.1: a) plati. b) neplati (podminky se vylucuji). ¢) neplati (pro nékterda = obé nerovnosti plati, ale to nestaci).
d) plati, = 3 nebo = = 4. e) plati. f) neplati, protiptiklad z = —4. g) plati (pfedpoklad neni nikdy splnén, proto
je implikace pravdiva). h) plati, 2 = /40 nebo t¥eba x = 0. i) plati, ¥y = —x. j) neplati. k) plati, y = 0. 1) plati,
y = 0. m) neplati, pro x # 0 sice najdeme y = z, ale pro = 0 to zafidit nejde. n) neplati. o) plati, staci zvolit
tfeba y = |z| + 1. p) plati, x = 2 a y = 1 (vSimnéte si, Zze kdyby tam bylo 22 — 32 = 2, tak uz by to neplatilo).
21b.2: U pfevod prirozeného jazyka do logiky ¢asto narazime na problém, ze ptivodni jazyk neni pfesny a tudiz
mnohdy neni jasné, co se tim vlastné mini. Né&jak tim zkusime proklickovat.

a) Dvé mozZnosti, jak se omezit pouze na matematiky. Implikace: Vx € L: [m(z) = —n(zx)].

Vytvofenim mnoziny: Vo € {z € L; m(z)}: -n(zx).

b) Yo,y € L: [[m(z) A —m(y)] = b(z,y)].

Slo by i pomoci vhodnych mnozin: Necht M = {z € L; m(z)}. Pak vyrok zni Vo € M Yy € L\ M: b(z,y).

c) -n(Lojza) = [Va € L: —-n(x)].

d) Jsou to dva vyroky, Ze existuje a Ze jich neni vic. To druhé se da vyjadiit vice zpusoby.

Jz € L: [m(z) AVy € L\ {z}: ~m(y)].

Nebo 3z € L: [m(z) AVy € L: [y # x => —m(y)]]. Nebo 3z € L: [m(z) AVy € L: [m(y) = z =y]].
Poznamka: Tento posledni trik je u matematikti obzvlasté oblibeny.
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Poznamka: Vyrok [z € L: m(x)] A [Vy € L\{z}: =m(y)] neni spravny, protoZe se vymezeni = nevztahuje na druhy
vyrok, tam je x neurceno, coz by nemélo byt.

e) =[xz € L: m(x)]. Ale 3! se snazime vyhybat, chce to alternativu: Vzdy jsou alespon dva, nebo taky zadny.
[3z,y € L: [z #y Am(z) Am(y)]] V Vo € L: -m(z)].

f) Tohle je kombinace ,,jsou alespon dva“ a ,neni vic*.

Jz,y € L: [z #y Am(z) Am(y) AVz € L\ {z,y}: -m(z)].

g) Vz € L: [z # Lojza = b(Lojza, x)]. Pokud bychom napsali jen Va € L: b(Lojza, z), tak by to znamenalo, ze
Lojza je vétsi borec nez on sdm, coz je nesmysl. Neni ale nesmyslem se zeptat, co se tim ,nejvétsi borec* vlastné
v prirozeném jazyce mini. P¥ipousti to i remizu? V kapitole uvidime, ze matematicka definice ,,nejvétsiho“ ano.
Pak by byt nejvyssim znamenalo, ze vSichni véetné Lojzy jsou ,,mensi borci nebo stejni borci“, ale pro to druhé
nemame znaceni, tak to asi mame ignorovat.

h) Tady neni Gplné jasné, co se tim mini. Jedna moZnost je brat to jako popfeni vyroku ,matematici nejsou
normélni“: =[Vz € L: [m(z) = -n(z)]].

Je mozné to také brat jako zavér z objeveni normalniho matematika: 3z € L: [m(z) A n(x)].

Pokud aplikujeme pravidla pro negaci a operace, zjistime, Ze nakonec oba vyroky fikaji totéz.

i) To je opét trochu trikové. Tim se nefika, Ze jsou, jen Ze mohou. TakZze nebudeme moci pouzit implikaci typu
m(zx) = . Skuteény vyznam této véty je tedy vymezujici: Pokud nékdo matematik neni, pak nemuze byt
normalni: Vo € L: [-m(z) = -n(z)].

Jinak fe¢eno, kdyz uz vidime nékoho normalniho, tak jediné matematika: Vo € L: [n(z) = m(z)].

Ty implikace jsou samoziejmé totéz, jde o obménu.

j) Doslovné: [n(Lojza) A n(Pepa)] V [-n(Lojza) A —n(Pepa)]. Ono to ale znamend, ze museji mit stejnou hodnotu
normalnosti, tedy zkracené takto: n(Lojza) <= n(Pepa).

21b.3:a) =[x >3Ae* =2 |V[z >3 Az =4]=[z >3ANe" =2 ]V =4
b)=[r<13A2?<4]Viz<13Az>14]=[2><4]VF =2%<4.

¢) =sin(z) <23 Afx <3V >1]=sin(z) < 2® AT =sin(z) < 23

21b.4: a) plati. Oba vyrazy vyzaduji platnost p i ¢ pro vSechna x.

b) neplati, jde jen v jednom sméru. Pokud plati vyrok napravo, tak uz plati i vyrok nalevo. Pravy vyrok totiz
vynuti platnost p vzdy, pak platiipV q, nebo g vzdy, pak platiipV q. Ale platnost levé strany lze dosdhnout tim,
Ze p a q se pii vyrabéni pravdivosti p V ¢ stfidaji pro ruzna z, pak ani jeden neplati vzdy. Piiklad: M = R, p(x):
x > 13, q(x): x < 13.

c) neplati, jde jen v jednom sméru. Pokud plati vyrok nalevo, tak existuje z, pro které plati p A ¢, pro toto = pak
plati oba vyroky. Naopak to nejde, pokud plati vyrok napravo, tak jde p i ¢ néjakou volbou x splnit, ale nikde
neni zaruceno, ze to bude totéz z, aby tak platil i vyrok nalevo. Piiklad: M =R, p(z): z = 13, ¢(x): x = 14.

d) plati. Vyrok nalevo i vyrok napravo pozaduji, aby slo alespon jeden p, ¢ alespon jednou volbou x splnit.

e) plati. Vyrok nalevo i vyrok napravo pozaduji, aby platilo jak p, tak ¢(x) pro vSechna x.

f) plati. Pokud plati p, tak jsou pravdivé vyroky na obou strandch. Pokud p neplati, ale ¢(x) vzdy plati, tak jsou
zase vyroky na obou strandch pravdivé. Pokud p neplati a také ¢(z) alesporni pro jedno = neplati, tak jsou vyroky
na obou stranach nepravdivé. Maji tedy vzdy stejnou pravdivost.

g) plati. Oba vyroky pozaduji, aby platilo jak p, tak ¢(x) pro néjaké z.

h) plati. Pokud plati p, tak jsou vyroky na obou stranach pravdivé. Pokud p neplati a ¢ plati alesponi pro jedno
x, tak jsou zase vyroky na obou stranich pravdivé. Pokud neplati ani p, ani ¢(z) pro zadné z, pak jsou vyroky
na obou stranéch nepravdivé. Maji tedy vzdy stejnou pravdivost.

21b.5: a) negace: Vo € R: = < 5. Vyrok plati, negace ne, tfeba z = 7.

b) negace: 3x € Z: [x < 5 A 22 # 14]. Vyrok neplati, negace ano, tfeba r = 2.

c) negace: Vo € R: [z < 3Ax # x — 1]. Vyrok plati (tfeba x = 0, pak ma implikace nesplnény predpoklad a tudiz
plati), negace ne.

d) negace: [Vz € R: 22 > 0] A [z € R: z > 0]. Vyrok neplati, negace ano.

e) negace: [dr € R: z = 3| A [z € R: x # 13z]. Vyrok neplati (pfedpoklad splnén x = 0, zdvér ne), negace ano
(prvni vyrok splnén z = 0, druhy také x = 1).

f) negace: Vx € R3y € R: x > y. Vyrok neplati (to by muselo existovat jedno ¢islo, které je nejmensi ze vSech
realnych), negace ano (pro dané x staci zvolit y = = — 1).

g) negace: 3z € Ry € R: 22 + y? < 0. Vyrok plati, negace ne.

h) negace: 3z € RVy € R: sin(x) # cos(y). Vyrok plati (pro dané x staci zvolit y = arccos(sin(x))), negace ne (at
zkusime jakékoliv x, vzdy nam jeho volbu zkazi né&jaké y, které se hodnotou cosinu trefi do sin(x)).
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21c. Implikace a usuzovani

Uvazujme implikaci p = ¢, kterd miize a nemusi byt pravdiva. To, ze pravdiva je, se nékdy vyjadiuje slovy ,,p
je postacujici podminka pro ¢“, poptipadé ,,q je nutna podminka pro p“.

S implikaci = ¢ je spojend jeji obména ~¢ = —p, kterd ma stejnou pravdivostni hodnotu a tedy fika totéz,
ale nékdy nabidne uzite¢ny alternativni pohled.

Ilustrujeme to na vyrocich p: ,,Clovék x ma alesponn 21 let“ a q: ,,Clovék x ma alesponn 18 let“.
e p —> q: ,Jestli je nékomu alesponi 21, tak je mu alespon 18.“
e  Dozit se alespon 21 je postacujici k tomu, aby se zarucené dozil 18.4
e _Je nutné dozit se alespon 18, aby se ¢lovék dozil 21.¢
e , Pokud se nékdo nedozil 18, tak se nedozil ani 21.¢

Existuji zemé, kde 18 je hranice pro fizeni auta a 21 je hranice pro piti alkoholu. Implikace p = ¢ se pak da
vyjadrit slovy ,,pokud mizes chlastat, muzes i ¥idit“, coz zni podeziele a radéji tento priklad opustime.

Zakladni otazkou filosofie a pozdéji véd je, nakolik dokazeme spolehlivé z néjakych znamych faktt odvodit néjaky
dalsi ¢isté na zakladé logické souvislosti. Formalné fe¢eno, méame néjaké vyroky pi az p,, o kterych si myslime, ze
jsou pravdivé. Je pak nutné pravdivy také vyrok ¢, ktery s nimi néjak logicky souvisi? Pokud ano, pak fekneme,
ze jsme q odvodili z predpokladd p; az p,.

Intuitivné spravnost takového odvozeni souvisi s platnosti implikace (p; A - -+ Ap,) = q, ale neni to zcela totéz.
Proto se odvozovanim zabyvéa specidlni podobor logiky, ktery mé své znaceni. Pokud lze z néjaké mnoziny faktt
M spolehlivé odvodit zavér q, zapiSeme to jako M |= q. Moderni jazyk logiky nabizi odvozovaci pravidla a také
spolehlivé metody, jak rozpoznat, zda je M |= g spravné ¢i ne (metoda resolvent). Ve stfedovéku se namisto toho
pracovalo s modelovymi situacemi. UkaZzme si dvé situace, se kterymi se bézné pfi usuzovani potkavame.

Zacneme pravidlem {p = ¢, p} = ¢. V anglosaské literatute se s oblibou vystihuje schématem p=>gq
napravo a funguje nasledovné. Vime, ze plati implikace p = ¢, tedy v jeji pravdivostni tabulce je P
fadek s nulou coby vysledkem nemozny. Také vime, Ze plati p, takZe nemozné jsou také fadky s nulou . q
u p. Zbyl jen jediny mozny radek, ten ma u ¢ jednicku.

Za stfedovéku tomu fikali ,modus ponens“ a studenti universit se to ucili na vzorovych prikladech. Ttieba takto:
o Plati: Lidé maji dusi. (Formélné: X je ¢lovek = X ma dusi)

e Plati: Bonifac je clovék.
e Zavér: Bonifaic ma dusi.

Druhé zékladni pravidlo zni {p = ¢, ~q} = —p. Je to argument sporem. Pokud by p platilo, tak p=q
by podle modus ponens muselo platit i g. Ale ¢ neplati, proto také nemize platit p. Za stfedovéku —q
tomu fikali ,modus tollens“. o
e Plati: Lidé maji dusi.
e Plati: Bonifac nem4 dusi.
e Zavér: Bonifac neni clovek. (Je to starostav kocour.)

O logice by se toho dala napsat spousta. Existuje vice pravidel, existuji dalsi operace (uzite¢né v nékterych
aplikacich), to uz viibec nemluvime o tématech, kterd jsme tu ani nenacali (zvidavému ¢tendfi doporucujeme
precist si néjakou péknou knizku), ale pro béznou matematickou praci v zasadé staci to, co vidime vyse.

21d. Dukazy

Dukaz matematického tvrzeni je esej, ve které ¢tenare presvédc¢ime o pravdivosti dokazovaného tvrzeni pomoci
jiz zndmych fakti, které (s pfipadnymi pfedpoklady) spojujeme logicky korektnimi zptisoby a odvozovacimi kroky,
dokud se nedostaneme k zddanému tvrzeni. Ona korektnost pri prechodu od jednéch faktti k novym zjevné souvisi
S usuzovanim.

Struktura dikazu zalezi na struktufe tvrzeni a zvoleném pristupu, takze zejména u komplikovanéjsich a hlubsich
tvrzeni se da ¢ekat cokoliv, ale u jednodussich tvrzeni se daji vysledovat urcité zédkonitosti, které napomohou pti
vytvareni dukazu.

Zakladnim pravidlem je, Ze argumenty (odvozovaci kroky) vzdy mohou vést jen od toho, co je jiz zndmo ¢
predpokladano, k zavéru. To, co dokazujeme, jesté znamo neni, a proto to v dikazu nesmime pouzit.

Neékdy chceme tvrzeni vyvratit, coZz v matematice znamené ukézat, ze neni pravdivé.

Vétsina matematickych tvrzeni zacina kvantifikdtorem, coz predstavuje prvni rozcesti pfi rozhodovani, kudy se
ma diukaz ubirat.
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e dz € M: p(z).

Pokud tvrzeni za¢ind existitkem, pak je (pfirozené) tieba ukazat, Ze existuje néjaké x zddané vlastnosti. Ob-
Cas se povede takovy prvek konkrétné najit ¢i zkonstruovat pomoci znamych vstupi. Tak tomu bylo v pripadé
existen¢nich tvrzeni v této knize (napf. Ze rovnice ma FeSeni).

Casto to ale tak snadné neni a existence se odvozuje teoreticky. To b§véa velice komplikované a nejsou k tomu
obecné navody, proto se zde touto situaci nebudeme zabyvat.

Ukézkové tvrzeni: In € Z: n? = 16.

Diikaz: Cislo n = 4 spliiuje zddanou vlastnost.

Jak se dokazuje, ze existencni vyrok neplati? Selsky rozum napovi, ze je potfeba vyloucit vSechny mozné kan-
didaty. Tuto predstavu nam potvrdi formalni logika. Abychom dokazali, Ze neplati vyrok 3z € M: p(z), je tfeba
dokézat, ze plati jeho negace, coz je podle pravidel vyrok Vx € M: —p(x). Tedy opravdu vylu¢ujeme vSechny
kandidaty.

o Vz € M: p(z).

Vétsina matematickych tvrzeni zac¢ind kvantifikdtorem obecnym (prokazditkem). Pak je tfeba potvrdit, ze vyrok
p(x) plati pro vSechny mozné volby prvku z. Kdyz je mnozina M mald, pak je mozné prosté vSechny moznosti
postupné probrat. Smésné jednoduchy pifklad: Jestlize x € {—1,2}, pak z* — 522 + 4 = 0. Tvrzeni dokdZeme tak,
ze Cisla x = —1 a x = 2 prosté dosadime a uvidime, ze rovnost plati.

V typickém piipadé je mnozina M prilis velkd, naptiklad nekonec¢na. Pak se zvoli genericky zastupce (nekonkrétni)
a pro néj se tvrzeni ukaze ¢isté na zakladé toho, ze mé vlastnosti prvkd mnoziny M.

Tvrzeni: Vn € N: 2n > 0.

Dukaz: Vezméme libovolné n € N. Protoze je to prirozené ¢islo, splituje n > 0. KdyZ tuto nerovnost vynasobime
dvéma, dostaneme 2n > 0.

Postup je samoziejmé mozné prizpisobit konkrétni situaci. Zajimava je napfiklad moznost, Ze si mnozinu M
rozdélime na podmnoziny a pro kazdou z nich délame dikaz p(x) zvlast, casto se tak déje proto, Ze nékteré
konkrétni x jsou vyjimecné a vlastnost p(x) pro né dokazujeme individualné, pro ostatni pak hromadné.

K vyvraceni obecného vyroku potfebujeme najit ,protiptiklad“, tedy konkrétni prvek (prvky), pro ktery tvrzeni
neplati. Dokazujeme tak vlastné negaci ptuvodniho tvrzeni, ktera je podle pravidel rovna Jx € M: —p(x).

Nyni ukazeme dtkazy nékolika jednoduchych tvrzeni. Obsah téchto tvrzeni nas prilis nezajimé, ani konkrétni
triky, kterymi se k nim v dikazu dostaneme, pozornost vénujeme strukture dikazu.

Priklad 21d.a: U nésledujicich tvrzeni si vZdy nejprve ujasnéte, co vlastné fikaji, a rozhodnéte sami o jejich
pravdivosti. Mizete si i zkusit dikaz, nez se podivate na ten napsany.

Tvrzeni: Vo € R: 22 +1 > 0.

Diikaz: Necht z € R je libovolné. Pak 22 > 0. KdyZ k této nerovnosti pfi¢teme jednicku, dostavame z2 + 1 > 1.
Protoze také 1 > 0, dostavame x2 4+ 1 > 0.

Poznamka: Stouravy ¢tenai miize namitnout, ze v diikazu jsou mezery. Neukézali jsme, pro¢ 22 > 0, ani pro¢ lze
vzit dvé nerovnosti typu a > b, b > ¢ a spojit je do jedné a > c. Dtvod je prakticky. Kdybychom chtéli dokazovat
aplné vSechno, tak bychom se v kazdém diitkazu museli prodrat az k samotnym zékladiim matematiky a typicky
dtikaz by zabral jednu knihu. Proto se obvykle zvoli urcita trovenl znalosti, kterd se povazuje za jasnou.

Tvrzeni: Vo € R: xz(x + 3) > 0.
Diikaz, Ze neni pravdivé: Cislo z = —2 je protipiikladem.

Tvrzeni: 3z € R: z(x + 3) > 0.
Diikaz: Cislo z = 13 vyhovuje zddané podmince.

Tvrzeni: Vn € Z: n < n?.

S Rozbor: Co se d4 délat s nerovnosti n < n2. Napiiklad vykratit to n, pokud je tedy kladné, pak vznikne 1 < n,
coz je pravda pro spoustu celych c¢isel. Tento postup tedy dokaze tvrzeni, ale jen pro ¢isla n > 1. Jesté si musime
dét pozor, az to budeme psat, Ze nesmime zaéit s n < n? a skonéit s 1 < n, to by nas dikaz vedl $patnym smérem.
My musime skon¢it tim, co dokazujeme, tedy tim n < n?, a zac¢it nééim zndmym, v tomto p¥ipadé tim n > 1.

Protoze zddanou nerovnost umime dokazat jen pro ¢ast Z, budeme se muset néjak vyporadat se zbyvajicimi
¢isly. To je mozné, namisto hromadného zpracovavani celé dané mnoziny ji muzeme probirat po ¢astech. Postatné
je, ze se pro kazdou ¢ast dojde k zadanému cili.

Diikaz: Necht n € Z je libovolné. Rozebereme t¥i ptipady.

1) Jestlize n > 1, tak vynasobenim této nerovnosti (kladnym) ¢islem n dostdvame m? > n, presné jak jsme
potfebovali.

21d.a 9 21d.a
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2) Jestlize n = 0, tak n < n? zni 0 < 0, coZ je pravda.

3) Jestlize n < 0, tak tuto nerovnost lze spojit s nerovnosti 0 < n? platnou pro vSechna (celd) ¢isla a opét
dostavame n < n?.

Protoze nase varianty pokryly celou mnozinu Z, je diikkaz hotov.

A

Procesu, kdy se v dikazu probirdme vSemi moznymi cestami, se anglicky fika ,exhaustion argument® neboli
»,dikaz vycerpanim“, mysli se tim vSech moznosti, ale casto také ¢tenafre a neziidka i autora. Jsou dikazy, kde je
téch moznosti nékolik set, asi nejslavnéjsi je dikaz véty o obarveni grafu.

Podstatné je, ze jednotlivé varianty musi nutné dohromady pokryt celou mnozinu, o které néco dokazujeme
(pokud se prekryvaji, neni to problém, ale je to zbyteéné), a vSechny cesty musi dojit k tomu, co dokazujeme
(nebo se nékteré cesty mohou ukézat jako slepé, tedy ze neobsahuji zadné prvky, protoze takovou variantou se
dokazované tvrzeni ned4 zneplatnit).

Vyraznou tdsporou muze byt, pokud jsou nékteré situace obdobné a jejich pripady by se fesily stejné, jen se
zdménou pismen, popfipadé jemnymi (a zjevnymi) modifikacemi, pak se obvykle objevuji fraze jako ,dukaz je
obdobny predchézejicimu®.

V pripadé vice kvantifikdtora se s nimi vyporddavame postupné, jak prichazeji.

Priklad 21d.b: Tvrzeni: Ve € ZIy € Z: x +y = 1.

V ¢asti 21b jsme si rozmysleli, co toto vlastné znamena (ke kazdému x hleddme individudlni y). Ted dokazeme,
Ze to u naseho tvrzeni plati.

Zacneme prvnim kvantifikitorem. Ten rika, ze dikaz mé vypadat nasledovné:

Dtikaz: Zvolme x € R libovolné. Pak ... a proto plati vyrok dJy € Z: x +y = 1.

Cimz jsme se posunuli o kousek dal k otézce, jak by se dokézal vyrok Jy € Z: x + y = 1. A na to také zname
odpovéd, existenéni vyroky se nejlépe dokazuji tak, Ze prosté pfedvedeme zadany exemplar. Cimz se dostavame
k jadru dikazu: Kdyz mame éislo x (nevime jaké), jsme schopni dodat ¢islo y vyhovujici podmince? Nabizi se
kandidat y = 1 — z. Tim je hotova myslenka dtikazu. Jdeme na to.

Dtikaz: Méjme libovolné x € R. Pak ¢islo y = 1 — z spliiuje podminky, ze y € Zax+y=z+ (1 —x) = 1.

Poznamka: Castou chybou je zapomenout zminit, Ze y € Z. Zapomin4 se na to tim spis, ze je to zcela zfejmé.
Cislo x je celé, tudiz samoziejmé i ¢islo 1 — z je celé, pro¢ by mél ¢lovék néco tak jasného okecévat. Jenze ona
specifikace, ze y € 7Z, je soucasti dokazovaného tvrzeni, bez ni by uz mélo jiny vyznam. Nejde jen o formalitu,
jsou pripady, kdy zrovna kviili nemoznosti splnit takovou podminku je cely vyrok nepravdivy. Je proto dilezité
to v diikazu zminit, i kdyz je to takova trivialitka, protoZe tim davame najevo, Ze jsme si védomi dtlezitosti vSech
¢asti vyroku, Ze jsme se nad tim zamysleli a Ze ¢tendf by mél také.

A

Kromé kvantifikdtort ovliviiuje strukturu dikazu to, jakou strukturu mé dokazované tvrzeni. Mezi matema-
tickymi vétami s vyraznym naskokem vedou implikace, je jich naprosta vétsina. Dokonce i tvrzeni jiného typu
nakonec Casto konc¢i dokazovanim néjaké implikace, napriklad ekvivalence se obvykle dokazuje potvrzenim plat-
nosti implikace v obou smérech. Umét dokazovat implikace je tedy zaklad, od kterého se odviji vSe dalsi.

V zésadé existuje jeden univerzalni typ dikazu implikace, a to je

21d.1 Primy duikaz

Pfimy dukaz implikace p(r) = ¢(z) probiha tak, Ze pro zvoleny prvek z predpokladdame platnost p(x), tedy
tato informace se stava povolenou pro pouziti v diikazu, a pomoci ni se dojde mensimi (a proto kontrolovatelnymi)
kroky k tomu, Ze plati g(z).

V dikazech je tfeba rozliSovat mezi danymi fakty a predpoklady. Proto u predpokladi je tfeba o nich ¢tenare
informovat.

Piiklad 21d.c: Dokazeme vyrok Vo € R: [z > 13 = =+ 10 > 23].
Déano x € R. Predpokladejme, ze x > 13. Pri¢tenim desitky dostavame z 4+ 10 > 23.
JAN

Tento dtikaz by se dal zndzornit schématem p — --- — ¢. Vezmeme p, néjak s nim (korektné) zacvic¢ime
a vyjde nam g. Obvykle jsou jesté tfeba dalsi fakty, tfeba zde jsme pouzili to, ze je mozné k obéma stranadm
nerovnosti pric¢ist konstantu, takze typicky diikaz tohoto typu by se dal vyjadiit schématem

f
1

p—r—q.

21d.1, 21d.c 10 21d.1, 21d.c
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Nasledujici diikaz spravné upozorinuje na rozdil mezi predpokladanym a zndmym.

Piiklad 21d.d: Dokézeme vyrok Vo € R: [z > 21 = z > 18].
Dano x € R. Predpokladejme, ze x > 21. Také plati 21 > 18, z dvojice x > 21 > 18 vyplyne = > 18.
AN

Oblibenou chybou je napsat dikaz implikace p = z pozpatku, od zavéru k predpokladu. Takovy dikaz neni
platny. Vznika nepochopenim uzite¢ného triku. Nékdy neumime vymyslet fetéz krokt, ktery by nas od predpokladu
p privedl k zavéru z. Pak mize pomoci, kdyz zavér preformulujeme, abychom se do néj mohli 1épe trefit, nebo se
zamyslime, jaky poznatek by nas k nému mohl dovést. Jinymi slovy, jakoby si ,,jdeme naproti“.

p— T— Y+ z.

Neékdy se tak da dojit k p, ale tim vznikne cesta z — p, coz je néco jiného, nez zkousime dokézat, a je to tedy k
ni¢emu. Pointa tohoto pristupu je, ze ziskanim nahradniho cile se pak od p namisto do z trefujeme do z, coz se
¢asto dobfe podari.

P—rq—T —— T — Y 2.

Tim ale nevznikne dikaz, protoZe sméry Sipek nelze navazat. Aby to §lo zachranit, tak je potieba, aby ty Sipky v
pravé poloviné vedly obousmérné:

D—>q—>T —> T Y > 2.

Jediné pak totiz mame Sanci vSechny kroky spravné uspotfadat a znovu napsat tak, aby tvofily uceleny prechod
od zndmého k tomu, co chceme:

pP—q—T —T —Y — 2.

Dalsi oblibenou chybou je vyuzit v dikazu pfedpoklad i zavér a dojit k néjaké banalité typu 0 = 0. Tim se
dokaze spravnost odvozeni (p A z) — T', coz opét nem4 nic spole¢ného s implikaci p = z.

21d.2 Nepiimy dukaz

Namisto zadané imolikace dokazujeme jeji obménu, coz pak délame primym dikazem.

Piiklad 21d.e: Dokézeme, Ze pro kazdé = € R plati: Jestlize 22 # 0, pak = # 0.

Toto je evidentné pravdivé a jasna je také struktura diikazu. Vezme se libovolné = € R, predpoklada se 22 # 0 a
néjak se doskéace k x £ 0. M4 to drobny zddrhel. Mame spoustu trikt, které jde provadét s rovnosti, ale neméme
triky pro ,ne-rovnost“. Problém vytesi, kdyz jednotlivé ¢asti znegujeme, coz ndm umozni pravé obmeéna. Dikaz:

Vezméme libovolné = € R. DokéZeme pro néj obménu tvrzeni, tedy implikaci z = 0 = 22 = 0. Pfedpokladejme
proto, 7e x = 0. Pak 22 =z-2=0-0=0.

A

21d.3 Diikaz sporem

Méjme libovolny vyrok r (ne nutné implikaci). Dikaz sporem spociva v tom, Ze dokdZzeme implikaci -r = F'
(naptiklad pfimo ¢ nepiimo), fe¢eno slovy, ukdzeme, ze pokud by r neplatilo, tak nastane néco, co se nikdy
nemuze stat, néco, co je ve sporu s nasim (matematickym) svétem. Podle selského rozumu to znamend, ze jsme
zacali Spatné, tedy neplatnost r nemize nastat neboli r plati.

Formalni logika to potvrdi: Dokazali jsme platnost implikace —-r = F'. Jeji zavér je ale vidy nepravdivy, a
jediny pfipad, kdy je implikace s nepravdivym zavérem pravdiva, je tehdy, kdyz je také predpoklad nepravdivy.
Tedy —r neplati ¢ili r plati.

Jednou z vyhod dtikazu sporem je, Ze jej lze aplikovat i na tvrzeni, které nejsou implikace, naptiklad se tak ¢asto
dokazuje neexistence néjakého objektu.

Priklad 21d.f: DokéZeme, Ze neexistuje ¢islo z € R takové, Ze pro vSechna x € R plati z + z = 0.

Sporem: Predpokladejme platnost negace, tedy ze takové cislo z existuje. Pokud pouzijeme jeho vlastnost s x = 2
a x = 1, dostdvame rovnosti 2+ 2z = 0 a 1+ z = 0. Kdyz odeéteme druhou rovnici od prvni, vyjde nam 1 = 0, coz
je zjevny spor.

JAN

Jak dikaz sporem vypadd, kdyz takto chceme dokazat implikaci p = ¢? Pak bychom méli dokazat implikaci
—[p = ¢l = F neboli (p A 7q) = F. To nam déava prakticky navod: Predpokladame, ze plati pfedpoklad p a
neplati zévér ¢, a odvodime z toho néjaky spor.
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