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1. Matematika, logika

Védci a inZenyti se pii ospravedliiovani svych vysledkd spoléhaji na matematiku diky jeji spolehlivosti. Kdyz
matematik prohlési, Ze ¢islo § Tesi rovnici 2z = a pro libovolnou volbu realného ¢isla (parametru) a, tak nemuze
nastat situace, kdy by to nefungovalo (pokud svou préaci udélal dobte). Je to diky tomu, Ze matematici sva
tvrzeni dokazuji, coz je proces, ktery (alespon teoreticky) ovéri, Ze se dané tvrzeni opravdu nemuze nikdy pokazit.
Poznamenejme, ze pred lidskou chybou se v matematice chranime tak, Ze matematici své dukazy publikuji a
kolegové se v nich $fouraji, dokud se neptresvéddci, ze jsou v poradku.

Dokazovani platnosti tvrzeni je proces, ktery sprada znamé a spolehlivé véci dohromady tak, aby s toho vysla i
spolehlivé znalost o dokazovaném tvrzeni. Aby to fungovalo, musi se ono spfadani (kombinovani fakt, pfemysleni)
Fidit uréitymi pravidly, ktera zaruci, Ze se do procesu nemuze vloudit chyba. Tato pravidla nam poskytuje logika,
kterou si predstavime v nadchézejici kapitolce.

V kapitole 1b se pak podivame, jak se logika aplikuje na svét matematiky a jak se daji tvrzeni dokazovat.

la. Prilet logikou

Znalost logiky je v matematice naprostou nutnosti. Zde je tieba fict, ze logika jako takova je samostatny a
obsahly obor, kterému je mozné se plné vénovat né€kolik semestrti, ale pro praci v matematice vétsinou staci
zakladni znalosti. Zde je priblizime pro ty, kteri se s forméalni logikou jesté nesetkali, ale hloubéji nepijdeme. Na
této zékladni Grovni nejde o nic tézkého, je to vlastné pékné obleceny selsky rozum.

Co je tedy logika? Z praktického pohledu je to obor zabyvajici se zkouméanim situaci, ve kterych dokazeme ze
znalosti, zda jsou pravdiva urcitd tvrzeni, odvodit spolehlivé pravdivost ¢i nepravdivost tvrzeni jinych. Zakladem
jsou vyroky (znacime je malymi pismeny), coz je v zasadé né&jaké vyjadieni, o kterém lze rozhodnout, zda je
pravdivé ¢i ne. P¥iklady v§roki: ,,13 > 23“, ,Zemé je bliz ke Slunci nez Jupiter®, ,Pravé ¢tu tato skripta®, , Zizka
jedl 4. Fijna 1424 jablka“. VSimnéte si, Ze u posledniho tvrzeni nevime, zda je pravdivé ¢i ne (mozné to je, umfel
az o tyden pozdéji), ale néjakou pravdivostni hodnotu to mé, je to proto vyrok.

Toto pro zménu vyroky nejsou: ,Ahoj*, ,31“, ,Pavlac“, ,Beze mne“, ,Modra je dobra“, ,,Jsem norméalni“,
, Prs§i“. Kupodivu zrovna tvrzeni ,,prsi“ se ¢asto v popularnéjsich rozpravach o logice pouziva jako priklad vyroku,
ale vyrokem se to stane az po upfesnéni, kde a kdy ma prset, jinak totiz nelze urcit, zda je pravdivy ¢i ne. ,Tady
a ted prsi“ je vyrok. Jenze lidé jsou lini to psét celé.

Popravdé feceno, ani ted to jesté neni vyrok, musime se jesté domluvit, éim vlastné zac¢ina dést. Prvni kapkou?

To je trochu problém s aplikaci logiky na skutecny Zivot, kde je ¢asto mezi bilou a ¢ernou jesté ,Seda zéna‘“.

Chceme-li logiku aplikovat, musime se vzdy rozhodnout, kde pfesné je hranice mezi ano a ne. V ramci prehled-

nosti zde do toho nebudeme moc rypat a pfimhourime ocko, ale pro lidi, ktefi si opravdu potrpi na presnost,

miize byt pouzivani prikladd ,ze zivota“ v logice utrpenim.

Rozmyslete si, ze vSechny ty vyroky byly tak jednoduché, Ze uz nesly dal zmensit, aby jesté zistaly vyroky.
Naopak ,,Pravé fukam do klévesnice a hraje mi Weird Al Yankovic“ se dé rozlousknout na dva vyroky jedno-
dussi. Presné takové situace nds budou zajimat. Mame jednoduché vyroky (atoméarni, ale nechceme zde zacinat
s odbornou terminologii) a zajima nés, co se s nimi da délat a jak to pak dopadne. Jinymi slovy, vyroky rtzné
modifikujeme a spojujeme a pak se ptame, co se déje s pravdivosti. Pfitom néas viibec nebude zajimat, co vlastné
jednotlivé vyroky fikaji, pravdivost vyslednych tvrzeni bude odvozovana ¢isté z toho, jakym zptisobem jsou pr-
votni vyroky poskladany, a z informace o jejich pravdivosti, dominantni je forma, nikoliv obsah. Proto se tomu
fik4 formalni logika.

Zacneme tim, jak vlastné vyroku spojujeme.

la.1 Operace

e Necht je p vyrok. Jeho negace se znaGi —p a je to vyrok, jehoz pravdivostni hodnota je pfesné opa¢na nez
pravdivostni hodnota p.

Takze —p je takovy vyrok, ktery je pravdivy, kdyz p pravdivy neni, a naopak. Napiiklad negace vyroku , Tady
a ted prsi“ je ,Tady a ted neprsi“, protoze v kazdé situaci plati bud jeden, nebo druhy. Rozhodné negaci nebude
»,Nejsou tu ted mraky®, protoze milZze nastat situace, kdy jsou tvrzeni ,Nejsou tu ted mraky* a ,Tady ted prsi“
obé nepravdiva.

Fungovani negace se da elegantné vyjadrit takzvanou pravdivostni tabulkou.
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V prvnim sloupci si najdeme, co vime o p, a v druhém se ve stejném radku dozvime, jak se pak zachovd —p.
Jako obvykle pouzivame 0 pro nepravdu a 1 pro pravdu.

N4

Necht p a ¢ jsou vyroky.

e konjunkce znacend ,p A ¢“ popf. ,p & ¢“ ¢ ,p a ¢“ a Ctend ,p a ¢“ je vyrok, ktery je pravdivy pravé tehdy,
kdyz jsou pravdivé oba vyroky pi q.

e disjunkce znacena ,p V ¢“ popf. ,p nebo ¢“ a ¢tend ,p nebo ¢“ je vyrok, ktery je pravdivy v situaci, kdyz je
pravdivy alespon jeden z vyrokd p ¢i q.

e implikace znacend ,p = ¢“ popt. ,p — ¢“ a ¢tend ,jestlize p, pak ¢* je vyrok, ktery je pravdivy, kdyz jsou
pravdivé oba p i ¢ nebo kdyz je p nepravdivy.

e ekvivalence znacena ,p <= ¢“ popf. ,,p <> ¢“ a ¢tend ,p pravé tehdy, kdyz ¢“ je vyrok, ktery je pravdivy,
kdyz maji vyroky p a q stejnou pravdivost, tedy jsou oba pravdivé ¢i oba nepravdivé.

Fungovani téchto operaci se zase standardné vyjadiuje pomoci pravdivostnich tabulek, které ukazuji, jakou ma

ten ktery slozeny vyrok pravdivost v zévislosti na tom, co je zrovna znamo o pravdivosti p a q.
plag|lpNg plg|lpVyg pla|p=—4q Plaglp<—=4q
1111 1 1111 1 11 1 1|1 1
110 O 1101 1 110 0 1(0 0
o|1} o ojrf| 1 01 1 0|1 0
0(0] O 0|0 O 0|0 1 0]0 1

Rovnou poznamenejme, Ze spojka ,nebo“ se v bézné feci také pouziva ve vyznamu vylucovacim, tfeba ,,Budes se
ucit nebo nedostane$ veceri“. Autor takovéhoto vyroku asi nemd v amyslu prohlasit jej za splnény v pripadé, kdy
jsou pravdivé obé slozky najednou. Toto se mé spravné fikat ,bud p nebo ¢* a je to jina logickd spojka jménem
n,xor“, kterd se v matematice bézné nepouziva.

Operace budeme ilustrovat pomoci vyrokl p: ,Dnes je patek“ a ¢: ,Dnes je 13. den v mésici“. Pak vyrok p A g
tikd ,,Dnes je patek tfinadctého“ a selsky rozum ve shodé s tabulkou fiké, ze bude pravdivy jen tehdy, kdyz jej
fekneme v patek, ktery je také tfinacty den v mésici. Naopak vyrok p V ¢ bude pravdivy kazdy patek a také
kazdého tiinactého, coz zahrnuje i patky tfinactého. Na konjunkci a disjunkci asi neni moc co fesit, jsou v zédsadé
jasné. Podivejme se blize na ostatni dvé operace.

Implikace p = ¢ v nasem piikladé znamena , JestliZe je patek, tak je t¥inactého“. Podle tabulky je pravdiva
v patky tfinactého, ale také od pondéli do ¢tvrtka a o vikendu, bez ohledu na to, kolikdatého je. Dostavame se
tim ke klicové vlastnosti implikace, v pripadé neplatného piredpokladu je implikace jako celek pravdiva. To miize
zacatecnika zarazit, snad mu pomiize nasledujici pfedstava. Implikace se da brat jako jakasi forma slibu. Slibujeme,
ze jestlize se splni p, tak my udéldme véc q. Nékdo se pak diva, jak to probéhlo, a hodnoti, zda jsme svij slib splnili
(tedy implikace je pravdivéd). Tabulka pak dava smysl: Pokud p nenastalo, tak nés slib k ni¢emu nezavazoval, tudiz
at uz jsme ¢ udélali ¢i ne, tak ten slib nebyl porusen a dostavé jednic¢ku. Porusili jsme jej jediné v piipadé, kdyby
p bylo splnéno, ale my jsme neudélali q.

Toto chovani je mozna na prvni pohled divné, ale brzy uvidime, Ze presné vystihuje, co pfi logickych tivahach
Casto potiebujeme.

Pfi bézném hovoru si lidé ¢asto pletou implikaci s ekvivalenci. Napiiklad feknou: ,, Kdyz budes hodny, dostanes
bonbén“, ale zaroven tim mysli, Zze kdyz hodny nebude, tak bonbdn nedostane, coz ovsem ze zvolené formy
implikace nevyplyva. Jak uz jsme vidéli, zlobivé dité klidné bonbdén dostat muze a slib—implikace tim porusen
nebude. Spravné logické vyjadieni tedy je ,bonbdén dostanes pravé tehdy, kdyz budes hodny“. Tim jsou oba
zakladni jevy (,hodny“ a ,bonbdén*) vzijemné propojeny a musi si pravdivosti odpovidat, aby tento slib zistal
splnén.

Vyroky sestavené pomoci zakladnich ¢tyf spojek a negace je ovSem mozné znovu spojovat a negovat, takze mu-
zeme (podobné jako s ¢isly a operacemi v algebfe) sestavovat komplikované konstrukce, i zde poradi vyhodnocovéani
vyznacujeme zavorkami. Abychom jich trochu usetfili, dava se negaci absolutni priorita nad ostatnimi operacemi.
Prestavme si tedy takovy obludny vyrok vznikly z urcitjch atoméarnich vyrokt p, g, ... , pak nas zajima, jak jeho
pravdivost zavisi na vstupnich datech neboli na pravdivostnich hodnotach téch p, ¢, ... To se zase nejlépe vyjadii
tabulkou. Ukazeme si to pro vcelku jednoduchy vyrok —p V ¢, nejprve si udélame pomocny sloupec pro tu negaci
a pak jej ,zdisjunktnime“ s ¢q. Mimochodem, diky priorité negace jsme nemuseli psat (—p) V gq.
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plglp|PVg
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Tento ptiklad je typicky, zkoumany vyrok je nékdy pravdivy a nékdy ne. Jsou ale vyjimky. Dobrym pfikladem
je vyrok ,Ted tady prsi nebo ted tady neprsi“. Vzhledem k tomu, Ze tfeti moZznost neni, tak jedna z téch dvou
variant musi vzdycky nastat a podle pravdivostni tabulky vidime, ze pak uz je pravdiva celd disjunkce. Je to tedy
vyrok, ktery je za vSech okolnosti pravdivy.

Je asi zjevné, Ze toto bude fungovat s libovolnym vyrokem p, vyraz p V —p bude vidy pravdivy uz z principu.
Logici takovymto forméalné vzdy platnym vyrazum fikaji tautologie, nékdy se znac¢i T jako Tautologie nebo taky
True.

Rozmyslete si, ze pro libovolny vyrok p je naopak tvrzeni p A —p vzdy nepravdivé, tieba , Ted tady prsi a neprsic.
Tomu se v logice ik& kontradikce a vyrok, ktery je vzdy nepravdivy, se znaci F' jako False.

Vratme se k nasemu piikladu s vyrokem —pV q. VSimnéte si, Ze mé v tabulce pfesné stejné pravdivostni hodnoty
jako implikace p = q. To znamen4, Ze z pohledu logiky jsou tyto dva vyrazy naprosto rovnocenné a miizeme je
zaménovat dle libosti, tfeba , Jestlize je patek, tak je tfindctého“ ma stejnou pravdivost jako ,,Neni patek nebo
je tfinactého“. V praxi je vétSinou forma p = ¢ pro Clovéka pristupnéjsi a nabizi informaci v podobé, ve které
se snadno aplikuje; vyraz —p V q se zase ¢asto hodi, kdyz s vyroky manipulujeme, protoze disjunkce a negace jsou
jednodussi operace.

Podobné se da ekvivalence p <= ¢ nahradit dvéma implikacemi p = ¢ a ¢ = p, ostatné samo znaceni to
naznacuje. Tyto implikace pak pfipadné mizeme dale nahradit pomoci triku z pfedchoziho odstavce.

Matematici z jinych oborti, ktefi logiku pouzivaji jen jako nastroj, by toto ¢asto vyjadrili zapisem (p = ¢) =
(=pV q), ale to neni Gplné korektni, protoze rovnitko ma vyznam algebraicky, nikoliv logicky. Je mozné mu tento
novy vyznam dodat a brat to jako logickou rovnost vyrazi, coz pravé dost lidi déla, aby si zjednodusili zZivot.
7 hlediska formalniho to ale v poradku neni a ve formalni logice se proto pro logickou rovnost vyroktu zavadi
specialni znaceni H . Nase pozorovéani by se tedy zapsala takto:

e(p=q) H (pVvaq)

e(pe=dq H (p=dArlg=n])

Z pohledu praktického se tato ,rovnost® chova stejné jako rovnost v algebie, vztah |H nam umoznuje provadét
s vyroky logické tpravy a zjednodusovani, tedy nahradit vyrok jinym se stejnym vyznamem, a to i nékolikrat za
sebou, podobné jako pomoci rovnitka dokazeme ve dvou krocich piejit od vyrazu (z+1)% — (z —1)? k vyrazu 4z s
totoznym vyznamem. Pti algebraickych tpravach vyuzivame znalosti rozliénych pravidel, podobné uzite¢na jsou
pravidla platna pro logické operace.

1la.2 Pravidla
Zacneme tim nejednodussim.

. pAD H P pvVp H b, -p H p;
. pA-p H F, pVv-p H T;

. pAT H p, pVE H p;

° pANF H F, pvT H T.

Vétsina se da rozmyslet selskym rozumem. Prvni vztahy ukazuji, Ze zdvojovanim vyrokd ani zdvojenim negace
nic neziskdme. Druhy fadek jsme jiz potkali (prsi a/nebo neprsi). Dalsi dva fadky kombinuji obecny vyrok p s
vyroky, které jsou vzdy pravda ¢i vZzdy nepravda. I zde je to jasné po kratsim rozmySleni, naptiklad vyrok p AT je
pravdivy ptresné tehdy, kdyz jsou pravdivé oba vyroky p a T, ale T' je pravdivy vzdy, takze pravdivost obou zavisi
Cisté na pravdivosti p. Takovéto identity se obcas hodi pii itvahach, jak jesté uvidime naptiklad v kapitole 2.

Neni cilem se vSechny takovéto vlastnosti ucit nazpamét. Dulezité je rozumét logice natolik, aby si to potfebné
dokazal ¢lovék rozmyslet ve chvili, kdy to potifebuje. Pak ale pomuze, kdyz to jiz predtim nékde vidél a je v
takovém rozmysleni trénovany. Plati to i pro vétsinu vlastnosti zminénych dale.

Podivejme se na dalsi vlastnosti logickych spojek:

* pAqg H qAD; pVa H qVp;
e pA(gAr) H (pAg) AT, pV(gVvr) H (pVa) Vr;
e pA(gVr) H (pAgV(pAT), pVigAT) H (PV@A(VT).
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Odborné feceno, prvni odrazka ukazuje komutativitu spojek, druhé zase asociativitu a treti ukazuje distributivni
zékon. Tim prvnim jsme asi nikoho nepfekvapili, i asociativitu znéate z béznych algebraickych operaci. Je uzite¢na
napiiklad proto, ze nam usetii zavorky, pfi opakované stejné spojce je diky asociativité viibec nemusime psat,
tfeba takto: p A g Ar A s. Kazdy si to ted mtiZze ozdvorkovat dle libosti.

Distributivni zdkon vlastné student dobie zna. Pokud si pfedstavi misto A nésobeni a misto V s¢itani (coz
tak mimochodem opravdu funguje z pohledu binarniho kédu), tak prvni rovnost tfeti odrazky je vlastné jen
roznasobenim zavorky. Druhé rovnost pak ukazuje, ze u logiky se da roznasobovat i v opa¢ném umisténi operaci,
coz pro scitani a nasobeni rozhodné neplati.

Dulezita jsou také pravidla, kterd nam umoznuji negovat operace.

~(-p) H p
~(pNg) H —pV g
~(pVae) H —pA-g
“(p=9) H pA-g
“(pe=a9) H A=9V(pAQ).
Druhy a tfeti vztah se jmenuji de Morganovy zakony a budou se ndm v knize hodit, je dobré si je pamatovat.
Nejsou vlastné ni¢im zdhadnym. Predstavme si konjunkci p A gq. Ta plati, pokud jsou pravdivé obé slozky p a
q. Jestli ji tedy chceme zneplatnit, tak staci zneplatnit alesoni jednu z téch slozek. Konjunkce je tedy neplatné
(znegovand), kdyz neplati p nebo neplati g, coz je pfesné to, co je na pravé strané v druhém fadku.

Podobné se da rozmyslet i negace implikace. Potfebujeme vystihnout situaci, kdy implikace neplati, a to je
presné situace, kdy plati predpoklad a neplati zavér. D4 se k tomu dojit i formalné pomoci prepisu implikace na
rovnocenny vyraz a pak pouzitim de Morganovych zakoni:

“(p=4q9) H ~(pvae H (=pA-q) H (PA—9).

Negace ekvivalence plyne z toho, ze ekvivalence je vlastné oboustranna implikace, takze pokud se mé pokazit,
musi se pokazit jedna (¢i obé) z téch implikaci, pro takovou negaci mame vzoreéek o fadek vyse. D4 se to také
rozmyslet pfimo, ekvivalence plati, pokud maji p a g stejnou pravdivostni hodnotu, negace tedy musi popisovat
vztah, kde je jeden z p,q pravdivy a druhy ne. Mtzeme si to odvodit i formalné, alespon si nase nova pravidla
trochu procvi¢ime.

“(pe=aq) H -lp=0Ale=p] H = V-(eg=p)] H A9V (aAp)
Na zaveér si ukazeme jesté dva zajimavé vztahy. Nasledujici implikace jsou vzdy pravdivé.
e p=(pVyq), (PNg)=p
Podivame se na tu prvni, rozebereme si moznosti pro p. Vime uz, ze pokud p neplati, tak je celd implikace

automaticky pravdiva. Pokud by p platilo, pak také platii pVq a implikace zase plati. Formalné je asi nejjednodussi
dokazat obecnou pravdivost pomoci pravdivostni tabulky.

plalpVaglp=(pVq)
T[] 1 1
1o 1 1
o[1] 1 1
olo| o 1

Dany vyrok je tedy opravdu vzdy pravdivy (je to tautologie), nasim znacenim [p = (pV q)] H T. Rozmyslete
si a tabulkou ovérte i platnost druhého vyroku.

K ¢emu takovato tautologie muze byt? Kdyz mame implikaci, kterd je vidy pravdivd, mizeme ji pouZzit v
logickych uvahach, naptiklad pokud je dana pravdivost p A g, tak muZeme podle druhé tautologie s jistotou
odvodit platnost p. Ale to se jiz dostavame k nasledujicim tématu.

1a.3 Logika v aplikacich

Formalni logika se nezabyva obsahem vyroku. Jestlize nam tedy logika o néjakém vyroku popisujiciho ,realitu®
prohlési, ze je vzdy pravdivy (tautologie), tak tato pravdivost vyplyva ze struktury a malokdy pfinese néjakou
uzite¢nou informaci o oné studované realité. V aplikacich nés proto spiSe zajimaji vyroky, jejichz pravdivost (v
ramci zkoumaného svétal!) vyplyva z obsahu. Jinak Feceno, zajimaji nas situace, kdy ony fadky v tabulce, kde
ma doty¢ny vyrok nuly, jsou jen virtualni, nemohou nastat ve skute¢nosti. Napiiklad vyrok ,,Sekacka na travu mi
omylem usekla pfed rokem hlavu a ja ted bez ni normalné chodim do skoly“ je evidentné nepravdivy (alespon za
sou¢asného stavu technologie). Néco pravdivého: ,, Jestlize je dnes 29. inora, pak je rok délitelny ¢tyfmi“. Formalni
logika sice zna situaci, kdy je tento vyrok nepravdivy (tfeba 29. inor roku 2013), ale ta nemutze v realu nastat.
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Ukazme, jak by vypadal dikaz, ze dotyény vyrok muze byt jen pravdivy. Z pohledu dne jsou dvé moznosti.
Pokud opravdu je 29. tinora, pak musi nutné podle naseho kalendafe platit i to o délitelnosti roku a implikace
plati. Pokud naopak 29. Gnora neni, pak neni splnén piedpoklad implikace a tato implikace jako celek je tedy
pravdiva. Opravdu realné nemtze nastat situace, kdy by tato konkrétni implikace neplatila.

Pravé takova vidy pravdiva tvrzeni néas zajimaji nejvice a vétSina matematickych tvrzeni je tohoto typu, pravdivé
implikace. V§imnéme si, Ze i kdyz ted vime, Ze doty¢ény vyrok je pravdivy, tak vlastné pofad nevime nic o dnech a
rocich. To u implikace neni cilem, pouzivame je k vyjadfovani souvislosti mezi jednotlivymi fakty. Obecné vzato
velkd cast matematiky vypadé tak, ze ukdzeme vzdjemnou propojenost p = ¢ urcitych véci a ona pak c¢eka na
uzivatele. Pokud by se nékomu ptihodilo, ze p plati, pak diky nasi praci uz hned vi, Zze mu plati i q. Napriklad ona
implikace o 29. tinoru ¢eké na nékoho, kdo si na ni jednoho krasného 29. iinora vzpomene, pak uz rovnou vi néco
o délitelnosti roku, aniz by vlastné védél, jaky rok presné je. Pokud ovsem 29. inora neni, tak se o roku nevi nic,
délitelny ¢tyrkou byt muze i nemusi. To je typicky a podstatny rys implikace, informace o pravdivosti plymne jen
jednim smérem. Jesté se k tomu dostaneme.

Vsimneéte si mimochodem, Ze v jiném kulturnim okruhu, kde maji kalendar jinak, nase implikace pravdiva byt
nemusi. Kdyz tedy v bézném hovoru mluvime o tom, ze ur¢ity vyrok je pravdivy, tak tim myslime, ze je vzdy
pravdivy v ramci doty¢ného svéta, pfi¢emz ten svét nemusi byt nas fyzicky, ale tfeba abstraktni matematicky (viz
zbytek této knihy). Pravdivost tvrzeni tedy zavisi na pravidlech, kterd fungovani doty¢ného svéta urc¢uji. My se k
tomu blize dostaneme v povidani o axiomech v kapitole 3 o indukci.

Ctenai se uz setkal s implikaci jinou, uréité vi, ze kdyz ma kvadratickou rovnici a vyjde mu ¢&slo b — 4ac kladné,
tak uz ta rovnice mé dva riizné redlné koreny. Zde to ale funguje i naopak, pokud é&islo b? — 4ac kladné neni, tak
dva rizné realné kofeny nebudou. Je to ve skutecnosti dokonce ekvivalence, tedy implikace obéma obéma sméry.
Takové samoziejmé nesou vyrazné vice informaci (je mozno znalost pfesouvat obéma sméry) a mame je nejradéji.
Jsou ovSem spis vzacné, vétsinou jsme radi alespon za implikaci jednim smérem.

Ted se podivame na to, jak se z tvrzeni, o kterém vime, ze je (vzdy) pravdivé, d& néco ziskat diky znalosti
formalni logiky. Nejcastéji se takto informacné vytézuji implikace, které jsou v matematice klicové, tak se na né
zameéiime.

Méme-li pravdivou implikaci p = ¢, pak ¢asti p fikdme ,postacujici podminka“ a ¢asti ¢ fikdme ,nutna
podminka“. Je to vlastné rovnocenné vyjadreni, fict, ze ,p je postacujici podminka pro ¢“, je z hlediska logiky
stejné, jako fict, ze implikace p = ¢ je vzdy pravdiva, coz je stejné, jako Tict ,,¢ je nutnd podminka pro p“. Jak
jesté uvidime, pro matematiky je tato terminologie velmi uzite¢na. Odkud se to vzalo?

Je to prirozené. Pokud vim, Ze je dnes 29. Gnora, tak to postacuje k jistoté, zZe je rok délitelny ¢tyfmi. Toto je
také hlavni zpisob vyuziti implikace, ktery jde zpét minimalné o tisic let. Tradi¢ni zapis vypada néjak takto:

e Plati: Jestlize je dnes 29. tinora, pak je rok délitelny ¢tyimi.

e Predpokladame, ze plati: Je 29. inora.

e Zavér: Tento rok je délitelny Ctyfmi.

Ve stiedovéku tomu fikali ,modus ponens“. Vyuziti implikace je tedy nasledujici. Zajima nés, zda je pravdivé
tvrzeni ¢, ale do jeho zkoumani se ndm nechce. Nastésti dostaneme k dispozici pravdivou implikaci p = ¢, kde
p je mnohem prijemnéjsi. Podivame se tedy na p a pokud se ukaze pravdivym, pak je nutné pravdivé i q. Skvélé.
Ma3 to ale zadrhel. Pokud by se ukazalo, Ze p neplati, tak o ¢ nic nevime. U naSeho piikladu je to jasné:

e Plati: Jestlize je dnes 29. tinora, pak je rok délitelny ¢tyimi.

e Predpoklddéme, ze plati: Neni 29. tinora.

o Zaveér: 7777

Implikace tedy dokaze posouvat informaci z p do ¢, ale je to nastroj nedokonaly, posila jen jeden typ informace.
Tato nespolehlivost dokaze nékdy docela potrapit. Tento problém se projevi jesté jednim zptsobem. Mame-li
pravdivou implikaci p = ¢, tak rozhodné neplati, ze zavér ¢ je postacujici pro p. Zase je to vidét na nasem
prikladeé:

e Plati: Jestlize je dnes 29. tinora, pak je rok délitelny ¢tyimi.

e Predpokladame, ze plati: Je rok délitelny ¢tyfmi.

e Zavér: 7777

Je to jasné, v roce délitelném ¢tyimi nemusi dnes byt zrovna 29. Gnora, klidné mutze byt ¢erven, dokonce v tom
roce ani zadny 29. Gnor nemusi byt (protoze roky, které jsou kromé étyf délitelné i stem, ale uz ne ¢tyfmi sty,
zadny prechodny den nemaji).

Toto se da jinak vyjadrit pozorovanim, ze pravdivou implikaci nelze beztrestné obratit. Mé&jme implikaci p = g,
o které vime tfeba to, Ze je (vZdy) pravdiva. V okamziku, kdy se ji pokusime obratit, tak vSechny informace
ztratime, ¢ = p je Gplné jina véc, jejiz pravdivost nemd obecné s pravdivosti p = ¢ nic spoleéného. Casto tak
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dostaneme implikaci nepravdivou, jen v nékterych pfipadech zjistime, Ze je pravdivd p = ¢ i ¢ = p. Pak musi
mit p a ¢ stejnou pravdivostni hodnotu a dostavame vlastné ekvivalenci p <= ¢, ale to musime mit hodné stésti.
V obecném piipadé rozhodné implikace obracet nesmime.

Ted se podivame na vyjadieni slovy nutnd podminka. Je jasné, Ze abychom si mohli uzivat 29. tnora, tak musi byt
rok délitelny ¢tyfmi, je to tedy nutné, bez toho to nejde. Nutné podminky nebyvaji tak popularni jako podminky
postacujici, protoze kdyz vime, Ze je q pravdivé, tak ndm to nepomuzZe odvodit nic o p kromé toho, Ze nam to
umoziuje mit p pravdivé. Pfesto ale byvaji nutné podminky uzitecné. Kdyz zkoumame, za jakych okolnosti plati
p, tak nam pravdiva implikace p = ¢ umoznuje omezit se pouze na situace, kde plati g, protoze jinak rovnou
vime, Ze p neplati.

Uz jsme poznamenali, ze ¢ postacujici podminkou neni, tedy ze znalosti o pravdivosti ¢ nic o p neodvodime.
Vidéli jsme ale, ze znalost o neplatnosti q jiz dava neplatnost p, takze dokazeme posilat jistou informaci z ¢ na p.
Vypada to u naseho prikladu takto.

e Plati: Jestlize je dnes 29. tinora, pak je rok délitelny ¢tyifmi.
e Predpokladame, Ze plati: Neni rok délitelny Ctyimi.
e Zavér: Dnes neni 29. tinora.

Za stfedovéku tomuto typu uvahy rikali ,,modus tollens“. Vlastné tak dostavame novou implikaci.

e Mame: Jestlize je dnes 29. inora, pak je rok délitelny ctyimi.
e Dostali jsme: Jestlize neni rok délitelny ¢tyimi, pak dnes neni 29. tnora.

Udélame si to formélné. Je-li ddna implikace p = ¢, pak se definuje jeji obména jako ¢ = —p. Pomoci
pravdivostni tabulky se hravé dokaze, Zze implikace a jeji obména maji vZdy nutné stejnou pravdivostni hodnotu,
jde tedy o ekvivalentni vyroky a lze je libovolné zaménovat. Pfechod k obméné je obcas velice uziteény a setkame
se s nim u nepfimého dikazu nize.

Ctenar si miize pfedchozi tivahy procviéit na implikaci , Jestlize je mi pfes 21, tak mi je pfes 18“ neboli , Byt
pres 21 je postacujici k tomu, abych byl pres 18“. Ta je dozajista pravdiva, at uz ji fekne kdokoliv. Je na ni
zajimavé, ze 21 byvad v mnoha zemich legidlnim vékem pro piti alkoholu, zatimco 18 byva vékem pro ziskani
ridi¢ského prikazu. Tuto implikaci lze tedy vyjadrit slovy ,,Jestlize mohu pit, tak mohu fidit“, coz je z logického
pohledu pravdivéa implikace, ale zni to podeziele.

Ekvivalence p <= ¢ je podle definice situace, kdy maji vyroky p a ¢ vzdy stejnou pravdivost. Jiz jsme uvedli,
ze pak mame implikace obéma sméry. To znamend, Ze p je nutnou i postacujici podminkou pro ¢ a naopak,
ekvivalence je jiz z podstaty symetricka. V praxi je to skvélé, cokoliv se dozvime o p plati i pro ¢. Jak se da cekat,

vvvvvv

la.4 Predikatova logika

Opravdu uzite¢né vyroky nejsou ,absolutni, ale maji proménnou. Uz i to ,ted tady prsi“ vlastné mélo dvé
proménné, misto a ¢as, a podle toho, kde a kdy jsme tento vyrok fekli, se ménila jeho pravdivost. Vyroky s
proménnymi zna¢ime p(x), p(x,y) a podobné. Matematika je vyroki s proménnymi plna. Tfeba ,x > 13“ nékdy
plati a nékdy ne, podle toho, co dame za x. Vyrok ,pro x = 23 je x > 13“ je pravdivy, vyrok ,pro x = 3 je
x > 13 pravdivy neni. Toto ale moc uzitecné neni. Z hlediska teorie néas zajimaji hlavné vyroky, které by mély
pravdivost stalou bez nutnosti volit néjaké konkrétni . U vyrokiu s jednou proménnou se tak studuji dvé situace:

1. Chceme védét, jestli ndhodou takovy vyrok neplati iplné vzdy, bez ohledu na nas$i volbu proménné. To se
vyjadfuje slovy ,pro kazdé z plati p(z)“ a mame i pohodlnou zkratku ,Vz: p(z)“. Jestlize si napiiklad vezmeme
virok ,x2 > 0%, pak je pravdivy, at uz za x zvolime jakékoliv realné ¢islo. Bézny matematik by tedy napsal toto:

Yz e R: 22 > 0.

Cteme to: Pro kazdé x z mnoziny realnych ¢isel plati, ze 22 > 0. Ta dvojtecka je tedy jen zkratka pro slovo ,,plati®.
Logici by zase méli nepfijemny pocit, hlavné z té dvojtecky, a davali by prednost zapisu

Vo (r € R = 2% >0).
Pro bézné matematiky (nelogiky) je prvni zépis dostacujici a normalné jej pouzivaji, nicméné jsou situace (viz
tfeba dikaz Faktu 2a.1), kdy ten pfesny logicky zapis pomize. Vétsinou ale i zde radéji pouzijeme ten stru¢néjsi
zapis, odpovidé lépe prirozenému jazyku. Podstatné je tomu zapisu dobfe rozumét.

2. Mnoho tvrzeni s argumentem ovSem takto péknych neni, aby platilo vzdy, tfeba zrovna to x > 13. Matematici
se pak ptaji, jestli by toto nemohlo byt pravda alespon nékdy. Zkoumany vyrok je ,existuje x, pro které plati
p(x)“ a zapisujeme jej ,Jz: p(x)“. Pfiklad pravdivého vyroku:

dr e R: x > 13.
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Naopak dxr € R: x = z + 1 je vyrok nepravdivy, protoze x = x + 1 se nedé splnit zddnou volbou realného ¢isla x.
I zde by logici radéji vidéli
Jr (zreRAx=z+1)

a i zde je v této knize budeme opakované zklamavat. Znackam Vz a Jdz se fikd kvantifikatory, ten prvni je
obecny, ten druhy existenéni. Kdyz je otocite vzhiru nohama, dostanete pismena A a E jako ,All“ a , Exists®,
dobfe se to pamatuje.

Zde bychom mohli uvést pravidla popisujici, jak kvantifikatory interaguji s logickymi spojkami, ale podobné jako
predtim neni dtlezité si ta pravidla pamatovat, ale zamyslet se nad nimi a porozumét jim. Nechavame je proto
jako cviceni 1a.3.

Dilezité pro nas bude, jak se takové véci dokazuji. Odpovéd je jednoduché: Presné tak, jak by clovék ¢ekal. V
dtkazu vyroku Vo € M: p(z) musime néjak odiavodnit, ze af uz si vezmeme z M cokoliv, vzdy pro tento prvek
bude platit p. Naopak k dikazu vyroku 3z € M: p(x) sta¢i néjaké takové x najit. Dikaz vyroku 3z € R: = > 13
zni: Zkuste z = 14.

Neékdy potfebujeme naopak dokézat, ze vyrok neplati, coz je totéz jako dokazovat, zZe plati negace vyroku. Pro
negace vyrokd s kvantifikdtory mame nasledujici pravidla:

e ~(Vx e M: p(x)) H Jx € M: —p(x);
e ~(Jdx € M: p(x)) H Vx e M: —p(x).

Opét je to selsky rozum. Na to, abychom ukazali, ze se nékdo myli, kdyz tvrdi, ze vzdy plati p, mu staci ukazat
jediny pripad, kdy tomu tak neni, coz je piesné prvni fadek. Tomu jednomu piikladu se pak fikd protipriklad.

Podobné jako u implikace, i zde mame jeden zvlastni pfipad, ktery se moc nevyskytuje, ale kdyz uz na néj
narazime, méli bychom védét, co s nim. Jak funguji kvantifikatory, kdyz se odkazuji na prazdnou mnozinu?
Jinymi slovy, bude vyrok Vz € (): p(z) pravdivy? A vyrok 3z € 0: p(x)? Odpovéd zni, Ze prvni vzdy ano, druhy
vzZdy ne. U toho druhého je to jasné, v prazdné mnoziné nic nenajdeme, tudiz existence specialniho prvku nemuize
byt splnéna, ale u toho prvniho to tak jasné neni. Jedna moznost je si fict, ze vlastné ten vyrok nejde pokazit,
protoze nenajdeme v prazdné mnoziné x takové, aby pro néj p neplatilo. Jestlize nejde vyrok pokazit, tak musi
platit opak, tedy vyrok je pravdivy. Naprosto jasné je to z toho spravné logického ptepisu Vo (z € ) = 22 > 0).
Predpoklad doty¢né implikace je vzdy nepravdivy, tudiz je celda implikace automaticky pravdiva.

Zajimava situace je, kdyz mame vyrok s vice proménnymi. Pokud je uvozujeme kvantifikdtory stejného typu,
pak na pofadi nezalezi a obvykle je slou¢ime do jednoho (pokud vybirdme ze stejné mnoziny):

(Vx € RVy € R: p(x, y)) H (Vy e RVz e R: p(a?,y)) H (Vx,y € R: p(z, y));

(Jr eRIyeR:p(z,y)) H (GyeRIzeR:p(z,y) H (3z,y € R: p(z,y)).

Napiiklad Vz,y € R: 22 +y? > 0 je pravdivy vyrok. Naopak Vz,y € R: 22 + 42 = 52 pravdivy vyrok neni. Volba
x =3, y = 4 oviem ukazuje pravdivost vyroku 3z, y € R: 22 + y? = 52.

Slozitéjsi situace je, kdyz se smichaji kvantifikdtory rozliénych druhti, pak totiz na poradi velice zalezi. Zakladem
je rozmyslet si dobfe situaci pro dva kvantifikatory. Ukazeme si to na prikladech.

Vyrok Vo € R3y € R: 22 = 4y? fika: ,Pro kazdé redlné ¢islo z existuje redlné ¢islo y takové, ze x? = 4y2.“
Jiz samotna forma naznacuje, ze y hledame vzdy k jistému konkrétnimu z. Vezmeme néjaké x a hledame k nému
y spliiujici specifikovanou vlastnost. Pak vezmeme jiné = a klidné se muze stat (ale neni to nutné), ze k nému
najdeme jiné y s pozadovanou vlastnosti (nebo také nenajdeme, podle toho, zda dany vyrok plati ¢ ne). Je nas
vyrok vlastné platny? Ano. KdyZz nam nékdo da x, tak staci zvolit y = %x a vlastnost je splnéna, opravdu pak
2% = 4y2. Je také mozné volit y = —%x, coz ale viibec nevadi, vyrok toto nefesi. Pro néj je podstatné, aby alespon
néjaké takové y vidy pro dané x bylo. MuZeme si také vsimnout, Ze pro nékterda x dostavame stejné moznosti na
1y, tfeba pro z = 6 a £ = —6 mame vzdy pro y kandidaty +3. Ani to ten vyrok nefesi.

U tohoto poradi kvantifikdtort tedy pravdivost vyroku znamend, Ze vznika jakési prifazeni x — y, které ale
nemusi byt jednoznacné.

Ted se podivame na opac¢né poradi: Vyrok Jy € RVx € R: 2?2 = 4y ¥ika: ,Existuje realné ¢islo y takové, Ze
pak pro kazdé realné ¢&islo x plati 22 = 4y2.“ Zde jiz ¢eStina naznacuje, Ze ¢islo y musi byt univerzalni, jedno ¢islo
pro vSechna z. Je zjevné, Ze v tomto pripadé takové univerzalni ¢islo y nenajdeme. Vidime tedy, ze prohozenim
kvantifikatortt doslo ke zméné pravdivosti vyroku. Pfiklad pravdivého vyroku tohoto typu: dz € RVy € R:
(lyl +1)® = 1. Staci totiz zvolit = 0 a vlastnost bude pro vSechna realna y platit.

Pro praktickou praci v matematice je proto dilezité rozumét dobie témto kombinacim kvantifikatort a hlavné
si pamatovat, ze poradi nelze zaménovat. Peclivéjsi ¢tendfr si nicméné mize vSimnout, ze alespon néco Fict lze,
jmenovité plati toto:

o [z e RVy € R: p(z,y)] = [Vy € R3x € R: p(z,y)].
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Jinymi slovy, jestliZe mame univerzalné fungujici prvek x, pak tento prvek bude samoziejmé také fungovat
individualné pro jednotlivce. Pro dalsi pravidla, kterd jsou nékdy uzitecna, se podivejte na cviceni 1a.3. Jako
obvykle nemd smysl se je uéit, spis si dobfe rozmyslete, pro¢ to vlastné nemtze byt jinak, nez je tam receno.

Existen¢ni kvantifikdtor ma jednu uzitecnou modifikaci. Kdyz se za néj prida vykricénik, tak se to ¢te ,existuje
pravé jedno“, je to tedy spojeni dvou véci, ,existuje“ a ,neni jich vic“. Napiiklad vyrok dlz € R: x + 1 = 14 je
pravdivy, tato rovnice ma presné jedno feSeni, ale vyroky Iz € R: 22 = 13 a Iz € R: 22 = —13 pravdivé nejsou.
Ve formalni logice tento kvantifikdtor neexistuje, takze se nas pravdivy priklad musi zapsat naptiklad takto:

[Fz (zeRAz+1=M)]|A-[Ez,y (e RAyeRAz#yANz+1=14Ny+1=14)].

Uz asi chapete, pro¢ oby¢ejny matematik-nelogik radostné sdhne po 3!, i kdyZ nutno pfiznat, Ze logici maji dobré
davody, pro¢ to do formalni logiky nepfibirat.

O logice by se toho dala napsat spousta. Existuje vice pravidel, existuji dalsi operace (uzite¢né v nékterych
aplikacich), to uz viibec nemluvime o tématech, kterd jsme tu ani nenacali (zvidavému ¢tenafi doporucujeme
precist si néjakou péknou knizku), ale pro béznou matematickou praci v zasadé stacéi to, co vidime vyse.

Na to, jak se logika v matematice opravdu pouziva, se blize podivame v pfisti kapitole, a v praxi to pak uvidime
ve vétsi ¢i mensi mife ve vSech kapitolach nasledujicich.

Cviceni

Cviceni 1a.l: Pripomenme, Ze R zna¢i mnozinu vSech redlnych ¢isel a Z mnozZinu vSech celych ¢isel. Rozhodnéte,
zda jsou pravdivé nasledujici vyroky:
(i) Ve € R: (z >3V <5); (ix) VeeRIye Rz +y=0;
(ii) z € R: (x > 3 Az < 0); (x) JyeRVz e R: z+y = 0;
(i) Ve € Z: (x >3 Nz <T); (xi) Ve e RIy e R: z -y = 0;
(iv) Ixr € Z: (x >3 ANz < 5); (xii) Iy e RVz e R: = - y—O,
(v)Vr e R: (x >3 = 22> 9); (xiil) Vo € RIy € R: & =1
(vi)Vz € R: (22 > 9 = x> 3); (xiv) Jy e RVz € R: ¥ =1;

(vii) Vz € R: (22 < 0 = z = 13); (xv) Ve e R3y € R: = < 3y;
(viii) 3z € R: (z > 5 = 22 = 40); (xvi) Jy € Z3x € Z: 2* — y* = 3.

Cvicéeni 1a.2: Nésledujici vyrazy s proménnou z R upravte pomoci distributivniho zdkona a pak zjednoduste:
(i) z>3A(e* =25 Va=4)

(i) © < 13 A (sin(z) < 3 Vo > 14);

(iii) (sin(z) < 23> Az < 3) V (sin(z) < 23 Az > 1).

Cviceni 1a.3: Rozhodnéte, zda plati obecné (tedy pro libovolné mnoziny M a vyroky p,q) nasledujici tvrzeni o
logické ekivalenci dvou kvantifikovanych vyrokt. Pokud mate pocit, ze néktera dvojice kvantifikovanych vyrokt
ekvivalentni neni, tak najdéte pfiklad takovych vyrokd p,q a mnoziny M, aby jeden z kvantifikovanych vyroki
platil a druhy ne.

(i) Vo € M: p(x) Ag(z) H [Vo € M: p(z)] A Ve € M: g(z)];
ii) Vo € M: p(x) Vq(z) H [Vx e M: p(z)]V [Vz € M: q(z)];
iii) Jx € M: p(x) Ag(zx) H [z € M: p(x)] A [z € M: g(x)];
iv) dx € M: p(x) Vq(z) H [Fov € M: p(z)]V [Fx € M: q(z)];

z)]
);
v)p\/VazEM' q(x) H Ve e M:pVq(zx);

vil) pAdx € M: q(x) H Jz € M: pAq(x);

(
E
Ev pAVx € M: q(x) H Vr e M: pAq(x
(vi
(viii) pV Iz € M: q(z) H Jz € M:pVq(z).

Cvicéeni 1a.4: Znegujte formalné nasledujici vyroky. Pro kazdy vyrok i jeho negaci si pak zvlast rozmyslete, zda
plati ¢i ne, abyste se presvéddili, Ze vzdy maji opacnou pravdivost.

(i) Jz € R: = > 5; (v) @z eRz=5) = (Vo eR:z=13z);
(i) Vo € Z: (z > 5V 22 = 14); (vi) Ix e RVy e R: z < y;

(iii) Ir €R: (x <3 = z=x—1); (vii) Vo € RVy € R: 22 + % > 0;

(iv) (Vz € R: 22 > 0) = (Vz € R: 2 < 0); (viii) Vo € R3Jy € R: sin(x) = cos(y).

Reseni:
la.1: (i): plati; (ii): neplati (podminky se vyluc¢uji); (iii): neplati (pro néktera x obé& nerovnosti plati, ale to nestaci);
(iv): plati, x = 3 nebo x = 4; (v): plati; (vi): neplati, protiptiklad x = —4; (vii): plati (pfedpoklad neni nikdy
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splnén, proto je implikace pravdiva); (viii): plati, = /40 nebo tieba 2 = 0; (ix): plati, y = —a; (x): neplati;
(xi): plati, y = 0; (xii): plati, y = 0; (xiii): neplati, pro x # 0 sice najdeme y = z, ale pro x = 0 to zafidit nejde;
(xiv): neplati; (xv): plati, sta¢i zvolit tieba y = |z| + 1; (xvi): plati, z = 2 a y = 1 (v8imnéte si, ze kdyby tam bylo
22 — y? = 2, tak uz by to neplatilo).

la.2: (i): H (z>3Ae"=2°)V(@z>3A2=4) H (z>3ANe"=2°)Var=4.

(i) H (z<13Asin(z) <3)V(z<13Az>14) H (z<13Asin(z) < 3)VF H z <13 Asin(z) < 3.

(iii): H sin(z) <ax*A(x<3vae>1) H sin(z)<z3AT H sin(z) < 23.

1a.3: (i): plati. Oba vyrazy vyzaduji platnost p i ¢ pro vSechna x.

(ii): neplati, jde jen v jednom sméru. Pokud plati vyrok napravo, tak uz plati i vyrok nalevo. Pravy vyrok totiz
vynuti platnost jednoho z p, ¢ vzdy, diky tomu plati i p V ¢ vzdy. Naopak to ale nejde, pokud plati vyraz nalevo,
tak je pV ¢ splnéno vzdy, ale nepfinuti to jeden z nich, aby platil vzdy. P¥iklad: M = R, p(x): > 13, ¢(x): = < 13.
(iii): neplati, jde jen v jednom sméru. Pokud plati vyrok nalevo, tak existuje x, pro které plati p A ¢, pro toto =
pak plati oba vyroky. Naopak to nejde, pokud plati vyrok napravo, tak jde p i ¢ néjakou volbou z splnit, ale nikde
neni zaruceno, Ze to bude totéz x, aby tak platil i vyrok nalevo. Piiklad: M =R, p(x): x = 13, ¢(x): z = 14.
(iv): plati. Vyrok nalevo i vyrok napravo pozaduji, aby slo alesponi jeden p, ¢ alespon jednou volbou z splnit.

(v): plati. Vyrok nalevo i vyrok napravo pozaduji, aby platilo jak p, tak ¢(x) pro vSechna z.

(vi): plati. Pokud plati p, tak jsou pravdivé vyroky na obou strandch. Pokud p neplati, ale ¢(z) vzdy plati, tak
jsou zase vyroky na obou strandch pravdivé. Pokud p neplati a také g(x) alesponi pro jedno z neplati, tak jsou
vyroky na obou stranich nepravdivé. Maji tedy vzdy stejnou pravdivost.

(vii): plati. Oba vyroky pozaduji, aby platilo jak p, tak ¢(x) pro né&jaké x.

(viii): plati. Pokud plati p, tak jsou vyroky na obou stranach pravdivé. Pokud p neplati a ¢ plati alespon pro jedno
x, tak jsou zase vyroky na obou strandch pravdivé. Pokud neplati ani p, ani ¢(z) pro zadné z, pak jsou vyroky
na obou stranich nepravdivé. Maji tedy vzdy stejnou pravdivost.

la.4: (i): negace: Vo € R: x < 5. Vyrok plati, negace ne, tieba z = 7.

(ii): negace: 3z € Z: (x <5 A 2% # 14). Vyrok neplati, negace ano, tieba x = 2.

(iii): negace: Vx € R: (z < 3 Az # = — 1). Vyrok plati (tfeba = = 0, pak méa implikace nesplnény predpoklad a
tudiz plati), negace ne.

(iv): negace: (Vo € R: 22 > 0) A (3x € R: 2 > 0). Vyrok neplati, negace ano.

(v): negace: (3r € R: x = §) A (Jz € R:  # 13z). Vyrok neplati (pfedpoklad splnén = = 0, zavér ne), negace ano
(prvni vyrok splnén z = 0, druhy také x = 1).

(vi): negace: Vo € R3y € R: x > y. Vyrok neplati (to by muselo existovat jedno ¢islo, které je nejmensi ze vSech
redlnych), negace ano (pro dané z sta¢i zvolit y = = — 1).

(vii): negace: 3z € R3y € R: 22 + 4% < 0. Vyrok plati, negace ne.

(viii): negace: 3z € RVy € R: sin(z) # cos(y). Vyrok plati (pro dané x staci zvolit y = arccos(sin(z))), negace ne
(af zkusime jakékoliv x, vzdy nam jeho volbu zkazi né&jaké y, které se hodnotou cosinu trefi do sin(x)).

1b. Logika a matematika

Zde se podivame, jak pozadavek na pfesnost a logickou spravnost ovliviiuje strukturu matematiky a naopak jak
matematika ovliviiuje pouziti logiky. Ukazeme také praktické rady, které oceni zejména ti, kdo se budou snazit
psat dikazy. Nékteré casti mozna ctendr lépe doceni, kdyz se k nim zase vrati po nabyti zkusenosti v nékolika
dalsich kapitolach.

Matematika se déli na rozliéné obory podle toho, jaké objekty se zkoumaji, naptiklad (zhruba feceno) analyza
zkouma funkce, algebra struktury s operacemi, linearni algebra linearni prostory atd. Matematika ovSem nezkouma
objekty konkrétni, ale objekty abstraktni, d& se Fici typy objektt. Kazdy vyklad urcitého oboru tak musi zacit
umluvou, jaké objekty se budou zkoumat. Protoze chceme, aby zavéry matematiky byly naprosto spolehlivé, musi
byt také popis zkoumanych objektd zcela pfesny, aby bylo vzdy jasné, co je pravda a co ne (abstraktni svét
matematiky je nutné éernobily).

Rozmyslete si napriklad, ze neni mozné se spolehlivé rozhodnout, zda autor této knihy je normalni, protoze nikdo
presné nevi, co to vlastné je (hodné lidi si mysli, Ze vi, co je to normélni, ale néjak se neshodnou). Zato v8ichni
poznaji, co je to sudé ¢islo, protoze na to je presna specifikace.

Specifikaci novych pojmu se v matematice ¥ika definice. Vétsinou je novy pojem charakterizovan vlastnosti,
podle které se da jednoznacné poznat. Mizeme naptiklad fict, ze ¢islo x je sudé, pokud existuje celé ¢islo k takové,
ze x = 2- k. Kdyz ndm pak nékdo da cislo, tak se prosté podivame, zda jej je nebo neni mozno zapsat prislusnym
zpusobem, a tim se dozvime, zda je sudé ¢i ne.

Stoji za to poznamenat, ze aby takova definice fungovala, tak jesté predtim musime mit definice udavajici, co je
to rovnost a co jsou cela ¢isla, ty asi budou zase potiebovat dalsi definice atd. Kdyz se matematika déla opravdu
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poradné, dostane se ¢lovék k iplnym zakladtim. Na to je specidlni obor matematiky, vétSina matematikt se spokoji
s tim, Ze uréité véci uz povazuje za zndmé (rovnost, rovnice, zakladni algebra atd). Zkusme si tedy predstavit, ze
zname redlnd ¢isla a vime, co je to nerovnost, a udélejme nasledujici ukazkovou definici.

Definice.
Necht z je realné ¢islo. Rekneme, ze je kladné, jestlize plati 2 > 0.

Zkusme si to rozebrat. Prvni véta je uvozovaci, fikd nam, s jakymi objekty budeme pracovat. Je to vlastné kéd,
mysli se tim, Ze x mize byt libovolné redlné ¢islo (nékdo to obcas i takto doslovné napise, at v tom mé ¢tenar
jasno). Spravny preklad do logiky by tedy byl nasledujici: Vo € R*.

Pro kazdé realné cislo pak mizeme ¢i nemizeme fict, Ze je kladné, podle toho, jak dopadne ona definujici
podminka. Tim je tento novy pojem presné vymezen a nemuze se stat, ze by dva lidé méli totéz ¢islo a neshodli
se v nazoru na to, zda je kladné.

Vsimnéte si jedné podstatné véci. Jiz z principu musi byt mezi novym pojmem a podminkou, ktera jej definuje,
vztah ekvivalence: Pokud podminka funguje, je pouziti nového pojmu opravnéné. Pokud nefunguje, neni mozné
jej pouzit. Spravné by tedy v definici mélo byt napsino ,Rekneme, Ze z je kladné, pravé tehdy kdyz plati
x > 0“. Jenze z né€jakého divodu je zvykem psat tam ,,jestlize”, coz vlastné znaci implikaci, takze tak, jak je
to napsano, to znaci ,x > 0 = x kladné“. Jinymi slovy, je to vlastné napsano Spatné, ale uz se to tak déla
nejméné sto let a snad ve vSech jazycich, tak do toho neméa smysl vrtat (obcas se najde nadsenec, ktery si da
tu praci a piSe opravdu definice jako ekvivalence, ale neni jich moc).

V praxi tato nepfesnost nevadi, protoze kazdy matematik vi, Ze definice se piSou takto a pfitom se to bere
jako ekvivalence. Je to souéasti zasvéceni do matematiky, zac¢ateénika to ale muze zasko€it (pak jsou tu ovSem
studenti, ktefi nad tim nepfemysleji, ti si ni¢eho nev§imli a tuhle pozndmku nejspise viibec nectou). Vy uz to
tajemstvi znate, vitejte v tajné 16zi matematikt (na krvavy inicia¢ni obfad si pockejte do prvniho drsnéjsiho
dikazu).

Poznamka stranou: Co kdyz si nékdo zavede jinou definici kladnosti? Pokud k tomu nemé opravdu dobry
divod, tak jej nikdo nebude brat vazné a ta jeho definice zanikne. Pokud to bude mit dobre podloZeno, pak
ziskéd nésledovniky a vytvori se konkurencéni typ matematiky. Nastésti se to skoro viibec nestava, protoze lidé
se pri vytvareni definic ridi predevsim uzite¢nosti. Pfi hlubsim studiu matematiky se na to d4 obcas narazit,
pak ¢lovék vi, Ze se musi pii ¢teni knihy nejprve dobie podivat, s jakymi pojmy autor pracuje. Neni to ale
az tak velky problém, protoze na definici neni podstatné jméno, ale vyznam dotyéného pojmu, tedy myslenka.
Matematik si tedy zjisti, jakou myslenku dotyénym slovem autor mini, a pak uz se jen divé, co s ni v knize
vyvede. Kazdopadné Ctenaf se nemusi bat, je témér jisté, Ze na takovou situaci v Zivoté nenarazi.

Narazime tim na véc, kterd mozna ¢tenare prekvapi: Definice si muzeme délat, jak se nam zlibi. Predstavme si,
Ze by ten tplné prvni ¢lovek, ktery pojem kladnosti zavedl, namisto toho prohlasil, ze kladna cisla jsou takova,
ktera spliiuji 22 = 13. Co by se stalo? Z hlediska logického i matematického by na tom nebylo nic $patné, jenze
problém by byl jinde: Tento pojem by nebyl piili§ uzitecny, nikdo by jej nepouzival a brzy by z matematického
zivota vymizel (darwinismus v matematice). Pojmy, které potkavame, jsou vymysleny tak, aby ndm poméhaly
pri praci, pricemz to, ze se dozily souCasnosti, ukazuje, ze se jejich autori dobfe trefili.

Definicemi vlastné vytvaiime imaginarni svéty, zalezi jen na nasi predstavivosti, kolik a jaké vytvorime. Ukolem
matematiky pak je takové svéty zkoumat.

Méame tedy pojmy a posunme se dale. Cilem matematiky je najit o téchto uzite¢nych pojmech co nejvice infor-
maci. Tyto informace jsou pak sdélovany ve formé tvrzeni, ktera se rozlicné jmenuji. Dulezita tvrzeni se jmenuji
,vety“, jednoduché zase ,fakta®, pouziva se také primo nazev ,tvrzeni“. Nékdy z jednoho tvrzeni hned s minimalni
praci vyplyne dalsi, tomu pak fikdme ,disledek”. Poslednim zajimavym nézvem je ,lemma‘“, to pouzivime pro
pomocna tvrzeni, ¢asto do nich schovavame nudné a pracné ¢asti dikaza vét, aby 1épe vynikly hlavni myslenky
(viz Lemma 3a.5 a Véta 3c.5). Tato klasifikace je samoziejmé subjektivni a co je u jednoho autora disledek, muze
mit jiny jako vétu a podobné.

Ukazme si priklad.

Fakt.
Necht z € R. Jestlize x > 0, pak z(z + 1) > 0.

Jako obvykle vidime uvozovaci vétu a uz jsme si rozmysleli, Ze je tam schovano sltvko ,libovolné“ ¢i ,kazdé“.
Trochu presnéjsi prepis by tedy byl nasledujici:
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e Pro kazdé = € R plati: Jestlize x > 0, pak z(z + 1) > 0.

Ted uz to snadno pielozime do forméalniho jazyka, jak jsme jej vidéli v kapitole 1a:
eVzeR: (x>0 = z(z+1)>0).
Kazdopadné jde o implikaci, nejoblibenéjsi matematickou strukturu.

Je také mozné jit opaénym smérem, k mensi formalnosti. Muzeme tfeba Tict:

e Pro vSechna kladnd = € R plati z(z + 1) > 0.
e Pro viechna € RT plati z(x + 1) > 0.

e Pro kazdé = > 0 plati z(z + 1) > 0.

e Vsechna kladna z spliuji z(x + 1) > 0.

Prvni z nich je stejné dobra jako ptivodni verze, jen zni méné ,oficidlné”, coz u méné dilezitych tvrzeni nemusi
vadit. Druhd verze je také dobra, dokonce je pékné kompaktni, na druhou stranu mtze zkomplikovat Zivot ¢tenari,
ktery neni zvykly na specidlni znadeni R*. Jeji pouZiti tedy zalezi na tom, jak ¢asto autor v knize tuto znacku
pouziva a jak hodny chce na ¢tenéare byt.

Posledni dva vyroky uz jsou na hranici, mnozi matematici by je povazovali za nepripustné nepfresné, protoze
nespecifikuji, z jakého oboru vlastné x bereme (Z%e by to byla kladna racionélni ¢isla?). Nicméné pokud napfiklad
celou kapitolu pojednavame o realnych cislech, pak se povazuje za jasné, Ze bereme = € R, a autori obcas daji
prednost citelnosti pfed naprostou spravnosti.

Jiz jsme mluvili o tom, Ze spolehlivost matematiky spociva v diikazech. I nas Fakt je tedy tieba dokazat, ukazeme
si na ném nejobvyklejsi metody dikazu implikace. Nejprve se ale zamyslime nad tim, co takovy dikaz vlastné je.

1b.1 Dukazy

Jak se vlastné dokaze, ze néjaky vyrok sestaveny pomoci logickych operaci je (vzdy) pravdivy? Vétsina diukazu
mé stejnou myslenku: Je tfeba pomoci znamych faktt néjak ukazat, ze ze vSech fadkd piislusné pravdivostni
tabulky mohou realné nastat jen ty, které maji na konci jednicku. Na to existuji rtizné metody, podle toho, jak
je vyrok sestaven, ale vétSina z nich skon¢i tim, Ze se musi dokazat néjaka implikace. Napiiklad ekvivalence se
nejcastéji dokazuje tak, ze se ukédzou implikace p = ¢ a ¢ = p. Proto se zde na implikaci zamérime.

Jiz jsme si rozmysleli, ze pro pravdivost urcité konkrétni implikace p = ¢ je naprosto kritickd situace, kdy
je p splnéno. Co se pak stane, rozhodne o jeji pravdivosti, protoze v situacich, kdy p splnéno neni, prosté nejde
doty¢nou implikaci zneplatnit, at uz se stane cokoliv. Z toho vychézi nejcastéjsi zpiisob, jak se implikace dokazuji.
Predstavime si, Ze jsme v situaci, ze je p splnéno, a musime néjak ukazat, ze pak za kazdych okolnosti uz nutné
nastane i ¢q. P¥ipad, kdy p splnéno neni, tedy pfi diikazu nijak nefesime.

Ponauceni: Piimy dukaz implikace p = ¢ se d€la takto: Pfedpokladame, Ze je p splnéno, a pomoci argumenti
ukézeme, ze pak nutné nastava i q.

Vsimnéte si, ze tim nefikame, Ze je to p opravdu splnéno, jen si predstavujeme, k ¢emu by vedlo, kdyby splnéno
bylo. Ukazme si to na prikladu implikace ,Jestlize mi useknou hlavu, tak umiu“. Na zacatku dikazu budeme
predpoklddat, Ze mi usekli hlavu, a pak pomoci védy 1ékaiské dovodime, Ze jsem mrtev. Provedli jsme ted diikaz
implikace ,,dekapitace = kaput“, ale to neznamenad, ze jsem opravdu o kebuli pfiSel, jen jsme ukézali vzajemnou
souvislost dvou urcitych véci.

Pravidlo, ze pii dokazovani implikace zkoumame jen situace, kdy je p splnéno, ma jednu zajimavou vyjimku.
Nékdy (velice ziidka) potkdme situaci, ze p splnit nikdy nejde. Pokud toto ukézeme, pak uz celd implikace au-
tomaticky plati, viz pravdivostni tabulka. Takze implikace ,Jestlize 13 > 23, pak vSichni studenti tohoto kursu
vyleti“ je zarucené pravdiva.

Ted se podivame na t¥i hlavni postupy, kterymi se v matematice dokazuje.

1b.2 Pfimy dukaz. Pouziva se k dikazu implikace a funguje piesné tak, jak to zni, prosté se vezme za dané,
ze plati jeji predpoklad, a dojde se néjakym zcela spolehlivym zptisobem k platnosti jejtho zavéru. Ukazeme si to
na dikazu implikace z > 0 = z(z +1) > 0.

Cestu od predpokladu k zavéru si rozlozime na jednodussi kroky, které jiz budou jasné. Nejprve ukazeme dikaz
superuplny, kde peclivé zdokumentujeme vsechny tavahy.

Cely dokazovany vyrok zni Vx € R: (z > 0 = z(x+1) > 0). Jde tedy o vyrok s obecnym kvantifikdtorem, proto
je nutno dokéazat platnost oné implikace pro uplné vSechna realna c¢isla. Diky tomu rozhodné nebude fiungovat to,
co nékdy zkousSeji zacatecnici: vyberou si néjaké pékné ¢islo a vyzkousi to pro néj.

Kdyby byla mnozina realnych cisel kone¢na, tak by je Slo probrat jedno po druhém. Existuji dikazy, které lze
redukovat na konecnou mnozinu ptipadt, které se pak proberou, a pokud to pokazdé dopadne dle zadani, pak je
dtikaz hotov (viz poznamka po diikazu Faktu 2a.3). Nicméné nas pripad to neni.
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My musime ukézat platnost implikace pro vSechna x, coz se déla standardné tak, Ze si prosté vezmeme néjaké
realné ¢islo x, ale nespecifikujeme jaké (ani to sami nevime), prosté mame realné ¢islo z, o kterém nevime nic
konkrétniho, jen tu informaci, kterou dostaneme z dokazovaného tvrzeni (popfipadé véci, které jsou platné pro
v8echna realna disla).

Méjme tedy redlné ¢islo = a ptame se, zda plati implikace x > 0 = x(z + 1) > 0. O jeji pravdivosti rozhodne,
zda ve vSech pripadech, kdy je splnén piedpoklad =z > 0, je také splnén zavér. K ptivodnimu predpokladu x € R
tedy pridame predpoklad dalsi, ze x > 0, a zkusime se od nich postupnymi kroky dobrat k cili.

Jestlize x > 0, pak také x + 1 > 0. Ctenafi je to asi jasné, ale zkusme se pro tplnost zamyslet, jak by to
slo odvodit ze zékladnich vlastnosti ¢isel. Kdyz k rovnici « > 0 pfi¢teme na obou stranach jednicku, dostaneme
z+ 1 > 1, mdme také 1 > 0, diky c¢emuz dostdvdme TFetézec nerovnosti x +1 > 1 > 0. Pak také musi platit
x4+ 1> 0 (vlastné pouzivame tranzitivitu relace >, viz kapitola 3b).

Takze ted mame predpoklad z > 0, také jsme odvodili, ze © + 1 > 0, a patii mezi zékladni vlastnosti, ze
vynasobenim dvou kladnych ¢isel ziskdme ¢islo kladné, tedy x(x + 1) > 0.

(Je také mozné argumentovat tim, ze v nerovnost z + 1 > 0 vynasobime obé strany kladnym ¢islem z, ¢imz
dostaneme tu zddanou.)

Kazdopadné je diikaz hotov, ukazali jsme, Ze jakmile je pro libovolné z € R splnéno = > 0, pak uz neni jina
moznost, nez ze x(z + 1) > 0.

Dtikaz je spravny, pokud je v ném kazdy krok odivodnén, nékdy se odvolavame na pfedpoklady z véty (bud z
preambule, nebo z predpokladu dokazované implikace), nékdy na zakladni, jiz znamé (a nékde dokazané) vlastnosti,
Casto také na tvrzeni, kterd jsme dokazali diive. N&S diikaz toto splituje.

Takto se ale samoziejmé diikazy nepisi, ty jednodussi véci se vynechavaji, protoze se predpoklada, ze si je ¢tenar
domysli. Stru¢nost dikazu tedy pfimo zavisi na tom, jak pokrocilé ¢tenare autor ocekava. Zkusme si tu ukazat
verzi dikazu vhodnou pro zcela za¢inajiciho studenta (tedy pro tuto kapitolu):

Dukaz: Necht x je libovolné redlné cislo. Jestlize > 0, pak také  + 1 > 0, z téchto dvou nerovnosti jiz
dostavame z - (z + 1) > 0.
L]

Ten ¢tverecek je obvykla znacka udavajici konec ditkazu, aby ¢tenar védél, ze autor jiz nic dalsiho nehodla dodat.
Ctenaf by si v té chvili mél rozmyslet, Ze to, co do té doby &etl, je opravdu ditkazem zadaného tvrzeni. Pouziva se
také cely Cerny Ctverecek ¢i zkratka Q.E.D. z latinského ,,quod erat demonstrandum® neboli ,,coz bylo dokazati“.
Vlastenci davaji CBD.

Pro tplnost jesté ukézeme, jak by tento dikaz vypadal v knize pro pokroéilejsi studenty (kapitoly této knihy s
vyssim ¢islem). Rovnou jich ukdzeme nékolik.

Ditkaz je zfejmy.

Dukaz je trivialni.

Dukaz je snadny a prenechame jej ¢tenafi jako cviceni.

1b.3 Nepiimy dukaz. I ten slouzi k dokazovani implikace, finta spociva v tom, Ze se namisto té dané dokazuje
jeji obména (viz 1a), coz je z logického pohledu postacujici.
Vratime se k nasemu piikladu, ted musime nejprve nahradit implikaci jeji obménou:
VeeR: (z(x+1) <0 = z<0).

Tento vyrok mé zase tvar implikace a tu dokdzeme piimym dikazem, tedy postupné se od predpokladu k zavéru
nové implikace propracujeme jednoduchymi kroky.

Dukaz: Méjme libovolné x € R a predpokladejme, Ze spliiuje z(z+1) < 0. M&-1i byt soucin dvou éisel zaporny
¢i nulovy, vede to na dvé moznosti.

a) Jedna moznost je, ze ¢ < 0 a z+ 1 > 0. Pak mame x < 0 a dtkaz je hotov.

b) Druhéd moznost je, ze x > 0 a x + 1 < 0. Tyto dvé nerovnosti ale nemohou pro zadné ¢islo x platit zaroven,
tento pripad proto nikdy nenastane.

Z nerovnosti z(x + 1) < 0 se tedy vzdy dostavame k pfipadu a) a odtud k = < 0.
L]

Zde jsme si ukazali dalsi uzite¢nou véc. Nékdy se stane, ze nas diikaz dovede k rozcesti, miizeme se vydat vicero
sméry podle toho, s jakymi objekty pracujeme. Protoze u obecnych dtikazt nikdy presné nevime, s ¢im pracujeme,
je nutné projit vSechny nabizejici se cesticky a u vSech dojit ke spravnému cili, popiipadé ukézat, ze se do té ¢i
oné cesticky viibec neda vejit. Ukazme si jesté jednu verzi nepfimého dikazu.
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Dukaz: Méjme libovolné z € R a predpokladejme, Ze spliiuje z(x + 1) < 0. Dtikaz dale rozdélime na moznosti
podle znaménka = + 1:
a) Jestlize z +1 <0, pak x < —1 < 0 a tedy « < 0, pfesné jak jsme potifebovali.
b) Jestlize z +1 > 0, pak lze nerovnost x(x+1) < 0 vydélit kladnym ¢éislem z + 1 bez zmény sméru nerovnosti
a dostaneme zase x < 0.
Kazdopadné tedy = < 0.
Ll

Jsou tvrzeni, u kterych je nepiimy diikaz tou nejlepsi volbou, ale tady to spis neplati, urcité bychom dali prednost
pfimému dikazu vyse. Ukazme si priklad, kdy je nepfimy ditkaz znatelné lepsi.

Priklad 1b.a: Tvrzeni: Jestlize je ¢islo n > 2 prvodislo, pak je liché.

Primy dikaz nevypada moc nadéjné, protoze byti prvocislem je docela komplikovand vlastnost, neni jasné, jak z
ni néco vytézit. Zkusme diikaz nepfimy, na to ale potfebujeme nejprve trochu logicky pracovat. Za¢neme tim, ze
si doty¢ény vyrok prepiSeme do spravného logického tvaru. To se da udélat vice zpusoby, nejpohodlnéjsi je tento:

Vn € {r € N; > 2}: (n je prvoéislo = n je liché).

Obmeéna pak zni

Vn € {r € N; z > 2}: (n je sudé = n neni prvocislo).

Ted toto tvrzeni dokdzeme primym diikazem. Vezmeme si libovolné n z dané mnoziny, n je tedy prirozené ¢islo
vétsi nez 2. Pro néj chceme dokézat prislusnou implikaci, takze budeme navic predpokladat, ze je také sudé. To
podle definice znamena, ze n = 2k, kde k je néjaké celé ¢islo. ProtoZze n > 2 neboli 2k > 2, musi také platit £ > 1.
Odvodili jsme tedy, ze n = 2 - k je mozné rozlozit jako soucin dvou celych ¢isel vétsich nez 1, coz podle definice
znamena, ze n nemuze byt prvocislo.

Obménu jsme dokézali, tudiz jsme dokézali i ptivodni dané tvrzeni.
A

1b.4 Dukaz sporem. Dikaz sporem je jeden z nejmocnéjsich néastrojia. Méjme libovolny vyrok r (ne nutné
implikaci). Dikaz sporem spo¢iva v tom, Ze dokdzeme implikaci -r = F' (napfiklad pfimo ¢ nepfimo), feceno
slovy, ukazeme, Ze pokud by r neplatilo, tak nastane néco, co se nikdy nemuze stat, néco, co je ve sporu s nasim
(matematickym) svétem. Podle selského rozumu to znamend, ze neplatnost r nemize nastat neboli r plati.

Formalni logika to vidi podobné: Dokazali jsme platnost implikace - = F'. Jeji zavér je ale vzdy nepravdivy,
a jediny pripad, kdy je implikace s nepravdivym zavérem pravdiva, je tehdy, kdyz je také predpoklad nepravdivy.
Tedy —r neplati ¢ili r plati.

Jednou z vyhod dikazu sporem je, ze jej 1ze aplikovat i na tvrzeni, které nejsou implikace. Oblibenou situaci je,
kdyz chceme dokézat, Ze néco neexistuje. To se pfimo dokazuje Spatné (dokazte, Ze kolem néas nelitaji neviditelni
a nenahmatatelni Martané s anténkami). Diikaz sporem znamend, Ze za¢neme naopak: Pfedpokladame, Ze to néco
existuje, coz je pozitivni informace, ze které se da s trochou $tésti néco vytézit, pokud mozno néjaky kyzeny
nesmysl.

Jak diikkaz sporem vypadd, kdyz takto chceme dokazat implikaci p = ¢? Pak bychom méli dokazat implikaci
—[p = ¢ = F neboli (p A ~q) = F. To ndm déva prakticky navod: Predpoklddame, Ze plati pfedpoklad p a
neplati zavér ¢, a odvodime z toho néjaky spor.

Jako priklad znovu dokdZeme (tentokrate sporem), Ze pro vSechna realni ¢isla plati + >0 = z(z +1) > 0.

Dukaz: Méjme libovolné realné ¢islo x a predpokladejme, ze plati x > 0 a také x(z + 1) < 0 (negace zavéru).
Nerovnost miizeme vydélit kladnym ¢islem z na obou stranach a ona porad zistane platna, mame tedy z+1 < 0.
Spojenim nerovnosti x + 1 < 0 < x dostaneme = + 1 < x neboli 1 < 0, coz je spor. Dtikaz je hotov.

U

Pro dalsi ukazku nepfimého dikazu a diikkazu sporem viz dikaz Faktu 2a.3 a poznadmky za nim. Tim jsme
probrali hlavni metody dtkazu.

S 1b.5 Jak vytvaret dukazy
Na vytvareni dikazi zadny algoritmus ¢i navod neni, vzdy je to otazka inspirace a hlavné zkuSenosti a znalosti.
Spis nez klasickému feseni prikladt se to podobéa feseni hadanek ¢ hlavolamt. Zminime zde nékolik zasad, které
by mohly pomoci navést ¢tenare na spravnou cestu, kdyz se dostane do problémi.

1. Vzdy si nejprve dobie rozmyslete, s ¢im vlastné dokazované tvrzeni pracuje. Nékdy je to jasné, nékdy to chce
trochu premysleni. Jestlize médme dokazovat napiiklad prostotu zobrazeni ¢i rovnost obycejnych mnozin, pak je to
veelku jasné, pracujeme se zobrazenimi ¢i mnozinami. Co kdyz ale mame dokazat napiiklad inkluzi P(A) C P(B)?
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Pak nemame Sanci uspét, dokud si nerozmyslime, ze P(A) je mnozina, jejiz prvky jsou zase mnoZiny, jmenovité
podmnoziny A. Takze kdyz napiSeme = € P(A), tak to = vlastné spliuje x C A.

Mluvi-li dokazované tvrzeni o FeSeni rekurentni rovnice, co to vlastné feseni je, jaky matematicky objekt? I zde je
mala Sance, ze se dlikaz povede, pokud ndm neni jasné, zZe timto objektem je posloupnost cisel, ktera po dosazeni
do rovnice da pravdivy vyraz.

Podobné kdyz mame dokazat néjakou vlastnost dané relace, tak si musime rozmyslet, jak s ni budeme pracovat.

Je mozné pracovat s pojmem platnosti ¢i neplatnosti Ry, je ale také mozné pracovat s relaci jako s mnozinou R
dvojic a pouzivat mnozinové operace, jejichz vyznam je pak také tieba si rozmyslet. Kazdy z téchto pfistupt ma
své slabiny i vyhody, je tfeba se pro jeden rozhodnout.
2. Dalsi dilezita véc je si pfesné vyjasnit, co se vlastné dokazuje. Kdyz dokazujeme indukci, je tieba si nejprve
presné fict, jak vypada vyrok V(n) a pak se toho drzet. Vyplati se si takovéto véci napsat, mozek lépe pracuje
s tim, co vidi o¢ima. Viibec je dobré si své tivahy nékde bokem értat. Casto se stane, ze ¢lovék v myslenkach
dojde do urcitého bodu a nevi, jak dal. Kdyz si ten bod napiSe, obc¢as najednou zjisti, ze je to dal vlastné snadné.
Pracovat s pojmy v hlavé je pro méné zkuseného velice obtizné a omezuje to moznosti.

Je dobré si v pribéhu dokazovani cas od ¢asu obcerstvit, co se vlastné chce dokézat, protoze nékdy clovéka
myslenky svedou jinam. Vyplati se tedy opravdu si to hlavni napsat a obcas se na to podivat.

3. Vétsinou se vyplaci pristupovat k dokazovani strukturované a zac¢inat od zakladi, nenechat se ohromit piipadnou
komplikovanosti zadani. Mame dokézat, ze P(A) C P(B)? Af uz jsou ty mnoziny sebekomplikovanéjsi, inkluze
se déla vzdy stejné, pfes prvky, takze si to napiSme: Chceme ukézat, ze x € P(A) — z € P(B). Hned mame
napovédu, na co se zamérit.

Chceme ukézat, ze néjaké T je prosté? Zase zacneme od zakladil, napiSseme si definici prostoty a vidime, co je

tfeba udélat. Podobné kdyz mame dokazat néjakou vlastnost relace atd atd. Ztracime se v indukci? Za¢néme od
zékladd. Krok (1) chce dokdzat pro libovolné n > ng vyrok V(n) = V(n+1). Co to vlasné je? Dosadime za V'
do doty¢né implikace a hned méame napovédu.
4. Udélejte si poradek v tom, jakou roli jednotlivé faktiky objevujici se v problému hraji. Nékteré jsou dany jiz v
zadani jako néco, co je mozné pouzit. Nékteré se v pribéhu dikazu takovym predpokladem stanou, bud z logiky
dtkazu (kdyz tfeba dokazujeme implikaci p = ¢, tak za¢neme predpokladem, Ze p plati, je to tedy dalsi fakt,
ktery je mozné pouzit), nebo tieba proto, Ze jsme jiz to ¢i ono uspésné dokazali. Dalsi faktiky jsou tu naopak od
toho, abychom je dokéazali.

Je opravdu dtlezité v tom mit jasno, opét ¢asto pomiize si to prehledné napsat. Pokud méate nutkani néco pfi
dokazovani pouzit, tak si ovéite, jestli je uz to v kategorii ,mam dano, mohu pouzit“, castou chybou je totiz
pouzivat v dikazu to, co se vlastné mé dokazovat. Takovy dikaz je pak samoziejmé Spatné. Naopak pokud se
stane, ze se zadrhnete, pak se vyplati podivat na seznam véci, které jsou k dispozici jako predpoklady. Pouzili
uz jsme vsSechno nebo je tam jesté néco, co jsme nevyuzili? Tato jednoduché véc ¢asto vyrazné napovi. Pokud
napisSete diikaz a nepouzijete v ném vsSechny predpoklady, tak to je vétsinou znameni, Ze je nékde chyba.

5. Poté, co diikaz dopisSete, se na néj trochu z odstupu podivejte, jakou méa strukturu. Plyne spravnym smérem?
Pokud po ptl strance vypoctu vitézoslavné podtrhnete 1 = 1, tak je to skoro urcité Spatné, protoze toto jste
dozajista dokazovat nechtéli. Tim se ovSem dostavame k tématu dalsi sekce, tak s radami skoncime.

1b.6 O jedné oblibené chybé

Predstavme si studenta-zacatecnika, ktery se snazi dokédzat, ze pro n € N plati > 1. S vysokou pravdé-
podobnosti student zac¢ne zadanou nerovnost upravovat, dokud se nedostane k nécemu pravdivému, naptiklad
takto:

n+1
n

n+1
o>l
n+1l>n
1>0.
n+1

Nacez prohlasi ,coz plati a mysli si, Ze m& hotovo. A nema. Toto totiz ani ndhodou nedokazuje, ze *= > 1.
Proc¢? Kdyby to byl opravdu dikaz, pak by fungovalo i toto:

13 =23
13-18=23 -18
—5=5
(_5)2:52

25=125
0=
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Je nicméné zjevné, ze 13 = 23 neni pravda, tudiz tento postup nemuize byt dikazem. Kde je chyba? Rozhodné ne
v samotnych krocich, ty jsou vSechny korektni. Problém je v tom, ze dikaz vede $patnym smérem. Student totiz
dokézal nasledujici tvrzeni:

mtl > ] = 1>0,
¢ili jsme ukazali, ze pokud plati néco, co vlastné chceme zkoumat, tak pak plati i 1 > 0. Jenze my nechceme
dokazovat, ze 1 > 0, to uz vime. My naopak potiebujeme ukazat, ze plati predpoklad, to ale z oné implikace
nedostaneme, jak uz jsme si rozmysleli v predchozi ¢asti.

Nam by pomohla opa¢né implikace, od zndmého k nezndmému: 1 > 0 —
pfedchozi postup obratime.

"TH > 1. Ten dostaneme, kdyz
1>0
n+1l>n
ntl > .
Vsechny provedené upravy jsou korektni, jde tedy o spravny diikkaz, dostal nas od znamého k zaddanému.
U druhého prikladu se pravé toto nepovede. Dokazeme se dostat na pil cesty,

0=0
25 =25
(_5)2 = 527

ale odebrat mocninu z rovnosti neni mozné, tam se pokus o obraceny chod pokazi. MtzZeme zkusit obé strany
odmocnit (to je korentni tprava), dostaneme +/(—5)2 = v/52 neboli | — 5| = |5|, coz dava 5 = 5 namisto toho, co
bychom pottebovali.

Kupodivu se onen nespravny postup ,,od konce* ¢asto vida. Pro¢ tomu tak je? Pro méné zkuseného neni snadné
najit ten spravny postup. Jak vlastné ¢lovék prijde na to, ze mé zacit zrovna nerovnosti 1 > 0, aby se dostal
k ”TH > 17 Jak pak prijde na to, kterymi tpravami se tam dostat? Onen ,Spatny postup“ na tyto otazky umi
odpovédeét, coz je od néj pékné. Jen si musime byt védomi toho, ze to ditkaz neni, je to prosté jen takova pomocna
¢maranice, kterou jsme si udélali nékde bokem. Pak ale musime napsat ,, Diikaz:“ a znovu to prepsat, tentokrate v
opacném poradi, a pfitom si kontrolovat, ze opravdu vSechny kroky lze obratit. Pokud to vzdy vyjde, dostaneme
korektni dikaz.

Presto bych doporudil se pokud mozno tomuto postupu vyhybat, a to z nékolika divodt. Za prvé, je zbytecné
dlouhy, ¢asto jednu stranu (ne)rovnosti viibec neupravujeme a jen ji opisujeme (viz ptiklad nize). Za druhé, tento
postup nas nuti omezit se jen na ekvivalentni tpravy, diky ¢emuz nam jsou né€které uzitecné triky odepfeny - to
se tyka zejména dikazi nerovnosti, které jsou pfi tomto postupu pro zacatecnika vylozené zradné, viz poznamka
na konci. Jak tedy vypadéa doporucovany postup?

Zacne se vyrazem na jedné strané (ne)rovnosti a pomoci tiprav se postupné fetézcem rovnosti ¢i nerovnosti dojde

k cilovému vyrazu na pravé strané.
(k—1)%+4k
(k+1)2

Jako piiklad si dokdzeme, Ze pro viechna k € N plati + 7 = 5. Obvykle byva lepsi zacit tou

slozitou stranou, zkusime ji co nejvice zjednodusit.
(k—12+4k k-1 K —2k+1+4k k-1 K +2k+1 1 1 k+1

(k+1)2 R e TR | +k(k—1)_k2+2k+1+k Tx k
Tim je dtkaz hotov, vyraz nalevo se opravdu rovné vyrazu aplné napravo. Tento postup je vyrazné kratsi, nez
kdybychom pouzili metodu postupného upravovani, protoze tam bychom jen opisovali pravou stranu a pak to
Zkusenéjsi student vétsinou u jednodussich rovnosti a nerovnosti dokéze odhadnout, jak s tou jednou stranou
cvicit, aby z toho vznikla strana druhé. Opravdu tento postup doporucujeme. U nerovnosti si jesté potfebujeme
pohlidat, aby vsechny kroky vedly na stejnou stranu: Napriklad z fetézce a < b= c < d < e = f dostavame a < f,
ale z a < b= ¢ > d neplyne o vztahu mezi a a d nic.

vvvvvv

matematikovi. Pak pfijde vhod onen postup ,,od konce“, jen si je tfeba pamatovat, ze to neni ditkaz. Ten vznikne
teprve tehdy, kdyZ se to prepiSe ve spravném sméru neboli provede zpétny chod. Nékdy se Cas Setii tim, Ze se za
ten ,Spatny“ postup napise véta typu ,,Protoze vsechny provedené operace jsou ekvivalentni a postup lze obratit,
zaddand (ne)rovnost je dokdzana.“ Je to ale nouzovka, nedoporucujeme to.

Tyto rady maji mnohem obecnéjsi platnost nez jen u diikazi (ne)rovnosti. Piestavme si, Zze se snazime ukazat,
ze 7z vyroku p plyne vyrok z. ZkousSime piimy diikaz a pomoci iivah se pres mezikroky dostaneme k vyroku u, ale
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nevime, jak dal: p — ¢ — --- — u. Pak nékdy stoji za pokus si vyjit vstfic z cile a najit cestu z -y — --- — u.
Tim doslo k propojeni, ale diikaz to neni, coz je pékné vidét na obrazku:

PG> U Y 2

Abychom dostali platny dukaz, je tfeba ovérit, ze vsechny kroky pri postupu od konce jsou ekvivalentni, takze lze
udélat i zpétny chod. Dostavame pak fetézec tvah

PG> UL Y 2,
ktery jiz dava pfimy dtkaz p — --+ — u — - -+ — 2. Pro piiklad se podivejte tfeba na cviceni 5a.7 (ii).

Tim v zasadé konci tato kapitola. Pokud si chce ¢tenar udélat jasno v korektnich a ekvivalentnich upravach a
problémech s dtikazy zpétnym chodem, pfidavame dalsi detaily v kapitole 14.
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