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2. Teorie mnozin

Aby mohla matematika pomoci s popisem svéta, musi mit struktury, které umozni zachytit rizné aspekty toho, co
zkouma. V této kapitole si uvedeme ty tplné zédkladni pojmy. Pojem mnoziny ndm zhruba feceno umozni zachytit
situaci, kdy néco mame (popfipadé nemame). K vystizeni situace, kdy s nasimi objekty néco provadime (ubirdme,
sesypavame atd.) si zavedeme zndmé operace jako prunik, sjednoceni a podobné. Po zevrubném prozkoumani svéta
mnozin si zavedeme dalsi zdsadni pojem, zobrazeni.

Mnohé, mozna vétsinu véci z této kapitoly jiz student nejspise nékdy potkal. Vyuzijeme proto této situace
k prvnimu vaznéjsimu ponoru do svéta matematiky. Predstavime ctenafi, jak se vytvari matematické teorie,
procvic¢ime si diikazy a zkusime také rozsifit rozsah nasi predstavivosti. Diky tomu, ze mnohd témata ¢tenaf zné,
bude se moci vice vénovat vnimani matematického jazyka a postupt.

S Tato kapitola zacina zakladnimi vécmi, ale paradoxné pravé u téch méa ¢tenar nékdy s dikazy problém, zejména
pokud je tento zptsob mysleni pro néj novy. Pro ¢tenafe, ktery se na to neciti, je proto nasim doporucenim ¢ist
tuto kapitolu spiS po povrchu, soustfedit se na pochopeni dilezitych myslenek a uceni matematického jazyka,
poptipadé si jen zlehka ¢ist v lehkych dikazech oznacovanych jako rutinni, popr. poucné. Pro vniknuti do umeéni
dtikazu jsou nejlepsi situace, kdy se pracuje s konkrétnéjsimi objekty, tfeba diikaz prostoty néjakého zobrazeni
(viz kapitola 2b) ¢i dokazovani vlastnosti konkrétnich relaci (kapitola 3b). Az bude mit ¢tenaf pocit, ze uz si s
dikazy docela rozumi, mize se k této kapitole zase vratit a precist ji dtikladnéji.

2a. Mnoziny

Pro kazdého matematika predstavuji mnoziny jeden ze zékladnich vyjadfovacich prostfedkt. Teorie mnozin je
ale zaroven samostatny obor matematiky, ktery studuje jeji zaklady, na kterych pak stoji ostatni matematické
obory. Tuto hlubokou teorii zde délat nebudeme, zaméfime se na zkoumani mnozin na spotfebni trovni.

Zakladnim terminem je mnozina, ale pravé proto, ze nam chybi ty hluboké zaklady, tak si nebudeme schopni
presné specifikovat, co to vlastné je. Proto si namisto formalni definice jen tak néco povime.

MnozZina je neusporddany soubor objekti, které jsou presné specifikovany. Tyto objekty se nazyvaji prvky
dané mnoziny. Mnozina je témito objekty jednozna¢né dana, jinymi slovy, pokud maji dvé mnoziny stejné prvky,
pak je to tatdz mnozina.

By a set we mean an arbitrary collection of objects (called its elements).

Pokud jste to dobfe pochopili (zejména to o shodnosti mnozin), tak uz vas nasledujici véc nepiekvapi:

Piiklad 2a.a: Mnozina {b,a,a} je stejnd jako mnozina {b,a}, popfipadé mnozina {a,b}, protoze maji stejné
prvky. Jestlize se vas tedy nékdo zeptd, kolik prvkti m4 mnozZina s péti ¢ervenymi kolecky, pak odpovéd je jeden,
leda ze by kazdé to kolecko bylo néjak jiné.

A

Znaceni. Méjme mnoziny A, B. Znaceni a € A znamend, Ze objekt a je prvkem mnoziny A, naopak a ¢ A
znamena, ze objekt a neni prvkem mnoziny A. Znaceni A = B znamenad, Ze jde o shodné mnoziny, naopak A # B
znamena, ze mnoziny shodné nejsou, tedy nemaji stejné prvky.

Mnoziny tradi¢né znac¢ime velkymi pismeny anglické abecedy, jejich prvky malymi, pokud je to rozumné mozné.
Pro¢ by to nemuselo byt mozné? Napiiklad A = {1,2} je mnozina, B = {13,23} je mnozina, ale lze z nich vytvorit
dalsi mnozinu: M = {{1,2}, {13,23}}. Mnozina M tedy ma dva prvky, A a B, coz jsou také mnoziny a uz jsme
je méli zapsané velkymi pismeny. A M jesté muze byt stréeno do dalsi mnoziny, nejde o nic vyjimecného.

Mnoziny je mozno zadat riznymi zptsoby. Dva populérni jsou vycétem prvku, tieba M = {1,13,a,¢}, nebo
znacenim zvanym anglicky ,set builder”, kdy se nejprve odvolame na néjakou véts$i zndmou mnozinu (universum)
a pak uvedeme, které prvky z tohoto universa patfi do nasi mnoziny. Naptiklad mnozina vSech sudych pfirozenych
Cisel se zapise M = {x € N; z sudé}.

Cimz se dostdvame k nejznaméj$im universtim, coz jsou

e prirozena ¢isla N = {1,2,3,...}; (natural numbers)

e celd ¢isla Z ={0,1,—-1,2,-2,3,... }; (integers)

e racionalni disla Q = {g; peZANqgeN }; (rational numbers)
e redlna ¢isla R. (real numbers)

Pouzivaji se i riizné modifikatory, malé plus ¢i minus omezuje znaménko, tedy tieba
Zt={n€Z; n>0}=Né& Q" ={z € Q; = > 0} nebo naopak R~ = {z € R; = < 0},
mal4 nula pfida nulu, tfeba Ng = {0,1,2,3,...} nebo Ry = {z € R; = > 0}.
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Nas budou zajimat hlavné prvni dvé mnoziny, protoze diskrétni matematika v nich travi vétsinu casu. Naopak
prakticky nebudeme pracovat s R, o par kapitol dale uvidime, Ze téchto ¢isel je prosté prilis na to, aby je diskrétni
matematika zvladla.

Velice diilezitou mnozinou je prazdnd mnozina ¢ili mnozina bez prvki, ) = {}.

Poznamka: Udélame si malou exkurzi pro pokroé¢ilé a zvédavé. Intuitivni pifedstava mnozin byva takové, Ze
si vymyslime néjakou vlastnost p a ptame se, pro které objekty je splnéna. Pro usnadnéni zapisu budeme psat
P(z), pokud objekt x tuto vlastnost spliiuje. KdyZ shromézdime v8echny objekty, které ji spliiuji, dostaneme
mnozinu, zapsalo by se to {z; P(z)}.

Ted piekvapeni: Tohle nefunguje, i kdyz je to pfirozena piedstava a prvni teorie mnozin (za kterou dékujeme
Cantorovi, cca polovina 19. stoleti) byla takto vystavéna. BohuZel se na prelomu 19. a 20. stoleti ukazalo, Ze to

Zacéneme timto: Existuji mnoziny, které jsou svymi vlastnimi prvky. Rozhodné to zni silené a da velkou ndmahu
si néjakou takovou predstavit, ale jde to. Tteba takto: Uvazujme vlastnost mit nekoneéné mnoho prvki (pfesna
definice nekonecnosti ptijde, ale snad mame néjakou predstavu uz ted). Pokud by naSe intuitivni pfedstava o
mnozinach byla spravna, tak bychom pomoci této vlastnosti méli ziskat mnozinu M vSech mnozin, které jsou
nekonecné. Prazdné nebude, tfeba N € M nebo R € M. A ted to ptijde: Toto M samotné méa nekoneéné mnoho
prvki, protoze urcité vymyslime nekone¢né mnoho nekonecné velkych mnozin, staéi tieba vzit N a postupné
odebirat 1, 2, 3, ..., vznikaji tak rtizné nekoneéné mnoziny a vSechny jsou v M. Proto podle definice M € M,
mnozina je svym vlastnim prvkem. Takze stat se to miize. Ted jsme p¥ipraveni na to hlavni.

Definujme mnozinu A jako mnozinu vSech mnozin, které nejsou svymi vlastnimi prvky, nasim zépisem tedy
A={M; M ¢ M}. Ta ur¢ité obsahuje spoustu objekt, v zdsadé vétsinu mnozin, které si bézné predstavujeme,
tfeba mnozina {13,14} urcité neni svym prvkem a tudiz lezi v A. Co plati o mnoziné A? Kdyby byla svym
vlastnim prvkem, tedy A € A, pak by nespliiovala podminku z definice, proto by muselo platit A ¢ A. Pak ale
podminku z definice splni, proto A € A, pak ale ... Neni tedy mozné rozhodnout, zda A patii do A, coZ je pro
teorii mnozin smrtici. Je to tzv. paradox, je z podobné 1ihné jako ten o panovi, co prohlasi ,,Ja ted 1zu“.

Bylo tedy nutno pfepracovat teorii mnozin, jmenovité zménit zpiisob, kterym se mnoziny tvofi, aby se tim
zakazaly urcité neprijemnosti. To se povedlo a uz néjakych sto let mame uznavanou teorii mnozin, ktera témito
problémy netrpi. Zakladni finta je v tom, Ze se zakaZe tvorit mnoziny pomoci vlastnosti jen tak z niceho, vzdy
se musi pomoci vlastnosti vybirat z jiz existujici mnoziny. P¥i praci s mnozinami se tedy obvykle pohybujeme
v rdmci néjaké ohromné mnoziny U zvané universum, zvolené tak, aby ndm v ni nic nechybélo. Z jejich prvki
pak tvofime nové mnoziny povédomym zptisobem: Vymyslime podminku P, ktera se vztahuje k prvkiim z U, a
definujeme M = {z € U; P(x)}. Da se ukazat, ze kdyz tvofime mnoziny takto, tak uz paradoxy nelze vyrobit.

Jsou tam jesté dalsi komplikace, ale zde to budeme ispésné ignorovat. Ukazuje se totiz, ze problémy vyvstavaji,
jen kdyz se ¢loveék v mnozinéch hrabe trochu hloubéji, pfi bézné ,spotfebni“ praci se na paradoxy nenarazi.
Spousta lidi si proto vystaci s tou intuitivni predstavou, kterou jsme tuto kapitolu zacali, k& se tomu naivni
teorie mnozin a my se s ni spokojime také.

A

Je Cas predstavit si prvni definici. Pfipominame, Ze tradi¢né se definice pisi jako implikace, ale mini se ekvivalence
(viz tvodni kapitola o logice).

Definice.

Necht A, B jsou mnoziny. Rekneme, ze A je podmnoZina B, znaceno A C B, jestlize jsou vSechny prvky A
také prvky B.

Rekneme, ze A je vlastni podmnoZina B, jestlize A C B, ale A # B.

Vztahu byti podmnozinou fikdme inkluze.

We say that a set A is a subset of a set B, denoted A C B, if all elements of A are also elements of B.
We say that A is a proper subset of B if A C B but A # B.

Definice inkluze formalné: A C B <= [Va € A: a € B|.

Na tento zpusob zapisu byste si méli pomalu zacit zvykat. Pokud si jesté nerozumite s kvantifikatory, kouknéte
do prvni kapitoly.

Néktefi autofi znac¢i vlastnost byti vlastni podmnozinou jako A C B. M4 to ale problém, protoze jini autori
pouzivaji z lenosti A C B pro béznou vlastnost inkluze (dokonce nékdy i ja, ale ne v této knize, na to jsem si
dal pozor). Ve vyznamu znaéeni C je tedy zmatek, proto jej tady zavadét nebudeme a spokojime se se znacenim
A C B, kterému rozumi vsichni stejné.
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Kdyz matematici zavedou novy pojem ¢i vlastnost, tak hned zac¢nou premyslet, jak funguji a jak se chovaji. V
jistém smyslu se da fici, ze toto je jednou z hlavnich naplni matematiky: Dozvidat se co nejvice o ruznych pojmech.
Pojmy se totiz definuji, protoze se zdaji uziteéné, a kdyz zname jejich vlastnosti, tak nam to pomuze pii praci s
nimi, tak jako vam naptiklad pii praci s algebraickymi vyrazy poméha znalost riznych identit a pravidel (tfeba
ze se d& kratit ve zlomku). Praktickym vystupem takovych znalosti pak jsou rizné metody na feseni problémti.

Zacneme nécim snadnym.

Fakt 2a.1.

Necht A je libovolnd mnozina. Pak plati nasledujici:
(i) A C A4;

(ii) 0 C A.

Ted si ukédzeme nas prvni diikkaz, proto bude ponékud podrobnéjsi.

Dukaz (rutinni, pouény): Normalné by se tento dukaz skladal ze slov ,je to trividlni“. UkaZeme, pro¢ je to tak
lehké.

(i): Pro kazdou mnozinu A mame dokazat tvrzeni A C A.

Vezméme si tedy néjakou libovolnou mnozinu A. O této mnoziné musime dokéazat, ze A C A, coz podle definice
znamend Va € A: a € A. Jinymi slovy, kdyZ si z ni vezmeme libovolny prvek a (viz ten kvantifikator Va), tak je
v A. To je ale trividlné pravda, vSechno z A je v A, tudiz je dikaz hotov.

Zajimavy alternativni pohled na véc: To, co od A chceme, se d& prepsat do tvaru implikace:

Pro libovolny objekt = plati: t € A — =z € A.

Ptelozeno do slov, jestlize je x z A, tak je z A. Tato implikace je samoziejmé pravdiva. Obecné se da dokazat
(tFeba pravdivostni tabulkou, viz kapitola 1), Ze implikace p = p je vzdy pravdiva.

Pro libovolnou mnozinu A jsme tedy dokézali (aniz bychom védéli, jak vypada), ze A C A.

(ii): Necht A je libovoln4d mnoZina. Ted mame dokazat, ze ) C A, podle definice tedy chceme Vz € 0): z € A,
coz lze jesté presnéji vyjadiit slovy Va: z € ) = x € A. V kapitole 1a jsme vidéli, ze takové tvrzeni je pravdivé
vzdy, diikkaz je hotov.

L]

S Poznamka: Nebyly to typické dukazy, prvni byl trividlni a druhy netypicky, protoze vlastné jeho podstata

nebyla v praci s mnozinami, ale ve fungovani logiky. Snadno se stane, ze student ma néco dokézat, ale nevidi, co
vlastné pfesné je tfeba udélat. Velice ¢asto pomuze nesnazit se rovnou psat ditkaz, ale nejprve si vyjasnit, jaka je
vlastné situace. V typickém pripadé se podivime na to, co mame dokazat a co mame k dispozici, a snazime se to
vyjadiit jinak. Casto pouzivame definice, jak jsme to udélali vyse, nékdy uz tfeba mame za sebou néjakou teorii,
kterd nadm dovoli zkoumané vlastnosti vyjadrit pomoci jinych, o kterych uz néco vime.

Nékdy staci jen formalni iprava k tomu, aby nas mozek nahle uvidél, jak véci udélat. Proto kdyz se zadrhneme,
tak se mize vyplatit, kdyz si néjaky fakt zapiSeme jinak. Napiiklad to, Ze objekt a neni v jisté mnoziné A, lze
zapsat a ¢ A, ~(a € A) & dokonce a € A. MiiZe se stat, Ze jedno z téch vyjadieni vylozené zapadne do situace,
zatimco ostatni by pripadny dtkaz jen komplikovaly.

Nasledujici vyrok ma velice piijemny dtkaz, pfirozeny a snadny. Pokud chce student nékde s diikkazy zaéit, toto
muze byt to spravné misto.

A

Fakt 2a.2.
Necht A, B, C jsou mnoziny. Jestlize AC Ba BCC, pak ACC.

Dukaz (rutinni, pouény): Vyrok ma platit pro vSechny trojice mnozin, proto si vezmeme libovolné mnoziny
A, B,C a chceme pro né ukazat pravdivost implikace
(ACBABCC(C) = ACC.

Jako obvykle pfi ditkazu implikace za¢neme tim, ze povazujeme jeji predpoklad za pravdivy, a musime ukazat,
ze pak uz bezpodmineéné dojdeme k zavéru (viz kapitola 1b). V tomto pfipadé tedy pfedpoklddame, Ze plati
logicka konjunkce A C B A B C (', coZ znamena, Ze plati obé ¢asti, A C B i B C C. Musime ukézat, Ze pak
také nutné plati A C C'. Podle definice inkluze to znamend, %e musime ukézat, Ze pro libovolny prvek a € A
platii a € C. Dejme se do toho.

Necht a € A je libovolné. Podle naseho predpokladu, ze A C B, pak také (podle definice inkluze) a € B. Z

toho podle predpokladu B C C' a definice inkluze zase dostaneme a € C' a dikaz je hotov.
L]
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! Poznamka o dokazovani: I tento dikaz by se v ,normalni“ knize odbyl slovem ,trivialni“, my jsme si na
ném zopakovali logickou spojku ,,a“ a pripomeneme si zaklady dokazovani. Nejprve jsme si analyzou rozebrali, co
vlastné mame délat: Ukdzat a € A = a € C. To jsme provedli pfimym dikazem ve dvou krocich

a€EA = a€eB = acC.

Kazdy z téchto éasteénych kroki byl peclivé odivodnén odvolavkou bud na néjaky jiz akceptovany fakt (zde
definici vlastnosti byti podmnozinou) nebo na néjaky predpoklad, ktery jsme v té chvili povazovali za platny. U
dtikazu pokrocilejsich tvrzeni se casto také odvolavame na jiz dokdzana tvrzeni. V tom je podstata matematiky,
pokazdé, kdyz néco fikame, tak to musime mit podepieno. V bézné psanych diikkazech se ovSem detailni odvolavky
vynechévaji, protoze se predpokladé, Ze si ty samoziejméjsi dokaze ¢tenai sdm domyslet, komentuji se jen kritické
»proto, | tudiz“ a podobné, je to dobry trénink. Az budete vy psat ditkkaz na pisemce, tak je lepsi ta odivodnéni
napsat, jednak abyste si Splhli a ukézali, Zze vite, co délate, druhak protoze hlavné pro zacatecnika je obtizné
odhadnout, co se d& coby jasné vynechat.

A

Fakt 2a.3.
Necht A, B jsou mnoziny. Pak A = B pravé tehdy, kdyz A C B a B C A.

Toto je zrovna jedna z véci, které asi ¢tenafi prijdou naprosto jasné, a pravé proto patrné nevi presné, jak tohle
vlastné dokazat. Budeme néasledovat vyse zminéné rady a zaéneme od zédkladd, nejprve si vyjasnime strukturu
problému a pak si jednotliva tvrzeni prelozime do reci jednodussich pojmi.

Dukaz (rutinni): Vezméme dvé libovolné mnoziny A a B. Tvrzeni, které o nich mame dokézat, je ekvivalence,
coz je totéz jako dvé implikace, tam i zpét. Mame tedy ukéazat, Ze z faktu nalevo plyne fakt napravo a také
naopak.

1) =: Predpokladejme, ze A = B, coz znamend, ze tyto dvé mnoziny maji stejné prvky.

la) Ukazeme, ze pak A C B. Podle definice tedy mame ukézat, ze Va € A: a € B. Necht je a € A libovolné.
Protoze A = B, maji tyto mnozZiny stejné prvky, tudiz ¢ € A znamena také a € B a je to hotovo.

1b) Ukazeme, ze pak i B C A. Vzhledem k symetrii situace pujde vlastné o stejny dikaz, jen se prohodi
pismenka. Normélné bychom tedy v takové situaci napsali: ,dikaz B C A je obdobny.“ V ramci tréninku to
zkusime napsat: Necht b je libovolny prvek z B. Protoze A a B maji stejné prvky, pak také b € A. Hotovo.

2) <=: Predpokladejme, 7e A C B a B C A. Potfebujeme dokazat, ze pak A = B.

To je ale jasné. Vsechny prvky z A jsou diky A C B i v B a naopak vSechny prvky z B jsou diky BC Aiv
A. Mnoziny tedy maji shodné prvky. Dtkaz je hotov.

L]

Yy

dva dtikazy tohoto faktu v néasledujici poznamce.

S 2a.4 Poznamka: VyzkouSime si na implikaci
(ACBABCA) = A=B
nepfimy dikaz (viz kapitola 1b). Jinymi slovy, budeme chtit dokazat jeji obménu
~(A=B) = -(ACBABCA),
coz se prepise pomoci de Morganovych zakonu (viz kapitola 1a) jako
A#B = [-(AC B)V~(BCA). (%)
Ted tuto implikaci dokdZeme.

Dukaz: Pfedpokladejme tedy, ze A # B. Rovnost mnozin je definovana pfes obecny kvantifikdtor (vSechny
jejich prvky jsou sdileny). Jeji negaci je tedy tvrzeni, Ze existuje prvek, ktery neni sdilen (viz negace kvantifi-
katort v kapitole 1a). Na§ predpoklad A # B tedy tik4, Ze existuje néjaky prvek z, ktery je v jedné z téchto
mnozin ale ne v druhé. Jsou dvé moznosti:

1) Jedna moznost je, ze © € A, ale x ¢ B. To zapiSeme jako Jx € A: z ¢ B, coZ podle pravé probranych
pravidel znamena

dJre A:—(x € B) H —~(Vx € A: z € B).

Receno ¢esky, neni pravda, ze viechny prvky z A jsou v B. To je negace vlastnosti A C B, ¢ili A nemiize byt
podmnozinou B. Protoze plati =(A C B), plati i disjunkce =(A C B) V =(B C A) (pro jeji pravdivost staci,
aby byla splnéna nékterd ze slozek). Pokud tedy nastane situace x € A ale x ¢ B, pak je kyzena implikace ()
dokézana.
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2) Druhé moznost je, ze x € B, ale x ¢ A. Stejnym argumentem jako v 1) pak ukézeme, Ze neplati B C A a
tudiz i v tomto pfipadé je ona implikace (x) pravdivé.
Zédny jiny pifpad uz neni mozny, takZe dokazované implikace (obména) plati.

U

Vsimnéte si, ze se nam diukaz rozvétvil na dvé moznosti. To se stava, je pak ale dilezité v takové situaci probrat
uplné vSechny moznosti a pokazdé dojit ke spravnému zavéru, popripadé ukazat, Ze ta ¢i ona moznost v dané
situaci vlastné nemuze nastat. Anglicky se tomuto iké ,exhaustion argument* neboli , dtikaz vyCerpanim*, mysli
se tim vSech moznosti, ale casto také ¢tenaie a neziidka i autora.

Vyraznou tsporou miize byt, pokud jsou nékteré situace obdobné a jejich ptipady by se Tesily stejné, zejména
uziteCna je symetrie, naptiklad v nasem dtkazu se daji A a B zaménit. V béznych dikazech se to vyuzije tak, ze
si prosté jednu z moznosti vybereme, musi se to ale spravné oduvodnit. Hned si to ukazeme.

Treti rozsiteny typ dikazu implikace je ditkaz sporem (viz kapitola 1b), pfipomeneme si jej opét na nasi oblibené
implikaci (AC BABC A) — A= B.

Dukaz: Predpoklidejme tedy, Ze plati jeji predpoklady A C B a B C A, ale neplati zavér A = B. To znamena,
7e existuje néjaky bod x takovy, Ze je v jedné mnoziné a neni v druhé. ProtoZe je situace symetricka, mizeme
predpokladat, 7ze x € A a © ¢ B. OvSem z pfedpokladti © € A a A C B také plyne, ze © € B. Prvek = tedy
zaroven spliuje ¢ B a x € B, coz je ve sporu. Ditkaz implikace je hotov.

U

Tim konc¢ime s diikazy, které byly sice vétsinou lehké, ale ukazovali jsme si na nich podrobné rtizné triky. Dalsi

N 4

JAN

Definice.
Necht A je mnozina. Definujeme potenéni mnozinu A, znaceno P(A), jako mnozinu vSech podmnozin A.

Priklad 2a.b: Jestlize A = {a, b}, pak P(A) = {0, {a}, {b}, {a,b}}.
A

Jako rozcvicku si ukdzeme jednu vlastnost, ktera je z matematického hlediska trivialni, ale dikaz mtze byt pro
zacatecnika ponékud drsny.

Fakt 2a.5.
Necht A, B jsou mnoziny. Jestlize A C B, pak P(A) C P(B).

Dukaz (rutinni): Pfedpokladejme, Ze mame libovolné mnoziny A, B spliiujici A C B. Potfebujeme ukazat, ze
P(A) C P(B), coz podle definice znamena, ze Ym € P(A): m € P(B).

Zde je zésadni si rozmyslet, s jakymi objekty vlastné pracujeme. Co jsou to ty m vyse? P(A) je mnozina
v8ech podmnozin A, takze m € P(A) je vlastné néjakd podmnozina A. S timto objektem tedy nékdy pracujeme
jako s prvkem (kdyz mluvime o P(A) a P(B)) a jindy jako s mnozinou (kdyz se budeme pohybovat v A, B).
Pro zacatecnika to mtze byt zmatecné, ale diikaz je vlastné snadny, kdyz si v tom ¢lovék udéla v hlavé trochu
potradek, pravé tak, jak jsme si to ted rozmysleli. Je ¢as na dikaz.

Vezméme tedy libovolny prvek m z P(A). Podle definice P(A) je m podmnozinou A, ale méme také pfedpo-
klad A C B, tudiz podle Faktu 2a.3 je m C B. Proto podle definice P(B) plati m € P(B) a dikaz je hotov.

L]

Obvykle pracujeme s vice mnozinami a vSechny jsou schovany uprostied jedné velké mmnoziny, universa U, ze
kterého pii své praci nevyskocime. V ramci tohoto universa pak mnoziny vselijak kombinujeme ¢i vytvarime
nové. Asi kazdy ¢tenar se jiz potkal se sjednocenim mnozin (sesypeme vSechny jejich prvky do jednoho pytlicku),
prunikem (to, co je mnozindm spole¢né) a doplitkem (vSechny prvky mimo). Ted si ukdzeme formalni definice,
¢tenat uz by je mél byt schopen plynule ¢ist a prekladat si je do srozumitelné predstavy.

Definice.
Necht A je mnozina v néjakém universu U. Definujem jeji doplnék vzhledem k U jako

A=A={zeU; z ¢ A}

Let A be a set in a universe U. We define its complement (with respect to U) as the set A° = A of all
elements of U that are not in A.
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Definice.
Necht A, B jsou mnoziny v néjakém universu U. Definujeme jejich
sjednoceni: AUB={zxe€U; x € AVx € B};

prunik: ANB={zecU; r€ ANz € B}
rozdil ¢i doplnék B v A: A—B={zxeU; z€ ANz ¢ B},
kartézsky soucdin: A x B={(a,b); a € ANbe B}, zde (a,b) znaci usporadanou dvojici.

Anglickou verzi udéldme méné formalni, af si ¢tenafr zvyka na jazyk.
Let A, B be sets in some universe U. We define their
union A U B as the set of all elements that are in A or in B;
intersection A N B as the set of all elements that are both in A and B;
difference A — B as the set of all elements that are in A but not in B;
Cartesian product as the set of all ordered pairs (a,b) such that a« € A and b € B.

Piiklady asi moc nemaji smysl, vSichni to znaji, ale budiz: Kdyz tfeba A = {1,2,13} a B = {13,23}, pak
AUB=1{1,2,13,23}, AnB = {13}, A— B ={1,2} a také

A x B=1{(1,13),(1,23),(2,13),(2,23), (13,13), (13,23)}.

Co je doplnék A? To neni jasné, protoze jsme nefekli, v jakém universu pracujeme. Nabizi se tfeba universum
N, pak je A = {3,4,...,11,12,14,15,16,... }. Jenze mtizeme vzit jiné U a pak bude A jiné. V zisads se d4
tict, ze pokud néjaka situace vyzaduje, aby se délal doplnék, tak uz byva z kontextu jasné i U, a pokud dopliky
nepotiebujeme, tak nam v zasadé U nijak nechybi. Spousta lidi pracuje s mnozinami celd léta a ani nevi, Ze jsou
néjaka universa, i my jsme ted v pohodé vytvorili tfeba A U B, aniz bychom znali U.

Dobrym znézornénim vztahu mezi mnozinami jsou tzv. Vennovy diagramy. Nasledujici obrazky ukazuji stan-
dardni znazornéni dvou mnozin a stinovani v nich zobrazuje prvni tii operace z definice.

| ) | ) @
U

U U

Nékdy chceme obrazkem vyjadfit pfimo urcitou situaci. Nasledujici obrazek ukazuje situaci, kdy A C B. PFipojili
jsme také klasicky obrézek pro tfi mnoziny a obrazek, ktery nefunguje pro ¢tyfi mnoziny.

B A B B

U D
U

Pro¢ nefunguje? Protoze na ném neni misto pro prvky, které jsou v A, B a D, ale nejsou v C, tedy chybi tam
misto na vyznaceni mnoziny (AN BN D) — C. Da se dokdzat, Ze nelze vytvofit obrazek ze ¢tyt kruznic, ktery
by vyhovoval (jinymi slovy, at uz nakreslite ¢tyfi kruznice jakkoliv, vzdycky bude existovat uré¢ity typ prvkd, pro
které ten obrazek nebude mit chliveéek). Co s tim? Jedna moznost je namisto jedné z kruznic pouzit klobésoid,
coz ale neni moc estetické. Existuji zajimavé alternativni obrazky, které uz to pro ¢tyfi mnoziny dokazou:

mA A A\B )
o LY S
DRIERED

Tyhle obrazky to zase neumi pro pét mnozin, ale jesté mi to nikdy nechybélo.
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1 Uvedeme si ted vlastnosti operaci. Rozhodné nema smysl ucit se pravidla z nasledujicich tvrzeni nazpamét (az na

par vyjimek), ani profesiondlni matematik by je nedokézal vSechny vyjmenovat. Dilezité je se nad nimi zamyslet,
predstavit si rizné situace a rozmyslet si, Ze by ta pravidla méla platit. Cilem je zacit mnozinadm rozumét, aby
vam platnost téch pravidel pfisla stejné prirozena jako platnost 745 =5 + 7. Kdyz je pak ¢lovék v situaci, kdy
by néjaké to pravidlo potfeboval, tak se mu samo nabidne, jako se ¢lovéku nabizi tfeba kraceni ve zlomcich, aniz
by o tom znal néjakou vétu. Pro matematika je vétSina nasledujicich tvrzeni , jasna“, v jeho svété to tak prosté
fungovat musi, stejné jako v nasem svété kdyz pustime kdmen, tak vsichni vime, co se pak stane, nemusime si na
to pamatovat néjaké véty.

Pro ziskani této intuice je dilezité si také rozmyslet véci, které neplati, aby ¢lovék nepropadl pfiliSnému opimismu,
jako tfeba Ctenaf vi, Ze nelze napsat ﬁlg jako % + % Podobné mnoho véci selhavad pro mnozinové operace a o
nejsviidnéjsich by mél ¢lovék védeét, asi nejzradnéjsi uvidite za chvili a ve cviceni 2a.2.

Premgysleni nad pravidly je také dobré pfilezitost si protrénovat logiku a dikazy.

Hned z definice operaci dostaneme nésledujici.

Fakt 2a.6.

Necht A, B jsou mnoziny. Pak plati:
(i) ACAUB, BCAUB;

(i) ANBC A, AnBCB.

Dukaz (rutinni): (i): Dokdzeme, ze A C AUB. Necht = € A je libovolné. Protoze obecné je implikace p = pVgq
pravdiva, tak z pravdivosti vyroku x € A vyplyva i pravdivost vyroku z € AV x € B a tedy x € AU B. Dikaz
hotov.

Dikaz B C AU B je stejny dle symetrie.

(ii): ANB C A: Necht x € AN B. Pak © € ANz € B, proto tedy = € A. Dukaz je hotov, druhé tvrzeni plyne
ze symetrie.

U

Vsimnéte si, ze pti dukazu (ii) jsme napsali jen ,necht z € AN B¥. Pokldad4 se za samoziejmé, Ze se v takové
situaci bere x libovolné, tudiz se Setfi mistem a casem a to slovo se vynechava, i zde to budeme délat. Pokud
student predvadi dikaz u zkousky, tak at radéji to ,libovolné“ napiSe, at ukize zkousejicimu, Ze vi, co se déje.

Mimochodem, mohlo by se stat, Ze namisto inkluzi budou v téch vztazich rovnosti? A pokud ano, tak za jakych
okolnosti? Matematici si pofad kladou takové zvédavé otézky, odpovédi na tyto dvé najdete ve cviceni 2a.1 (iii) a

(iv).

Véta 2a.7. (zdkony pro pocitdni s mnozinami)
Necht A, B, C' jsou libovolné mnozZiny z universa U. Pak plati nasledujici:
(i) AuD=A, AnU = 4; (zédkony identity)

i) An0 =0, AUU = U; (zékony dominance)

i) AUA=A, ANA=A; (idempotence)

(
(
(iv) A (zdkon komplementu)

(v) AU B BUA, AnNB=BnNA4; (komutativni zédkon)

(vi) AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(AnB)NC, (asociativni zdkon)

(vil) AN(BUC)=(ANnB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC); (distributivni zakon)
(
(
(

viii) AUB=ANB, ANB=AUB; (De Morganovy zakony)
ix) AU(ANB)=A4, AnN(AUB) = A; (zdkony absorbce)
x) AUA=U, AN A- 0. (zékony dopliiku)

Doporucujeme, aby si ¢tenar postupné vSechna pravidla prosel a pokazdé si zacal kreslit Vennovy diagramy dané
situace. Je velice uziteéné zkusit si kazdou vlastnost vyvratit, tedy nakreslit situaci, kdy neplati. Samoziejmé se
to nemuze podafit, ale nasi intuici velice poméhé, kdyz se snazime takovou protiptrikladovou situaci vytvorit a
ona se nam vzdycky néjakym zpisobem zvrtne, takze nakonec studované vlastnost plati.

Pokud si ¢tenar vlastnosti prosel, tak jisté zjistil, ze hlavné téch prvnich pét je opravdu jasnych, ale pak jsou
situace, které vyzaduji hlubsi zamysleni a stoji za to si je pamatovat. Jde zejména o de Morganovy zdkony
a distributivni pravidlo (,roznasobeni zavorky“), které dokonce funguje pro obé pozice operaci (na rozdil od
nésobeni a séiténi které si takto rozumi jen jednim zpﬁsobem)

vvvvvv

2a.7, 2a.b 7 2a.7, 2a.b



Diskrétni matematika 2a. Mnoiiny pHabala 2014

Dukaz (rutinni, pouény): (vii): DokdZeme prvni vztah, druhy je obdobny. Rovnost mnozin se nejéastéji dokazuje
pres dvé inkluze, ty se pak dokazuji podle definice, tedy implikace pro nalezeni prvku.

1) AN(BUC)C(ANB)U(ANC): Necht z € AN(BUC). Pak z € A ax € BUC. Druhy fakt nabizi dvé
moznosti.

Jestlize x € B, pak spolu s a € A dostaneme x € AN B, proto z € (ANB)U (ANC).

Jestlize x € C, pak symetricky dostaneme x € ANC, proto x € (ANB)U(ANC).

Pokryli jsme vSechny (obé) moznosti, dikaz je tGplny.

V ¢asti 2) tento rozbor moznosti, které jsou v podstaté stejné, nahradime odvolavkou na symetrii.

2) (ANB)U(ANC) C AN(BUCQC): Necht x € (ANB)U(ANC). Pak x lezi alespoii v jednom z téch pruniki,
diky symetrii miuzeme pfedpokladat, ze © € AN B. Pak x € A a také x € B. To druhé ale dava x € BUC, tedy
r € AN (BUC) a dikaz je hotov.

(viii): Necht A, B, C jsou mnoziny.

1) Dokazeme, ze AU B = AN B, zase pres dvé inkluze.

la) Necht z je libovolny prvek z AU B. To znamend, ze © ¢ AU B. Prvky x € AU B splijiz € AV x € B,
prvky mimo tedy spliiuji negaci této vlastnosti, coz je podle de Morganovych zakond pro forméalni logiku rovno

~(reAvzeB) H ~(r€A)N-(xeB) H ¢ ANz ¢ B.
To znamena, 7e © € A Nz GE, tedy x € AN B. Pravé jsme dokézali, 7e AUB C AN B.
1b) Necht naopak z € AN B. Pouzijeme podobny postup jako v la), ale zapiSeme jej ¢isté formalné jako fetéz
implikaci.

1r€ANB = v € ANz €EB = v¢ ANz ¢ B = —(v € A)A—(z € B)
= -(r€AVzreB) = ~(r€ AUB) = € AUB.

Vsimnéte si, ze vSechny implikace plati i zpétné, tedy jsou to vlastné ekvivalence. To znamend, ze ¢asti 1la) a
1b) slo dokézat najednou. U snazsich véci 1ze nékdy ekvivalenci dokézat pfimo.

2) Ted dokézeme, ze AN B = AU B, tentokrat zkusime jinou metodu. Jednak udéldme oba sméry najednou,
druhak zvolime jinou formu zapisu. V piedchozi ¢asti jsme pracovali s prvky, ted budeme pracovat s celymi
mnozinami a budeme upravovat podminky, které je definuji. Je asi zfejmé, ze kdyz v definici mnoziny podminku
prislusnosti nahradime jinou, ktera je ekvivalentni (¥ika totéz), tak se doty¢nd mnozina nezméni.

ANB={zecU; x¢ AnNB}={zxcU; ~(r€ ANB)}={xe€U; -(x€ ANz € B)}
={zxeU; ~(r€A)V-(reB)}={xeclU; x¢ AVa ¢ B)}={xecU; x€ AVx € B}
=AUB.

U

Vsechna pravé probrand pravidla z Véty maji své prakticky stejné vypadajici bratiicky ve formalni logice, staci
namisto N psat A, misto U se piSe V, doplnék se nahradi negaci, () je F' a podobné. Mezi mnozinovymi a logickymi
operacemi je tzka souvislost, v dikazu vyse to bylo také vidét, napriklad de Morganovo pravidlo pro mnoziny
jsme dokazovali pomoci de Morganova pravidla pro logické vyrazy.

Poznamka: Neékdy se v dikazu situace vyrazné zjednodusi, pokud o prvku, se kterym pracujeme, vime néco
navic. Toho se d4 dosdhnout naptiklad tim, Ze se hned na zacatku prvky rozdéli do skupin podle néjakého
kritéria a pak se diikaz déld pro kazdou skupinu zvlast. Nékdy si toto rozdéleni dikaz sam vynuti, i v dikazu
vyse je jedna rozdvojka.

Nejcastéjsi déleni je podle toho, zda prvek lezi ¢i nelezi v mnozinach z predpokladu, tedy v A, B, C, ... Vznikaji
tak skupiny, jejichZz pocet rychle stoupa, pro dvé mnoziny jsou ¢tyfi moznosti, pro t¥i mnozZiny osm, pro ¢tyri
16 atd., v dikazu pak musime probrat vSechny skupiny, takze tento typ diitkazu neni zrovna nejpouzivanéjsi.
Casto ale tuto metodu pouzividme v situacich, kdy jen chceme zjistit, zda néjaky mnoZinovy vztah plati ¢i ne,
pak se podivame, co se déje pro typické zastupce rtznych skupin.

Jako priklad dokaZeme rozborem pro typy prvki rovnost AN B = AU B. Jsou ¢tyfi moznosti, jaky vztah
muze néjaky prvek mit k mnozinam A, B.

a) Jestlizex € Aax € B,pakix € ANBatudizx ¢ ANB.

Pak ale také z ¢ A ax ¢ B, tudiz + ¢ AU B. Tyto prvky « tedy nejsou ani v mnoziné nalevo, ani v mnoziné
napravo zkoumané rovnosti.

b) Jestlize je = takové, ze v € A ale x ¢ B, pak x ¢ AN B, tudiz x € AN B.

Podle x € B mame i z € AU B. Tyto prvky z tedy jsou i v mnoziné nalevo, i v mnoziné napravo.

c) Ukazte sami, ze prvky z spliujici x ¢ A ale x € B jsou také v obou mnozinach, ukazte to i pro ptipad d),
tj. prvky « splijici x ¢ A a x ¢ B.
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Proto jsou v8echny typy prvka bud v obou zkoumanych mnoZinich, nebo nejsou v zadné, ony mnoziny tedy
maji stejné prvky a jsou si rovny.

Zdlouhavost takovychto uvah lze zkratit tabulkou. Ve sloupcich zna¢ime mnoziny a v fddcich znac¢ime pomoci
0 a 1, zda zkoumany prvek v nich je nebo neni. V zahlavi jsou dva sloupce, kterymi si prvky vybirdme, tam
musime dostat vSechny mozné kombinace, takze tabulka pro dvé mnoziny bude mit 4 fadky. Tabulka naseho
dikazu vypada takto:

A|B|AnB|ANnB|A|B|AUB
1|1 1 0 00 0
110 0 1 01 1
01 0 1 1]/0 1
01]0 0 1 1)1 1

Protoze se sloupce zkoumanych mnozin shoduji, jsou si tyto mnoziny rovny.
A

! Poznamka: Zatim jsme jen dokazovali, Ze néco plati. Muze se ale stat, ze ndm nékdo predhodi tvrzeni, které
neni dobfe, tfeba toto:
Pro libovolné mnoziny A, B,C plati AU (B —C)=(AUB) - (AUCQC).
(Je to pokus o distributivni zdkon, zkusili jsme ,roznasobit* tu zévorku.)

Jak zjistime, zda méa cenu to dokazovat? Jedna moznost je zakreslit si obé mnoziny ve Vennové diagramu.

AU(B - 0C) (AUB) — (AUC)

A B A B

C C
U U

Vidime, Ze nejde o stejné objekty. Jak se tedy dokéze, ze je dané tvrzeni nepravdivé? Toto tvrzeni je uvedeno
obecnym kvantifikdtorem ,pro vSechny mnoziny“. K vyvraceni tedy sta¢i najit jediny protipfiklad, kdy dané
tvrzeni selze (viz kapitola 1b). Obréazek nas inspiruje, staci zvolit mnoziny tak, aby na nich byl vidét ten rozdil v
obréazku, neboli chceme mit prvek v misté, kde se obrazky lisi. Zvolme tedy tfeba A = {13} a B = C' = (), pak

AU (B-C)={13} Ul = {13}, zatimco (AU B) — (AU C) = {13} — {13} = 0.
Tento protiptiklad tedy dokazal, Ze dané tvrzeni neplati.

Mimochodem, obrazek naznacuje, Ze by prvni mnoZina méla vzdy obsahovat tu druhou. A to je pravda, viz
cvifeni 2a.1 (ix).

Dalsi moznost, jak najit protiptiklad, je pomoci tabulky z poznamky vyse. Pokud se sloupce zkoumanych mnozin
neshoduji, tak se podivame na fadek, kde se lisi, a vytvorime takové mnoziny A, B, C' ..., aby tuto situaci mély
neprazdnou.

A

Kdyz maji matematici operace pro dva objekty, tak se vé€tsinou nezastavi a chtéji je pro vic objektt. Ukazeme si
standardni cestu, kterou k tomu dospivaji. Zacneme tfemi mnozinami: Jak bychom vymysleli AN BN C? Protoze
dvé mnoziny pronikat umime, nabizi se délat t¥i postupné. Nejprve pronikneme A N B a ten vysledek pak s C,
formalné zapsano to je (AN B)NC. To je zajimavy napad, ale mé zadrhel: Proé¢ zrovna takto, pro¢ nezaéit tfeba
BnNC, celkem pak AN (BNC)?V takové chvili ¢lovéka zachrani hlavné asociativni zdkon (coZ je moment, ktery
se vyskytne opakované i v dalsich kapitolach). Ten tikd, Ze je jedno, které zavorkovani pouzijeme, takze napad,
ktery jsme méli, funguje docela dobfe.

Jakmile umime proniknout t¥i mnoziny, neni di@vod se zastavit a nepfidat mnozinu ¢tvrtou, miizeme tieba
definovat AN BN C N D jako (AN BNC)N D a diky asociativité zase vime, ze to vyjde nastejno jako tfeba
(AN B)N(C N D), coz je také zajimava moznost, protoze pouziva jen pruniky dvou mnozin.

Podobné pak udélame prinik péti, sesti, 50 atd. mnozin. Jak to pak ale zapsat porfadné? Nejjednodussi zpisob
je rekurzi ¢ indukei, coz v zdsadé znamend, Ze se na tu definici divime od konce (viz ten pfiklad se ¢tyfmi
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mnozinami):

n+1 n

m A = ( Ai) NAng1.

i=1 i=1
Toto je typ definice, ktery se pouziva ¢asto a zde na to méme speciélni kapitolu 5a o indukci a rekurzi (berte to
jako prvni vlastovku ¢ reklamu). Naptiklad chceme-li prinik péti mnozin A; az Ay, tak vzorec s n = 4 7ika, ze
nejprve musime umét proniknout 4 mnoziny,

AN, NAs = (A1 N...N Ay N As.

Na to podle stejného vzorce, ale s n = 3, zase potifebujeme umét proniknout 3 mnoziny 4; N Ay N Az, odtud uz se
dalsi iteraci kone¢né dopracujeme k priniku dvou mnozin A; N A5, ktery umime, tak ho udélame. Nacez nasleduje
»zpétny chod* nasim rozkladem: Vysledek A; N Ay pronikneme s As (pranik dvou mnozin umime), tento vysledek
s Ay, ten pak s As.

Tento zpiisob je klasicky, spolehlivé zobeciiuje asociativni operace na vice objektii. Casto se povede, Ze operace,
kterd tak vnikne, ma dokonce néjaky rozumny vyznam. Kdyz si napfiklad clovék rozmysli, které prvky jsou v
mnoziné (A N B) N C, tak zjisti, Ze to jsou pfesné ty, které jsou zaroven ve vSech tfech mnozinach, podobné se
to da rozmyslet i pro vice mnozin. Nase definice rekurzi tak zachovala hlavni smysl, priunik se pta na to, co je
spole¢né. Podobné bychom mohli rekurzi definovat sjednoceni pro vice mnozin a zjistilo by se, Ze i tato operace
funguje stejné jako ta pro dva, sesypava prvky z mnozin do jedné spoleéné. Nabizi se tak moznost definovat
operace pro mnoho mnozin najednou pomoci velice ¢itelné podminky.

Definice.
Necht Aq, As, ..., A, jsou mnoziny ve stejném universu U. Definujeme

UAk:{er; dke{1,2,... ,n}: z € A},
k=1

ﬂAk:{er; Vk e {1,2,... ,n}: z € A},
k=1
Ay X Ag x - x Ay ={(a1,a2,... ,ay); a1 € Ay ANaz € As A ... Na, € Ay}

Jestlize jde o stejné mnoziny, tedy A; = A pro vSechna i, pak zna¢ime A; X Ay x --- x A, = A™.

Brzy uvidime, Ze definice, kterou jsme nakonec zvolili, je vyrazné vhodnéjsi pro dikazy. Pokud bychom totiz
operace zobecnovali na vice objektil rekurzi, musely by vSechny dtikazy probihat matematickou indukci.

Adoptované definice maji jesté jednu vyhodu, u pruniku a sjednoceni neni viibec diivod se omezovat na konecény
pocet mnozin. I kdyz jich budeme mit nekoneéné mnoho, poiad je mozné se zeptat, zda existuji prvky lezici Gplné
ve vSech, popfipadé které prvky jsou v alespon jedné.

Forméalné se takové velké kolekce mnozin udélaji tak, Ze se indexy k neberou z mnozin typu {1,2,...,n},
ale dovoli se jakakoliv mnozina indext I, kterd mutze klidné byt nekonecna. Jednoduchy priklad: Pro prirozené
¢islo ¢ definujeme A; = {i,i + 1}, pak dostavame nekoneény soubor dvouprvkovych mnozin {A;};cn, napfiklad
A13 = {13, 14}, A42 = {42,43}) atd.

Definice.
Necht A; pro i € I jsou mnoziny ve stejném universu U, kde I je néjakd mnozina indexi. Definujeme
UAi:{:L‘GU; diel: ze A},
icl
(Ai={zeU; Viel:z e A;}.
icl

Piiklad 2a.c: Uvazujme A; = {i,i+1} pro ¢ € N. Nejprve se zamyslime nad koneénymi sjednocenimi a pruniky.
1) Jako inspiraci si vSimneme, ze A; U Ay = {1,2,3} a Ay UAsU A3 = {1,2,3,4}, takze si tipneme, ze pron € N

n
je U 4, ={1,2,3,... ,n,n+ 1}. Dikaz:
i=1

1=

n+leA,aproi=1,...,nplatii € A;, proto {1,2,3,... ,n,n+1} C |J A;. Naopak pokud j € A; pro néjaké
i=1

n
i=1,...,n,tak uréité i < j <i+1,tedy 1 <j<n+1. Proto | 4; C{1,2,3,... ,n,n+ 1}.
i=1

1=
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2) Podobné si vyzkousime Ay N Az, A1 N Ay N A3 (zkousite to?), pak se zdé jasné, Ze

" {1,2}, n=1;
ﬂ A; =< {2}, n=2;
=1 0, n > 3.

Dtikaz: Pokud n > 3, pak ten prunik obsahuje prvky spoleéné mimo jiné mnozinam A; a As, tedy prvky z mnoziny
{1,2} N {3,4} = 0.

3) Ted se podivame na nekonecné pripady.

Protoze kazdé i € N lezi alespon v néjaké ze zcastnénych mnozin (konkrétné i € A;), dostavame (J A; = N.

ieN
oo
Naopak kazdé ¢islo z N se s vétsinou nasich mnozin miji (uréité ¢ ¢ A; pro j > i), proto (| A; = 0.
i=1
JAN
oo
V prikladu jsme pouzili dva zpusoby specifikace indext, (] a [, jsou rovnocenné a muzete si vybrat. Pokud
€N =1

je I jasné z kontextu, tak jeho specifikaci nékdy vynechavame a piSeme jen |J A4; ¢i [ 4;.

Priklad 2a.d: Mnozina indext mtize byt opravdu velikd. Necht I = R. Pro libovolné redlné ¢islo r definujeme
C, jako mnozinu vSech ¢islic, které se pfi zapisu r (v desitkové soustavé) pouzily. Naptiklad Cq 07 = {0, 1, 7}, také
vime, ze 17/6 = 2.83333..., proto Ci7/6 = {2,3,8}, a Cr = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Dostdvame opravdu velky
soubor mnozin {C, }, jesté uvidime, Ze je mnohem vétsi nez ten z predchoziho piikladu.
Protoze je kazda ¢islice pouzita v néjakém redlném é&isle, je |J O, = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Zadn4 cifra ale
reR
neni ve vSech éislech, proto () C, = 0.

reR
A

Priklad 2a.e: Predstavme si, ze I je mnozina vSech molekul v mém téle (asi tedy bude konecné, ale neptejte se
mé, kolik ma prvki, ono se to i kazdou chvili méni, radéji do toho nebudeme vrtat).

Je-li ¢ jedna takova molekula, pak M; necht je mnozina vSech atomi, ze kterych se tato molekula sklada. Pak
J M; je mnozina vSech prvki, které jsou ve mne obsazeny, protoZze vime, Ze pfi tom sjednocovani se ve vysledné
mnoziné opakované vyskyty atomi ignoruji a za kazdy typ atomu zlstane jen jeden zastupce.

Dobra otézka je, jak vypadd (| M;. Mozna tam bude uhlik, taky mize byt priunik prazdny, ale to je spis otazka
pro biology nez matematiky.

A

Priklad 2a.f: Necht I = R. Pro x € I necht L, je mnoZina vSech lidi, kterd povazuje x za své Stastné ¢islo. Pak
\J L. je mnozina vSech ¢iselné povércivych lidi a () L, je mnozina vSech lidi, pro které je stastné kazdé ¢islo.
A

Méme krasnou obecnou definici a ted ukdZeme, Ze to hlavni se tim nezkazilo.

Véta 2a.8. (de Morganovy zakony)
Necht A; pro i € I jsou mnoziny ve stejném universu U, kde I je néjakd mnozZina indexi. Pak

Ut-N3 o+ Aa-Ua

iel iel iel iel

Dukaz (rutinni, pou¢ny): Nejprve dokdzeme prvni vztah, a to dlouze a komentované:

Prvek x lezi v |J A; pravé tehdy (podle definice doplitku), kdyz nelezi v | A4;, coz je (podle definice sjednoceni)
pravé tehdy, kdyz neni pravda, Ze existuje i, aby = € A;. Vyraz —(3i € I: = € A;) je podle pravidel logiky totéz
jako Vi € I: =(x € A;), tedy x nelezi v zddném A;, coz je (podle definice doplitku) pravé tehdy, kdyz lezi ve
véech A;, coz je (podle definice priiniku) pravé tehdy, kdyz lezi v () A;.

Ukézali jsme, 7e x € |JA; <= z € ()4, ¢ImZ je rovnost téchto dvou mnozin dokazana.

Druhy vztah dokdZzeme v zdsadé stejnym ditkazem, ted jej ale zapiSeme ¢isté symbolicky, abyste si procviéili
preklad do lidstiny.

xeﬂAi = x¢ﬂA2 = ﬁ(xeﬂAi) — ~(Viel: x€A)

e Jiel: ~(r€d) & Jiel: a¢ A « Jicl: zcd; — ze| A
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U

Ten druhy dikaz byl tedy opravdu tsporny, kdyby se tak psaly matematické knihy, tak by vazily ¢tvrtinu.
Nevyhoda by byla, ze by je nikdo nedokazal rozumné ¢ist, ani matematici ne, protoze i je by zdrzoval preklad z
matematic¢tiny do lid$tiny, pro zacatecnika by pak byly zcela nesrozumitelné. Klasické dikazy v knihach jsou tedy
obvykle jakymsi kompromisem mezi tim ukecanym a tim stru¢nym vyse.

Plati i distributivni zdkon pro mnoho mnozin, viz cviceni 2a.5.

Poznamka: Vsimnéte si, ze jsme nedefinovali mnozinovy rozdil pro vice mnozin. Divod je jednoduchy, ode¢itani
neni asociativni, tudiz nevime, jak vlastné délat A — B — C (viz cvieni 2a.2 (ix)). Obdobné to ostatné funguje s
¢isly, umime pocitat 3 + 7 + 13, ale co je 3/7/13? Problém je pravé v nedostatku asociativity, vyrazy (3/7)/13 a
3/(7/13) nejsou stejné.

A

Na zavér jesté doplnime jednu definici.

Definice.
Mnoziny A, B se nazyvaji disjunktni, jestlize AN B = ().

To je velice uzitecny pojem, az budeme délat kombinatoriku, tak se bez néj neobejdeme.

Zjimavé, otdzka: M4 smysl definovat tento pojem i pro vice mnozin? Slo by to udélat a Fict, Ze mnoziny A; jsou
disjunktni, pokud maji prazdny prinik. V praxi se to ale nepouziva, protoze se ukazuje, ze by tato podminka o
mnozinach mnoho nefekla. Pro¢ tomu tak je?

Piedstavme si nékolik mnozin Aq,..., A,. Pokud by ndhodou platilo A; N Ay = (), tak uZz automaticky také
(N A; = 0. To znamend, %e ndm pak informace [ A; = 0 vlastné viibec nefikd o mnozinich A,,..., A,. Pro
vétsinu aplikaci je proto tato informace nedostatecna.

Pokud chceme vyjadfit, ze néjaké mnoziny spolu nemaji nic spole¢ného, pak vétsinou potrebujeme jinou frazi:
Chce se, aby mnoziny A; byly po dvou disjunktni, coz znamend, ze A; N A; = ) pro libovolné i # j. Tato
podminka odpovidéa situaci, kterou si ve Vennové diagramu predstavime jako zcela separatni krouzky.

2a.9 Reprezentace mnozin v pocitacich

Nekonec¢né mnoho dat pocita¢ nespolkne, takze uz z principu budeme v pocitacich pracovat s mnozinami konec-
nymi. Existuje pak jednoduchy zpiisob, jak si je reprezentovat. Zacneme tim, Ze vezmeme koneCné universum a
jeho prvky si oéislujeme, U = {uq, ... ,u,}. Kazdd podmnozina A tohoto universa se pak da jednoduse zakédovat
jako binérni fetézec (¢islo) délky n tak, ze i-ta cifra je 1, pokud u; € A, jinak je to nula.

Naptiklad v universu U = {u; = 1,us = 13,u3 = a,uq = o,u5 = 23} se mnozina A = {13,23} zakdduje jako
01001, popiipadé 10010, podle toho, jestli jsme si vybrali kédovani (Gteni Fetézce) zprava doleva nebo naopak. V
zasadé je to jedno, jen se pak toho kédovani musime uz porad drzet :-).

Jednou z velkych vyhod této reprezentace je, ze se pak krasné délaji mnozinové operace pomoci logickych
operaci na bitech odpovidajicich kédovacich fetézcii. Sjednoceni mnozin odpovida logickéd disjunkce jednotlivych
bitti, naopak prinik je presné konjunkce neboli obyc¢ejné binarni nasobeni bitt. To jsou operace, které ma pocitac
rad, takze je vSechno v pohodé.

S 2a.10 Poznamka (jak psat a Cist dukazy): Prfichazi cvieni a ¢tendf by mél zacit psat dikazy. O stréance
logické jsme jiz psali i v predchozi kapitole, zde se zaméfime na jedno pomocné hledisko. Chybné napsany dikaz
lze casto odhalit i tim, Ze jej prosté nelze precist jako text. I matematicky dikaz totiz musi dévat ceské véty
(podmét, prisudek a tak podobné). Pro zac¢atecnika je toto dulezité zejména v situaci, kdy se rozhodne usSet¥it ¢as
pouzitim matematickych symbold.

Porad plati, ze kdyz symboly zase nahradime odpovidajicimi slovy, musi vzniknout rozumny text. To se tyka
zejména symbolu = , ktery bézné pouzivime ve vyznamu ,,z toho nalevo vyplyva to napravo“, neboli A =— B
¢teme napriklad jako ,plati A, proto také plati B“.

Zkusme si Cesky precist néco, co autor skripta potkal v pisemce:

Ve = = > 2.

Cesky napiiklad ,,Pro kazdé x, z toho vyplyva, ze z > 2“.

Clovék ani nemusi umét matematiku, aby jej napadlo, Ze je néco $patné. Je tedy dobré si po zapsani sviij
argument zkusit fict slovy. Pokud to nefunguje, je nékde problém, tieba jen v zapise.

Dalsi troven, na které diikaz musi ddvat smysl, je Groven pojmova. Zacitujme opét z jedné pisemky:

Protoze AN B, musi byt A C B.
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Toto je implikace, tudiz by ¢lovék ¢ekal, ze po slové ,protoze“ bude néjaky pravdivy fakt, ze kterého se pak néco
déle dovodi. Jenze AN B neni fakt, neni to néco, co mize byt pravda ¢i nepravda. To je operace, jejimz vysledkem
je néjakd mnozina. Dotyéna véta tedy nedévé smysl jiz na Grovni pojmt, ani se nemusime zamyslet nad tim, co
se Fiké v jeji druhé pulce. Kdyby tam ale bylo tieba ,,A N B je néco“, tak uz to je vyrok (bud je to pravda nebo
ne, podle toho, co je to ,néco“) a véta neni vykloubend (coz jesté neznamenad, ze je celd implikace pravdiva, to je
ta dalsi a rozhodujici troven, na které to musi fungovat.

Ted pfijdou cviceni a jejich FeSeni jsou ¢asto psina vysoce kondenzované. Ctenai si tak miize procvicit preklad
téchto tivah do Cestiny, mélo by to vidy rozumné jit.

A

Cviceni
Cviceni 2a.1 (rutinni®, zkouskové*, dobré*, pou¢né™): Pravidel pro mnozinové operace je mnohem vic, nez jsme
uvedli v textu. Dokazte nasledujici:
Necht A, B, C jsou mnoziny v univerzu U. Pak plati:
(i) A— B C A
(ii)** A—- B=ANB;
(iii)* An(B—A)=0;
(iv)* (A B)n(B-C) =0
v)*(A—-B)—CCA-C;
(v1)"+ AU(B—-A)=AUB;
(vii)*t (AUB) C=(A-C)U(B-C);
(viii)** A—(BUC)=(A—B)N(A-C);
0+ A= (BNC) = (A~ BYU(A~ O
(x)*T AN(B-C)=(ANB)—(ANCQC);
(xi)** A C B pravé tehdy, kdyz B C 4;
(xii)*T A C B pravé tehdy, kdyz AN B = A;
(xiii)** A C B pravé tehdy, kdyz AU B = B;
(xiv) P(A) C P(B) = ACB.
Poznamka: VSimnéte si, Ze ve tfech piipadech se jedné o distributivni zakon. Bod (vii) ukazuje, Ze — umi roznésobit
zavorku se sjednocenim zprava, ale v (viii) vidime, Ze zleva uz to nejde, tam je t¥eba vzorec upravit. Bod (ix)
ukazuje, ze N umi roznasobit zavorku s od¢itanim, pro dalsi kombinace operaci se podivejte do nésledujiciho
cvicend.

N'-‘

Cviceni 2a.2 (poucné, zkouskové*, dobré*): Rozhodnéte, zda pro libovolné mnoziny A, B,C' plati nasledujici
vztahy. Pak bud pfislusny vztah dokazte, nebo dokazte, Ze neplati.

V ptipadé, ze rovnost neplati, rozmyslete si, jestli nebude platit alesponl néjaka inkluze, a tu dokazte.

Poznédmka: Neékteré diikazy jsou dosti trikové, ale u vSech priklad@t byste méli byt schopni urcit, zda uvedend
rovnost plati, popfipadé kterd inkluze plati. Dobré dikazy klidné vynechte. Mimochodem, v bodech (viii)-(xii)
zkoumame platnost riznych verzi distributivniho zékona.

(i) (A—B)UB = A4;
(ii)* (ANB)U(ANB) =

(iii)* (A—B)—C=(A— C’) —
(ivy*(A-B)—C=A
V)*(A-B)u(B-C)=4
(vi)* P(AN B) = P(A) N P(B);
(vii)* P(AUB) = P(A)U

(vil
(
(
(
(
(

ix)* A—(BNnC)=(A-B)N(A-C);

A—(BUC)=(A-B)U(A-C);
xi)) (ANB)-C=(A-C)Nn(B-C);
xii): (AUB)—-C=(A-C)U(B-0C);
xii)* (A-B)-C=(A-C)—(B-0).

Cvi€eni 2a.3 (rutinni): Nechf A, B,C, D jsou mnoziny. Plati (A — B) — (C — D) = (A —C) — (B — D)? Svou
odpovéd zduavodnéte.
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Cviéeni 2a.4 (pouéné) Uvaiujme mnozinu index I = N a mnoziny M; pro ¢ € I. Najdéte vysledky operaci

U M;, U M;, ﬂ M; a ﬂ M;, jestlize
=1 = i=1 i=1

(i) M, —{123 1} proi € N;
(ii) M, —{zz+1z+2 ..} proieN.

Cviceni 2a.5 (pou¢né): Necht A a A; pro ¢ € I jsou mnoziny v universu U. Dokazte, Ze pak plati nésledujici:

1) AnU A4 = UANA4);
(i) AU) As = (AU 4)).
i€l el

Cviceni 2a.6 (pouc¢né): Uvazujme mnozinu indextt I = R* = (0, 00) a mnoziny M, pro r € I. Najdéte |J M, a
rel

() M,, jestlize

rel

(i) M, = (=1, 13 +1);

(i) M, = (—r, 13+ r);

(i) M, = (—r,7).

Cviceni 2a.7 (poucné): Uvazujme mnoziny indext I = (0,1) a J = (0,1). Najdéte |y M, a (| M,, U M, a
rel rel reJ

N M., jestlize

reJ

(i) M, = (-1, 13+ r);

(ii) M, = (—r, 13+ r).

Reseni:

2a.1: (i): Ve A—-B:z € ANz ¢ B = x€ A

(ii): Zkusime oba sméry najednow: 1 € A— B <= r € ANz ¢ B < v € ANz €B < ANB.

(iii): Sporem, existuje x € AN(B—A),pakx € ANz € (B—A) = xz€ AN(x € BAx ¢ A) = z€ ANz ¢ A,

spor.

(iv): Sporem, existuje x € (A— B)N (B —-C),pakz € (A—B)ANz € (B-C) =

(xe ANz ¢ B)AN(x€e BANx ¢ C) = x € BAx ¢ B, spor.

Nebo pomoci (ii): (A—B)N(B-C)=(ANB)N(BNC)=AN(BNB)NC=ANnONC = 0.

(vize(A-B)—C = (z€ANz¢B)ANx¢(C —= v € ANs ¢(C = z€ A-C.

Nebo pomoci (ii): (A—B) - C =(ANB)NC =(ANC)NBCANC=A-C.

(vi): Dokézat dvé inkluze. 1) AU(B—A) CAUB:Vr € AU(B—A):z€ AVz e (B—-A)

—= z€AV(reBANx¢A) = z€ AVeeB = z€ AUB.

2) AUB C AU(B—A):Vx € AUB: x € AVz € B. Rozdélime na pripady. Pokud = € A, pak x € AU(B—A). Pokud

x € B, tak zase dva pfipady. Jestlize z € B A x € A, pak x € A a pfejdeme na piedchozi. Jestlize x € BAx ¢ A,

pakr e B—A = x€ AU (B - A).

Nebo pomoci (ii): AU(B—A)=AU(BNA)=(AUB)N(AUA)=(AuB)NU = AU B.

(vii): Zkusime oba sméry najednou pomoci distributivniho zdkona pro formalni logiku: x € (AU B) — C

(xreAvzeB)Nz ¢(C <= (r € AN ¢C)V(reBANx¢(C) <= z€(A-C)Vze(B-C) <
ceA-C)u(B-0).

Snazsi varianta pomoci (ii): (AUB) - C = (AUB)NC =(ANC)U(BNC)=(A-C)U(B-C).

(viii): Zkusime oba sméry najednou pomoci distributivniho zdkona a deMorganova zakona pro formalni logiku:

A—(BUC) <= 2€ AN-(x€BUC) <= z € AN~(xeBVzxe() <

r€AN-(ze€B)AN~(ze€l) < z€c ANz e AN-(z€B)N~(z e () —

(xreANx¢B)N(z€e ANz ¢(C) <= z€(A-B)Nzec(A-C) < z€(A-B)n(A-C).

Snaz§i varianta pomoci (ii) a deMorgana pro mnoziny:

A—(BUC)=ANBUC=ANBNC=ANANBNC=(ANB)N(ANC)=(A-B)N(A-C).

(ix): Zkusime oba sméry najednou pomoci distributivniho zédkona a deMorganova zakona pro formadlni logiku:

A—(BNC) <= z€ AN-(xe€eBNC) < z€ AN~(x € BNz () <

r€AN(H(xeB)Va(zel)) < (x€ ANz ¢B)V(rc ANz ¢(C) < z€(A-B)Vz e (A-C) —

(A-B)U(A-0).

Snaz§i varianta pomoci (ii) a deMorgana pro mnoziny:

A— (BmC) AmBmC Am(Eu@) (Am?) (Am@) (A B) (A C)

—

N

Ukaze se, Ze ten snadny smér je vlastné ekvivalentni a funguje i naopak (rozmyslete 51).
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r€(ANB)—(ANC) <= z2€ ANBA-(x€ ANC) <= € ANBA-(zr€e ANz e () —
(reANzeB)AN(z ¢ AVe ¢(C) < [(re ANz eB)ANx ¢ AlV[(xre ANz e B)Nx ¢ (C| <

[te ANz ¢ ANz eB|Vre AN(xe BNz ¢(C)] <= [FAzeB|]Vire ANz e (B—-C)] <

Fvze AN(B-C)] < z€ An(B-0).

(xi): 1) Pfedpoklad A C B, chceme Vb € B: b € A. Jedna moznost sporem: Nechf existuje b € B takové, ze b ¢ A.
Pak b € A, podle piedpokladu b € B. Takze b € B A b € B, spor.

Alternativa: Predpoklad fikd Vz: x € A = =z € B. Piejdeme k ekvivalentni obméné: Vz: © ¢ B — = ¢ A
neboli Va: x € B = x € A, piesné jak potfebujeme.

2) Piedpoklad B C A, chceme A C B. Podle 1) plyne z predpokladu A C B, coz je pravé A C B.

(xii): 1) Predpoklad A C B, chceme AN B = A. Ukazeme dvé inkluze.

Dikaz ANBC A:Vxe ANB:z ¢ ANz € B — z € A.

Dtkaz A C AN B: Va € A: a € B dle predpokladu. Protoa € ANaeB — a€ ANB.

2) Predpoklad AN B = A, chceme A C B. Dikaz:

Va € A: a € AN B dle predpokladu, protoa € ANa€ B — a € B.

(xiii): 1) Predpoklad A C B, chceme AU B = B. Ukazeme dvé inkluze. Dikaz AU B C B:

Vere AUB: x € AV x € B, ale predpoklad dava, ze i v pfipadé a € A je a € B, proto kazdopadné x € B.
Dikaz BC AUB:YVbe B:a€e B — a€c ANa€eB — ac AUB.

2) Predpoklad AU B = B, chceme A C B. Dtkaz: Va € A: a € AU B = B dle pfedpokladu, proto a € B.

(xiv): Predpoklad ik, ze prvky P(A) jsou i prvky P(B), zde je zasadni si uvédomit, ze mnozina P(A) méa jako
prvky podmnoziny A. Chceme ukazat, ze prvky z A jsou v B:

acA = {a}CA = {a} € P(A) = {a} e P(B) = {a} CB = ac€B.

2a.2: (i): Protipfiklad: tfeba A =), B = {13}. Plati ale A C (A — B) U B: Necht a € A libovolné. Dvé moznosti:
x€B,pakze(A-B)UB,nebox ¢ Bjpakz € ANt ¢ B — zv€(A-—B) = x€(A—-B)UB.
Formalni dikaz: t € A <= € ANT <= € AN(r ¢ BVzrE€B) <

(re ANz ¢B)V(re ANzeB) = z€(A-B)VoeeB — z€(A—B)UB.

(ii): Plati. Dvé inkluze. (ANB)U(ANB)C A:x € (ANB)U(ANB) = z€(ANB)Vze (ANB) =
reAVreA = xecA

AC (AN B)U (AN B): Necht z € A. Dvé moznosti. Pokud x € B, pakz € ANz € B = 2 € (ANB) =
r€(ANB)U(ANDB).Neboz ¢ B,pakz € AN ¢ B = x€(ANB) = z€ (ANB)U(ANB).

(iii): Plati, dikaz obou sméra najednou: x € (A—B) —C <= z € (A-B)ANz ¢ (C <—
(reANx¢B)Ne ¢ (C <= (r € AN ¢C)Nv ¢B <= v€(A-C)Nz ¢B <= z€(A-C)—B.

(iv) Protipiiklad: A = B = C = {1}. Plati ale (A — B) —C C A — (B — C) (dtkaz dost trikovy):
r€(A-B)—-C = z€(A-B)AN2¢C = z€ AN ¢ BAN2x¢C = z€ ANx ¢ B

= r€ANz¢BVre(C = vz AN-(zeBANx¢(C) = z€ ANz e (B-C)

= rc€ANz¢(B-C) = z€A—-(B-0).

(v): Protiptiklad: tieba A = C' = (), B = {13}. Platiale A—C C (A—B)U(B-C):2 € A—C — z€ ANz ¢ C.
Dvé moznosti. Pokud z € B, takx € ANv € BA2 ¢ C = z€BANx¢(C = z€(B-C) =
zre(A-B)U(B-0C).

Neboxz ¢ B,pakz € ANz ¢ BNz ¢ (C = v € ANe¢B — z€(A-—B) = zc€(A-B)U(B-0C).
(vi): Plati, dokdZzeme dvé inkluze. 1) P(ANB) C P(A)NP(B): Necht z € P(AN B), pak z je vlastné podmnozina
ANB.Protox CANz CB = z€ P(A)ANx € P(B) = z € P(A)NP(B).

2) PLA)NP(B)C P(ANB):z € P(A)NP(B) = € P(A)ANz € P(B) = 2 C ANz CB =
rCANB = z € P(ANDB).

(vii): Protipiiklad: tfeba A = {1,2}, B = {3,4}. Pak mnozina M = {2,3} lezi v P(A U B), ale neni ani v P(A),
ani v P(B), tedy neni v jejich sjednoceni. Plati ale P(A) U P(B) C P(AU B):

r€ P(A)UPB) = z€ P(A)Vze P(B) = 2 CAV2CB = 2 CAUB = z € P(AUB).

(viii): Protipfiklad: A = {13}, B = C = (. Plati ale (AUB) — (AUC) CAU(B—-C):z € (AUB)—(AUC) <~
(reAvzeB)A-(x e AV e(C) < (z€AVzeB)ANa¢ ANz ¢ () <

(e ANz ¢ ANz ¢ C)V(zreBANx ¢ ANe ¢ (C) = FV(xe(B-C)) < z€(B-C) =

xe AU (B-C).

(ix): Protiptiklad: A= B = {1}, C =. Platiale (A—B)N(A—-C)CA—(BNC):z € (A—B)N(A-C)
re€(A—-B)Nz€e(A-C) <= z€ANzc ¢ BANzeAN2¢(C < € AN(z€BN2e() =
r€AN(ze€BV-zel) < z€AN-(x € BNz () <~

r€AN-(zeBNC) < z€ ANz ¢ (BNC) < z€ A—(BnO).

(x): Protipiiklad: A= B = {1}, C =0. Platiale A— (BUC)C(A-B)U(A-C):z€ A—(BUC(C) —
re€ANz ¢ (BUC) <= 2€ AN-(z€BUC) <= zc AN-(zxe€eBVzre() <

r€ANTz ¢ BN ¢(C) < (x € AN ¢ B)N(r€ANz ¢(C) <= 2€(A-B)ANze(A-C) =
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r€(A-B)Veze(A-C) <= z€(A-B)U(A-C).

r€(A-C)N2xe(B-C) <= (z€ANx¢C)N(reBANx¢C(C) < z€ AN ¢CAhNzeBANx¢(C —
r€EANTEBAN2¢C <— z€(ANB)ANx¢(C < xz€(ANB)-C.

(xii): Plati, zkusime oba sméry najednou: z € (AUB) —C <= z€ (AUB)ANz ¢ C <
(reAvzeB)Ne ¢ (C <= (z € ANz ¢C)V(reBANx¢(C) < z€(A-C)Vrze(B-C) <
zre(A-C)U(B-0C).

r€(A-C)ANx ¢ (B-C) <= (x € AN ¢ O)AN~(x€ BNz ¢ C) < (z€ ANz ¢ C)N(x ¢ BVzx € () <~
(xeANc ¢ CANxg¢B)V(@ecANz¢gChrel) < (z€cANx¢CNx¢B)V(reANF) <

(re AN ¢CNANs¢B)VF <= € ANc¢CNx¢B < (r€c ANz ¢ B) N2 ¢C —
(re(A-B)ANzx ¢ (C < z€(A-B)-C.

2a.3: Neplati, intuitivné vidime, Ze vlevo odebirame celé C', zatimco vpravo jen zmensené C', na tomto pocitu
zkusime zalozit protipiiklad: A = C = D = {13}, B = 0.

2a.4: (i): {1,2,3,... ,n}, N, {1}, {1}.

(ii): N, N, {n,n+1,n+2,n+3,...}, 0.

2a.5: ()i v€e ANUA <= zeArve A <= z€cAN(Ficel:zc ;) <

iel i€l
Jiel:(xrecANzed;) < Ficel:(xc ANA) < z€ [J(ANA)).
iel
(li)jzc AUNA < vcAVee NA < zcAV(Viel:ze ) < Viel: € AVzc ;) <
iel i€l
Viel:(x€ AUA;) < z€ (AUA,)).
i€l

2a.6: (i): R, (0,13); (ii): R, (0,13); (iii): R, {0}.
2a.7: (i): (—1,14), (0,13), (—1,14), (0,13); (ii): (—1,14), (0,13), (—1,14), (0,13).

2b. Zobrazeni

Z kapitoly 2a zndme pojem mnoziny, ktery nam v zidsadé umozni vyjadfit to, Ze néco mame ¢i nemame. Casto
jsme ale v situaci, Ze mame néjaké objekty a mezi témito objekty existuji urcité vztahy. Abychom tuto situaci
mohli zkoumat, potfebujeme matematickou strukturu, které ony vztahy dokaze zachytit. Takové struktury existuji,
dokonce je jich vice, aby dokazaly spravné zachytit rtizné typy vztaht.

Zde se soustfedime na vztah, ktery ma podobu jednoduchého pfifazeni. Naptiklad kazdy ¢lovek mé rodné cislo.
Matematicky to vidime tak, Zze médme mnozinu lidi A a mnozinu ¢isel B a kazdému ¢lovéku z mnoziny A prifadime
praveé jedno ¢islo z mnoziny B. Tim vzniké vztah. Podobné funguje tieba prifazeni, které kazdému mistu na zemi
davé soutadnici GPS, ¢i pfifazeni, které kazdému konkrétnimu zvifeti (savci) prifadi jeho pohlavi.

Tim se dostavame k pojmu zobrazeni, coz je jeden ze zékladnich matematickych nastroji. Vsimnéme si, ze tento
pojem nebude schopen obsdhnout naptiklad situaci, ktera kazdému zékovi pritadi ucitele, ktery jej uci, protoze
takovych ucitelu je vice. My bychom samoziejmé mohli definici zobrazeni udélat tak, aby umoznovala prifazovat
vice objektt, ale tim by vznikl pojem, ktery se chova tplné jinak, na takovéto situace mame jiné nastroje.

Student se s pojmem podobnym zobrazeni jiz setkal, kdyz pracoval s funkcemi. Tato zkusenost mu zde pomtze,
ale nemél by na ni spoléhat az prilis. Hodné stfedoskolaku si ze Skoly odnési predstavu, Ze funkce je vzorecek,
a pravé na toto je tieba rychle zapomenout. Mnohem lepsi je divat se na funkci jako na ¢ernou skiinku, které
podstréime ¢islo a ona na oplatku jiné vyda. Kdyz mame velké stésti, tak se tento proces da vyjadrit vzoreckem,
ale rozhodné se na to neda spoléhat.

Jednoduchy priklad pro ¢tenéfe, pro které je to nové: Definujme funkci f nasledovné. Jestlize je realné cislo x
vyjadritelné jako desetinné ¢islo s koneénym rozvojem, pak je hodnota f(z) dano jako ta cifra, ktera se v jeho
zapise vyskytuje nejéastéji; pokud by byla plichta, bere se nejmensi takova cifra. Pokud se x neda vyjadrit pomoci
koneéného desetinného rozvoje, pak definujeme f(z) = 0. Touto definici je f definovano pro vSechna redlna ¢isla,
tieba f(146824834) = 4, f(714.397721) = 7, f(0.333) = 3, naopak f(7r) = 0 ¢&i tieba f(3) = 0. Je to naprosto
normalni funkce, jen ji nelze vyjadrit vzoreckem.

Smiifme se tedy s tim, ze funkce je jakékoliv posilatko, které bere ¢isla a posila je na jina ¢isla. Jak ale takovou
funkci reprezentovat matematicky, kdyZz nemiZzeme spoléhat na vzorecek? Nejjednodussi je predstavit si, Ze je
funkce ddna mnozinou usporfadanych pari (poc¢ateéni bod,cilovy bod), coz vlastné presné odpovida grafu. Tento
zpusob nas vraci zpét k mnozinam, coz je objekt, se kterym umime pracovat, je to tedy perspektivni predstava.

Kdyz se na funkce podivame timto zptisobem, hned se nabidne napad, Zze by se nemusela posilat jen ¢isla, ale i
jiné objekty, mtzeme si klidné predstavit tfeba cernou skrinku, které davame pismenka a ona na oplatku vydava
tieba ruznd lizatka. I fungovani takovéto skfiiiky by $lo (pfinejmensim teoreticky) zachytit jako mnozinu dvojic
(pismenko,lizdtko). Tim se dostdvame k obecné definici.
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Definice.
Necht A, B jsou neprazdné mnoziny. Definujeme zobrazeni z A do B jako libovolnou podmnozinu 7' mnoziny
A x B splnujici

Va € A3 € B: (a,b) € T.
Fakt (a,b) € T znac¢ime T'(a) = b.
Mnozina A je defini¢ni obor 7', zna¢eno D(T'), mnozina B je cilovd mnozina T'. Definujeme také obor hodnot
T jako

R(T)={be B; dJac A: T(a) =b} ={T'(a); a € A}.

By a mapping we mean any subset T' of A x B satisfying the following condition: For every a € A there is
exactly one b € B such that (a,b) € T. We denote this T'(a) = b. The set A is called the domain of T', denoted
D(T), and the set B is called the codomain of 7. We also define the range of T' as R(T) = {T'(a); a € A}.

Pfipomindme, ze 3! ¢teme ,existuje pravé jedno“ (viz kapitola la), tedy definice opravdu vyzaduje, aby posilatko
neposilalo jeden vstupni objekt na vice mist. Tuto podstatu zobrazeni coby posilatka dobfe vystihuje ono alter-
nativni znaceni 7'(a) = b, pouziva se také (¥idceji) T": a — b. Fakt, ze T je zobrazeni z A do B, pak ¢asto znacime
jako T: A — B.

Poznamenejme, ze zapis T(a) = b je sice intuitivné pfijemny, ale je tfeba si uvédomit, Zze se tim rozhodné
nenaznacuje, ze by se a dosazovalo do né&jakého vzorecku. Je to jen sugestivni zkratka pro fakt, ze dvojice (a,b)
lezi v T'. Préace se zépisem T'(a) = b je ¢asto pifijemnd, ale jsou chvile (zejména v nékterych dikazech), kdy nezbyva
nez prejit ke skuteénému vyznamu a pouzivat znaceni (a,b) € T

Piiklad 2b.a: Uvazujme mnoziny A = {o,e} a B = {1,2,13}. Pak R = {(¢,13)} neni zobrazeni A — B,
protoze prvku a = e neni nic pfifazeno. Také R = {(¢,13), (e,1), (¢,2)} neni zobrazeni, protoze prvku a = ¢ jsou
prifazeny dvé ruzna b.

Jak se da cekat, ted pfijde zobrazeni, tieba T'= {(¢, 1), (8,13)}. Toto je spravny formalni zapis podle definice,
ale mame k dispozici i mozna pfirozenéjsi zapis ve formé vycétu T'(o) = 1, T'(e) = 13.

Toto zobrazeni méa defini¢ni obor D(T') = A a obor hodnot R(T") = {1,13}.

A

Jak si takové zobrazeni mutzeme znazornit? Kazdému a je pfitfazeno jediné b, toto posilani a +— b se prirozené
zachyti Sipkami. Ukézeme obrazek pro nase T" a také pro R z piikladu 2b.a (R sice neni zobrazeni, ale jak uvidime
v kapitole o relacich, tyto obrazky se nedélaji jen pro zobrazeni).

A _r o B A R B

Takovy obrazek je velice uzitecny, naptiklad obor hodnot v ném vidime jako vSechny body z B, do kterych vede
Sipka. Hned také vidime, kdy n&jakd podmnozina A x B neni zobrazeni, bud pro ni néjaké a nema Sipku zadnou,
nebo jich ma vice (viz R).

Alternativni moznost znazornéni je vyjit z definice, tedy vnimat 7 jako néjakou podmnozinu kartézského soucinu

A x B, ktery si (pfinejmensim u kone¢nych mnozin) tradiéné znézoriiujeme jako obdélnikovou sit bodi. V ni
zvyraznime dvojice lezici v T

B Tento obréazek se u diskrétnich ptikladi (koneéné mnoziny a podobné) moc nepou-
13— o ° ziva, ale velmi uziteény zacne byt, kdyz A = R, tak jej asi ¢tenar zna. Pak vétsinou
mluvime o funkcich. Néktefi autofi pouzivaji ndzev funkce i pro obecné zobrazeni,
jini si jej rezervuji jen pro zobrazeni, jejichz defini¢ni obor je v R, popfipadé v Z.
2 ° ° Zde se drzime druhého zpusobu, takze kdyz pracujeme s mnozinami, budeme mluvit
o zobrazeni a upfednostiiovat ten Sipkovy obrazek.
14 ° o
T T A
o °
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Priklad 2b.b: UvaZujme A coby mnozinu vSech studentti a B = R. Definujeme zobrazeni T: A — B pfedpisem,
ze pro konkrétni a € A udava T'(a) studijni pramér studenta a k uré¢itému pevné zvolenému dni. Pak by 7" mélo

byt zobrazeni.
A

Priklad 2b.c: Uvazujme A coby mnozinu vsech studentti a B mnozinu vSech predméti. Jestlize definujeme T
jako mnozinu v8ech dvojic (a,b) € A x B takovych, Ze student a si v tomto semestru zapsal kurs b, pak to témér
urc¢ité nebude zobrazeni, protoze se nejspise najde néjaky sabotujici student a, ktery si zapsal vice nez jeden kurs,
diky ¢emuz se toto a vyskytne v mnoziné T' ve vice dvojicich a porusi tak podminku z definice zobrazeni.
Takovéto objekty zkoumame v kapitole 3.
Pro urcité mnoziny studenti by to ale zobrazeni byt mohlo, takze obecné se neda fict nic.

A

Jakmile umime posilat nékam prvky, tak uz umime posilat i celé mnoziny, prosté je posleme po jednotlivych
prvcich. Mizeme si také vzit néjaky objekt v cilové mnoziné a zeptat se, kdo vSechno je na néj poslan.

Definice.
Necht T: A + B je zobrazeni. Pro M C A definujeme obraz M jako

TM)={beB; Jac M :T(a) =b} ={T(a); a € M}.
Pro N C B definujeme vzor N jako
T 'N]={a € A; T(a) € N}.

Pak mame tieba R(T) = T[D(T)], evidentné vzdy T—'[B] = A. Znadeni T~! pro vzor se miiZe plést se znadenim
pro inverzni zobrazeni (viz niZe), vzor mnoziny se pozné podle hranaté zévorky. Hledéni vzoru ve smyslu mnoziny

se d4 udélat vzdycky. Vratime-li se k ptikladu 2b.a, tak T-1[{1}] = T1[{1,2}] = {0}, T 1[{2}] = 0.

Kdy se dvé zobrazeni rovnaji? Neni to tak jednoduché, jak to vypada na prvni pohled. U funkci je mnohy ¢tenar
zvykly, Ze se rovnaji, pokud jsou dany stejnym vzoreckem, ale jsou v tom tfi hacky. Za prvé, tentyz vzorecek se
da vyjadrit vice zplisoby a ¢tenafe moznd piekvapi, Ze obecné neexistuje zpisob, jak spolehlivé poznat, zda dva
vzorecky davaji totéz. Za druhé, my uz navic vime, Ze na existenci vzoreckl nelze spoléhat, takze se spis musime
zamérit na to, co zobrazeni opravdu délaji, tedy kam prvky posilaji. A za tieti, dokonce i kdyby byly dvé zobrazeni
dany stejnymi vzorci, tak jesté nemusi byt stejnd, pokud nepracuji se stejnymi vychozimi a cilovymi mnozinami.
Brzy totiz uvidime, Ze u zobrazeni staci zménit jednu z mnozin (aniz bychom ménili Sipky samotné) a uz tim
miuZeme zménit jeho vlastnosti, vznikne tim tedy vlastné jiné zobrazeni. Tim se dostavame k nasledujici definici.

Definice.
Necht T: A~ B a S: C +— D jsou zobrazeni. Rekneme, Ze jsou si rovna, znaceno T' = S, jestlize A = C, B = D
a plati Va € A: T'(a) = S(a).

Jinak feceno, vsechny tfi symboly v obrazku ,T: A — B* jsou dulezité.

My jsme ovsem definovali zobrazeni jako urc¢ité mnoziny dvojic. Pokud se k tomuto pohledu vratime, tak se cely
problém rovnosti ponékud zjednodusi: Zobrazeni T, S jsou si rovna pravé tehdy, pokud C' = D a zobrazeni jsou si
rovna coby mnoziny dvojic.

Zobrazeni a operace.

Nejjednodussi operaci je proces, kdy se omezime z pivodni mnoziny A jen na néjakou jeji podmnozinu. To je
vysoce uziteény nastroj, napriklad v pfipadech, kdy se ndm nelibi, co zobrazeni na jisté ¢asti mnoziny A déla, a
situace nam umoznuje doty¢nou ¢ast ignorovat. Formalné to funguje takto.

Definice.
Necht T: A +— B je zobrazeni, necht M C A. Definujeme restrikci zobrazeni T" na M, znaceno T, jako
zobrazeni z M do B definované

T|p(a) =T(a) pro a € M.

Napiiklad 7' z pfikladu 2b.a miiZe byt omezeno na podmnozinu M = {o}, vznikne pak zobrazeni T'|,,: M — B
definované T'(¢) = 1.

Vratime-li se k definici zobrazeni, tedy nahlizime-li na néj jako na néjakou mnozinu dvojic z A x B, pak néas
zajimaji jen ty dvojice, které maji prvni soutadnici z M, proto T|,, = T'N (M x B). Neni to nic zdsadniho, ale je
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dobré umét si takovéto véci rozmyslet. V zésadé ale se zobrazenimi jako s mnozinami pracujeme jen vyjimecné,
protoze ten jazyk pro né neni uplné nejvhodnéjsi, jde preci jen o velice specialni mnoziny.

U zobrazeni se nejvice pracuje s operaci skladani.

Definice.
Necht T: A+ B a S: B — C jsou zobrazeni. Definujeme jejich sloZzené zobrazeni ¢i kompozici SoT: A — C
predpisem

(SoT):aw S(T(a)) pro a € A.

Znacime také SoT = S(T).

Consider mappings T: A — B and S: B — C. We define their composition as the mapping So7: A — C
defined by (SoT)(a) = S(T(a)) for a € A.

Obréazek naznacuje, o¢ zde jde. Zobrazeni T posila a € A na néjaké b € B, ale situace je tak pékné nastavena,
ze toto b = T'(a) lze poslat dale pomoci zobrazeni S na néjaky prvek S(b) = S(T(a)).
A C

Kdyz se u kazdého takového dvoukroku podivame jen na vychozi a cilovy bod (tedy vynechdme prostiednika),
dostavame zobrazeni SoT : A~ C.

Vsimneéte si, ze kdyz chceme SoT pouzit, tak nejdfive aplikujeme na vychozi prvek zobrazeni T a na ten vysledek
pak teprve S. Jinymi slovy, slozeni SoT se ¢te zprava doleva. To je ponékud nezvyklé, ale kdysi se tak matematici
dohodli, protoze jim pfislo, ze to pékné ladi s béznym funkénim zapisem. Kdyz aplikujeme 71" na a, dostaneme
T'(a). Tohle pak chceme dosadit do S, ¢ili délame S(7'(a)), takze T je jako prvni, ale vpravo.

1 Priklad 2b.d: Uvazujme nase znamé 7" z piikladu 2b.a a také zobrazeni S z B do C = {a, b, ¢, d} dané S(1) = a,
S(2) =d, S(13) = b. Zkusime je slozit.

Vidime, Ze opravdu dostavame zobrazeni z A do C, které posilda ¢ — a a e — b. Ovéfime si to prvni podle
definice: (S oT)(¢) = S(T(¢)) = S(1) = a.

Je vidét, ze S(2) je pro slozené zobrazeni irelevantni.

A

Poznamka: Vidime, Ze napad s navazovanim funguje vzdy, kdyZ je mozné hodnoty T dosadit do S. Sklddéani
1ze tedy zavést obecnéji pro libovolné zobrazeni T, S spliiujici R(T) € D(S). Pro¢ jsme tedy neudélali obecnéjsi
definici, kterd pracuje se zobrazenimi T': A — B a S : C — D spliujicimi B C C? ProtoZe ta nase je
jednodussi a bude se nam s ni déle trochu 1épe pracovat, pficemz jsme nic neztratili.

Pokud jsme totiz v oné obecnéjsi situaci, tak nas pfi sklddani stejné nezajima, so S déla s prvky, do kterych
se T' nedostane. Jinymi slovy, vzdy se miZeme omezit na restrikci S|g : B +— D a pak uz miiZzeme pouZzit nasi
definici.
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Poznamka: zkusme udélat vyjimku a vratit se jesté k mnozinovému pfistupu k zobrazeni. Jestlize bychom
chtéli s T a S pracovat podle definice, tedy jako s dvojicemi prvkd, jak bude vypadat definice slozeného
zobrazeni? Musime specifikovat, které dvojice prvka jej tvori, rozmyslete si, Ze to dopadne takto:

SoT ={(a,c)e AxC; Ibe B: (a,b) € TA(bc)eS}.

Jako obvykle se ndm bude se zobrazenimi a sklddanim lépe pracovat, pokud budeme umét délat néjaké zarucené
spravné ,upravy“, jinymi slovy nas zajimé, jakd pravidla pro tuto operaci plati.

Uz z principu je jasné, ze sklddani nemtize byt komutativni, protoze naptiklad v tom nasem piikladé poradi
T o S viibec nemé smysl. Kdyz se podivame, jak by zobrazeni za sebou §la: S: B+— C, T: A — B, tak vidime, Ze
zobrazeni T viibec neni schopno akceptovat vysledky S jako svilj vstup. To je tedy principialni problém.

Jsou ovSem situace, kdy pfi obraceni pofadi se mnoziny spravné navazou, napiiklad pokud pouzivame stale
stejnou mnozinu. Ani pak ale neni komutativita zarucena.

Piiklad 2b.e: Uvazujme mnozinu B = {1,2,13} a zobrazeni U,V: B — B definovana takto:
Uil 1,205 13, 13 1.
Viles 2,205 13,13 — 1.
Pak zobrazeni V o U posila 1 — V(U(1)) = V(1) = 2, zatimco U o V posild 1 — U(V (1)) = U(2) = 13. Neplati
tedy VoU=UoV.
A

P¥iklad 2b.f: Vratme se ted k tomu, co student dobie zn4, redlnym funkcim. Uvazujme funkce f(z) = 22 a

g(x) = x + 13, obé jsou vlastné zobrazeni R — R a muzeme je tedy slozit v libovolném potfadi. Slozeni g o f posila
z = g(f(@)) = g(a®) = 2* + 13,

nahradili jsme nejprve f(z) pfislusnou hodnotou a pak jsme tento vysledek pouzili jako vstupni hodnotu pro g.
Mizeme zacit i vyhodnocenim g a dopadne to stejné,

z— g(f(2)) = f(z) + 13 = 2% +13.
Kazdopadné (g o f)(x) = 22 + 13. Rozmyslete si, Ze v opa¢ném potadi skladani dostaneme (f o g)(x) = (z + 13)?,
znaceno také f(g)(z) = (z + 13)2. Zase vidime, Ze zménou potadi skladani dostavame jinou funkci.
A

Popravdé feceno, komutativita je sice pfijemné, ale az tak zasadni neni, takze jeji selhani tolik nevadi. Mnohem
vice nam zalezi na asociativité a tam mame Stésti.

Véta 2b.1.
Necht T: A+ B, S: B+ C a R: C — D jsou zobrazeni. Pak plati (Ro S)oT = Ro (SoT).

Dukaz (rutinni): Nejprve si rozmyslime, ze (RoS)oT a Ro (S oT') jsou oboji zobrazeni z A do D (nakreslete
si obrazek), takze se shoduji vychozi a cilové mnoziny. Ted ukazeme, ze obé zobrazeni davaji stejné hodnoty na
prvcich z A.

Vezméme libovolné a € A. Zobrazeni (Ro S)oT vznika jako slozeni T'a Ro S. Podle definice se tedy a nejprve
dosazuje do T' a vysledny prvek pak do Ro S. Dostavame (Ro S)[T'(a)] a podle definice sklddani si rozmyslime,
jak slozené zobrazeni R o S pusobi na prvek T'(a).

a— (Ro S)[T(a)] = R(S[T(a)]) = R(S(T(a))).
Pouzili jsme hranaté zavorky, abychom vizualné oddélili irovné, na kterych se pouziva definice, ale rtizné typy
zavorek jsou samoziejmé porad jen zavorky.
Stejné rozebereme R o (S o T'), podle definice se ma R aplikovat na slozeni (S o T")[a], coz si pak prepiSeme
pomoci definice:

a— R[(SoT)(a)] = R[S(T(a))] = R(S(T(a))),

tedy hodnoty jsou stejné.
L]

Uz jsme vidéli v kapitole 2a, ze asociativita nam umoznuje rozsifit definici operace indukci ze dvou prvkid na
libovolny koneény pocet, tedy nejprve ze dvou na t¥i pfedpisem Rso Ry 0 Ry = Rz o (R0 Ry), odtud pak na étyii
predpisem R4 o0 R3o Roo Ry = Ryo(R30 Reo Ry) a tak déle. Obecné se to déla indukei/rekurzi (viz kapitola 5):
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Definice.
Necht n € N, n > 2. Uvazujme mnoziny Ay, ..., A, Ani1, Anio azobrazeni T;: A; — A proi=1,... ,n+1.
Jejich slozeni definujeme vzorcem

Tpi10TpoT, 1001y =Thy10(T,0T,—10---0TY).

Je to zase lehké, pti pohledu na obrazky vyse ¢lovéka napadne, Ze by klidné téch zobrazeni mohl za sebe navazat
hodné a pak ignorovat vse uprostied.

Zajimavé to zac¢ne byt, kdyz se podobné hratky délaji jen s jednim zobrazenim, které zietézime. Aby ale T o T
fungovalo, musi byt cilovd mnozina 7" podmnozinou jeho defini¢niho oboru, nejéastéji jsou rovnou stejné a mame
po starostech. Vyraz T'oT o --- o T se pak nazyva mocnina, inspirace nasobenim je evidentni. Udélame si na to
specialni definici.

Definice.
Necht T: A — A je zobrazeni, n € Ny. Pak definujeme n-tou mocninu 7' znac¢enou 7" takto:
e definujeme T = T;
e pro n > 1 definujeme 7"+ = T o T™;
e definujeme T° jako zobrazeni i,: A — A definované piedpisem Va € A: i4(a) = a.
Tomuto zobrazeni fikdme identita nebo identické zobrazeni na A.

Priklad 2b.g: Jak toto funguje u funkci? Uvazujme f(z) = 2® coby zobrazeni R — R. Pak f°(z) = z, je t
identické zobrazeni posilajici kazdé &islo na sebe, snadné je i f1(x) = f(x) = 2. Dale mame f?(z) = ( ))
(@) =, (o) = f(£2(2)) = £%) = (@)} = a7, £(a) = [(@) = (&7 = o atd.

Rozmyslete si, ze pro g(z) = sin(z) bude ¢g?(z) = sin(sin(z)), ¢°(x) = sin(sin(sin(z))) atd.

Zde nardzime na jednu nepiijemnost. U funkei totiz také mame operace na vychozim prostoru R (séitani, naso-
beni) a od nich odvozené operace s funkcemi (funkce vzajemné séitdme, ndsobime atd.). Pak také interpretujeme
f* jako sou¢in f- f --- f, naptiklad f2(z) = f(z)- f(z) = 2% 23 = 25, f3(x) = f(2)- f(x)- f(x) = 23 23 - 2% = 2°
atd., také fO(x) = (23)° = 1. Podobné mame v tomto smyslu ¢*(z) = sin® (). Evidentné dostavame jiné vysledky
nez v predchozim odstavci, ale znaceni je stejné. To je vysoce nepiijemné, ale nastésti méné, nez by se zdalo.
V analyze hodné pracujeme s operacemi na realnych ¢islech a nejsme zvykli opakované skladat funkce se sebou,
takze tam f* automaticky bereme jako opakované nasobeni. Zde nis naopak pii praci se zobrazenim 7: A — B
viibec nezajima, co si mnoziny A a B délaji, ¢asto ani Zadné své operace nemaji (mnozina lidi atd.), takze T*
vzdy znamené opakované skladani.

Na tento rozpor narazime v silnéjsi podobé u inverznich funkci, nastésti nas v této knize trapit nebude.

A

Piiklad 2b.h: Vratme se k pfikladu se zobrazenimi U,V na mnoziné B = {1,2,13}. Pak mame nésledujici:
Ul=U:1+—1,2— 13,13 +— 1.
U2=UoU:1+ 11,213+ 1,13+~ 1+ 1, tedy U?(b) = 1 pro vSechna b € B.

U3=UoU?*1— 11,211, 13— 1+ 1, tedy U® = U%. Rozmyslete si, Ze u tohoto zobrazeni jsou
vSechny dal$i mocniny stejné, posilaji vSechno z B do 1.

Vi=V:1—2 213 13— 1.

VZ2=VoV:1—2—13,2— 13— 1,13+ 1+ 2, tedy V2: 1+ 13,2 +— 1, 13— 2.

V3=VoV2 1~ 13— 1,2 1+ 2, 13— 2+ 13. Takze vlastné V> = ip je identické zobrazeni na B.
Rozmyslete si, ze V4 =V, V5 V2 V=i, VIi=V,V8=V2 V9 =ig atd.

JAN

Posledni pozorovani uz plyne obecné z rovnosti V3 = ip a nésledujiciho faktu:

Fakt 2b.2.
Necht T: A +— B je zobrazeni. Pak igoT =T a Tois="1T.

Tohle by mélo byt jasné, kdyz si ¢loveék predstavi spravny obrazek.
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7 obrazku je také jasné, proc¢ je v jednom vzorci potieba ¢4 a v druhém ip.

Dukaz (rutinni): Nejprve dokazeme, ze igoT = T. Protoze T: A — B aig: B — B, mnoziny spravné navazuji
a toto sklddani mé smysl. Ukdzeme, ze zobrazeni ig o T dé&la totéz co T. Necht a € A. Pak
(i oT)(a) = ip(T(a)) = T(a),
protoze T'(a) je prvek z B a zobrazeni ip takové prvky nechava, jak jsou.
Podobné dokézeme druhou rovnost.

U

Velice zajimavé je, kdyz si vezmeme zobrazeni T: A — A. Rovnosti pak daji igq oT =T oig = T. To znamena,
7ze zobrazeni i4 se chova vuci skladani jako ¢éislo 1 pfi ndsobeni éisel. Daji se dokonce (relativné snadno pomoci
asociativity) dokézat i pravidla T™ o T™ = T™+" a (T™)" = T™". Jesté se k tomu vratime v kapitole o binarnich
operacich, ted si od nasobeni ¢isel vyptlijéime inspiraci, jmenovité to, Ze se k éislim x pokousime hledat éisla %
tak, aby x - % =1.

Definice.
Necht T: A — B je zobrazeni. Rekneme, Ze zobrazeni S: B — A je inverzni k T, jestlize SoT =iy aToS = ig.
Pokud takové zobrazeni existuje, tak fekneme, ze T je invertibilni, a inverzni zobrazeni zna¢ime 7~ 1.

Let T: A — B be a mapping. We say that a mapping S: B +— A is an inverse mapping of T if it satisfies
SoT =i4aToS =ip. If such a mapping exists, then we denote it 7! and say that 7T is invertible.

Co ta definice vlastné pozaduje? Mame tam rovnosti dvou zobrazeni, coz znamend, Ze se chovaji stejné, kdyz do
nich dosazujeme prvky. Pro zacatek si vzdy rozmyslime, jaké prvky:

Méme T: A+~ B a S: B+ A, proto SoT jde z A do A. Ma tedy smysl jej porovnavat s i4, které jde také z A
do A. Porovnani délame dosazovanim prvkia z A, takZze rovnost S o1 = i, ve skutenosti znamena, Ze

S(T'(a)) = a pro vSechna a € A. (1)
Podobné si rozmyslime, ze T o S jde z B do B, a vidime, Ze rovnost z definice je ekvivalentni rovnosti
T(S(b)) =b pro vsechna b € B. (2)
Definici je tedy alternativné mozno formulovat prostfednictvim podminek (1) a (2), bez pouziti zobrazeni identity,
mnoho autord to tak déla.
Lidové feceno, podminky (1) a (2) ndm ¥ikaji, Ze se zobrazeni T' a S ,navzajem zkrati“, pokud se ve skldadéni

objevi vedle sebe. Ctenaf to uZ nejspise videél, napifklad funkce In(x) a e® jsou navzdjem inverzni, tudiz plati
e™®) =z pro z > 0 a In(e®) = x pro = € R.

Priklad 2b.i: Vratme se k zobrazeni V: 1 +— 2, 2 — 13, 13 — 1 z prikladu 2b.e.
Tvrdime, ze zobrazeni W: 1+ 13, 2 — 1, 13 — 2 je inverzni k zobrazeni V. Dokazeme to dosazenim, piesné jak
jsme si to ted rozmysleli.
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WoV:il—2+—1,2— 13— 2,13 — 1+~ 13. Ano, vidime, Ze toto slozené zobrazeni je identita.
VoW:1—13—1,2— 1+ 2, 13— 2+ 13. A zase mame identitu. Takze W = VL.
A

Piiklad 2b.j (pokracovani 2b.a): Ted si zase pfipomeneme zobrazeni T z mnoziny A = {¢,e} do B = {1,2,13}
definované predpisem T(¢) = 1, T'(e) = 13. Definujme T: B — A predpisem T(1) = o, T(2) = o, T(13) = e.

Pak ToT jdez A do A a déla T(T (o)) =T(1) =0 a T(T(e)) = T(13) =, tedy T o T = i4.

To vypada nadéjné. Bohuzel ale T(T\(Q)) = T(e) = 13 a jsme v haji, zobrazeni ToT neposila 2 — 2 a tim padem
to neni i, proto také T neni inverzni zobrazeni k T.

A

Vidime, zZe v definici opravdu potfebujeme mit obé rovnosti.

Priklad 2b.k: Uvazujme funkci f(z) = 2z + 1. Standardni algoritmus na hledani inverzni funkce funguje tak,
ze rovnost y = 2z + 1 vyfesime pro z, dostavame tak vzorec g(y) = %(y — 1). Dokéazeme, ze jsme opravdu dostali
inverzni funkci:

reR = g(f(z) =92z+1)=L1(2z+1]-1) ==,

yeR = flgy) =f(zly-1) =2 3(y-+1=y.
Potvrzeno, go f = Ig a f o g = Ig, tedy g je inverzni zobrazeni k f.
Jak bychom to zapsali? Zase mame problém, z hlediska teorie zobrazeni piseme g = f~!, ale u realnych funkci
£~ znamena %, coz je x +—> 2x1+1 neboli Gplné jina funkce nez g. Nékteri autofi proto pouzivaji znaceni f_; pro
inverzni funkci.

Poznamenejme jesté jednu véc, na mnohych stfednich skolach se -1 0 1 2 3
studenti uéi prejit u inverzni funkce zase k proménné z, tedy psali by ' ' ' ' ' R[x]
g(z) = 3(z—1). To ale neni moc dobry népad, jednak to neni tfeba a
druhak to dokonce posila Spatny vzkaz. My totiz pracujeme s dvéma
kopiemi mnoziny realnych ¢isel, v jedné pouzivame pro prvky = a v 9
druhé y.

Jak vidime, funkce g viibec neumi s prvky x pracovat, protoze ma : - - : : R[y]
jako vychozi mnozinu uplné jiny svét. Nema tedy smysl ji tyto pro- —1 0 1 2 3
ménné podsouvat, naopak dosazovanim y ¢tenari jasné sdélujeme, jak
tato funkce funguje.

A

Ted se zamyslime, jak vlastné takové inverzni zobrazeni funguje, zaroven tim vyfeSime jeden problém, ktery se
objevil v definici. Tam jsme si pro inverzni zobrazeni zavedli zna¢eni 7!, ale co kdy# je jich vic? Néktefi autoii
proto toto znaceni zavedou az pozdéji, kdyz je jasné, jaka je situace.

Jaka tedy je? Obrazek vyse silné napovida, podivejme se na to obecné.
Prvek a € A je zobrazenim T nékam poslan, jmenovité na prvek T'(a) =
b. Aby pro zobrazeni S platila rovnost S(T'(a)) = a, tak S musi vratit b
zpét na a.

Zda se, ze T~! m4 presné stejné sipky jako T, jen jdou opa¢nym smé-
rem, coz mimochodem souhlasi s predchozimi tfemi piiklady. Také to
ukazuje, ze inverzni zobrazeni nemé na vybér, jak jit.

Potvrdime si to oficialné.

Fakt 2b.3.
Necht T: A + B je invertibilni zobrazeni. Pak T~!(b) = a pravé tehdy, kdyz T'(a) = b.

Dukaz: Je to ekvivalence, musime dokdzat implikace obéma sméry.

1) =: Predpokladejme, ze T~1(b) = a. Je to tedy prvek z A, proto na né& mtzeme aplikovat zobrazeni T
T(a) = T(T~1(b)). Jenze napravo mame T o T~! = ip, proto dostavame T'(a) = b.

2) <=: Piedpokladejme, Ze T'(a) = b. Toto je prvek z B, mtizeme na n&j aplikovat T-1: T=1(b) = T=H(T(a)).
JenZe napravo mame T~! o T =iy, proto T-1(b) = a.

U
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Disledek 2b.4.
Necht T: A + B je zobrazeni. Jestlize je invertibilni, tak je jeho inverzni zobrazeni T~! d4no jednoznacné.

Ted si vSichni matematici oddechli, definice inverzniho zobrazeni byla korektni.
Coby cviceni matematické pfedstavivosti se jesté jednou podivame na zobrazeni jako na mnozinu dvojic. Praveé
jsme zjistili, ze jestlize je néjaké zobrazeni T' C A x B invertibilni, pak
T~' ={(b,a) € B x A; (a,b) € T}.
7 predstavy otaceni Sipek lze snadno odvodit zékladni pozorovani o inverznich zobrazenich. Za¢neme nécim
jednoduchym. Jestlize je T' invertibilni, tak umime otocit Sipky a dostaneme tim nové zobrazeni. Nic by ndm pak
nemélo branit v novém otoceni Sipek a dostaneme zase zpét to pivodni zobrazeni. Ted to Ffekneme matematicky.

Fakt 2b.5.
Necht T: A — B je zobrazeni. Jestlize je T invertibilni, tak je i 7! invertibilni a (T-1)~! =1T.

Dukaz (poucny): Predpokladejme, Ze T je invertibilni, takze mame T~!: B + A. Potfebujeme ukézat, Ze je
n&jaké zobrazeni S, které jde naopak nez T !, tedy A — B, a splituje T 10S =i, a SoT~! = ip. Zobrazeni T
opravdu jde A — B a kdyz jej dosadime do téch rovnosti misto S, tak dostaneme ToT ! =iy aT 10T =ip,
coz urcité plati, protoze je T~ je inverzni k T. T tedy spliiuje pozadavky na S, je to (T~1)~1.

L]

Umime délat inverzi a také umime skladat, jak to jde dohromady?

Véta 2b.6.

Necht T: A — B a S: B +— C jsou zobrazeni. Jestlize jsou invertibilni, tak je i S o T invertibilni a navic plati
(SoT)t=T"1oS5" L

Ten vzorec je opravdu zajimavy, protoze obraci poradi. To je u inverznich pojmui normalni (viz Véta 8a.9),
podivejme se, Ze to ani jinak nejde. Dané zobrazeni jdou A .5 Ca kdyz slozime, dostaneme SoT: A +— C.
Piipadné inverzni zobrazeni k nému tedy musi jit C' + A. Abychom vysli z C, musime zacit s S~!, protoze 7!
zacind v mnoziné B. Tim jsme inspirovani k opac¢nému poradi a ovéiime, ze to opravdu dopadne dle ocekéavani:

-1 —1
Méme ,fetizek” C LAY AN A, &li T-1o S~ jde C +— A, piesné jak potiebujeme. Ukazali jsme, Ze z hlediska
mnozin mé viechno ten spravny smysl, ale to na rovnost (SoT)~! = T1 oS~ nestaci. Jesté se musime podivat,
kam se posilaji jednotlivé prvky.

Dukaz (rutinni, pou¢ny): Pfedpokladejme, ze T' a S jsou invertibilni. Potfebujeme dokazat, Ze existuje zobrazeni

inverzni k S o T', tedy zobrazeni U: C' — A spliiujici Uo (SoT) =i4 a (SoT)oU = ic. Takze jedno takové

najdeme, ukazeme, ze U = T—! o S~! funguje. Uz jsme si rozmysleli, Zze jde C' +— A, a opakovanou aplikaci
asociativniho zakona, Faktu 2b.2 a vlastnosti inverzni funkce dostaneme
(T oS Ho(SoT)=T1o(S ' oS)oT =T toigoT=T"o(igoT)=T""0T =iy,
(SoT)o (T oS )=So0(ToT HoS t=8o0igoSt=8So0(igoS!)=8508""=ic.

O
Toto tvrzeni snadno zobecnime pro vicenasobné skladani.
Véta 2b.7.
(i) Necht n € N, n > 2. Uvazujme mnoziny Ai,...,A,, A,+1 a zobrazeni T;: A; — A;41 proi = 1,...,n.

Jestlize jsou vSechna tato zobrazeni invertibilni, pak je invertibilni i slozené zobrazeni T,, o--- 0T} a
(Tno...oTl)_l :Tl_lo...oTn_l‘
(ii) Nechf je T: A — A invertibilni, n € Ny. Pak je i T™ invertibilni a (T7)~! = (T~1)".

Dtikaz se déla indukci, nechame jej do prislusné kapitoly jako cviceni (viz cvifeni 5a.8), protoze je rutinni.

Mimochodem, ten druhy vztah vlastné zname z redlnych cisel, a%n = (l)n.

xT

Poznamka (pokrocild): Pro invertibilni zobrazeni je mozné definovat mocninu i pro zaporné exponenty
vzorcem T~" = (T~1)". Mame pak pro invertibilni zobrazeni T definovano T™ pro vSechna n € Z, podobné
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jako méme pro nenulova éisla = definovdno x™ pro vSechna n € Z. D4 se ukdzat (neni to tézké, ale dlouhé a
nudné), Ze jsme tim rozsifenim na zaporné exponenty nepokazili pékné vlastnosti pivodni mocniny, naptiklad
potrad plati T™ o T™ = T™+" a (T™)™ = T™", tentokrate ovSem pro libovolna celd ¢isla m, n.

Ted se vratme k tomu, Ze inverzni zobrazeni prosté jen obraci Sipky. Tim se ovSem dostdvame k problému, Ze
ne vSechna zobrazeni jsou invertibilni (ostatné ani % nenajdeme pro vSechna éisla z). Vidime dva zadrhele, které
by nas mohly pfi pokusu o obraceni Sipek potkat. Pokud by se dvé Sipky zobrazeni T'sbihaly v jednom bodé, pak
nevime, kterou z nich si vybrat pro cestu zpét. A kdyby u néjakého prvku z B Sipka chybéla, pak zase nevime,
kam jej zpétné poslat (pfesné toto nés postihlo v pfikladu 2b.j). Zavedeme si vlastnosti, které pfesné toto popisou.

Definice.
Necht T: A — B je zobrazeni.
Rekneme, 7e T je prosté ¢i injektivni, jestlize
Vo,y € At [z #y = T(z) # T(y)].
Rekneme, 7e T je na ¢i surjektivni, jestlize R(T) = B.
Rekneme, ze T je vzadjemné jednoznaé¢né ¢ bijekce, jestlize je prosté a na.

A mapping T: A — B is called one-to-one (often denoted 1-1) or injective, if for all distinct elements
x #y € Aone has T'(z) # T(y). It is called onto or surjective if R(T") = B. If it is both 1-1 and onto, then
we call it a bijection.

Podminka R(T") = B se da také napsat T[A] = B nebo podrobnéji
Vbe B3ac A:T(a) =0

a znamend, ze ke kazdému prvku v cilové mnoziné B vede alespon jedna Sipka. Kazdé zobrazeni identita i4 je
automaticky na, z ostatnich pfikladd v této kapitole jsou na jen V, f(z) = 2z + 1 a jeho inverze g.

Podminka pro prostotu zase fika, ze se zadné Sipky z¢inajici v rtiznych mistech nemohou sejit v jednom bodé.
Kdyz si projdeme nase pfiklady, tak téch prostych je docela dost: T, S, V, f(x) = 2z + 1 a jeho inverze a
automaticky kazda i4. Ptiklad U neni prosty, protoze prvky x = 1 a © = 13 spliuji predpoklad implikace z
definice (z # y), ale nespliuji jeji zavér (U(x) = 1 = U(13)), tudiz je implikace nepravdiva a U tedy neni prosté.

Protoze pracovat se vztahem # je nepiijemné, mnoho autort (mozné i vétsina) radéji pouziva v definici obménu
té ptivodni implikace, podminka prostoty se d& také napsat

Ve,y € A: [T(z) =T(y) = ==y (I)
V praxi prostotu daného zobrazeni 7' zkoumame tak, ze za¢neme s rovnosti 7'(x) = T'(y) a Fesime to jako rovnici,
coz je mnohem pohodlnéjsi. Vétsinou to tak budeme délat i zde.

Co se tyce bijekce, mezi piiklady mame bijekci V, funkei f(x) = 2z + 1 a jeji inverzi a pro libovolnou mnozinu
A je identita i4 samoziejmé také bijekce. D4 se Fict, Ze bijekce jsou z pohledu teorie mnoZin nejlepsi zobrazeni.

Zde jak vidno pouzivame kratsiho slova ,bijekce”, které postupné zacina byt brano na milost, nazev ,vzajemné
jednoznacné® je tradi¢néjsi a péknéjsi, nicméné delsi.

Pred chvili jsme si rozmysleli, ze pfi obraceni Sipek nam vadi situace, kdyz se u T' Sipky sbihaji nebo nedojdou
vsude. To prvni nam zakaze prostota, to druhé surjektivita, takze nasledujici tvrzeni by nemélo prekvapit.

Véta 2b.8.
Necht T: A +— B je zobrazeni. Je invertibilni pravé tehdy, kdyz je to bijekce.

Dukaz (pou¢ny): 1) =: Pfedpokladdejme, ze T je invertibilni.

Nejprve ukdzeme, Ze T' je prosté, pomoci obmény (I). Vezméme prevky z,y € A takové, ze T(x) = T(y).
Dosadime do zobrazeni T—! (mdme ho k dispozici, T' je invertibilni), stejny vstup musi dat stejny vysledek,
proto dostaneme T~(T(z)) = T~ (T(y)) a tedy x = y. Prostota je dokazéana.

Ted uk4Zeme, 7e je na. Necht b € B. Potfebujeme najit néjaky jeho vzor. Definujme a = T-1(b). Pak a € A a
T(a) =T(T~1(b)) = b. Surjektivita je dokézéana.

2) <: Predpokladejme, Ze T je bijekce. Ukdzeme, Ze je invertibilni. Nejprve definujeme zobrazeni S: B +— A.
Necht b € B. Protoze T je na, tak uréité existuje né&jaké a takové, ze T'(a) = b, a protoze je T prosté, tak je to
jediny takovy prvek. Muzeme tedy definovat S(b) = a.

Dokazeme, ze S =T~ 1.

Necht b € B. Pak S(b) je prvek a spliujici T'(a) = b, proto T'(S(b)) = T'(a) = b.
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Necht a € A. Potfebujeme védét, co je S(T'(a)). Hodnota S v bodé b = T'(a) je definovana jako néjaky prvek
x € A takovy, ze T'(x) = b. Jednim z takovych prvku je a, ten to uréité splni, a diky prostoté T je také jediny
takovy. Proto jsme pii definici S pouzili S(b) = a, tedy S(T'(a)) = a. Dtkaz je hotov.

U

P¥iklad 2b.l: Uvazujme zobrazeni T z mnoziny obéantt CR do mnoziny desetimistnych é&isel definované tak, Ze
T'(z) je dano jako rodné ¢islo ¢lovéka x. Ur¢ité neni na, napiiklad neni mozné se narodit ve t¥indctém mésici, tudiz
desetimistnd ¢isla zacinajici xx13 nebudou dosazitelna pomoci T'. Dobra otazka je, zda je toto zobrazeni prosté.
Skutecnost je takova, ze my chceme, aby bylo prosté, dlouho jsme si to i mysleli, ale v devadesatych letech se
ukézalo, ze ob¢as nékdo nékde néco spletl a toto zobrazeni prosté nebylo. Urady se to snazily napravit, ale kdo vi.

A

Priklad 2b.m: Prozkoumame prostotu a surjektivitu pro nékolik funkci coby zobrazeni R — R.

a) f(r) = 2% — z. Neni problém si naértnout graf této funkce, zac¢ind v levém dolnim rohu (utikd do minus
nekonecna), pfi své cesté nahoru protne osu z v bodé —1, pak se oto¢i a zase jede dold, protne osu v poé¢atku, pak
se zase otoCl nahoru a utece do nekonecna, protinaje osu x v bodé 1. Vidime, Ze tato funkce dokazZe nabyt libovolné
realné hodnoty, je tedy na. Zaroven také vidime, Ze neni prosta, protoze napiiklad f(0) = 0 a také f(1) = 0, takze
se nam sesly Sipky 0 — 0 a 1 — 0.

b) f(x) = 2z — 1. Tato funkce je prosta. Ditkaz: pouZijeme alternativni podminku (I).

Vezméme tedy libovolné z,y € R takové, ze f(z) = f(y). Pak 2z — 1 = 2y — 1, odsud hravé dostaneme z =y a
dtkaz je hotov.

Tato funkce je také na. Diikaz: Necht y je néjaky prvek z cilové mnoziny R. Tvrdime, Ze existuje jisté x( spliujici
f(xo) = y. Toto tvrzeni dokdzeme tak, ze takové xy najdeme. Chceme, aby f(xo) = y, tedy aby 2z — 1 = y.
Odtud zg = %1 To je urcité realné cislo, jesté potvrdime, ze spliiuje pozadavek:

flzo) =239 — 1 =282 — 1=y
Pro dané y jsme tedy nasli xg € R takové, ze f(xg) = y, tudiz je f na.

Toto f je proto bijekce. VSimnéte si, Ze jsme praveé ukazali, ze pro libovolné y € R najdeme = = %(y + 1) tak,

aby f(z) =y. Nasli jsme tedy vzorec obracejici Sipky neboli vzorec pro f_; (viz piiklad vyse).

c) f(x) = arctg(x). Znalosti z analyzy ukazuji, Ze tato funkce je prostd, ale neni na.

d) f(z) = 2%+ 1. Grafem je klasick4 parabola obricena nahoru a posunuta nahoru o 1, tato funkce tedy rozhodné
neni na a neni ani prosta.

Diikaz, Ze neni na: Protoze vzdy plati 22 > 0, je i f(x) > 1. Nelze tedy nalézt = € R takové, aby f(z) = —13.

Dikaz, Ze neni prosta: Protipiikladem je tfeba f(—1) =2 = f(1).

Poznamka: Co kdybychom prostotu zkoumali tradiénim zptsobem, tedy testovanim podminky (I)? Vysli bychom
z rovnosti f(x) = f(y) neboli 22 +1 = y? + 1, odtud pak x? = y2. Z tohoto ale neumime piejit k = = y, coz
jesté nemusi nic znamenat (tfeba jen nejsme dost Sikovni), ale je to znameni, ze méame zpozornét. Pokud si dale
vsimneme, 7e z 22 = y? vyplyva y = 2z, tak nas to navede k protipiikladu k prostoté.

A

S 2b.9 Jak na vlastnosti funkci

Tento priklad ukazuje nejcastéjsi zplisob zkouméni prostoty a surjektivity. Dostane-li student k prozkouméni
néjaké zobrazeni T, tak se neni tfeba bat toho, Ze je tfeba na prvni pohled komplikované, stac¢i se drzet definice
(€1 jeji obmény):
1. Chceme-li uré¢it, zda je T' prosté, tak si vezmeme dva libovolné prvky z,y € A (tedy obecné prvky, nemtzeme
si vybrat dva pékné konkrétni) a napiSeme si rovnici 7'(z) = T'(y). Dosadime z definice zobrazeni T do obou stran
a dostaneme rovnici, ze které se pokusime odvodit informaci o vztahu = a y. Tento obecny zacatek vétSinou silné
napovi, jak dal.

Je-li naptiklad T: N® — N2 dano T'(r,s,t) = (r3,s'), pak prvky x,y € A jsou vlastné oba t¥islozkové vektory,
tedy tfeba x = (r,s,t) a y = (u,v,w) pro néjaké neznadmé r, s,t,u, v, w € N. Zakladni rovnice pak dava

T(r,s,t) = T(u,v,w) = (°,s") = (u®,v")

a je tieba se rozmyslet, co ddl. Rovnost vektorti znamen4 rovnost soufadnic, mame tedy r® = u? a st = v*. D4 se
z toho néco odvodit? Tteti mocnina je prosta funkce, proto z prvni rovnice vyjde r = w. U druhé rovnice ale nic
tak ocividného neni, takze v takovém pripadé je dobré zacit experimenovat, zkouset riizné cisla a vzpominat na
predchozi zkugenosti. Zde se rychle ukaze, Ze dvojic davajicich stejnou mocninu mfize byt vic, tfeba 3* = 92. To

3
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ukazuje, ze dané zobrazeni nebude prosté, a mame i protiptiklad na prostotu: 7'(1,3,4) = (1,81) = 7'(1,9, 2), ale
neplati (1,3,4) = (1,9,2). T tedy neni prosté.

Neékdy ovSem z rovnice T'(z) = T(y) dokdzeme odvodit = y (coz mize klidné znamenat rovnost vektort neboli
rovnost slozek), pak bude zobrazeni prosté.

2. Chceme-li uréit, zda je T na, tak si vezmeme libovolny prvek y € B (z cilového prostoru) a zkusime k nému
najit x € A takové, aby T'(x) = y. Pokud takto za¢neme a pak dosadime konkrétni 7', navede nas to obvykle na
spravnou cestu. Rovnost T'(z) = y je v zasadé rovnice, kterou se snazime vyftesit pro x, coz je trochu komplikovano
tim, Ze vlastné y nezname, potrebujeme to udélat obecné, pro vSechna y. Pokud se to povede, pak je zobrazeni
na.

U naseho piikladu vybirdme y z cilového prostoru N2, je to tedy n&jaky vektor, tfeba y = (u,v), pii¢emz u,v

nezname, jde o néjaka libovolnd ¢isla z N. Ptame se, zda existuje z € A neboli zda existuji r,s,t € N tak, aby
T(r,s,t) = (u,v). Tento obecny zac¢atek ndm dava rovnice 3 = u, s’ = v a my se ptame, zda jsou Fesitelné pro
r, s, t, presnéji feceno, zda vzdy dokdzeme najit r, s,t tak, aby to fungovalo (problém nemusi mit jediné feseni, to
nas ale nezajima).
U rovnice st = v si v§imneme, Ze feSeni urc¢ité méa bez ohledu na volbu v, sta¢i prosté vzit s = v at = 1. To
je dobry zacatek, pomoci T a vektoru z A dokdzeme dostat do libovolné druhé souradnice. Ted se podivame na
tu prvni: Existuje uréité néjaké r € N takové, aby 73 = u? Protoze u je libovolné, zkuseny student hned tusi, ze
je zle, protoze napiiklad tfeti odmocnina z 2 existuje, ale neni to celé ¢islo. TakZze nenajdeme r € N takové, aby
r® = 2, tim padem ani nelze najit (r,s,t) € N3 tak, aby T(r,s,t) = (2,v). Zobrazeni T proto neni na.

Tyto postupy funguji spolehlivé (viz prvni cvi¢eni v této kapitole), nicméné jsou situace, kdy je lepsi hledat
alternativu. U prostoty je nékdy lépe vidét pfimo vlastnost z definice, tedy doloZi se, ze kdyz x # y, pak urcité
T(x) # T(y), ale to je vzacné.

Neékdy se da také prostota ¢i surjektivita ziskat mnohem snadnéji nepfimo, pomoci vlastnosti jiz prozkoumaného
zobrazeni, od kterého néjakym trikem pfejdeme k tomu, které zkouméme. Dobrou ukazkou jsou posledni cviceni
této kapitoly.

V mnoha piikladech (zejména pii praci s funkcemi) je lepsi zkoumat prostotu pomoci metod matematické analyzy,
ale to je jina pohadka.

A

Vratme se k teorii, zaéneme zkoumat chovéani novych pojmu. Jak si nase tii vlastnosti rozumi se skladanim?

Fakt 2b.10.

Necht T: A+ B a S: B+ C jsou zobrazeni. Pak plati:
(i) Jestlize jsou T' a S prosté, tak je S o T prosté.

(ii) Jestlize jsou T a S na, tak je S oT na.

(iii) Jestlize jsou T a S bijekce, tak je S o T bijekce.

Dukaz (pou¢ny): (i): Prostotu dokazem pomoci obmény (I) aplikované na SoT.

Necht z,y € A spliuji (SoT)(x) = (SoT)(y). To se da napsat jako S[T(z)] = S[T'(y)], je to tedy S aplikované
na néjaké dva body. Protoze je S prosté, tak odtud nutné T'(x) = T'(y). A protoze je T prosté, tak = = y.
Prostota je dokézana.

(ii): Dokézeme podle definice, ze S o T' je na. Necht ¢ € C. Protoze je S na, musi existovat b € B takové,
ze S(b) = c. ProtoZze T je na, musi existovat a € A takové, ze T'(a) = b. Nasli jsme a takové, ze (S oT)(a) =
S(T'(a)) = S(b) =c.

(iii): Jestlize jsou T" a S bijekce, tak jsou prosté, a tudiz podle (i) je i S o T prosté.

Jestlize jsou T a S bijekce, tak jsou na, a tudiz podle (ii) je i S o T na. Takze S o T je bijekce.

(Vsimnéte si, jak jsme pékné vyuzili jiz udélané prace. To je pro matematiku typické.)

Alternativa: Jestlize jsou T a S bijekce, tak jsou dle Véty 2b.8 invertibilni, tudiz dle Véty 2b.6 je i SoT
invertibilni, tudiz bijekce.

U

Stru¢né feceno, skladani nepokazi dobré vlastnosti (bude se nam to hodit v pristi kapitole). Jako obvykle se tento
vysledek da zobecnit na skladani vice zobrazeni. Muze skladani vylepsit Spatné vlastnosti? Nékdy ano, nékdy ne,
podivejte se na cviceni 2b.10. Tuto otazku lze ekvivalentné polozit i jinak: Vime-li, Zze S o T" m4 néjakou vlastnost,
musi ji mit nutné i slozky S a T'?7 Cviceni odpovi.
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Fakt 2b.11.
Jestlize je zobrazeni T bijekce, tak T—! existuje a je to také bijekce.

Toto okamzité plyne z Véty 2b.8 a Faktu 2b.5.

Rozeberme si trochu situaci. Kdyz jsme si hrali s nasimi piiklady, tak nas mohlo napadnout, ze S z prikladu 2b.d
nemize byt na uz z principu, protoze ma jen t¥i Sipky (B ma jen t¥i prvky), ale cilovd mnozina méa 4 prvky, tudiz
je nelze vsechny pokryt.

Podobné se dé& rozmyslet, ze kdyz posilame Sipky a cilovy prostor ma méné prvkid, nez je Sipek, tak se musi
néjaké sipky potkat a je po prostoté. Shrneme si to oficialné.

Fakt 2b.12.

Necht T: A — B je zobrazeni a A, B maji koneéné mnoho prvki.
(i) Jestlize mé& B vice prvki nez A, pak T nemtize byt na.

(ii) Jestlize m& A vice prvka nez B, pak T nemuze byt prosté.

(iii) Jestlize A a B nemaji stejné prvki, pak 7' nemtize byt bijekce.

Dokazovat to nebudeme, protoze bychom museli hloubéji do teorie mnozin (napfiklad jsme zatim ani nedefinovali,
co je to pocet prvkii mnoziny). Nastésti tento fakt nebudeme v dalsich dikazech pouzivat, takze vynechanim jeho
dtikazu nevznikne dira v zakladech toho, co tu v dalsich kapitolach vystavime.

Vsimnéte si, ze vSechna tato tvrzeni jsou zjevné jen implikace. KdyZ se naptiklad v (i) podivame na situaci, kdy
je u néjakého zobrazeni splnén zavér implikace (7" neni na), tak nelze s jistotou tvrdit, Ze pocty prvkid mnozin
splnuji predpoklad. Klidné se totiz mohlo stat, Ze mnoziny A, B vySly tomu zobrazeni vstfic a B ma nejvyse
tolik prvki jako A, ale doty¢né zobrazeni svou Sanci nevyuzilo a vyplytvalo Sipky tim, Ze jich spoustu poslalo do
jednoho prvku.

U tvrzeni (iii) je zajimava i obména:
(iii)* Jestlize je T bijekce, tak maji A a B stejny pocet prvki.
Toto bude vychozi bod pro dalsi kapitolu, stejné jako obména tvrzeni (ii).

I (iii)* je obecné jen implikace, tedy z rovnosti po¢tu prvki dvou mnozin nelze automaticky prohlasit vSechna
zobrazeni mezi nim za bijekce, nicméné néco zajimavého se o této situaci fict da. Uvazujme tedy dvé mnoziny A, B
se shodnym (konecnym) poctem prvka (nakreslete si obrazek). Co se mtze stat néjakému zobrazeni 7' : A — B?
Pokud T neni prosté, tak se né€jaké Sipky spoji, pak ale chybi v cilové oblasti a nedojde k jejimu pokryti, 7" nebude
na. Pokud naopak za¢neme predpokladem, ze T neni na, tak vlastné 7' leze do mensi mnoziny a nemtize byt prosté.

Fakt 2b.13.
Necht T: A — B je zobrazeni, pfedpokladejme, Zze A a B maji stejny koneény pocet prvki. Pak je T prosté
pravé tehdy, kdyz je T na.

Toto je nékdy velice uziteéné, protoze ndm to usetii polovinu prace s dokazovanim bijekce.

Existuji situace, kdy mame zobrazeni a potfebujeme pracovat s opa¢nymi Sipkami, ale nejde to, protoze T neni
prosté. Nékdy se da tento problém obejit tak, ze ,,vyhodime“ prvky, které nam prostotu kazi, neboli omezime se
na mnozinu takovou, Ze uz je na ni T' prosté.

Je to vlastné néco, co ¢tenaf patrné zna ze sttedni skoly. Funkce (zobrazeni) f: R — R definovana jako f(z) =z
neni prostd ani ndhodou, tfeba f(—13) = 169 = f(13) je protipfiklad, ale radi bychom pouzivali opa¢né Sipky
(odmocnovali). To se vyfesi tak, Ze se namisto f uvazuje jeji restrikce na mnozinu {x € R; z > 0}. Na této
mnoziné je uz f prostd a vesele inverznime.

Pfi definici rovnosti zobrazeni jsme zminili, Ze zménami mnozin se mohou podstatné zménit vlastnosti zobrazeni.
Pravé jsme vidéli, jak se d& ,vyrobit“ prostota tim, ze z defini¢niho oboru odstranime zlobivce. S jesté mensim
asilim ,,vyrobime® surjektivitu. Méjme néjaké zobrazeni T: A — B, které neni na. To znamena, Ze v B jsou prvky,
do kterych se T nedostane. Jenze ono se dostane do vsech prvki z R(T'), tak je to ostatné definovano, tudiz kdyz
se na T podivame jako na zobrazeni z A do R(T), tak uz je na. Takze T: A~ B a T: A+ R(T) nemohou byt z
hlediska teorie stejnéa zobrazeni, protoze maji jiné vlastnosti, i kdyz jsme vlastné T samotné viibec nemodifikovali,
porad posila stejné prvky stejnym zpiisobem.

Tento trik je v nékterych situacich velice uziteény. Vyplyva z néj totiz nasledujici:

o Jestlize je T: A — B prosté, pak je T: A — R(T) bijekce, takze naptiklad méame i jeji inverzi T—1: R(T) — A.

2

Ted si ukdzeme dvé funkce, které jsou v computer science docela dilezité.
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Definice.

Definujme nasledujici funkce na R:
|z| = max{n € Z; n < z}; (zaokrouhleni dolu)
[] = min{n € Z; n > z}. (zaokrouhleni nahoru)

Vyznam je doufejme zjevny. Napiiklad |x| je nejvétsi celé ¢islo, které se najde ,pod“ z. Pokud je tedy x celé,
tak tim nejvétsim celym cislem ne vétsim nez x je samoziejmé piimo to x. Kdyby ale = celé nebylo, tak se pfi
prochézeni celymi ¢isly smérem nahoru zarazime dfiv, nez k x dojdeme, jmenovité u kladnych ¢isel se zarazime
pfesné u toho, co vidime pfed desetinnou carkou. U zapornych cisel je to drobet jiné, protoze na zaporné ¢asti osy
porad prichdzime k x s celymi ¢isly zleva, od mensich, ¢tenér si ted zkusi namalovat redlnou osu a rozmyslet si,
co se pak déje. Pfi jednom si také rozmysli, jak funguje [z].

Takze napfiklad [13] =13 a [13] =13, |[-13] =—-13a[-13]|=—-13, |13.23] =13 a [13.23]| = 14, ale také
|—13.23] = —14 a [—13.23] = —13. Opravdu to tedy zaokrouhluje doli, tedy k mensim ¢islim, a nahoru, tedy k
vétsi k ¢isltim, a to nikoliv v absolutni hodnoté, ale doleva a doprava na realné ose.

Anglicky se témto funkcim fika floor (podlaha) a ceiling (strop).

Byva dobré si tu definici rozmyslet vice zptsoby, protoze ¢lovék to pak lépe vidi. [z] je celé ¢islo, které ma urcité
specialni vlastnosti. Podle ¢eho poznéme, Ze zrovna jedno konkrétni celé ¢islo je |x|?

Fakt 2b.14.

Necht z € R, n € Z. Pak plati:

(i) [zg] =n <= n<z<n+l.
(ii) [z] =n <= n—-1<z<n.
(iii) |z] =n <= z—-1<n<uz.
(iv) [zr] =n <= z<n<z+1.
Vz—1<|z]<z<[z]<z+1.

Dukaz (pro tplnost): (i): =: Pfedpokladejme, ze n = |z]. Pak n = max{m € Z; m < z}. To mimo jiné
znamena, ze n v té mnoziné lezi, tudiz n < x. Protoze je to ale maximalni celé takové ¢islo, tak uz v ni n + 1
nelezi, proto n +1 > z.

<=: Predpokladejme, ze celé ¢islo n spliiuje n < x < n + 1. Pak toto n lezi v mnoziné {m € Z; m < z}.
Z nerovnosti x < n+ 1 ale vidime, ze n + 1 uz v této mnoziné nelezi, proto je n nejvétsi ¢islo z této mnoziny, a
tedy n = |z].

(ii) se dokazuje podobné.

(iii): = Jestlize je n = |z], pak podle (i) jen <z a také x <n —1, coz jex — 1 < n.

<—: Necht celé ¢islo n splituje x — 1 < n < x. Z levé nerovnosti mame x < n+ 1, proto n <z < n+ 1 a podle
(i) je n = |x|. Dikaz (iv) je podobny.

(v): Plyne z (i) az (iv), sta¢i do vztahii na pravych strandch dosadit namisto n pfislusnou funkei.

U

Ukéazeme si jesté jiny zpusob, jak poznat, ze néjaké ¢islo n je jedna z téch dvou funkci.

Fakt 2b.15.

Necht x € R, n € Z. Pak plati:

(i) n = |x| pravé tehdy, kdyz existuje € spliyjici 0 <e <lax=n+e.
(ii) n = [x] pravé tehdy, kdyz existuje € spliujici 0 <e <lax =n—e.

Dukaz (pro tplnost): (i): 1) =: Definujme ¢ =  — |z] = z — n. Pak © = n + ¢ a podle (i) z pfedchoziho
Faktu pak 0 <e < 1.
2) «<=: Pfedpokladejme, 7e t =n+ec a0 <e <1l Pakn<zxaze<1lmimez <n+ 1, tudiz je splnéna
podminka v (i) pfedchoziho Faktu a n = |z].
Dukaz (ii) je obdobny.
U

Néktefi autofi definuji || a [x] pomoci podminek z tohoto faktu.

Jak uz jsme vidéli, matematici se radi ptaji na pravidla, kterd by mohla platit, protoze se pak 1épe pracuje.
Naptiklad by se mohly hodit vzorecky typu |x+y| = |x| + |y] ¢i podobné pravidlo pro nésobeni, ale zrovna tohle
nefunguje (viz cviceni nize). Zato plati desitky rtznych specidlnich vzoreckt. Alternativni definice z Faktu 2b.14
nam snadno daji nasledujici identity.
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Fakt 2b.16.

Necht z € R. Pak plati:

(i) |—2) = —[].

(i) [—=] = — ).

(iii) |z +n] = |z] +n  pro vSechna n € Z.
(iv) [t +n] =[z]+n pro vSechna n € Z.

Dukaz (rutinni): (i): Necht n = [z]. Pak podle Faktu 2b.14 (ii) plati n — 1 < x < n. Potom také plati
—n+1>z>—n, tedy (—n) <z < (—n) + 1 a podle Faktu 2b.14 (i) je —n = [z].
Drtikaz (ii) je podobny.
(iii): Oznacme si m = |z]. Pak podle Faktu 2b.14 (i) je m < x < m + 1. Pak m + n je celé ¢islo spliiujici
m+n<z+n<m+n+1, tudiz podle Faktu 2b.14 (i) je m +n = [z + n].
Duikaz (iv) je obdobny.
U

Charakterizace z Faktu 2b.15 se zase hodi pii diikazu této identity.

Fakt 2b.17.
Pro kazdé = € R plati |2z] = [z + |z + 5.

Dukaz (pou¢ny): Oznac¢me xz = |x| + €. Rozebereme dva piipady.

A) Predpoklédejme, Ze ¢ < 3. Pak mdme iz + 1 = |2| + (¢ + 1) a0 <e+ 1 <1, proto podle Faktu 2b.15
(i) plati |z + 5] = |=].

Déle také mame 2z = 2|x| + (2¢) a 0 < 2¢ < 1, proto podle Faktu 2b.15 (ii) plati |2z] = 2[z]. Déme to
dohromady:

22] =2[z] = |z] + |z] = [z] + [2 + 3.
B) Druha (a posledni) moinost je, ze 3 < e < 1. Pak 0 < e — 1 < 1. Také méme z + 5 = (|z] +¢) + 3 =
(lz] +1) + (¢ — ), proto podle Faktu 2b.15 (ii) plati |z + 5| = [z] + 1.
Z predpokladu % < e < 1 také vidime, 7e 1 < 2¢ < 2, tedy 0 < 2¢ — 1 < 1. Také mame 2z = 2|x| + 2¢ =
(2|z] 4+ 1) + (2e — 1), proto podle Faktu 2b.15 (ii) plati |2z = 2|z + 1. Dame to dohromady:

2z] =2[z| +1=|z|+ (lz]+1) = 2] + |z + 5]

L]
Ukézeme si ted jednu aplikaci, dalsi se budou tu a tam objevovat, viz tieba piiklad 6a.b nebo Fakt 11b.6.

Priklad 2b.n: Mate flashku o velikosti 12GB. Kolik filmti o velikosti 700MB si na ni dokdZzete stahnout?
< v 121024 | _
AOdpoved. LWJ =17.

Cviceni
Cviceni 2b.1: Ktery z nésledujicich pfedpist definuje zobrazeni z mnoZiny vSech binarnich fetézctt do mnoziny
celych cisel?
(i) T'(r) je pocet bita 1 v r; (ii) T'(r) je pozice prvniho vyskytu bitu 0 v r.

Cviceni 2b.2 (rutinni): Pro néasledujici zobrazeni uréete jejich defini¢ni obor a obor hodnot.

(i) Zobrazeni pfifazuje kazdému nezadpornému celému ¢islu jeho posledni éislici.

(ii) Zobrazeni pfifazuje kazdému pfirozenému éislu nésledujici ¢islo.

(iii) Zobrazeni ptifazuje kazdému bindrnimu fetézci jeho délku.

(iv) Zobrazeni pfifazuje kazdému bindrnimu fetézci pocet skupin ,,01“ v ném.

(v) Zobrazeni ptifazuje kazdému bindrnimu fetézci pocet jedni¢ek minus pocet nul v ném.

(vi) Zobrazeni piitazuje kazdému celému ¢islo nejmensi ¢tverec, tj. ¢islo typu k2, ktery neni mensi neZ ono.
(vii) Zobrazeni davd maximum ze dvou realnych ¢isel.

Cviceni 2b.3: Zobrazeni T pfifazuje kazdému studentovi jeho studijni primér a zobrazeni S pfifazuje k jednot-
livim studijnim primeértm stipendia. Co je zobrazeni S o T'?
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Cvic€eni 2b.4 (rutinni, pouc¢né): Pro nésledujici dvojice funkei f, g: R — R najdéte go f a fog:

(i) f(z) = sin(z), g(z) = mz; (v) fla) =a® =1, g(x) = Vo + 15

(i) f(z) =z, g(x) = €% (vi) f(z) = e”, g(x) = n(|z]) pro = # 0 a g(0) = 0;
(iii) f(z) = 2?2, g(x) = 13; (vii) f(z) =1—=z, g(x) =1 —x;
(iv) f(z) =1+ 22, g(x) = 1 + 2% (viii) f(z) =14z, g(x) =1+ .

Cviceni 2b.5 (poucné): Pro nasledujici dvojice funkei f, g: Z — Z rozhodnéte, zda éislo 13 lezi v oboru hodnot
slozené funkce g o f:

(i) f(z) = 2% +2, g(x) =22+ 1;

(i) f(z) = 2 +4, g(x) = 20— 11;

(iii) f(z) = 2% — 1, g(z) = 13z.

Cviceni 2b.6 (pou¢né): Necht f(z) = ax + b, g(x) = cx + d. Pro kterd a, b, c,d plati, ze fog=go f?

Cviceni 2b.7 (rutinni, zkouskové, dobré*): Jsou nasledujici funkce prosté a na? Svou odpovéd dokazte.
(i) f(n) =n+1zeZ do Z;
ii) f(n)=n+1zNdoN;
iii) f(n) =13nze Z do Z
iv) f(x) = 133: z Q do Q;
) f(n) =n3 ze Z do Z;
v1) f(x) =23z R do R;
)=n?+1zeZ do Z;
L%J ze 7, do Z;

< e

S
e
g
—~
38

f(n)=(n+1,2n) zNdo N x N;
xii) f(n) = (n?,n% + 2n) ze Z do Z x Z;
m,n) = (m?,mn) ze Z x Z do Z x Z;
z,y)=(z+y,r—y)zQxQdoQxQ;
n)=m+nm-—n)zeZ x7ZdoZ x Z;
xvi) f(m,n) =2m —n ze Z x Z do Z;

* f(m,n) =m? —n? ze Z x Z do Z;

) f

1 L.
51, n sudé;

Cviceni 2b.8 (pouc¢né, dobré): Uvazujte zobrazeni T : N — N definované takto: T'(n) = L
3n+1, n liché.

Rozhodnéte, zda je toto zobrazeni bijekce N na N.

Poznamka: Vezméte si néjaké prirozené ¢islo n, dosadte do T', pak ten vysledek zase stréte do T' a tak dale, dokud

nedostanete 1. Povedlo se to? Zkuste zacit jinym ¢islem. A zase jingym. Co si o tom myslite? Viz poznamka 5a.7.

Cviceni 2b.9 (pou¢né, dobré): Ukazte pfiklady funkci z N do N (tedy vymyslete vzorecky), které by pokryly
v8echny kombinace vlastnosti prostoty a na (kazd4 z nich ma dvé moznosti, plati/neplati, celkem tedy ¢tyfi mozné
kombinace téchto vlastnosti).

Vymyslete ¢tyfi obdobné funkce ze Z do N.

Cviceni 2b.10 (pou¢né, dobré, zkouskové): Necht T: A — B a S: B — C jsou zobrazeni. Rozhodnéte, zda
nasledujici implikace plati, ty pravdivé dokazte, ty nepravdivé vyvratte protipfikladem.

U vsech implikaci napiste i jeji obménu.

(i) Jestlize T' neni prosté, tak S o T neni prosté.

(ii) Jestlize S neni prosté, tak S o T neni prosté.

(iii) Jestlize T neni na, tak S o T" neni na.

(iv) Jestlize S neni na, tak S o T neni na.

(v) Jestlize T neni bijekce, tak S o T' neni bijekce.

(vi) Jestlize S neni bijekce, tak S o T neni bijekce.

Cviceni 2b.11 (poucné, zkouskové, dobré*): Necht T: A — B je zobrazeni, M, N C A. Dokazte, ze pak plati:
(i) T[M U N] = T[M] UT(N];

(ii) T[M N N] C T[M] N T[N].

(iii)* Je-li T prosté, pak T[M N N] =T[M]NT[N].

(iv) Ukazte, ze obecné T|M N N| = T[M] N T[N] neplati.
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Cviceni 2b.12 (poucné, dobré): Necht U je universum. Pro M C U definujme tzv. charakteristickou funkci
M jako
1, zeM;

xa () = { 0, z¢ M.
Také se ji fika indikatorova funkce, protoze jednickami indikuje, které body z U jsou v M. Dokézte nasledujici:
(i) Pro libovolné M C U: x37 =1 — xum-
(ii) Pro libovolné M, N C U: xpAN = XM * XN-
(iii) Pro libovolné M, N C U: xprun = XM + XN — XMAN -

Cvi€eni 2b.13 (rutinni): Kolik bajti (bytes) je tfeba na zakédovani informace v délce 4/10/500/3000 bitt
(bits)?

Cviceni 2b.14 (dobré): Necht a < b € R.

(i) Kolik celych ¢isel se nachézi v intervalu (a, b)?
(ii) Kolik celych ¢isel se nachéazi v intervalu (a, b)?

Cviceni 2b.15 (poucné): Dokazte, ze pro x € R plati [z] — |z]| =

1, x¢Z
{ 0, z€Z.

n/2, n sudé;
(n—1)/2, n liché.
Cviceni 2b.17 (dobré): Nacrtnéte grafy funkei fi(x) = |2z, fo(z) = |x/2], f3(z) = |z] + |z/2],
fa(z) =[] + /2], f5(2) = [2|z/2] + 3] a fo(x) = [z = 2] + |2 +2].

Cviceni 2b.18 (dobré): Dokazte, Ze pro vSechna n € Z plati:

(i) Ln/2]/2] = [n/4];

(i) [n/2] - [n/2] = [n?/4].

Cviceni 2b.19 (poucné, dobré): Dokazte ¢i vyvratte nasledujici tvrzeni:
(i) Vz € R: |2x] = 2|x].

i) Vo,y € R: [z +y| = =] + [y].

iii) Vo,y € R: [z +y] = [2] + [y].

Cviceni 2b.16 (pouc¢né): Dokazte, ze pro n € Z plati [n/2] = {

(

(

(iv) Yo,y € R: [z] + [y] — [z + y] je 0 nebo 1.
(v) Vo, y € R: [zy] = [x] - [y].

(vi) Vo, y € R: [zy] = |z] - |y].

(vii) Vo € R: |[z]] = [z].

(viii)) Vz € R: [[z]] = |z].

(ix) Vz € R: |\/[z]]| = | Vz].

(x) Vo € R: |/[z]]

(

xi) Vo € R: [y/[2] ]

= [vz].

=[vaz].
Reseni:
2b.1: (i): ano. (ii): Co kdyz je r prazdny, co kdyZz neobsahuje 07
2b.2: (i): D(T) = Ny, R(T) = {0,1,2...,8,9}. (ii): D(T) = N, R(T) = {2,3,4,...} = N—{1}. (iii): D(T) je
mnozina kone¢nych bindrnich fetézct, R(1T') = Ny. (iv): D(T') je mnozina kone¢nych bindrnich fetézct, R(T") = No.
(v): D(T) je mnozina koneénych bindrnich fetézct, R(T) = Z. (vi): D(T) = Z, R(T) = Ny. (vii): D(T) =R xR,
R(T) =R.
2b.3: Prirazuje studentovi jeho stipendium.
2b.4: (i): (90 f)(@) = g(f(x)) = msin(z), (f o g)(x) = f(g(x)) = sin(mz). (i): (g0 f)(z) = g(f(x)) = €"
(fog)(z) = f(g(x)) =e€®. (iii): (go f)(x) = g(f(z)) = 13 (cokoliv dosazené do konstantni funkce je ta konstanta)
(fog)(@) = flg(x)) = 132 (iv): (9o f)(z) = g(f(z)) = 1+ (1 +2?)%, (fog)(x) = fg(x)) = 1+ (1 +2%)?, je
to vlastné f2? (ve smyslu skladani zobrazeni, ne ve smyslu nasobeni funkci, pozor). (v): (go f)(z) = g(f(z)) = z,
(f o 9)(@) = flg(x)) = @, mame g = f~1 a f = gL (vi): (9o f)(x) = g(f(x)) = = nebot ¢* > 0 a tedy

9(f(z)) = In(|e”|) = In(e”) =z, (f o g)(x) = f(g(x)) = || pro = # 0 (takze neni g = f~') a (f 0 g)(0) = 1. (VH)
(gof)(x) = g(f(2)) =z, (fog)(z) = f(g(x)) = z, mame g = f~! neboli f = f~*. (viii): (gof)(z) = g(f(2)) =
(fog)(z) = fg(x)) =z +2= f*(a).
2b.5: Hleddme z € Z tak, aby z A y +5 13. Nejprve y, pak z.
(i):2y+1=13 = y=6,22+2=6 = x = +2. Ano, g(f)(£2) = 13, proto 13 € R(g o f).
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(ii): 2y —11=13 = y =12, 2> +4=12 = z = 2. Ano, g(f)(2) = 13, proto 13 € R(g o f).

(iii): 13y =13 = y=1,2>—1=1 = 23 = 2 nemd Tesen{ ze Z. Proto 13 ¢ R(g o f).

2b.6: Musi platit ad + b = bc + d neboli b(c — 1) = d(a — 1).

2b.7: (i): Je prosté: T'(z) = T(y) = z2+1=y+1 = =y JennyeZ = Jx=y—-1¢€ci
T(x)=Ty—-1)=w-1)+1=y.

(ii): Je prosté: T'(x) = T(y) = x+1=y+1 = =z = y. Neni na: neexistuje x € N aby x + 1 = 1, proto
1¢ R(T).

(iii): Je prosté: T'(x) = T(y) = 13z = 13y = =z = y. Neni na: neexistuje z € Z aby 13z = 23, proto
23 ¢ R(T).

(iv): Jeprosté: T(z)=T(y) = Bz =13y = z=y. JenaaycQ = Fo=1yecQTk) =T(%) =
13- % =v.

(v): 33e prosté: T'(x) = T(y) = 2% =y3> = 2 = y. Neni na: neexistuje # € Z aby 23 = 2, proto 2 ¢ R(T)

(vi): Je prosté: T(z) =T(y) = 23 =y> = z=y. JenaycR = Tz=3gcR T(x)=T(y) =

T(—l). Neni na: neexistuje x € Z aby 22 + 1 = 0, proto 0 ¢ R(T).
)=T(3). Jena:yeZ — Jx =2y Z: T(x)=T(2y) = ly] = v.
) = (-1fz = (-1)y = [(—1)al = |1y = |z| = |y|. Pak take
x = (—1)Yy je x = y. Neni na: neexistuje = € Z aby (—1)"z = 1, proto 1 ¢ R(T).
y) pak musi mit T'(z),T(y) stejné znaménko, proto maji x,y stejnou paritu, tedy
=|T(y)| a tedy [2£}| = | L], tedy |2 | = [ + k| =k + |ZE], proto k=0

(vii): Nem proste tieba T'(1) =

(viii): Neni prosté, tieba T'(2

(ix): Je prosté: T'(z) = T(y

(—1)F = (—1)Y, tedy z (~1)*

(x): Je prosté: T'(z) = T(

y = = + 2k. Plati také |T'(z)|

ax=y.

Je na: Necht y € Z. Pokud y > 0, pak existuje x =2y € Ny a T'(z) = 1- L fJ = L%J = .

Pokud y < 0, pak —2y > 2 a existuje z = —2y — 1 € Ny takové, ze T'(x) = (—1) - {

(xi): Je prosté: T'(z) =T(y) = (z+1,22) = (y+1,2y) = 20 =2y = z = y. Nenl na: neexistuje z € Z

aby v +1=1a 2z =1, proto (1,1) ¢ R(T).

(xii): Je prosté: T'(x) = T(y) = (22,22 +2z) = (v}, 12 +2y) = 22 =y* A2? + 22 =9y? + 2y

= 21 =2y = z = y. Neni na: neexistuje z € Z aby 22 = 0 a 22 + 2z = 1, proto (0,1) ¢ R(T).

(xiii): Neni prosté, tieba T'(2,1) = (4,2) = T(—2, —1). Neni na: neexistuji z,y € Z aby 22 = 0 a zy = 1, proto

(0,1) ¢ R(T).

(xiv): Je prosté: T'(z,y) = T'(u,v) = (z+y,z—y) = (u+v,u—v) = xz+y=u+vAx—y=u—uv,seCteme:

2 = 2u = x = u, odeCteme: 2y = 2v :> y = v, proto (z,y) = (u,v).

Jena: (u,v) €Q? = Jz=1(u+v),y=1i(u—v)eQaT(z,y) = (u,v).

(xv): Je prosté: T'(z,y) = T'(u,v) = (x—i—y,a:—y) (u+v,u—v) = r+y=u+vAz—y=u—uv,selteme:

2x = 2u = = = u, odefteme: 2y = 2v = y = v, proto (z,y) = (u,v).

Neni na: Soustava x +y = 1, x — y = 0 nema4 feSeni v Z, proto (1,0) ¢ R(T).

(xvi): Neni prosté, tieba 7'(1,2) = 0=T7(0,0). Jena: 2 € Z = Jx =0,y =—2€Z aT(z,y) = 2.

(xvii): Neni prosté, tfeba T'(1,1) = 0 = 7°(0,0). Na: To je moc dobra otazka. Existuji celd ¢isla m, n tak, aby tfeba

m? — n? = 2? Kupodivu ne. Omezime se na nezaporna m,n. Aby vysel vysledek kladny, musi byt m > n, takze

m >n+1a proto m?> —n? > (n+ 1) —n? = 2n + 1. Kdyby n = 0, vyjde z rovnice m? — n? = 2 nefesitelné

m? =2, apron >1jem?—n? > 3. Takze nic.

(xviii): Neni prosté, tfeba T'(1,—1) =13 =T(-1,1). Jena: z € Z = Jx =z,y=—-13€ ZaT(z,y) = z.

(xix): Neni prosté, tieba T'(1,1) = 0 =T(2,2).

Je na: Necht z € Z. Pokud z > 0, pak existuje x = y,y = 0 € Ny a T'(z,y) = z. Pokud z < 0, pak existuje

r=0,y=—2€NyaT(z,y) ==

2b.8: Neni prosté, protoze T'(1) =4 = T'(8). Je na, pro y € N existuje z = 2y € N takové, ze T'(x) = y.

2b.9: T'(n) = n je prosté a na; T'(n) = 2n je prosté ale neni na; T(n) =n — 1 pron > 2, T(1) = 1 neni prosté a

je na, T(n) = (n — 3)? 4+ 2 neni prosté ani na.

T(n) = { ntl n20 je prosté a na; T'(n) = {
| —2n; n <0 ep ’ B

prosté a je na, T(n) = n? + 1 neni prosté ani na.

2b.10: Obmény: (i) Jestlize je S o T prosté, tak je T' prosté. (ii) Jestlize je S o T prosté, tak je S prosté.

(iii) Jestlize je S o T na, tak je T’ na. (iv) Jestlize je S o T na, tak je S na.

(v) Jestlize je S o T' bijekce, tak je T' bijekce. (vi) Jestlize je S o T bijekce, tak je S bijekce.

(i): Plati, T neni prosté = Jz #y € A: T'(z) = T(y), pak S(T'(z)) = S(T'(y)) neboli (SoT)(z) = (SoT)(y).

(i), (iii), (v), (vi): nepravda. Tieba A = {1}, B = {a,b}, C = {a}. Necht T: 1 — a, S: a,b — «a. Pak T neni na,

S neni prosté, ale S oT je bijekce.

2n+3; n=>0; , ] )
je prosté a neni na; T'(n) = |n| + 1 neni
—2n; n <0
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(iv): Plati, dokdZeme tu obménu. Zvolme ¢ € C libovolné. Protoze S o T je na, Ja € A: (S o T)(a) = ¢ neboli
S(T(a)) = c. Ozna¢me b = T(a) € B, pak S(b) = c. Tedy Ve € C najdeme b € B aby S(b) = ¢, tedy S je na.

2b.11: (i) y e TIMUN] <= Jz e MUN: T(z) =y <= (Fr1 e M:T(x1) =y)V (Frea € N: T(z2) = y) <~
y € T[M|Vy€T|N] < y e TIM]UT[N].

(ii)) ye TIMNN] <= Tz e MNN:T(z)=y = (Fz1 € M: T(x1) =y) AN (Fze € N: T(x2) =y) <

< yeTM|ANyeT[N|] <= yeT[M|NT[N].

(ii): y e TIM]NT[N] < y € T[M]ANy € T[N] < (3x1 € M: T(z1) =y) A(Jzo € N: T(z2) = y). protoze je
T prosté, musi nutné byt 1 = zo, oznaéme x = x; = x2 a vidime, ze z € M NN, proto x € M NN a T(x) =y,
tedy y € T[M N N].

(iv): A=1{1,2,3}, B={a,b}, M ={1,2}, N={2,3}, T(2) =b, T(1) =T(3) = a.

2b.12: (i): x57(z) =1 <= zeM < z¢ M < xu() =0 < (1-xm)(z) = 1, podobné
X37(®) =0 <= (1 —xwm)(z) = 0, tato dvé zobrazeni tedy maji stejné hodnoty. Druhou ekvivalenci neni t¥eba
dokazovat, protoze obé funkce maji jen dvé mozné hodnoty, 0 a 1, jestlize tedy nabyvaji jednicky ve stejnych

pfipadech, pak nabyvaji i nuly ve stejnych pfipadech (téch ostatnich).

(i)): xunn(z) =1 <= z€e MNN <= zeMAzeN <= xu(@)=1Axn(x)=1 <= (xm-xn)(x) =1
Posledni ekvivalence plyne z toho, ze x x mtze byt jen 0 nebo 1.

(iii): Dikaz se nejlépe déla rozborem podle pfislusnosti x k mnozinam. 1) Jestlize x € M N N, pak xpun(z) =1
a(xm+xyv—xman)(@) =14+1-1=1.2) Jestlizex € M,z ¢ N, pak xpun(x) =1a (X +x§5 —Xmnn)(x) =
14+0—-0=1.3) Jestlize x € N, x ¢ M, pak xpun(z) =1a (xpr + xnv — Xmnn)(2) =04+ 1 —0=1. 4) Jestlize
x¢ M,z ¢ N, pak xpun(z) =0a (xar + Xv — Xmnn) (@) =0+0—-0=0.

Tyto dvé funkce tedy maji vzdy stejné hodnoty.

2b.13: 1 byte je 8 bits, takze: [5]| =1, [2] =2, [23°] =63, [2°] = 375.

2b.14: Toto chce hodné experimentovat se zaokrouhlovanim. (i): [b] — [a| + 1; (ii): [b] — |a] — 1.

2b.15: Necht © = n +r, kde r € (0.1). Jestlize r = 0, pak |z] = [z]| =n, jinak |z] =na [z] =n+ 1L

2b.16: Je-li n sudé, pak n = 2k pro k € Z a proto L%J = |k] =k =7%.Jelinliché, pakn =2k +1prokcZa
proto | 2| = |k+ 3] =k =23 .

2b.17:
31 N1 &0 24 f2 ]
2 @0 14 O ——®)
14 @0 T T 0‘ N4 T
—4 -2 2 4
T T T T 0‘ P T T T o1
—-2-3/2-1-1/2 1/2 1 3/2 2
@ | L —) —4—2
=0 -2 —1-3
@=—O -—1-3
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4 f3 @===0 5 fa OO
3 0 4 O
2 3 [
14 =0 2 OO
T T T T 0‘ P T T T 1 ®
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
—1-1 T T T T 0‘ T T T >
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
L ) O |
@0 —3 O -2
° —4-3
OO ——4
Om—mg --5
34  f5 Em—O 64 fo °
2 54 OO
1 - @0 44 °
T T T L T T T T 3 Om==0
—4 -3 -2 -1 1 2 3 4
[ —— | 2+ °
—4-2 ] O
 ——) —4-3 T 0‘ T T T
-3 -2 -1 1 2 3
Ommmmd— |
o -2
Om==0 —3
° —1—4
OO —=1-5
° —4—6
2b.18: (i): Necht n = 4k +r pro k € Z a r = 0,1,2,3. Pak L%J je 0 nebo 1, tedy L%L%H = 0 a proto
s15]] =152k +5]] = k+35|5]] =k+[3]5]] =k=[%]
a

(ii): Necht n = 2k + 7, kde k € Z ar = 0,1. Pak | %] =
nl| = | akTahrar | g2 g gy |2 :k2+kr—k(k+r).
b.19: (i): Neplati, tieba: [2-0.7| =1, ale 2]0.7] =

ii): Neplati, tieba [0.5+ 0.5] =1, ale [0.5] + |0.5] =

(iii): Neplati, tfeba [0.4 4 0.4] =1, ale [0.4] 4+ [0.4] = 2

(iv): Plati, ptipady: pokud z,y € Z, pak evidentné vyjde 0. Pokud z € Zay ¢ Z,pakx =n+razx+y =x+y+r,
kden € Z,n+ye€Za0<r <1 proto [z]+ [yl —[z+y]l =n+1+y—(n+y+1) = 0. Zbyva pfipad
x,y & 7, tedy xr=n+7r,y=m+s, kde mn € Z a0 < r,s < 1. Dva ptipady. Pokud » + s > 1, pak
[z]+[y]—Tz+y] = n+1+y+1—(n+y+2) = 0. Pokud r+s < 1, pak [z]+]y]|—[z+y]| = n+1+y+1—(nt+y+1) = 1.
v): Neplati, tieba [1.1-1.1] = [1.21] = 2, ale [1.1] - [1.1] =2 -2 = 4.

vi): Neplati, tieba |4-0.5] = |2| =2, ale [4] - [0.5] =4-0=0.

vii) a (viii): Plati, protoze |z] € Z a |z| € Z, takze aplikace dalsiho zaokrouhleni jiZz nic neovlivni.

ix): Neplati, necht z = 1.92 = 3.61, pak |\/[z]| =2, ale |/z| = 1.

[%] =k +r, proto [2] - | 2| = k(k + ), zatimco
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(x): Plati. Pro # > 0 nechf n € Ny je &slo takové, ze n? <z < (n+1)%. Pak n < \/z <n + 1, proto |/z| =n.
Jelikoz n? € Z, bude i n? < |z] < (n+1)* atedy n < \/|z] <n+1, proto i [\/|z]| =n.
(xi): Plati, dtikaz jako v (xi), pro dané x > 0 se vybere n € N tak, aby (n — 1)? < z < n?.

2c. Mohutnost mnozin

V predchozi sekci jsme si intuitivné rozmysleli, ze pokud méme koneéné mnoziny s rtiznym pocétem prvki, tak
mezi nimi nedokdzeme udélat bijekei, viz Fakt 2b.12 (iii). Naopak pokud mame dvé koneéné mnoziny se stejnym
poctem prvki, tak mezi nimi bijekci udélat dokdzeme (staci si prvky v obou mnozinach ocislovat a poslat prvni
na prvni, druhy na druhy atd.) Tato pozorovani se stanou vychodiskem pro porovnavani velikosti mnozin obecné.

Definice.

Rekneme, 7e mnoziny A, B maji stejnou mohutnost, znaceno |A| = | B|, jestlize existuje bijekce z A na B.
Rekneme, Ze mohutnost mnoziny A je mensi nebo rovna mohutnosti mnoziny B, znaceno |A| < |B| nebo
|B| > | Al, jestlize existuje prosté zobrazeni z A do B.

We say that two sets A, B have the same cardinality, denoted |A| = |B|, if there exists a bijection from one
onto the other.

We say that cardinality of A is less then or equal to cardinality of B, denoted |A| < |B|, if there exists a 1-1
mapping from A to B.

Odpovida i druhé definice nasi intuici pro koneéné mnoziny?

Piedpokladejme, ze mame prosté zobrazeni T: A — B. Pak je T: A — R(T) bijekce, tudiz maji A a R(T) stejnou
mohutnost (Sipky se nesbihaji, to zni rozumné). A protoze R(T') C B, tak je pfirozené, ze pak povazujeme B za
vétsi (pfipadné stejné velké) ve srovnéani s A, pfesné toto konec koncu fikd obména tvrzeni (ii) z Faktu 2b.12. A
naopak, prinejmensim u kone¢nych mnozin ma ¢lovék pocit, ze by z mensi dokazal posilat Sipky do vétsi tak, aby
se nesbihaly, a vyrobit tak prosté zobrazeni.

Obréazek napravo naznacuje jeSté jeden zpusob, jak poznat tu vétsi mnozinu ze dvou, vychazime zde z obmény
tvrzeni (i) z Faktu 2b.12. Formélné:

Fakt 2c.1.
Necht A, B jsou mnoZiny.
|A| < |B| préaveé tehdy, kdyz existuje zobrazeni T: B — A, které je na.

Toto se obcas hodi, ale vétsinou je vyrazné snadnéjsi pracovat s prostymi zobrazenimi jako v definici.

Poznamenejme, ze existuje jesté alternativni a velmi rozsifené znaceni pro porovnavani mohutnosti. Nékteri
autofi piSou misto |A| < |B| zapis A < B a misto |A| = |B| piSou A ~ B, popfipadé A ~ B. Sam nemam
jasnou preferenci, mozna mirné k tomuto alternativnimu znaceni, ale v této knize pouzivame symbol < pro relaci
¢astecného uspofadani, tak jsem pro mohutnost zvolil verzi s |A|.

Ted dokézeme nékolik jednoduchych vlastnosti, které nas ubezpedi, ze se nové pojmy chovaji tak, jak bychom
radi.

Fakt 2c.2.

Necht A je mnozina.

() 4] = 4] a |A] < [A].

(ii) Jestlize B C A, pak |B| < |A|.

(iii) |A| = |B| pravé tehdy, kdyz |B| = |A|.
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Dukaz (rutinni): (i): Uvazujme identitu iq: A — A (viz mocniny T™). Toto zobrazeni je bijekce, tudiz je
|A| = |A], a je i prosté, proto |A| < |A|.

(ii): Zobrazeni ig: B — B lze povaZzovat také za zobrazeni ig: B — A. Tim, Ze se do cilové mnoziny ptidaly
prvky navic, jsme nemohli zménit prostotu ig (pofad posild stejné prvky stejnym zptsobem), podle definice
tedy | B < |A].

(iii): Jestlize |A| = | B|, pak existuje bijekce T: A ~ B. Inverzni zobrazeni T—! dava bijekci z B na A, tedy
|B| = |A|. Opa¢ny smér plyne ze symetrie.

L]

Ctenéii se tato tvrzeni (stejné jako mnoh4 dal$i) mohou zdat samoziejma4, ale samoziejm4 jsou jen pro intuitivni
pojem ,velikosti mnoziny“ tak, jak jej zna z bézného Zivota. Zde mame ,, mohutnost“ definovanou pomoci zobrazeni,
takze platnost onéch ,jasnych® véci neni automaticka a je tieba je ovérit pomoci definice. Protoze jsme pojem
mohutnosti vymysleli dobfe, budou ty bézné véci v béznych situacich fungovat, ale obc¢as to da prekvapivé hodné
prace a nékdy ty jasné véci nebudou fungovat viibec (to je reklama na zbytek kapitoly).

S mohutnosti (tedy porovnavani mnozin dle velikosti) se pracuje podobné jako s porovnavanim ¢isel podle
velikosti |z| < |y| a |z| = |y|, nasledujici tvrzeni ukézou, ze tyto vztahy maji podobné vlastnosti.

Fakt 2c.3.

Necht A, B, C jsou mnoziny.

(1) Jestlize |A| < |B| a |B| < |C], pak |A] < |C|.

(ii) Jestlize |A| < |B| a |B| =|C|, pak |A| < |C].
Jestlize |A| = |B| a |B| < |C], pak |A| < |C|.

(iii) Jestlize |A| = |B| a |B| = |C|, pak |A| = |C].

Dukaz (rutinni, pou¢ny): (i): Z predpokladu |A| < |B| dostdvame existenci zobrazeni T: A — B, které je
prosté. Podobné z predpokladu |B| < |C| dostaneme prosté zobrazeni S: B +— C. Podle Faktu 2b.10 (i) je i
slozené zobrazeni S o T: A — C prosté, proto podle definice je |A| < |C|.

(ii): Ted se za¢ne prostym zobrazenim a bijekci, ale ta je také prostd, tudiz mame dvé prosté zobrazeni a dal
je to jako v (i).

(iii): Stejny dtkaz, jen se pouzije Fakt 2b.10 (iii).

Na tento diikaz uz byste opravdu méli pfijit sami.

Fakt 2c.4.
Necht A, B jsou mnoziny.
Jestlize |A| = |B|, pak |A| < |B| a |B| < |A].

Dukaz (rutinni): Jestlize |A| = |B|, pak existuje bijekce T: A — B. Tato bijekce je i prosta, proto |A| < |B], a
je na, tedy |A| > |B].
U

Plati to i naopak? Ano, ale uz to neni tak lehké, coz je vidét naptiklad z toho, Ze je to véta a navic pojmenovana
po trech lidech, ktefi se na ni museli dat dohromady.

Véta 2c.5. (Cantor-Bernstein-Schroeder)
Necht A, B jsou mnoziny. Jestlize |A| < |B| a |B| < |A|, pak |A| = |B.

Dtikaz je tézky, je totiz tfeba ze dvou prostych zobrazeni A — B a B +— A vyrobit bijekci. Zvédavci a puntickari
mohou zkusit prakticky jakoukoliv tlustsi knihu o teorii mnozin ¢i Wikipedii. Kazdopadné je to véta zajimava
vyrobit prostd zobrazeni, kterd potiebujeme k diikkazu onéch dvou ,nerovnosti®.

Vidime, Ze porovnavani mohutnosti se opravdu silné podoba rovnosti a nerovnosti, pro dalsi uzitecné vlastnosti
se podivejte na cviceni 2c.1. Zavedeme jesté jedno znaceni, které nam obcas zjednodusi praci.

Definice.

Necht A, B jsou mnoziny. Rekneme, ze mohutnost A je striktn& (osti¥e) mensi nez mohutnost B, znaceno
|A| < |B|, jestlize |A| < |B], ale neplati |A| = |B).

Zavedeme také znaceni |A| # |B| pro pripad, kdy neplati |A| = |B|.
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Ted si v mohutnostech mnozin udélame potradek.

Definice.

Mnozina A se nazve koneénd, jestlize A = () (pak piSeme |A| = 0) nebo existuje takové m € N, aby platilo
|A| = {1,2,... ,m}|, pak piSeme |A| = m.

Jinak se mnoZina nazve nekone¢na.

Mnozina A se nazve spocetna, jestlize m4 stejnou mohutnost jako mnozina N.

Mnozina A se nazve nespocetna, jestlize je nekonecnd, ale neni spocetna.

We say that a set A is finite if either A = (), then we write |A| = 0, or if there exists m € N such that
|A| = [{1,2,...,m}|, then we write |A| = m. Otherwise we say that A is infinite. We say that A is countable
if |A| = |N|. We say that A is uncountable if it is infinite but not countable.

Poznamka: Néktefi autofi rozumi pod pojmem ,spocetna“ podminku |A| < |NJ|, z pohledu diskrétni mate-
matiky to docela dava smysl, protoze pravé s témito mnozinami se dobfe pracuje naptiklad indukci. My zde
volime obvyklejsi nazvoslovi (spo¢etnd znamend |A| = |NJ|), podminku |A| < |N| umime vyjadfit slovy ,A je
nejvyse spocetna®. Prakticky dopad nejednoznacnosti v terminologii je, ze az se budete s nékym o spocetnosti
bavit, tak se nejprve domluvte, co tim vlastné myslite.

A

Priklad 2c.a: |[{a,b,a}| =2, |#] = 0. Mnozina N je nekoneéna a spocetnd. Mnozina R je nekone¢nd, ale zatim
nevime, jestli je spocetna.

A

Pou¢ni poznamka. Ctenafe mozna piekvapi, ze si v zdsadé miizeme definice délat, jak chceme. Miizeme
tfeba zadefinovat, ze koneéné mnoziny jsou ty, které obsahuji ¢islo 13, ostatni mnoziny jsou pak nekonecné. Z ¢isté
logického hlediska by to nebylo $patné, jenze novy pojem velikosti by mél divné vlastnosti (napfiklad sjednocenim
koneéné a nekoneéné mnoziny bychom dostali koneénou). To v zdsadé nevadi, matematici radi vymysleji podivné
svéty a pak zkoumaji, co tam vlastné plati a co ne, jenze my matematiku vytvarime také proto, aby byla uzitecn4,
a moje alternativni definice velikosti mnozin je na pytel. Kdybych tu definici vazné navrhnul, matematici by se
mi hlasité smali.

KdyZz matematici nové pojmy vymysleji, tak se pfitom #idi né€kolika zasadami. Jako druhou véc po definici chtéji,
aby ten novy pojem k nécemu byl. Casto se jedna o pojem inspirovany nasi intuici ¢ zkusenosti, pak se také
chce, aby ten pojem s nasi intuici souhlasil. Nase diskuse a faktiky vyse i nize doufejme presvédéi Ctenare, ze zde
zavedeny pojem mohutnosti opravdu funguje tak, jak bychom chtéli. Tfeba jsme dokézali, Ze kdyz je A ,mensi“
nez B a B ,mensi“ nez C, tak je nutné A ,mensi“ nez C. Kdyby to nas pojem velikosti mnozin nespliioval, tak
bychom méli silné podezfeni, Ze jsme nasi definici nevymysleli zrovna nejlépe.

Ovsem to prvni, co matematici pii vytvafeni definice zadaji, je jeji spravnost logicka. Rika se tomu, Ze se chce,
aby ,definice méla smysl“, coz mimo jiné znamend, ze musi umét rozhodnout. Napiiklad to, zda |A| = |B], je
jasné, prosté bud néjaka bijekce je, nebo neni. U nasi definice kone¢nych a jinych mnoZin to ovSem jasné neni, ¢imz
se konec¢né dostavame k tématu této pozndmky. Je velikost mnoziny touto definici jasné ddna? Mame napiiklad
mnozinu A, kterd je bijekci spojena s mnozinou {1,2,3}, tudiz podle definice |A| = 3. Mohlo by se stat, ze by
také existovala bijekce z A na {1,2,3,4}? To by bylo velice nemilé, protoze pak by také |A| = 4 a my rozhodné
nechceme, aby jedna mnozina mohla mit vice velikosti.

Podle Faktu 2c.3 (iii) by pak ale platilo [{1,2,3}| = |{1,2,3,4}|, coz nevypada moc pravdépodobné. Abychom
ukazali, Ze nase definice funguje rozumné, musime dokazat, ze nelze vytvorit bijekci mezi {1,2,3} a {1,2,3,4},
podobné o dalsich vzorovych mnozinach rozdilnych velikosti. To je ale spi§ téma pro teorii mnozin, nechdme to
odborniktim a spokojime se s konstatovanim, Ze to ovérili a nepfistojnosti se nekonaji.

Podobné si nechdme dokazat, ze ani mnozina N se nedéd bijekci spojit s mnozinami typu {1,...,n}, ¢imz se
potvrdi, Ze nejde o mnozinu kone¢nou (to jsme si oddechli). V definici je tedy vSe v poradku.

VAN
Ted se postupné podivame na jednotlivé typy mohutnosti. Za¢neme mnozinami koneénymi a ukdZeme, Ze véci
funguji tak, jak bychom ¢ekali. Nejprve zkusime (snadnym) tvrzenim ¢tenafe pfesvédéit, ze definice opravdu

spravné vystihla, co kone¢né mnoziny jsou.
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Fakt 2c.6.

(i) Necht A je koneéna mnozina, |A| = n. Pak ji 1ze zapsat jako A = {aj,as,... ,a,}, kde aj jsou navzijem
rlizné prvky.

(ii) Je-li naopak A = {a1,aq,... ,a,}, kde aj, jsou navzijem ruzné prvky, pak A je koneénd a |A| = n.

Dukaz (poucny): (i): Protoze je to mnozina koneénd, existuje bijekce T' z néjaké mnoziny {1,2,... ,n} na A.

Definujme ay, = T'(k), pak z prostoty vyplyva, Ze jsou to navzdjem rizné prvky A, a ze surjektivity 7" vyplyva,
ze A={ai,as,... ,an}.

(ii): Jestlize A = {a1,...,a,}, pak staci definovat T'(ay) = k. To bude ur¢ité zobrazeni z A na {1,... ,n} a
prosté je také: Jestlize jsou x # y € A, pak existuji indexy k,! takové, ze x = ay, a y = a;. Protoze x # y, musi
byt ik # 1 atedy T(x) # T(y).

Ll

Nasledujici véta ukazuje, ze se pojmy spojené s koneénymi mnozinami chovaji v souladu s nasi intuici. Pozna-
menejme, Ze dikaz je snadny, ale dlouhy, protoze je tfeba hlidat spoustu véci. Pro ¢tenafe muze byt zajimavé si
dtikaz Cist a pritom si kreslit odpovidajici obrazky.

Véta 2c.7.

(i) Jestlize je A kone¢nad mnozina, pak je i kazdé jeji podmnozina B koneéna a plati |B| < |A|.
Je-li navic B podmnozina vlastni, pak |B| < |A].

(ii) Necht A, B jsou kone¢né mnoziny. Pak je i AU B kone¢nd a plati |[AU B| < |A| + |B|.
Jsou-li navic A, B disjunktni, pak |[AU B| = |A| + | B].

(iii) Necht A, B jsou koneéné mnoziny. Pak je A x B kone¢né a plati |A x B| = |A] - |B|.

U (i) je zajimava i obména, viz cviceni 2c.5.

Dukaz (poucny, asi drsny): Dikaz (i) spi$ jen naznac¢ime. Necht A je koneénd mnozina. Podle definice tedy
existuje m € N a bijekce T' z A na {1,...,m}. Zaéneme nésledujici situaci. Necht a je libovolny prvek A
a uvazujme mnozinu A" = A — {a}. Chceme dokazat, ze je konefnd a méa mensi mohutnost nez A. Kdyby
nahodou T'(a) = m, pak je restrikce T'|,, bijekci z A" na {1,...,m — 1}, coz dokazuje, Zze A’ je konecna a
A" =m—1<|A|.

Zbyva rozebrat situaci, kdyz T'(a) = n < m. Protoze je T na, musi existovat jiny prvek b € A takovy, Ze
T'(b) = m. Vytvofime nové zobrazeni tak, Ze tyto dvé sipky prohodime. Formalné to udélame tak, ze definujeme

S(x){T(x), x e A —{b};

n, x=m>o.
Protoze si S vybirad své hodnoty z hodnot 7', dostali jsme zobrazeni z A’ do {1,... ,m}, ale hodnoté m jsme
se také vyhnuli, takze zobrazeni S jde vlastné do mnoziny {1,... ,m — 1}.

Je prosté? Necht x # y € A’. JestliZe se ani jeden z x,y nerovnd b, pak S(z) = T'(z) a S(y) = T(y); ale T
bylo prosté, proto S(x) # S(y). Druh& moznost je, Ze jeden z nich je b, podle symetrie mtizeme predpokladat,
ze tfeba x = b a y # b. Pak S(z) = n, mohlo by byt i S(y) = n? Protoze y # b, tak S(y) = T'(y), a jediny prvek
z A, ktery da po dosazeni do T" hodnotu n, byl a, ale ten v A’ neni a proto y # a, tedy i S(y) # n.

Takze T je prosté z A do {1,... ,m — 1}, proto |A'| <m —1 < |A|.

Ukézali jsme, Ze se mohutnost koneéné mnoziny pii odebrani prvku zmensi, z toho uz (i) vyplyne.

(ii): Nejprve dokdzeme piipad, kdy jsou A a B disjunktni. Podle pfedpkladu jsou koneéné, tedy existuji ¢isla
m,n € N a bijekce R: A {1,... ,m}aS: A—{1,... ,n}.

Definujme zobrazeni T' na mnoziné A U B takto:

T(x) = { R(z), xz € A
S(x)+m, x€ B.
Obrazkem: Jako bychom posunuli cile Sipek vedoucich z B do N nahoru o m, ¢imz na zac¢atku N vzniklo presné
m volnych mist pro pivodni (neposunuté) Sipky z A.

Tato definice ma smysl, protoze kazdy prvek x padne pfesné do jedné z téch kategorii (A ¢i B), u zadného
nemuze byt spor mezi dvéma riznymi moznostmi—tady pravé silné pouzivame toho, ze jde o mnoziny disjunktni.

Tvrdime, ze jde o bijekci z AU B na {1,... ,m +n}.

Nejprve ukazeme, Ze nevysko¢i pry¢. Vezméme = € AU B. Jestlize x € A, pak T'(z) = R(z) < m < m +n.
Jestlize x € B, pak T'(z) = S(x) + m < n + m. Zobrazeni T tedy opravdu jde do cilové mnoziny. Je na?

Necht k € {1,... ,m + n}. Jsou dvé moznosti. Pokud je k < m, pak diky tomu, Ze je R na, dostaneme a € A
takové, ze T'(a) = k. Pak ovsem a € AUB a T(a) = R(a) = k.
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Pokud je k > m, pak 1 < k —m < n a S bylo také na, tudiz existuje b € B spliujici S(b) = k — m. Pak
be AUB aT(b) =5(b)+m=(k—m)+m=k. Surjektivita T je dokazana.

Je T prosté? Vezméme x # y € AU B. Jestlize obé spliuji =,y € A, pak T'(x) = R(z) a T(y) = R(y). Protoze
R bylo prosté, musi byt T'(x) # T(y).

Jestlize jsou oba prvky v B, pak podobné S(x) # S(y) a proto S(z) +m # S(y) + m, tedy T'(x) # T(y).

Zbyva situace, ze jeden prvek je z A a druhy z B, podle symetrie situace mizeme predpokladat, ze x € A a
y € B. Pak ale T'(z) = R(z) < m, zatimco T'(y) = S(y) +m > m. Tudiz zase T'(z) # T'(y) a vSechny moznosti
jsme vycerpali. T' je prosté.

Ukézali jsme, Ze existuje bijekce z AU B na {1,... ,m + n}. Proto je podle definice mnozina A U B kone¢nd
a|AUB|=m+n=|A|+|B|.

Zbyva ukazat, Ze plati to obecné tvrzeni pro A a B libovolné. To se udéla néasledujicim trikem.

UvaZzujme mnozinu B’ = B — A (vyhodime z B spole¢né prvky s A, pokud néjaké jsou). Pak B’ C B, proto
je to podle (i) koneénd mnozina a plati |B’| < |B|. Navic jsou A a B’ disjunktni, proto podle pravé dokdzaného
je1 AU B’ koneénd a plati |AU B'| = |A| + |B'|.

Plati také AU B = AU B’ (viz cviceni 2a.1 (vi), kdyz tak si nakreslete Venntuv diagram), proto mame

|[AUB|=|AUB'| = |A| +|B'| < |A| +|B|.

(iii): Protoze je A kone¢nd mnozina, muzeme ji napsat jako {ai,...,an}, kde m = |A| (viz Fakt 2c.6). Pro
ke {l,...,m} uvazujme By = {(ax,b); b € B}. Pak je zobrazeni Ty (b) = (ay, b) bijekce z B na By. Prostota:
r#y€B = (ak,x) # (ar,y) = Ti(z) # Ti(y).

Na: Necht (ag,b) € By. Pak b € B a Ty (b) = (ax, b).

Tohle je zjevné, prosté jsme ke kazdému prvku z mnoziny B jakoby pfidali znacku, také si to mtzeme predstavit,
ze jsme celou mnozinu jen posunuli, mnoZina tim samoziejmé nemohla zménit velikost. Mame tedy |B| = |B|.
Ted si uvédomime, ze By jsou navzajem disjunktni mnoziny, nebot pro k # [ se prvky z By 1isi od prvki z B;
na prvni soufadnici, a A x B = By U---U B,,. Mizeme ted opakované pouzit vysledek z (ii) a dostaneme

|[AX B|=[Bi|+-+[Bm| = |B|+ - +|B| =m-|B| = [4] - |B].

Tim je dtikaz hotov.

Samozrejmé existuji i verze pro vice mnozin.

Véta 2c.8. . . .
(i) Jsou-li 4; proi =1,2,...,n koneéné mnoziny, pak jei |J A4; konecnda a | |J A;| < > |4l
i=1 i=1 i=1
n n
Jsou-li navic po dvou disjunktni, tak | J A;| = > |A|.
i=1 i=1
(ii) Jsou-li A; proi=1,2,...,n konetné mnoziny, pak jei A; x --- x A,, kone¢na a

[Ar % x Ap| = A [Aa] = [T 144
i=1

Diikaz je indukci a nechame to do cviceni 5a.11. Vratime se jesté k situaci, kdyz sjednocujeme mnoziny A a B,
které nejsou disjunktni. Jakou velikost pak dostaneme? Jestlize zvI4st spocitame prvky z A a prvky z B, tak jsme
vlastné dvakrat zapoditali ty prvky, které jsou spoleéné, coz je tieba napravit. Ted uz je asi jasné, jak se to mé
délat.

Fakt 2c.9.

(i) Jsou-li A, B kone¢né mnoziny, pak |AU B| = |A|+ |B| — |AN B).

(ii) Jsou-li A, B, C koneéné mnoziny, pak
JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—-|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|.

Dukaz (naznak): Pofadny dikaz by nas zase zavedl do hlubin teorie mnozin, v knihach se ¢asto odvolame praveé
na to, kolikrat je ktery prvek zpo¢itan nalevo a napravo. Pro (i) jsme to uz provedli pfed Faktem, pro (ii) to
udélame ted.

Na levé strané je samoziejmé kazdy prvek z A U B U C zapocitan jen jednou. Musime ukazat totéz o pravé
strané. Rozdélime si prvky podle toho, zda do A, B, C patfi ¢i nepatii. Vime, Ze je celkem 8 moznosti, z toho
ta, kdy nejsou ani v jedné mnoziné, nas ted nezajima. Zbyva 7 ostatnich.

2c.9, 2c.a 40 2c.9, 2c.a



Diskrétni matematika 2c. Mohutnost mnozin pHabala 2014

a) © € A, ale neni v zadné ostatni mnoziné. Pak nelezi ani v Zddném z pruniki, tudiz je napravo zapocitan
jen jednou. Podobné tivaha plati i pro prvky jen z B a prvky jen z C.
b) z € A, x € B, ale x ¢ C. Pak x lezi z téch mnozin napravo v A, B, AN B a zadné jiné, tudiz je tam
zapocitan 1 + 1 — 1 = 1 krat. Podobné avaha zase plati pro prvky, které jsou jen v A a C ¢ jen v B a C.
c) Zbyvaji prvky, které jsou v A, B i v C. Takové prvky jsou pak ve vSech mnozinich napravo, tudiz jsou
zapocCitany celkem 1+1+1—-1—-1—-1+41=1 krat.
Ll

Je uzitecné si nakreslit obecny Venntiv diagram a rozmyslet si, co se déje. D4 se to zase zobecnit na koneény
pocet mnozin, ale pak to zacne byt docela zajimavé a nechame to do kapitoly 11b.

Ted se podivejme na mnoziny nekoneéné, které asi ¢tendfe dosud nezasvéceného do magie nekonedna notné
prekvapi. Za¢neme faktem, ktery fika, Ze nejmensi nekoneéné mnoziny jsou ty spocetné.

Fakt 2c.10.
Necht A je mnozina. Jestlize je nekoneénd, pak |[N| < |A|.

Dukaz (naznak): Protoze jde o nekoneénou mnozinu, uréité neni prazdna. Vezméme tedy a; € A. Pokud néco
zbyvad v A — {a1}, vybereme odtud as. Pokud néco zbyva v A — {ay,as}, vybereme odtud as a tak dale. Jsou
dvé moznosti.

a) Pokud se tento proces nékdy zarazi, tak to bude tim, Ze pro néjaké m je A—{ay, ..., a, } prdzdnad mnozina.
Pak ale A = {ay,... ,a,,} a podle Faktu 2c.6 (ii) by byla A kone¢n4, coz je spor s piedpokladem tvrzeni, Ze je
nekonecna, Cili to nemuze nastat.

b) Urcité tedy nastane druhy pfipad, kdy najdeme nekoneéné mnoho navzajem raznych prvka a, € A. Pak
T(n) = a, je bijekce z N na A" = {a,; n € N}, proto |A’| = |N|. Také mame A’ C A, proto |A’| < |A|, zbytek
plyne pomoci Faktu 2c.3 (ii).

L]

Pripomernime si Vétu 2¢.7, kterd nam rikala, ze se pojem velikosti chovd u koneénych mnozin presné tak, jak
bychom ¢ekali. Nasledujici véta ukaze, ze u mnozin nekonecnych je vSechno jinak.

Véta 2c.11.
(i) Kazda nekoneénad mnozina ma vlastni podmnozinu, kterd m4 stejnou mohutnost.
ii) Necht A, B jsou mnoziny, A je nekone¢na a |B| < |A|. Pak |AU B| = |A|.

(i

(iii) Necht A, B jsou mnoziny, A je nekonecna a |B| < |A]. Pak |A x B| = |A].

(iv) Necht A; pro i =1,... ,m nebo i € N jsou mnoziny, kde A; je nekoneénd, a necht |A;| < |A;| pro vSechna
i

(v) Necht A; proi=1,...,m nebo i € N jsou mnoziny, kde A; je nekonec¢na, a necht |A;| < |A;| pro vSechna

1. Pak |A1 XA2 X | = |A1|

Vsechny vlastnosti vypadaji silené. Uberu z mnoziny prvky a ona zlstane stejné velka. Pfidam si k nekonec¢né
mnoziné néjaké prvky (srovnejte s Vétou 2¢.7 (ii)) a ona je porad stejné velkd. P¥iddm k nekoneéné mnoziné
jinou, tfeba i disjunktni, tfeba i stejné velkou nekone¢nou, a ta mnozina se nezvétsi. Dokonce nam (iv) 1ika, ze
to nekone¢nd mnozina ani velikostné nepozné, kdyz k ni pfiddm nekoneéné (ale spoc¢etné) mnoho takto mensich
mnozin. Vlastnosti (iii) a (v) ukazuji totéz pro kartésky soucin, kde by to ¢lovék ¢ekal jesté méné.

Plati dokonce, Ze se podle takto divného chovani nekoneéné mnoziny poznaji: Mnozina je nekonec¢nd pravée tehdy,
jestlize mé néjakou vlastni podmnozinu stejné mohutnosti.

Tvrzeni (iii) lze vyjadiit jesté jinak: Kdyz sjednotime koneény ¢i spoc¢etny soubor mnozin, z nichz alespori jedna
je nekonecnd, tak méa toto sjednoceni stejnou mohutnost jako nejvétsi ze zucastnénych mnozin. Stejna véc plati
pro kartézsky soucin.

Nize ukazeme, Ze vSechny tyto vlastnosti pfi blizsim pohledu davaji smysl. Problém je v tom, Ze my se nejsme
zvykli potkdvat s nekoneénymi mnozinami, proto si nas mozek nevytvoril prislusné predstavy. Abychom tedy byli
schopni dobre pracovat s mohutnosti, musime si nasi intuici vycvicit, aby ji ty divné véci prisly normalni. To je
jedna z véci, kterd je na skute¢né matematice obtizna, nékdy je tfeba pracovat ve svétech, které se chovaji zcela
mimo nasSe pfedstavy (mohutnost je jesté v zasadé v pohodé), o to dilezitéjsi je pak hlidat si logickou spravnost
postupt, tvrzeni a argumentt v dikazech. Pro vétsinu lidi je takovéto cviceni vlastniho mozku prilis tézké, asi je
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kupodivu vyskytuji v pfevleku kolem nés (teorie relativity, kvantova mechanika).
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Dtikaz Véty 2c.11 tady délat nebudeme, misto toho si ukazeme konkrétni piipady, kdy k témto jevim dochézi.

Pomtize ndm to vycvicit nasi intuici. Silné doporucujeme nasledujici ditkaz nepfeskocit, protoze to je spis zamysleni
nad fungovanim nekonecnosti.

Véta 2c.12.

(i) Mnozina Ny je spocetna.

(ii) Mnozina Z je spocetna.

(iii) Mnozina N x N je spocetna.
(iv) Mnozina Z x Z je spoCetna.

Dukaz (pou¢ny, dobry): (i): Ukdzeme, Ze Ny ma stejnou mohutnost jako N. Potfebujeme najit néjakou bijekci
T: N +— Ny, Casto jako inspirace poslouzi obrazek, v tomto pripadé se ndpad docela nabizi.

1 2 3 4 5
) /°/°/°/°/°
No: © o o o o o -
0 1 2 3 4 5
Formélné definujeme T'(n) = n — 1. Tvrdime, Ze toto zobrazeni je bijekce.
Na: Necht m € Ng. Pak je m celé ¢&islo spliiujici m > 0, proto je n = m + 1 celé ¢islo spliujici n > 1, tedy

neN,aplati T(n) =n—1=m.
Prosté: Necht z,y € N spliuji T'(z) = T(y). Pak x — 1 =y — 1, tedy = = y.

Poznamka: Receno hodné nepiesné, kli¢ovou vlastnosti nekoneénjch mnozin je, ze v nékterém ,sméru“ ne-
koné¢i (napiiklad rovina nekoné¢i v mnoha smérech, pfimka ve dvou). Mnozinu proto mizeme v takovém sméru
bez problémt posunout a tim si vytvorit misto pro pfidani prvki, aniz by se mnozina velikosti zvétsila.

V nésledujicim dikazu mnozinu N nejen posuneme, ale ziroven ji rozprostieme (zfedime), ¢imz vznikne
nekonec¢né mnoho volnych mist.

A

(ii): Ukazeme, ze |Z| = |N|. Protoze uz mame |N| = |Ny|, sta¢i podle Faktu 2c.3 (iii) dokazat, ze plati |Z| = |Np].
Vytvofime zobrazeni ze Z na Ny néasledovné. Cisla ze ZS’ posleme do Ny, ale Sipky roztdhneme, aby v cili zbyla
¢isla, na které ptijdou poslat zaporna ¢isla ze Z. Obrazek je jasny.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
Z: -+ O o ) o o 0 o o o o o -

Np: © o o o o o o -
0 1 2 3 4 5 6

Vzoreéek: T'(n) = 2n pron > 0 a T'(n) = 2|n| — 1 pro n < 0. Tvrdime, Ze je to bijekce.

Na: Vezméme m € Ny. Jestlize je sudé, pak n = 3 € Z a n > 0, tudiz podle definice je T'(n) = 2n = m.

Jestlize je m liché, pak je m + 1 sudé, proto mTH € Z. Necht n = —mTH. Pakn € Z. Zm > 1 mame mTH >1,
tudiz n < 0, |n| = —n = ™1 a podle definice T je T(n) =2|n| —1=(m+1) —1=m.

Prostota: Necht z,y € Z spliuji T'(z) = T'(y). Pokud by z > 0 a y < 0, tak by T'(x) bylo sudé a T'(y) liché a
nemohly by se rovnat, tento ptfipad tedy nastat nemtize. Podobné nemize nastat pripad y > 0 a z < 0. Zbyvaji
dva.

Jestlize z,y > 0, pak T'(x) =T(y) = 2x =2y = x =y.

Jestlize x,y < 0, pak T'(x) = T(y) = 2|z|—1=2J]y|—1 = |z| = |y|. JenZe vime, Ze jsou obé ¢isla
zaporna, tudiz |z| = |y| = —x = —y = x = y. Ve vSech pfipadech tedy méame = = y a prostota je také
dokéazana.

Alternativa: Protoze N C Z, mame |N| < |Z|. Podle Véty 2c.5 tedy staci dokazat, ze |Z| < |N|, tedy najit
néjaké prosté zobrazeni ze Z do N. Tvrdime, ze T'(n) = 2/"IT73I"1=" takové je. Nejprve si pfipomeneme, Ze
pron > 0 je |n| = n, tedy |n| +n = 2n a |[n| —n = 0, zatimco pron < 0 je [n| = —n atedy |n|+n =0a
In| —n = —2n, coz je v tomto piipadé kladné neboli 372" € N. Proto vzdy 2/"*73"I=" ¢ N a navic vidime, ze
T(0) =1, dale T'(n) = 22" pron > 0 a T'(n) = 372" pro n < 0.

Protoze ¢isla s riznymi prvociselnymi rozklady nemohou byt stejna (viz Véta 6b.4), tak hned vidime, Ze pro
m # n také plati T'(n) # T(m) a proto je T prosté.

Tato alternativa moznd neni tak pékné vidét z obrazku jako prvni diikaz a da vic prace dokazat prostotu, ale
zase je to zobrazeni dané jen jednim vzoreckem, coz nékdy miize byt vyhoda.

2c.12, 2c.a 42 2c.12, 2c.a




Diskrétni matematika 2c. Mohutnost mnozin pHabala 2014

(iii): Tady je tradiéni dikaz obrézkem. Potfebujeme vytvorit bijekci T: N — N x N, ¢ili potfebujeme Fict,
kam posleme 1, kam posleme 2 atd. Podivejme se na nasledujici obrazek. Nejdfive jsme vlevo reprezentovali
kartézsky soucin N x N a naznacili vyznam nékolika bod, jen abychom se ujistili, Ze tomu rozumime, a pak
jsme vpravo nakreslili jistou drahu.

N N
4 o o o o 4 o o o o
(1,3) (2,3)
3 o] o] o) o) 3 o) fo)
2 o o o o .- 2 o
(1,1) \
1 o o o) o ... 14 o—
T T T T N T T T T N
1 2 3 4 - 1 2 3 4 -

Ta cesticka nam ukazuje, jak postupné vybirat hodnoty pro T'. Takze T'(1) = (1,1), T'(2) = (2,1), T'(3) = (1,2),
T(4) = (1,3), T(5) = (2,2) atd. Pti tomto zptisobu vybéru je jasné, ze se hodnoty neopakuji, takze T je prosté,
a z obrazku se zda, ze dfive ¢i pozdéji ta cesticka dojde na libovolné misto v té siti, takze T' by mélo byt i na.
Abychom z toho udélali poradny diikaz, potiebovali bychom toto T presné definovat, coz se da, ale je to dost
komplikované, takze formalni diikaz radéji udélame jinak. Nebyl to nicméné ztraceny cas, protoze tento zptisob
nadm néazorné ukazal, ze se opravdu miize stat, ze ,dvourozmérnd® sit méa stejné bodt jako jednorozmérna.
Takovéto nazorné predstavy nam pomahaji vypéstovat spravnou intuici o nekoneénych mnozinach.

Formalné korekni dikaz: Nejprve ukdzeme, ze |[N| < |N x N|. Pouzijeme klasicky trik a vyrobime si v ramci
N x N vérnou kopii mnoziny N zcela pfirozenym zpisobem, matematicky fe¢eno mnozinu N do toho kartézského
soucinu vnotime. Je tfeba to udélat spravné formalné.

Uvazujme mnozinu M = {(n,1); n € N} (prvni fadek v té siti). Pak uré¢ité |M| = |N|, coz se snadno dokaze
pfirozenou bijekci T'(n) = (n,1). A protoze M C N x N, tak mame |M| < |N x N|, zbytek vyplyne pomoci
Faktu 2c.3 (ii).

Zajimavéjsi bude druhy smeér, kdy zkusime vnorit zdanlivé ,vétsi“ mnozinu do ,mensi“. Potfebujeme najit
prosté zobrazeni T: N x N — N. Uvazujme T'(m,n) = 2"3". Evidentné pro m,n € N dava T'(m,n) € N, takze
jde N x N — N jesté zbyva ukazat, Ze je prosté. Necht tedy (m,n), (u,v) € N x N spliuji T'(m,n) = T'(u,v). To
znamena, ze 23" = 2“3". Jenze celé cisla se daji zapsat pomoci prvocisel jen jedinym zpisobem, takze musi
jit o stejné vyrazy, tedy m = u a n = v ¢ili (m,n) = (u,v). Dikaz je hotov.

(iv): Tady je asi nejlepsi zkombinovat (ii) a (iii). Jedna moznost je slou¢it pouzité triky a dokazat, ze zobrazeni
U(m,n) = 2lmltmglml=mginltnginl=n jo nrosté 7 x Z — N.

Ukéazeme jesté jeden zptisob, kde se nemusime hrabat v detailech, ale pracujeme konceptuélné. Zde vyuzijeme
pfimo vysledky (ii) a (iii). Podle (ii) vime, Ze existuje bijekce S: Z — N. Pomoci ni ted definujeme zobrazeni
R(m,n) = (S(m),S(n)). Tvrdime, Ze je to bijekce Z x Z +— N x N.

Na: Necht (u,v) € N x N. Protoze je S bijekce, ur¢ité existuje m € Z spliujici S(m) = u a existuje n € Z
splijici S(n) = v. Pak (m,n) € Z x Z a R(m,n) = (S(m), S(n)) = (u,v).

Prostota: Necht (m,n), (u,v) € Z x Z spliuji R(m,n) = R(u,v). Pak podle definice R mame S(m) = S(u) a
S(n) = S(v) a S je bijekce, tudiz m = u a n = v, ¢ili (m,n) = (u,v).

Pravé jsme dokazali, ze |Z x Z| = |N x N, spolu s (iii) a Faktem 2c.3 (iii) to dava kyzeny vysledek.

Vsimnéte si, Ze jsme pracovali s bijekci S, o které jsme viibec nevédéli, jak vlastné vypada, jen jsme se odvo-
lavali na jeji vlastnosti. Zac¢iname se stavat matematiky.

U

Bod (i) ukazal, Ze odebranim prvku z Ny se mohutnost nezménila, coz ukazuje, Ze u nekoneénych mnozin je
opravdu snadné vyrobit vlastni podmnozinu o stejné mohutnosti. Evidentné také nebude problém odebrat i vice
prvki. Muzeme se na to podivat i z druhé strany, ze pfidanim jednoho prvku (a tedy indukci i koneéné mnoha
prvki) mohutnost nekoneéné mnoziny nezménime.

Bod (ii) ukazuje, ze kdyz dame dohromady dvé stejné velké nekone¢né mnoziny, tak jim ztstane pivodni velikost.
Vime totiz, ze Z = No U (—N), kde jsme oznacili —N = {—n; n € N}. Snadno ukdzeme pomoci bijekce T'(n) = —n,
ze mnozina —N mé stejnou mohutnost jako mnozina N.

N4

Asi nejzajimavéjsi je (iii), to ndm ukazuje dvé véci. Jednak je to ptiklad toho, Ze ani kartézskym soudinem
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dvou nekonecnych mnozin nedosdhneme vétsi mohutnosti, ale da se to ¢ist i jinak. Pro libovolné ¢ € N oznacme
M; ={(n,i); n € N}, takze tfeba M; = {(1,1),(2,1),(3,1),... }, zatimco M3 = {(1,13),(2,13),(3,13),... }. Jde
o disjunktni mnoziny, které maji vSechny stejnou mohutnost jako N, coz se snadno dokaze bijekcemi T;(n) = (n, 7).
o0
Kdy7 ted udélame nekonecné sjednoceni, dostaneme |J M, = N x N, coz je zase mnozina mohutnosti N. Je to
m=1

tedy krasny ptiklad na (iii) z Véty 2c.11.

Dukazy, které jsme pouzivali, jsou nejen nazorné, ale i uzitecné, protoze tyto napady se pfi praci s mohutnosti
pouzivaji docela casto.

Z (iv) hned plyne toto:

Véta 2c¢.13.
Mnozina racionalnich ¢isel QQ je spocetna.

Dukaz (pou¢ny): Protoze N C Q, plati |N| < |Q|. Potfebujeme ted opa¢nou nerovnost, podle Véty 2c¢.12 (iv)
nam ale vlastné sta¢i ukazat, ze |Q| < |Z x N|. Vnofeni Q do Z x N pomoci prostého zobrazeni se déla relativné
snadno, ale jesté jednodussi je pouzit alternativni pfistup a najit zobrazeni T' z Z x N na Q (vi Fakt 2c.1).
Definujme jej takto: T'(p,q) = %. Surjektivita je zjevna, kazdé raciondlni ¢islo lze zapsat jako zlomek %, kde
pEeZaqeN.
L]

Pozorny ¢tenaf si vS§imne, Zze uz zname mohutnost N, Z a Q, ale jednu popularni mnozinu jsme jesté nezkoumali.
Mame tu také jiny dlouzek, definovali jsme nespocetné mnoziny, ale zatim neni viibec jasné, jestli néjaka takova
mnozina existuje. Tohle mize skoncit jedinym zptisobem.

Véta 2c.14.
Interval redlnych ¢isel (0,1) je nespocetny.

Dukaz (pou¢ny): UkdZeme, Ze zadné zobrazeni T: N — (0, 1) nemutize byt na. Pro téely tohoto dikazu si budeme
¢isla z intervalu (0, 1) zapisovat jako ¢isla s nekoneénym desetinnym rozvojem, coz si pfedstavime naptiklad tak,
ze u ¢isel typu 0.347 doplnime dal nuly (ted narédzime na drobné nejasnosti s tim, ze t¥eba 0.1000... = 0.0999...,
v piipadé vice moznych vyjadieni jednoho ¢isla si prosté pro ucely tohoto ditkazu vzdy jeden zapis zvolime).
Vezméme tedy libovolné zobrazeni T: N — (0, 1) a ukdZzeme, Ze nemize byt na. Zlobivé ¢islo b vytvofime takto:
Zac¢ina ,,0.“ a pak dopliiujeme desetinné &islice. Cislice na k-tém misté se uréi nasledovné: Podivame se na k-tou
cifru v rozvoji ¢isla T'(k) a jestlize je to ,,3“, tak do naseho ¢isla b jako k-tou cifru dame ,1¢, jinak do naseho
¢isla ddme ,,3“. Dostaneme tak ¢islo b, které zac¢ind ,0.“ a tudiz urcité lezi v (0, 1). Zaroven se ale od kazdého
T'(k) lisi na k-tém misté rozvoje, tudiz se mu nemuize rovnat. Proto neexistuje n € N takové, ze T'(n) = b a T

neni na.
e . 1, apr=3;
Formalné: ZapiSeme obrazy T ve tvaru T(k) = Y a;;107" a definujeme cifry b, = { 5 ok 43 pak
i=1 y Okk )
b= b,107* je ono divné &islo.
k=1
L

Ptiblizime si obrazkem, jak tento argument funguje, na ptikladé jednoho konkrétniho 7. Jeho hodnoty si vypiseme
do radkt nekonecné tabulky.

T(1)=0[1]3 8 4 0
T(2)=0.2[3]7 40
T(3)=0.6 0[0]0 0..
T4)=0.9 3 8[2]1
T(5)=0.

b=0.313 3 1...

Prochazime diagonalou a do ,,naseho“ ¢isla b davame vzdy néco jiného, ¢imz zarucime, Ze se nase Cislo nebude
shodovat s zadnym fadkem tabulky. Tomuto argumentu se fika , Cantoriv diagonalni argument® a pii praci s
velikosti mnozin je velice mocny, pritom tak jednoduchy. VSimnéte si, ze k tomu, aby nam fungoval, sta¢i mit
moznost volit ,néco jiného“, ¢ili v zadsadé staci mit dva rizné znaky. Mohli jsme tedy namisto desetinného rozvoje
pouzit tieba zapis ve dvojkové soustavé se znaky 0 a 1, fungovalo by to stejné.
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Cela tahle zalezitost je dalsi z vyzev pro nasi intuici. Asi vSichni Zijeme v predstaveé, ze kdyz vezmeme papir
a za¢neme pod sebe psat ¢isla 1, 2, 3, ..., tak nakonec (pokud budeme zit vé¢né) napiSeme vSechna piirozena
¢isla. Clovék by si naivné myslel, Ze to jde udélat s libovolnou mnozinou ¢isel (a vyse jsme vidéli, Ze s celymi i
raciondlnimi ¢isly ano), ale posledni diikaz ukazuje, Ze s intervalem (0, 1) to neptjde, protoZe i kdybychom opravdu
meéli nekoneéné mnoho casu, tak z té mnoziny obsdhneme jen zanedbatelnou ¢ast. Pritom neni selskym rozumem
zjevné, pro¢ by to nemélo jit. Dikaz je ale nemilosrdé jasny, nejde to, tak to musime akceptovat a zvyknout si na
to. Nespocetné mnoziny jsou a jsou (nepredstavitelné?) velké.

Dusledek 2c.15.
Mnozina realnych cisel R je nespocetna.

Dukaz (rutinni): Vime, ze |N| < [(0,1)], také z (0,1) C R mame [(0, 1)| < |R|, proto |N| < |R| (viz cvi¢eni 2c.1).

Mimochodem, vime uz, ze mnozina QQ je spocetnd, coz znamend, ze mnozina iraciondlnich ¢isel musi byt nutné
nespocetnd (viz cviceni 2¢.13). Mezi redlnymi ¢isly je tedy nekoneéné mnohokrat vic ¢isel iracionalnich nez zlomk.

Jakou m4 vlastné mnozina R mohutnost? Snadno se ukéze, Ze libovolny interval typu (n,n + 1) mé stejnou
mohutnost jako (0,1). Protoze R = |Jo—__(n,n + 1) je sjednoceni spocetného souboru intervald, které mayji
vSechny stejnou mohutnost jako (0, 1), tak podle Véty 2c.11 (iii) plati |R| = [(0, 1)|. Mohutnost mnoziny realnych
¢isel ¢i intervalu (0,1) je dalsi ze zédkladnich mohutnosti, které se objevuji ¢asto.

Ve cviceni 2c.14 si naptiklad rozmyslime, Ze pro libovolné a < b ma (a, b) stejnou mohusnost jak (0, 1), a protoze
uz vime, ze nekoneéné mnoziny jeden bodik nerozhodi, tak vlastné stejnou mohutnost maji vSechny intervaly
(a,b), (a,b), (a,b) a (a,b) pro a < b, pfiemz za a, b pfipoustime i nekone¢na. Mimochodem ta podminka a < b je
podstatné, vylucuje tzv. degenerované intervaly jako (13,13) = {13} ¢i (13,13) = 0.

Mezi mnozinami spocetnymi a nespocetnymi je podstatny rozdil pii praktické praci. Mnoziny spocetné mohou
byt oéislovéany, ¢ili zapsany jako A = {a, as, ... }. To se udéla jednoduse, pro spoc¢etnou mnozinu A existuje bijekce
z N na A, tak prosté ozna¢ime a,, = T'(n) a uz ndm a,, daji celou mnozinu (srovnejte Fakt 2c.6). Mtzeme je tedy
takto alespon potencionalné spocitat, proto se tak jmenuji. V pribéhu pocitani pfitom pracujeme s konecnymi
mnozinami, coz je piesné parketa diskrétni matematiky. V kapitole o indukci dokonce uvidime, jak se pomoci
mnozin koneénych dozvédét ledacos o spocetnych mnozinach nekonec¢nych.

Naopak do mnozin nespocetnych nedokdzeme pomoci postupného pocitani ani poradné nahlédnout, takze jsou
povétsinou mimo dosah metod diskrétni matematiky a budeme se jim vyhybat. Vyplati se proto umét jiz na
zac¢atku rychle odhadnout, zda je dany problém razu spocetného ¢i nikoliv. Zkusime si to.

Priiklad 2c.b: Mnozina A kladnych lichych éisel je spocetna.

Protoze A C N, mame jasné |A| < |N|. Sta¢i ndm tedy dokazat, ze |N| < |A|, tedy najit prosté zobrazeni z N do
A. To je ale snadné, definujeme T'(n) = 2n — 1. Ur¢ité pro n € N dava kladna licha ¢isla, takze jde do A.

Je prosté? Necht x,y € N spliuji T'(x) = T'(y). Pak 2z — 1 = 2y — 1, tedy = y. Ano, je prosté. Tim je dikaz
hotov.

Mimochodem, dokonce jsme tim nasli bijekci z N na A.

A

Priklad 2c.c: Mnozina A konecnych fetézci vytvorenych ze znak 0 a 1 (tzv. bindrnich fetézcl) je spocetna.
Oznacme si jako A,, mnozinu binarnich fetézci o délce n. Kolik jich je? Na kazdou pozici mame na vybér ze
dvou znaki, celkem je tedy 2-2---2 = 2™ moznosti. Hlavni ted je, ze A,, je kone¢nA.

o
Protoze mame A = |J A,, zajimd nés, co se stane, kdyz sjednotime spoc¢etné mnoho koneénych mnozin. Na
n=1
to vlastné nemame zadny vzorec, bud umime sjednocovat koneéné mnoho koneénych mnozin (Véta 2c.8), nebo
nekone¢né mnoho nekoneénych (Véta 2c.11). Zkusime si to rozmyslet.
Urcité to bude alespon spocetnd mnozina, protoze kdyby se z kazdé A, vzal jeden prvek, tak uz mame tolik
prvki, kolik je v N (mnoziny A,, jsou disjunktni a proto dostavame riuzné prvky).
Na druhou stranu necekédme, ze bychom dostali mnozinu nespocetnou, protoze vime z Véty 2c.11, ze sjednocenim
spocetné mnoha spocetné velkych mnoZin dostaneme spocetnou mnozinu, a nase mnoziny jsou dokonce mensi.
Tato Gvaha je uzitecna a udélame si ji obecné.

A
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Fakt 2c.16.

o0
(i) Jestlize jsou A,, pro n € N nejvyse spocetné mnoziny, pak je |J A, nejvyse spocetné.
n=1

o
(ii) Jestlize jsou navic A, neprazdné a po dvou disjunktni, pak je (J A, spocetna.
n=1

Dukaz (rutinni): (i): Pfidame si jednu mnozinu navic, Ag = N, pak podle Véty 2c.11 (i) uz

U A4dn| <|U An
n=1 n=0

(ii): Ted’ipotfebujeme i dolni odhad. Protoze jsou A, neprazdné, existuje v kazdé néjaky prvek, nazvéme jej

= INJ.

U A,
n=0

Protoze |J A, C U A,, tak < a zbytek je dle Faktu .
n=1 n=0

o0
ayn. Definujeme zobrazeni T'(n) = ay, pak urc¢ité¢ T: N— J A,.
n=1

Je to prosté zobrazeni? Necht m # n € N. ProtoZze jsou ty mnoziny po dvou disjunktni, A,, N A, = 0, tak
nutné a,, ¢ A,, tedy i a,, # a,, coz znamend T'(m) # T(n). Toto zobrazeni je tedy prosté, coz dokazuje, ze

IN[<|U An
n=1

U

! Piiklad 2c.d: Mnozina A nekonec¢nych binarnich fetézcti je nespocetna.
Tato mnozina je evidentné nekonecna, naptiklad proto, Ze obsahuje fetézce 1000..., 0100..., 0010... atd., kterych
je spocetné neboli nekoneéné mnoho. Zbyva ukazat, Ze je to mnozina nespocetna.
Protoze jde pfimo o fetézce, nabizi se Cantoruv diagondlni trik. Dokazeme, Ze zddné ocislovani nemuze uspét.
Piedpokladejme tedy, Ze jsme se Tetézce pokusili oc¢islovat, miizeme je pak sefadit pod sebe. Nasledné vytvorime
fetézec, ktery v seznamu neni. Nejprve pro jeden konkrétni priklad:

ar: 0f1]o 1 0...
as: 0.0[0]0 0...
az: 0.1 1[0]0...
ag: 0.0 0 1[1]..

b: 0.0110...

A ted pofadné: Necht T je néjaké zobrazeni z N do A. Ozname T'(n) = (an1 Gn2 Gns3 ...). Definujeme
pak prvek b € A predpisem b = (1—a;1 1—ag2 1—asgs ... 1—a,,, ...). Ten se lisi od kazdého prvku T'(n) =
(@n,1 Gn2 3 ... Gng ...) Da n-tém misté, tedy b # T'(n) pro vsechna n € N, proto 7" neni na.

Ukazali jsme, Ze neni mozné vytvorit bijekci z N na A.

A

Priklad 2c.e: Uvazujme vSechny nekoneéné Fetézce, které je mozné vytvorit z malych pismen anglické abecedy.
Z nich do mnoziny A vybereme takové Fetézce, které vzdy zacinaji opakovanim jednoho konkrétniho pismene, v
nékterém misté pak prejdou na jiné a tim uz dal pokracuji, viz tfeba fetézec ppphhhhhh.... Tvrdime, Ze mnozina
A takovychto Fetézci je spocetna.

Tady je zajimavy ten délici bod, zkusime se odpichnout od né&j. Necht A,, je mnozina vSech fetézcili, které maji
zménu hned za pozici n, tedy n-ty ¢len je jesté jako ten prvni, ale nasledujici uz jsou jiné (a vSechny stejné). Kolik
ma takovd mnozina prvk? Mame 26 moznosti, jak zacit, a 25 moznosti, jak dal pokracovat, celkem 26 - 25, ¢ili je

o

to mnozina kone¢nd (a neprazdnd). Mame také A = |J A, a jiz z definice jsou ty mnoziny disjunktni (fetézec se

n=1
nesmi ménit na vice mistech), proto podle Faktu 2¢.16 je A spocetna.
Alternativa: Pro a # 3 € {a,b,c, ... , 2z} necht je A,s mnozina vSech fetézci, které zac¢inaji pismenem « a konéi
pismenem f. Jak je takovid mnozina velkd? Pismeno 8 muze zacit od pozice 2,3,4,..., takovd mnozina je tedy
spocetna. Mame také A = (J A, g a jde o sjednoceni kone¢né mnoha mnozin, podle Véty 2c.11 (v) je A spocetna.

a)/B
A
S 2c¢.17 Jak urcovat mohutnost
Pri praci s mnozinami je ¢asto uzitecné umét rychle odhadnout, jak velkd mnozina to je, jmenovité urcit, zda

je konecnd, spocetna ¢i nespocetna. Koneéné mnoziny asi kazdy hravé poznd, takze se zaméifime na mnoziny
nekonecné. Zde je zékladem znat dobfe mnoziny, které jsme zkoumali vyse (Z, (0, 1), koneéné ¢i nekoneéné fetézce
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atd.) a jesté probereme nize a také pravidla o sjednoceni/kartézském soucinu spocetnych mnozin atd. Pomoci téchto
znalosti pak odhadujeme (¢i dokonce dokazujeme) mohutnosti mnozin jinych. Nejcastéji pouzivame nasledujici tii
pristupy.

1) P¥imé porovnani se zndmou mnozinou.

Nékdy mnozina svou strukturou vylozené nabizi porovnani s jinou, nam jiz znamou mnozinou. V mnoziné vsech
celocdiselnych nasobkid 150 mé kazdy prvek tvar 150k pro k € Z, coz zjevné nabizi bijekci na mnozinu Z pfedpisem
150k < k“. Mnozina vSech matic 2 x 2 nabizi okamzitou bijekci s prostorem c¢tyrslozkovych vektord. MnoZina
vS8ech vodorovnych pfimek v roviné nabizi bijekci na R danou tieba ,pifimka<>hodnota priseciku pfimky s osou
y* atd.

Pokud je také tfeba odhadnutou mohutnost dokazat, pak staci ukézat, ze ono pfifazeni je opravdu bijekce.

2) Dalsi uzite¢nou strategii je mnozinu omezit shora ¢i zdola. U situaci, kdy je zkoumana mnozina nekoneéna,
jejl spocetnost dokazeme tak, Ze jeji mohutnost shora omezime pomoci jiné zarucené spocetné mnoziny, coz se da
¢asto udélat pomoci vztahu byti podmnozinou, nékdy pomoci prostého zobrazeni (ted uz neni t¥eba surjektivita).
Napriklad mnozina vSech matic 4 X 4 v dolnim trojuhelnikovém tvaru s celo¢iselnymi prvky je urcité podmnozinou
mnoziny vech matic 4 x 4 s celo¢iselnymi prvky, ktera je spocetna diky bijekci na Z¢ (zde vlastné kombinujeme
strategie 1 a 2). Mimochodem, je zde také mozné pouzit ptimo strategii 1 a vyrobit bijekci na mnozinu Z'° (dolni
trojihelnikové matice 4 x 4 maji obecné 10 nenulovych prvki). Zalezi na tom, co je jiz povaZovéno za znamé,
spocetnost matic konec¢né velikosti s celo¢iselnymi prvky je pfi pokrocilejsi praci povazovana za naprosto jasnou,
takze byva jednodussi toho prosté vyuzit.

Nespocetnost pak dokazujeme tak, Ze mnozinu omezime zdola néjakou nespocetnou mnozinou, opét bud ve
smyslu inkluze, nebo prostym zobrazenim. Napiiklad mnozina vSech nekonecénych fetézct ze znaka {1,2,a,c, o}
je nespocetnd tieba proto, ze obsahuje nekoneéné fetézce ze znaku {1,2} a o takovych jsme si uz dokazali, ze
je nespocetnd (my jsme to tedy udélali pro znaky 0,1, ale to je jen otdzka obrazku, ktery pro ony dva symboly
pouzivame).

Podobné pokud u matic pfipustime redlné prvky, tak okamzité dostaneme mnozinu nespocetnou, protoze urcité
obsahuje matice s jednim nenulovym prvkem vpravo nahofe a takovychto matic je pfesné stejné jako realnych
¢isel evidentni bijekci ,,r <»matice s r vpravo nahoie“.

3) Treti oblibenou metodou je rozlozit danou mnoZinu na mnoziny jednodussi, jejichz velikost uz snadno rozpo-
zname, a pak pouzit pravidla. Naptiklad mnozina vSech ¢tercovych matic s celo¢iselnymi prvky se da rozlozit na
spocetné mnoho mnozin podle velikosti, pficemz pro konkrétni velikost k£ x k je mnozina takovychto celociselnych
matic také spocetnd, proto je uvazovand mnozina jako celek spocetna.

Také strategie 2 a 3 nabizeji v pfipadé potieby i dikaz a byva ¢asto velice snadny, protoze se v ivahach vlastné
odvolavame na jiz dokazané véty.

Ctenaf si tyto strategie miize nacviéit ve cviceni 2¢.6 a 2c.9.

A

Skala mohutnosti oviem nekoné¢i mnozinou R, jsou i vétsi mnoziny.

Pfipomenime si, Ze je-li A mnozina, pak P(A) je mnozina vSech jejich podmnozin. Jak je velkd, kdyz je A koneéna?
Pri vytvareni podmnozin se u kazdého prvku a € A mtZeme rozhodnout, zda jej vezmeme ¢i ne, a kazda odpovéd
ovlivni vysledek. Celkem je tedy mozno udélat 2-2---2 = 24| rozhodnuti.

Opravdu? Pro A = {1,2} mame P(A) = {0, {1}, {2}, {1,2}}, celkem 4 = 22 podmnoZin, pro A = {1,2,3} méme
P(A) = {0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}, celkem 8 = 23 podmnozin, d4l to nechdme na ¢tenafi, asi
to opravdu takto funguje. Mimochodem, a co prazdna, jde to i tam? P(0)) = {0}, takze ma velikost 1 = 20 = 2191,
Ano, funguje to.

Fakt 2c.18.
Jestlize je A kone¢na mnozina, pak |P(A)| = 2/4l.

Vlastné jsme to dokazali, ten argument s vybéry je obvykle povazovan za dostacujici. Mimo jiné z toho plyne,
ze pro kone¢né mnoziny |A| < |P(A)|, nésledujici véta nam o zobecni.

Véta 2c.19. (Cantorova)
Pro kazdou mnozinu A plati |A| < |P(A)].

Dukaz (pou¢ny, mozné drsny): Ukdzeme, Ze libovolné zobrazeni T: A — P(A) nemuze byt na. Necht je tedy T
néjaké takové zobrazeni.

2c.19, 2c.e 47 2c.19, 2c.e



Diskrétni matematika 2c. Mohutnost mnozin pHabala 2014

Kdyz si vezmeme a € A, pak je T'(a) € P(A), ¢ili T'(a) je néjakd podmnozina A. Mizeme se zeptat, jestli je a
v této mnoziné ¢i ne. Tim vznika test, pomoci kterého miZzeme utvorit podmnozinu.

Necht M = {a € A; a ¢ T(a)}. To je podmnozina A, proto M € P(A). Tvrdime, Zze neexistuje zadné b € A
takové, ze T'(b) = M, proto T neni na.

Sporem: Predpokladejme, Ze takové b existuje. Ukazeme, ze pak zaroven lezi i nelezi v M, coz nejde.

A opravdu: Kdyby b € M, pak b € T'(b), proto podle definice této mnoziny b ¢ M. Kdyby naopak b ¢ M, pak
spliiuje podminku definice a b € M. Existence takového prvku by tedy vedla k paradoxu, ¢imz se ukazuje, Ze to
(v ramci standardni teorie mnozin) neni mozné.

U

To je velice zajimavé. Zacali jsme ,nejmensi“ nekonecnou mnozinou N (mohutnost spocetné mnoziny), pak jsme
se dozvédéli, ze R mé striktné vét$i mohutnost, podle Cantora ma mnozina vSech podmnozin R znadend P(R) zase
striktné vétsi mohutnost, pak mtizeme Cantora aplikovat na P(R) a dostaneme jesté vétsi mohutnost a tak dale,
je tedy vidét, ze hierarchie velikosti mnozin nikdy nekondi, vzdy je mozné vyrobit jesté zase jednu neporovnatelné
vetsi.

2¢.20 Poznamka: Vime, Ze R mé striktné vétsi mohutnost nez N, to mé ovSem podle Cantorovy véty i mnozina
P(N) vsech podmnozin N. Jaky je mezi témito vét$imi mnozinami vztah?

Kazdou podmnozinu M pfirozenych ¢isel N je mozné zakédovat pomoci nekoneéného fetézce (ar) ze znaku 0,1
metodou ay, = 1 pravé tehdy, pokud k € M (viz 2a.9 Reprezentace mnozin). Toto kddovani je jednozna¢né, takze
mame bijekci mezi P(N) a mnozinou R vSech nekoneénych fetézcu ze znaki 0, 1.

Kazdy takovyto Fetézec je ovSem mozné chapat jako desitkovy zapis redlného ¢isla z mnoziny (0, 1) ve dvojkové
soustavé. Toto pfifazeni je na, ale ne prosté, protoze nékterd ¢isla lze vyjadiit dvéma zpusoby (tieba 0.1000... =
0.0111...). Kazdopadné vidime, Ze mnozina R nemuZe mit vétsi mohutnost nez (0,1). Snadno se ale nahlédne,
ze téch nejednoznacnych ¢isel je jen spocetné, coz je vzhledem k velikosti (0,1) pod tdrovni rozpoznatelnosti.
Mohutnost R je tedy stejnd jako mohutnost (0, 1) neboli mohutnost R.

Zavér: Mnozina vSech podmnozin N mé presné stejnou mohutnost jako mnozina R.

JAN

Poznamka: Zajimavéa otazka je, zda je R hned ta dalsi velikost nekoneéna po spocetnosti, nebo je mezi nimi
tfeba jesté néjaky mezikrok. To se zkoumd uz pres sto let, Cantor si myslel, Zze nic mezi neni, tomu se ¥ika
Hypotéza kontinua, a on se to cely zivot marné snazil dokazat. Po ném byli i dalsi, az se v 50. letech 20. stoleti
ukazalo, Ze tento fakt je zcela nezavisly na matematické teorii, presnéji feceno se v ramci klasické teorie mnozin
(ZFC, kterou pouzivame uz nékdy od 30. let) ned4 ani ukazat, ze je HC pravdiva, ani ukazat, ze je nepravdiva,
je prosté nerozhodnutelna. V zasadé se tedy miZzeme rozhodnout, zda ji pfijmeme mezi axiomy a dostaneme tim
urc¢itou teorii mnozin, kterd v sobé nebude obsahovat spory (ta HC ji nepokazi), a pfijetim HC se nékteré véci
v té teorii objevi jako pravdivé. Nebo se rozhodneme, Ze budeme délat teorii mnozin bez HC, a pak nam ty véci
zase odpadnou. Tim narazime na problematiku axiomatiky, kterou si radéji nechame do kapitoly o usporadani.
Poznamenejme jenom, ze pro lidi, ktefi s mnozinami pracuji na nasi tirovni, je to jedno, rozdil mezi teoriemi s
HC a bez HC nepozname.
A
V nasich pfedchozich tvahéach jsme odvodili, Ze podmnoziny N lze kédovat jako fetézce ze znakt 0, 1, pouzili
jsme (zatim neformalné) pojem posloupnosti, pro ¢islo & € N ndm a; kédovalo pfitomnost v dané podmnoziné. My
jsme jiz tuto myslenku poznali ve cviceni 2b.12, kde jsme ji zvedli obecné jako zpiisob kédovani podmnozin dané
mnoziny. Nase Givahy o podmnozinadch N naprosto stejné€ projdou i pro obecnou mnozinu M, mé tolik podmnozin,
kolik jsme schopni vytvorit indikdtorovych zobrazeni. Kolik jich je? TO se da snadno rozmyslet, tak to rovnou
udélame obecné.

Fakt 2c.21.
Necht A, B jsou koneéné mnoziny. Mnozina viech zobrazeni A — B ma mohutnost |B|4l.

Dukaz (poucny): Jak vytvafime zobrazeni z A do B? Pro kazdy prvek z a € A se rozhodujeme zcela svobodné,
na ktery prvek z B jej posleme, mame tedy |B| moZnosti. Pro kazdy prvek z A tuto volbu opakujeme nezévisle,
takze celkem mame tolik moznosti voleb: |B| - |B|---|B|, ndsobi se tolikrét, kolik je prvki v A. Je tedy celkem
| B|l4l moznosti, jak vytvorit zobrazeni z A do B.

U

Tento vysledek naznadi, kde se vzalo nasledujici obecné znaceni.
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Definice.
Nechf A, B jsou mnoziny. Symbolem B znaéime mnozinu viech zobrazeni z A do B.

Pro kone¢né mnoziny tedy mame |B4| = | B|l4l. Pomoci nového pojmu $ikovné zachytime nase obecné tvahy o
mohutnosti mnoziny podmnozin.

Fakt 2c.22.
Necht A je mnozina. Pak |P(A)| = {0, 1}4].

Dukaz (pou¢ny): Pro kazdou podmnozinu M mnoziny A mame zobrazeni xp;: A — {0,1} dané xps(a) =

1, ae M,
{ 0, a¢ M
{0, 1} neboli zobrazeni T: P(A) + {0,1}4 definované T(M) = .

Toto zobrazeni je na, protoze kazdé indikatorova funkce xy déava podmnozinu M, ze které pochazi, jmenovité
mnozinu tvorenou témi prvky z A, kde je x rovna jedné. Je také prosté, protoze pokud mame dvé ruzné
podmnoziny My, My, pak musi existovat prvek a € A, ktery je v jedné z nich a neni v druhé, a v tom prvku se
pak lisi i odpovidajici indikatorové funkce.

Nasli jsme tedy bijekci z P(A) na {0,1}* a diikaz je hotov.

(viz cviCeni ). Vznikd tim korespondence mezi podmnozinami mnoziny A a zobrazenimi A +—

U

Spojime-li posledni dvé tvrzeni, tak vidime, Ze pro koneénou mnozinu A dostavame |P(A)| = [{0, 1}|I41 = 2/41,
coz souhlasi s nasimi predchozimi zavéry.

Poznamka: Vréatime se k Vété 2¢.12 a podivame se na ni trochu jinak. Operace s pfirozenymi Cisly se musi
v matematice také néjak vytvorit a déla se to pravé v teorii mnozin velice zhruba takto: Chcete védét, kolik je
3427 Je to velikost mnoziny {1,2,3}U{a, b}. Chcete védét, kolik je 3-27 Je to velikost mnoziny {1, 2,3} x {a, b}.
Iteraci nasobeni se pak ¢lovék nauéi i m™, ale da se to také (viz vyse) délat i pfes mnozinu vSech zobrazeni z
{1,...,n}do {1,... ,m}.

Co by se stalo, kdybychom si zavedli i nekone¢no jako kvantitu oznacujici velikost nekone¢nych mnozin?
Mizeme pak psat |A| = oo (jakoby éislo), jednotliva tvrzeni z Véty 2c.12 ndm pak davaji nasledujici pravidla:

(i) oo +n = oo,

ii) oo + 00 = o0,

iii) 0o - m = oo (to se da i indukei z (ii) jako opakované s¢iténi),
iv) 0o - 0o = 00,

v) oo™ = 00 (to se déla z (iv) opakovanym nasobenim).

Cantorova véta ovsem ukazuje, Zze kdyz mocnime na nekonecno, dostaneme vic: 2°° > oo, tedy i 0co™ > oc.

Uprimné feceno, v okamziku, kdy si ¢lovék na nekonec¢na zvykne, tak mu to zacne pripadat v zasadé normalni
a presné toto by ocekaval, ostatné se ndm podobné vzorecky vylihnou i v analyze.

V teorii mnozin se zavadi ,kardinalni ¢isla“, coz jsou symboly pro mohutnosti mnozin. Zacinaji 1,2,3,...,
po probrani vSech prirozenych Cisel pak prijde velikost spocetnych mnozin znacend Ny a pak prijdou dalsi
(vétsi nekonecna), daji se pak pro né také zavést pocitaci pravidla. Jde o hlubokou a néro¢nou latku, kterd je
samoziejmeé zajimava, ale tohle neni kniha o teorii mnozin.

A

NN N N

Pro doplnéni si predstavime jesté jeden pojem.
Cviceni
Cviceni 2c.1 (poucné, zkouskové): Dokazte nasledujici tvrzeni:
Necht A, B, C jsou mnoziny.

(i) Jestlize |A| < |B| a |B| < |C], pak |A| < |C|.
(ii) Jestlize |A| < |B| a |B| < |C|, pak |A| < |C].

Cviceni 2c.2 (rutinni): Dokazte, Ze pro mnoziny A, B plati |AN B| < |A U B|. Kdy je tam rovnost pro kone¢né
mnoziny?

Cviceni 2c.3 (dobré, poucné): Dokazte, ze jestlize |A| = |B|, pak |P(A)| = |P(B)|.
Cviceni 2c.4 (rutinni, pou¢né): Dokazte, ze jestlize |A| = |B| a |C| = |D|, pak |A x C| = |B x D|.

Cviceni 2c.5 (rutinni, pouc¢né): Dokazte, Ze jestlize B C A a B je nekone¢nd, tak je i A nekone¢na.
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Cviceni 2c.6 (rutinni, zkouskové): Rozhodnéte, zda jsou nésledujici mnoziny spocetné ¢i ne. Pokud ano, dokazte
to.

(i) Mnozina zapornych celych ¢isel;

(ii) mnozina sudych celych &isel;

(iii) mnozina celych nasobki 13;

(iv) mnozina celych ¢isel vétsich nez 23,

(v) mnozina lichych zdpornych celych cisel,

(vi) mnozina celych ¢isel, kterd nejsou nasobkem tfi;

(vil) mnozina racionalnich ¢isel, kterd jsou mezi 0 a 3

(viii) mnozina v8ech binarnich fetézcii neobsahujicich 0;

(ix) mnozina vSechna kladnych racionalnich ¢isel, jez nelze napsat pomoci jmenovatele mensiho nez 4;
(x) mnozina redlnych ¢éisel neobsahujicich 0 v desetinném rozvoji;

(xi) mnozina realnych ¢isel obsahujicich pouze koneény pocet ¢islic 1 v zapisu v desitkové soustavé;
(xii) mnozina reélnych ¢isel, jejichz zépisy v desitkové soustavé obsahuji pouze ¢islice 1;

(xiii) mnozina realnych ¢isel, jejichz zépisy v desitkové soustavé obsahuji pouze ¢islice 1 nebo 3.

Cviceni 2¢.7 (pouéné): Uvazujte nasledujici predpis: T'(p, q) = % Dostéavame tak bijekci z Z x N na Q7

Cviceni 2c.8 (pou¢né): Uvazujte mnozinu M = {n"; n,m € N—{1}}. Definuje predpis T'(n™) = (m,n) bijekci
z M na (N—{1}) x (N—{1})?

Cviceni 2c.9 (poucné, zkouskové): Rozhodnéte, zda jsou nasledujici mnoziny spocetné ¢i ne. Pokud ano, dokazte
to.

(i) Mnozina matic 2 x 2 s celo¢iselnymi prvky;

ii) mnozina polynomt, které maji celo¢iselné koeficienty;

iii) mnozina pfimek v roving;

iv) mnozina pfimek vedoucich skrz bod (13,23);

v) mnozina piimek vedoucich skrz bod (13,23) s celo¢iselnymi smérnicemi;

vi) mnozina trojuhelniki, jejichz vrcholy maji celo¢iselné souradnice;

vii) mnozina trojuhelniki, jejichz strany maji celo¢iselné délky.

(
(
(
(
(
(

Cviceni 2¢.10 (rutinni): Dokazte, ze mnozina vSech slov je nejvySe spocetna.
Cviceni 2c.11 (rutinni): Dokazte, Ze mnozina vSech programi v jistém programovacim jazyce je spocetna.
Cviceni 2c¢.12 (poucné): Dokazte, Ze nadmnozina nespocetné mnoziny je nespocetna.

Cviceni 2c.13 (pou¢né): Rozhodnéte, zda plati néasledujici tvrzeni, odpovéd dokazte:
Je-li A nespocetna a B spocetna mnozina, pak musi byt A — B nespocetna.

Cviceni 2c.14 (poucné): Dokazte podle definice, Ze libovolny koneény interval (a,b) pro a < b mé stejnou
mohutnost jako (0,1).

Cviceni 2c.15 (poucné): Dokazte podle definice, Ze mnozina R mé stejnou mohutnost jako interval (0, co).

Cviceni 2¢.16 (poucné): Dokazte podle definice, Ze mnozina R mé stejnou mohutnost jako interval (—5, g)

Cviceni 2¢.17 (dobré, pou¢né): Uvazujte mnozinu M = {(a,b) € N x N; a > b}. Na této mnoziné definujme
zobrazeni S(a,b) = (a — 1)(a — 2) + 2b. Abychom vidéli, jak vlastné S vypada, udélame si tabulku jeho hodnot
pro kousek M. V fadcich bude a a ve sloupcich b, v§imnéte si, Ze pro dané a jsou v M jen dvojice s 1 < b < a. To
znamena, ze nejmensi mozné a, které se v M vyskytuje, je a = 2.
b—>|1]2|3|41]5
a=2:]2
a=3:141]6
a=4:|18 (10]12
a=5:114]|16 |18 |20
a—6: 22 24 26 28 30

vvvvvv

rostou a ze pfi preskoku na da151 radek jesté dale vzrostou. Dokazte tedy nasledujici:

(i) Pro kazdé a > 2 a pro kazdé 1 < u < v < a plati S(a,u) < S(a,v).

(ii) Pro kazdé a > 2 plati S(a,a — 1) < S(a+1,1).

Poznémka Pomoci (i) a (ii) uz se pak indukeci a pémr jednoduchymi ﬁvahami dokéie ze S je prosté zobrazeni z M

N4
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Cviceni 2c¢.18 (pouc¢né): Pouzijte to, ze je %S (a,b) prosté zobrazeni z M na N (viz pfedchozi cviceni), k dtikazu,
ze zobrazeni dané vzorcem T'(m,n) = (m +n —2)(m+mn —1)/2+ m je bijekce z N x N na N.
Dostavame tedy primy predpis vzoreckem pro bijekci N x N — N a dokonce je to vzorecek jednoduchy, polynom.

Cvideni 2c.19 (pou¢né): Dokazte, Ze zobrazeni U(n) = (3n + 1)? je prosté ze Z do N.

(
(
V(im,n)=(Bm+1)2+Bn+1)2-2)(Bm+ 12+ Bn+1)2—1)/24+ 3m + 1)

je prosté ze Z x 7Z do N.
Poznamka: Neni znamo, zda existuje polynom ve dvou proménnych, ktery by byl bijekce z Q x Q na N.

Cviceni 2¢.20 (pou¢né): Dokazte pomoci predchozich cviceni, ze zobrazeni dané predpisem

Reseni:

2c.1: (i): Predpoklad dava prosté zobrazeni T: A — B a bijekci S: B — C. Pak je S o T prosté A — C a proto
[A] < 1C.

Kdyby bylo |A| = |C], pak by existovala bijekce U: A — C a tudiz by S~! o U byla bijekce A — B, spor s
|A| < |B|. Proto |A| < |C|.

(ii): Pfedpoklad déavéa bijekci T: A — B a prosté zobrazeni S: B — C. Pak je SoT prosté A — C aproto |[A] < |C].
Kdyby bylo |A| = |C|, pak by existovala bijekce U: A + C a tudiz by U o T~! byla bijekce B — C, spor s
|B| < |C|. Proto |A| < |C].

2c.2: Definujeme T: AN B +— AU B jako T'(a) = a. To je evidentné prosté. Obecné plati AN B C AU B, takze
aby platilo |A N B| = |A U BJ, muselo by platit AN B = AU B, coz je jen kdyz A = B.

2c¢.3: Predpoklad dava bijekci T: A — B. Definujeme S: P(A) — P(B) jako S(M) = T[M] pro M C A neboli
M € P(A). S je prosté, protoze S(M) = S(N) = T[M]=T|N] = T 'TM]=T"'T[N] = M =N.S
je na, pro N € P(B) je N C B, definujeme M = T~![N], pak S(M) =TT '[N] = N.

2c.4: Predpoklad dava bijekce T: A — B a S: C'+— D. Definujeme U: Ax C — B x D jako U(a,b) = (T'(a), S(b)).
Prosté: U(a,b) = U(z,y) = (T(a),S()) = (T(u),S(v)) = T(a) =T(u) ANS(Ob) =Sv) = a=uNAb=
v = (a,b) = (u,v), pouzila se prostota T, S..

Na: Necht (z,y) € C x D. T,S jsou na, proto Ja € A: T(a) = x a 3b € B: S(b) = y. Pak (a,b) € Ax B a
U(a,b) = (T(a),5()) = (z,y).

2c¢.5: Je mozny dikaz sporem, pomtze Véta 2¢.7 (i). Nebo nepfimy, nejprve napsat jako ,Necht B C A. Jestlize
je B nekonecnd, pak je A nekone¢na“, naceZ tuto implikaci obménit.

2c.6: (i): Spocetnd, je to nekoneénd podmnozina spoc¢etné mnoziny Z. Alternativa: Pfimy dikaz, uvazujme T'(n) =
—n, to je zobrazeni z mnoziny zapornych celych ¢isel do N, evidentné je na i prosté. Pro uplnost prostota:
T(n)=T(m) = —n=-m = m=n.

(ii): Spocetnd, je to nekoneénd podmnozina spocetnych celych ¢isel. PFimy dikaz bijekci: zobrazeni T'(n) = 2n je
bijekce ze spocetné mnoziny Z na mnozinu sudych celych ¢isel. Na: Je-li m sudé, pak m = 2n pro néjaké n € Z a
T(n) = m. Prosté: T'(n) =T(m) = 2n=2m — m =n.

(iii): Spocetnd, je to nekoneénd podmnozina spocetnych celych ¢isel. P¥imy dikaz bijekci: zobrazeni T'(n) = 13n
je bijekce ze spocetné mnoziny Z na mnozinu celych nasobkt 13. Na: Je-li m cely nasobek tfinacti, pak m = 13n
pro néjaké n € Z a T'(n) = m. Prosté: T'(n) =T(m) = 13n=13m = m =n.

(iv): Spocetna, je to nekoneénd podmnozina spocetné mnoziny N. Alternativa: P¥imy dikaz, uvazujme T'(n) =
n — 23, to je zobrazeni z mnozZiny celych ¢isel vétsich nez 23 do N, nebot pak je T'(n) celé a T'(n) > 1. Evidentné
je na i prosté. Pro tuplnost prostota: T'(n) =T(m) = n—23=m —23 — m =n.

(v): Spocetné, necht T'(n) = —(2n + 1). Je to zobrazeni z N na licha zaporna ¢isla, je prosté: T'(n) = T'(m) =
2n+1=2m+1 = n = m. Chcete-li zobrazeni naopak, zvolte S(m) = T~!(m) = 152,

(vii): Spocetna, je obsazena v Q (tudiZ je nejvySe spocetnd) a je nekone¢na. Zdola se da velikost odhadnout tieba
i tak, ze dand mnozina obsahuje mnozinu {%, neN }7 ktera je urcité spocetnd, protoze mame bijekci T'(n) = %
mezi touto mnozinou a N.

(viii): Spocetna, jsou to vlastné konecéné Fetézce jednicek, které se lisi délkou, takze muzeme definovat T'(r) jako
pocet jednicek, je to prosté zobrazeni na N.

(ix): Spocetnd, je podmnozinou Q, tudiz nejvyse spocetnd, a je nekone¢na. Dolni odhad lze udélat i tak, ze v dané
mnoziné najdeme podmnozinu {2’“; L. keN }, podmnozina to uréité je (zlomky nelze zkratit, tudiz je opravdu
nelze napsat se jmenovatelem mensim nez 4) a spocetnd také (bijekce k — %T‘H)

(x): Nespocetnd, dand mnozina uré¢ité obsahuje napfiklad mnozinu vSech redlnych ¢isel, kterd maji desetinny rozvoj
slozeny z nekonecné mnoha jednicek a dvojek, ta je nespocetnd Cantorovym diagonalnim argumentem nebo proto,
ze je diky bijekei stejné velkd, jako mnozina nekoneénych fetézct ze znakt 1, 2 neboli mnozina zobrazeni N +— {1, 2},
jejiz nespocetnost byla v kapitole dokazana.
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(xi): Nespocetnd, obsahuje v sobé mnozinu ¢isel, kterd 1 nemaji viibec, a ta je nespoéetnd, viz predchozi ptiklad
po zaméné znakl 0 — 1.

(xii): Spocetné, kazdé takové ¢islo je jednoznacéné déno dvojici (m,n) € Ny x (Ng U {oc}), kde m je pocet jednicek
pred desetinnou teckou a n pocet jednicek za ni. Pozor, dvojice (0,0) nedava zadné ¢islo, nebot z ni vyleze jen
desetinna tecka, je tfeba to oSetfit v definici.

(xiii): Nespocetna. Staci vzit takova ¢isla mezi 0 a 1, predstavit si, Ze by $lo o spoc¢etnou mnozinu, a aplikovat na
né Cantora, tedy podivat se na diagonalu a vymeénit 3 a 1.

2c¢.7: Je evidentné na, ale neni prosté 7(2,4) = % = % = T'(1,2). TakzZe neni bijekce.

2c.8: Je evidentné na, ale neni prosté T'(9,2) = 81 = 3* = T'(3,4). TakZe neni bijekce.

ail a2
az1 G22
(ii): Nejprve ukézat, Ze mnozina P, polynomt stupné n mé stejnou mohutnost jako Z"*!, pomoci a,z™ + --- +
a1z + ag = (an,ap-1,...,a0), pak spocetné sjednoceni spocetnych je spocetné.

(iii): Nespodetna, obsahuje nespodetnou podmnozinu vech vodorovnych ptimek {y = a; a € R}. Slo by také
zkusit popsat pfimky rovnicemi ax + by = ¢ a pak to porovnat se zarucené nespocetnou mnozinou zobrazenim
ax + by = ¢ — (a,b, c), ale tam je problém s pfifazenim, protoZe jednu p¥imkulze popsat vice rovnicemi. To se d4
obejit pozadavkem, Ze ¢isla a, b, c maji byt co nejvice zkracena, tedy jejich nejvétsi spoleény délitel ma byt 1.
(iv): Nespocend, tyto piimky lze jednzna¢né popsat pomoci smérnice k a téchto smérnic je tolik, kolik je realnych
¢isel, tedy nespocetné. Vznika tak bijekce T: k +— y = k(z — 13) + 23, coz ale neni na, chybi svisla pfimka, tu
doplnime tak, Ze ji vezmeme jako obraz T'(c0), pak T' jde z mnoZiny R U {oo}, kterd je nespocetna.

(v): Spocetna, viz (iv), T: k — y = k(xz — 13) + 23 je bijekce ze Z na danou mnozinu.

(vi): Spocetnd, jasnd bijekce na Z5.

(vii): Nespocetnda, vezmu jeden takovy trojihelnik a pak ho mohu posouvat ve sméru osy x na tolik pozic, kolik
je realnych ¢isel, vznikne nespocetné mnoho trojihelnik.

2c¢.10: Slova jsou kone¢né fetézce nad ¢eskou abecedou, tedy nad koneénym poétem symboli (Feknéme, Ze je jich
82). Mnotina fetézctl z 82 znakt o délce k méa 82% znaki, je tedy spocetna. Koneéné fetézce vzniknou sjednocenim
téchto mnozin pres vSechna k € N, je tedy spocetna. Takze mnzina vSech koneénych fetézcti nad 82 pismeny je
spocetnd a slova tvori jeji podmnozinu, tudiz je nejvyse spocetna.

Patrné bude dokonce koneénd, protoze neexistuje Ceské slovo libovolné délky, tfeba padesatipismenné slovo asi
nenajdeme.

2c.11: Kazdy program lze povazovat za koneény fetézec znaki ASCII. Mnozina programi je tedy podmnozinou
mnoziny konec¢nych Fetézct nad koneénou abecedou, coz je spocetna mnozina, viz vyse.

2c.12: Toto je jen obmeéna tvrzeni z kapitoly, Ze podmnozina nejvyse spocetné mnoziny je nejvyse spocetna.
2c¢.13: Nejlépe sporem. Kdyby byla A — B spocetnd, pak by byla spocetnd i BU (A — B) = AU B a tudiz i
A C AU B, coz je spor.

2c.14: Necht T'(z) = a + (b — a)z, pak je to bijekce z (0,1) na (a,b). 1) Definice ma smysl, pro 0 < = < 1 je
a < T(x) < b, tedy opravdu t je do (a,b). Je na: Dano y € (a,b), pak existuje x = ¥== € (0, 1) takové, ze T'(z) = y.
Prosté: T(z) =T(y) = a+(b—a)r=a+(b—a)y = x=y.

2c¢.15: T'(z) = e” je bijekce R — (0, 00).

2¢.16: T'(z) = arctg(z) je bijekce R — (=3, Z).
2¢.17: (i): Pokud u < v, pak S(a,u) = (a —1)(a —2) +2u < (a — 1)(a — 2) + 2v = S(a,v).

(ii): S(a,a—1)=(a—1)(a—2)+2(a—-1)=a’-a<a*>—a+2=ala—1)+2=S(a+1,1).

2¢.18: Necht R: N x N — M je dané R(m,n) = (m + n,m). Je to bijekce. Prosté: T'(m,n) = T'(u,v) —
(m+n,m)=(u+v,u) = m+n=u+vAm=u = m=uAn=v = (m,n) = (u,v). Je na: Pro dané
(z,y) € M jex,y € Naz >y, proto (m,n) = (y,z —y) e NxNaT(m,n)=(x,y).

Proto je také bijekci T'= 1S o R a R(m,n) = 3S(m +n,m) = 1(m +n — 1)(m + n — 2) + m presné dle zadéni.
2c¢.19: Pro n € Z nelze mit 3n +1 =0, proto U(n) € N

Necht U(z) = U(y). Pak (3z +1)? = (3y + 1)?, tedy |3z + 1| = |3y + 1|. Jaké jsou moznosti? Rozebereme si to
podle znamének. Pokud by byla rizné, tak jednu absolutni hodnotu odstranime a druhou nahradime minusem,
dostaneme tedy 3z +1 = —(3y + 1). Do déava 3(x + y) = —2, ale to nejde, protoze 3(z + y) je celé ¢islo délitelné
tfemi.

Znaménka tedy musi byt stejné, pak se daji absolutni hodnoty odstranit, kdyby ndhodou byla obé zaporna, tak
se obé absolutni hodnoty nahradi minusy a ty se zkrati, ¢ili kazdopadné dostaneme 3x +1=3y+ 1, tedy x =y a
prostota je dokazana.

2c¢.20: Definujme W(m,n) = (U(m),U(n)), ak je W prosté Z x Z — N x N, viz napf. cviceni 2c.4. Podle
piedchozich cviceni je pak T o W prosté Z x Z +— N a (T o W)(m,n) = T((3n + 1)%, (3n + 1)?) = V(m,n).

2c.9: (i): Spocetna, jasna bijekce ( ) > (a11, @12, asy, asz) € Z* (,sefazeni matice do rady*).
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