Diskrétni matematika 3a. Binarni relace a operace s nimi pHabala 2014

3. Binarni relace

Vzajemné vztahy mezi objekty se vyskytuji velice casto. Néktera ¢isla se rovnaji, jind ne, né€ktera jsou mensi
nez jind. Néktefi 1idé se spolu znaji a jini ne, nékteré jidlo vyzaduje jistou surovinu a jiné ne. Takové situace ted
budeme chtit zachytit. Existujici vztahy lze vyjadfit matematicky vytvarenim uspoifadanych dvojic. Vyjdeme ze
dvou mnozin objekti, tfeba A jsou druhy ovoce a B jsou vitaminy, a to, Ze urcité ovoce obsahuje urcity vitamin,
zachytime tak, Ze si pfislusnou dvojici (ovoce,vitamin) schovame do né&jaké mnoziny R (jako relace).

Takto jsme to délali jiz u zobrazeni, ale tam jsme méli pro vyslednou mnozinu dvojic vyrazné omezeni, které
zrovna u naseho prikladu s ovocem neplati, protoZze jedno ovoce muze mit vice vitamini. Zde tedy zadna omezeni
délat nebudeme, ¢imz vznikne naprosto odlisny typ objektu. Budou nas proto na relacich zajimat jiné véci, nez
jsme zkoumali u zobrazeni, ta uz meéla svou vlastni kapitolu.

3a. Binarni relace a operace s nimi

Definice.

Necht A, B jsou mnoziny. Libovolnéd podmnozina R C A x B se nazyva relace z A do B.
Jestlize (a,b) € R, pak to zna¢ime aRb a fekneme, Ze a je v relaci s b vzhledem k R.
Jestlize (a,b) ¢ R, pak fekneme, ze a neni v relaci s b vzhledem k R.

By a relation from a set A to a set B we mean an arbitrary subset R of the Cartesian product A x B.
When (a,b) € R, we also denote it aRb for short and say that a is related to b by R.

Oba zpiusoby znaceni, aRb i (a,b) € R, jsou zcela rovnocenné a autor obvykle voli to, o kterém si mysli, Ze v
daném kontextu rychleji pfedé ¢tenaii sdélovanou myslenku. Prvni znaceni je kratsi a v mnoha situacich vyrazné
snazsi, jsou ale véci, které se jim vyjadiuji obtizné. Obcas tedy nezbyde nez si pfipomenout, ze vlastné ,,a Rb“ neni
nic jiného nez pohodlna zkratka pro (a,b) € R, protoze konec koncti z matematického hlediska relace nejsou nic
jiného neZ mnoziny dvojic.

Priklad 3a.a: Nechf A je mnozina vSech zivych lidi a B je mnozina vSech existujicich z4jmi a konic¢kt. Definu-
jeme relaci R jako mnozinu vSech dvojic (a,b) takovych, Ze a ma b jako konicka. Pokud bychom chtéli pouzit ten
druhy zapis, definovali bychom tuto relaci takto: ,,aRb pravé tehdy, jestlize se a zabyva konickem b.“

Naptiklad (pH, ¢teni) € R neboli (pH)R(¢teni), zde je evidentné prvni zapis lepsi.

Toto urcité nebude zobrazeni, sice je to podmnozina A x B, ale nespliiuje podminku z definice, protoze naptiklad
autor této knihy ma vice nez jeden konicek. Nékteri lidé naopak nemaji zadného.

A

Priklad 3a.b: Uvazujme mnoziny A a B a zobrazeni T' z A do B. Pak je to relace z A do B. Je to vlastné samo-
ziejmé, podle definice je kazdé zobrazeni podmnoZinou A x B spliujici uréité podminky, a vSechny podmnozZiny
A x B jsou relace. V jistém smyslu se da Fict, Ze relace jsou zobecnénim zobrazeni, protoze ndm umoznuji poslat
z jednoho a vice Sipek nebo také zadnou.

A

Casto porovnavame objekty stejného typu, tedy mnoziny A a B jsou stejné.

Definice.
Nechf A je mnoZina. Rekneme, 7e R je relace na A, jestliZe je to relace z A do A.

By a relation on a set A we mean an arbitrary relation from A to A.

Priklad 3a.c: V kapitole 2 jsme vlastné zavedli dvé relace, kdyz jsme porovnévali mnoziny pomoci rovnosti a
inkluze. Jak se to udéla formélné? Relace srovnavaji objekty z urcitych souborti A a B, zde chceme porovnévat
mnoziny, a to mezi sebou, takZe si zvolime néjaky soubor A mnozin, které hodlame porovnavat. Pro mnoziny
M, N € A pak muzeme zavést relaci R pfedpisem (M, N) € R pravé tehdy, kdyz M = N. Dostavame tak relaci
na A. Formalné jako mnozZina dvojic zapsdno naptiklad takto:

R={(M,N); M,N € ANM = N}.
Takto jsme vyhovéli definici a udélali to spravné, ale v praxi se prosté fekne, Ze uvazujeme relaci M = N na
souboru mnozin A. Casto se A dostane tak, Ze vezmeme néjakou univerzalni mnozinu U a jako A bereme viechny
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podmnoziny U, tedy A = P(U). Pak vlastné porovnavame vSechny mnoziny, které v univerzu U dokézeme vytvofit,
bézné rikame, ze uvazujeme relaci M = N na podmnozinach U.

Podobné muzeme ne zcela spravné, ale srozumitelné fict, Ze uvazujeme relaci M C N na souboru mnozin A,
formalné bychom to zavedli tfeba takto:

R={(M,N)e Ax A, M C N}.
Ale psat M RN a piekladat si to pokazdé jako M C N je opravdu zbyte¢nd ztrata ¢asu, proto se to nedéld (je ale

dtlezité védét, co se za tim srozumitelnym znacenim M C N schovava, kdyz na néj budeme chtit aplikovat néjaké
relaéni triky).

A

Priklad 3a.d: Necht je U né&jaké universum a uvazujme mnozinu A = P(U) v8ech jeho podmnozin. V kapitole 2¢
jsme definovali dvé relace na A, jmenovité relaci rovnosti mohutnosti mnozin |M| = |N| a relaci |[M| < |N|.

A

Ani v pfipadé znamych ¢iselnych mnozin a zndmych vztaht obvykle nedodrzujeme presné formalni jazyk. Napii-
klad fekneme ,uvazujme relaci = na R“ a minime tim, Ze uvazujeme relaci R na R danou podminkou xRy pravé
tehdy, kdyz x = y. Evidentné by jen komplikovalo nasi préaci, kdybychom misto = psali R.

Priklad 3a.e: Nechf A je mnoZina vSech poc¢ita¢ti na svété. Definujeme relaci R na A takto: aRb pro a,b € A
jestlize jsou spolu a, b propojeny tak, aby si mohly vymeénovat informace.
A

Priklad 3a.f: Nechf R je relace na mnoziné R definovana podminkou: xRy pravé tehdy, kdyz x +y = 7.
Napfiiklad 3R4, protoze 3 + 4 = 7. Také 8R(—1), %R% nebo tieba (7 — \/@)R\/@
Pokud je relace zadana vztahem, ktery nam neni tplné jasny, vyplati se najit si priklady dvojic, které v dotycéné
relaci jsou, a také dvojice, které napak v relaci nejsou.
Formalné bychom napsali

R={(z,y) €R? z+y="T}.
A

Reprezentace relaci.

Casto si relace z A do B pfiblizujeme tak, Ze je zndzornime orientovanym grafem: Nakreslime prvky mnoZiny
A, prvky mnoziny B a za kazdou dvojici (a,b) € R udélame orientovanou Sipku z a do b.

Evidentné budeme mit problém, kdyz je néktera z mnozin nekonecné. Jsou nicméné ptipady, kdy alespon koneény
kus nekonec¢ného grafu ledacos naznaci, reprezentace relaci pomoci grafti totiz hovori pfimo k nasi intuici.

Jde-li o relaci na A, tedy z A do A, tak je zvykem nakreslit mnozinu A jen jednou a do ni vpisovat Sipky z a do
b za dvojice (a,b) z relace. U piikladu s pocitaci bychom tak dostali pékné znazornéni propojenosti pocitaci.

Relace (s koneénymi mnozinami) se da také reprezentovat tabulkou. Kazdy prvek z A méa svij fadek, sloupce
jsou pro prvky z B a pokud relace aRb existuje, tak udélame kiizek.

Priklad 3a.g: UvaZujme malou Skolu se studenty Mordred, Nazgiil, Othello a Pippin, $kola nabizi kursy
algoritmizace, banalit, cyklistiky a diskrétni matematiky. Mordred si zapsal algoritmizaci a cyklistiku, Othello
totéz, Nazgil zkusil algoritmizaci a diskrétku a Pippin algoritmizaci, cyklistiku a diskrétku.
ZapiSeme to jako relaci. Budeme mit mnozinu studenttt A = {M, N, O, P} a mnozZinu pfedmétia B = {a, b, ¢, d},
informace zachytime v néasledujici relaci R z A do B:
R={(M,a),(M,c),(N,a),(N,d),(0,a),(0,c),(P,a),(P,c), (P,d)}.

Vyjadreni tabulkou a orientovanym grafem:

a|blc|d A B
M| x X M o oa
N | x X No o
O] x X b
Pl x x | X 0o oc
Po od
Mimochodem, tato relace neni zobrazenim, protoze nékteré prvky z A (jmenovité vSechny) se vyskytuji ve vice
dvojicich.
A
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Jak tento priklad naznacuje, relace jsou jednim z moznych matematickych modelti pro reprezentace databézi.

3a.1 Reprezentace relaci v pocéitacich.

V tabulce vysSe se daji namisto k¥izkt délat 0 a 1, ¢imz vznikne néco jako matice. Matice jsou standardnim ma-
tematickym objektem, se kterymi se v pocitacich bézné pracuje, ¢imz dostavame jednu z populérnich reprezentaci
relaci v pocitacich. Kdyz si ale takovou matici pfedstavime, tak si jisté vSimneme, Ze v ni chybi informace o tom,
které konkrétni prvky néjaka konkrétni jednicka spojuje.

Nedilnou soucasti maticového zapisu relace je tedy také domluva, kterému objektu odpovida ktery radek a
sloupec matice. Matematicky Feceno, je tfeba zvolit ocislovani mnozin A a B a pak se ho drzet. Kdyz za¢neme s
konkrétnimi objekty A = {ay,as2,... ,a;m} a B = {b1,ba,... ,b,}, tak se staci odvolavat na jejich indexy, takze
vlastné pracujeme s relaci z {1,2,... ,m} do {1,2,... ,n}.

Definice.
Necht A = {ay,a9,... ,a,} a B = {b1,bs,...,b,} jsou mnoziny. Pro relaci R z A do B definujeme matici
relace Mg = (m;;);;_, predpisem

{ 1, (ai,bj) c R;
m;; =
/ 0, (ai,bj)¢R.

Hned vidime, Ze pro relace na mnoziné bude tato matice ¢tvercova. Protoze matice vznikajici z relaci jsou
specialni a budeme se chtit omezit jen na né, dame jim také specialni jméno.

Definice.
Jako 01-matice budeme oznacovat matice, které maji pouze prvky 0 ¢i 1.

By a zero-one matrix we mean a matrix whose elements are only 0 or 1.

Piiklad 3a.h (pokracovani 3a.g):  Vratime se k nasi malé tiidé. Pokud zachovadme pfirozené potradi studentt
1 01 0

A={M,N,O, P} a predmétt B = {a,b,c,d}, pak se diskutovand relace zachyti matici Mp =

I R

0 0 1
010
01 1

A
Piiklad 3a.i: Uvazujme relaci R z A = {1,3,4} do B = {2,3,4,5} definovanou pfedpisem (a,b) € R pravé
tehdy, kdyz a > b. Rozmyslime si, ze pak dostavame relaci R = {(3,2), (4,2), (4,3)}.

Jestlize si k ni chceme udélat matici, tak si musime uvédomit, ze pii tom pouzivame poradového cisla prvku v
mnoziné. To naptiklad znamena, Ze dvojice (3, 2) je vlastné druhy prvek z A spojeny s prvnim prvkem z B, takze se

00 00
to v matici objevi jako 1 na pozici (2, 1). Podobné si rozmyslime dalsi dvojice a dostavdime Mr= |1 0 0 0
110 0

Je to vlastné lehké, je to jako bychom délali tabulku, predstavime si prvky z A napsané podél levé hrany matice
a prvky z B podél horni hrany matice a pak uz je to jasné.
AN

Vsimnéte si, Ze jsme dostali matici, kterd je tzv. fidké, tedy mé vétsinou nuly. Pamatovat si takovouto informaci
jako matici je plytvanim a stoji za to zvazit jiny zpusob uchovani v pocitaci, napriklad jako seznam usporadanych
dvojic, popularni je také reprezentace spojovym seznamem. Tyto zptsoby maji zase nevyhodu v tom, ze maticovy
zéapis si docela dobfe rozumi s operacemi nad relacemi a s vlastnostmi relaci, zatimco se seznamem dvojic se
nékteré véci délaji hife. Jako obvykle je to néco za néco, to je ale téma pro kurs o databazich.

Priklad 3a.j: Necht A je mnozina vsech lidi. Pro a,b € A definujeme aRbD jestlize je b rodi¢ a (pro rypaly: pro
ucely této definice tim minime, ze mu poskytl(a) genetickou informaci).

Zrovna toto je relace, kterd by méla velice fidkou matici. Pokud bychom tak chtéli zapsat relaci pro Prahu, slo
by o matici s cca milionem Fadkt i sloupct, tedy asi 10'2 dat k ulozeni, ale ve skute¢nosti jsou v kazdém fadku
pouze dvé jednicky (¢i jesté méné, pokud uz rodi¢ umfel ¢ neni z Prahy), takze ve skuteénosti je to nejvyse cca
2106 dat. Ur¢ité to tedy bude chtit pro ulozeni i manipulaci vymyslet né&jaky efektivni zptisob.

A
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3a.2 Operace

Interakce mezi readlnymi objekty se pfi matematickém vyjadfeni projevi jako operace a relace nejsou vyjimkou.
Necht Rq, Ro jsou relace z néjaké mmnoziny A do néjaké mnoziny B. Protoze R, Ry jsou podmnoziny stejného
universa, jmenovité A x B, muZeme na né aplikovat vSechny béZné mnoZinové operace. Interpretace byva
vét$inou jasna na prvni pohled (pfinejhorsim na druhy).

Pfiklad 3a.k: Necht je A mnozina viech mést (v Ceské republice, aby jich nebylo tolik). Necht R; je relace
definovana tak, ze aR1b praveé tehdy, jestli se di z a do b dostat autobusem, a Ry je relace definovana tak, ze aR2b
praveé tehdy, jestli se da z a do b dostat vlakem.

Pak relace Ry U Ry udava, zda se da z a do b dostat autobusem ¢i vlakem, relace R; N Ry udava, zda se da z
a do b dostat vlakem i autobusem, a relace R; — Ro udava, zda se da z a do b dostat autobusem, ale ne vlakem.
Relaci Ry — R; si rozmyslite sami.

A

Co to znamend, ze Ry C Ry? Podle definice to znamen4, ze plati implikace (a,b) € Ry = (a,b) € Ra, tedy
aR1b = aRsb. Slovy, jestlize jsou dva prvky v relaci vzhledem k Ry, pak uz jsou nutné i v relaci vzhledem k
Rs. Intuitivné feceno, relace Ry je ,siln€jsi“ ve smyslu, ze uz vynucuje tu druhou. Takovéto hierarchie jsou obcas
zajimavé, tieba relace ,byti synem/dcerou” je podmnozinou relace ,byti pfibuzny*“.

Jesté zbyva operace dopliiku, na to je tfeba fict, co je vlastné universum. Zde je kandidat jasny, maximélni
mozné relace A x B.

Definice.
Necht R je relace z néjaké mnoziny A do néjaké mnoziny B. Definujeme jeji doplnék ¢i komplementarni
relaci (complementary relation) jako relaci

R={(a,b) € Ax B; (a,b) ¢ R}.

Zjednodusené feceno, pokud vniméme aRb jako ,,znéd ho“, pak aRb je ,nezna ho“.

Je prirozené chtit také relace obracet.

Definice.
Necht R je relace z néjaké mnoziny A do néjaké mnoziny B. Definujeme relaci inverzni k R, zna¢eno R,
jako relaci z B do A danou

R™' = {(b,a); (a,b) € R}.

Let R be a relation from a set A to a set B. We define its inverse relation, denoted R~!, as the relation
from B to A defined by

R ={(b,a); (a,b) € R}.

Vyznam je jasny, podle definice bR~ 'a pravé tehdy, kdyz aRb. Jde tedy o obraceni sipek v grafu, napiiklad pro
relaci R s dvojicemi (dité,rodi¢) bude inverzni relace R~! obsahovat dvojice (rodi¢,dit¢). Vsimnéte si, Ze na rozdil
od zobrazeni zde nejsou zadné podminky na vyslednou mnozinu dvojic, takze obracet mizeme libovolné relace.

Priklad 3a.l:

Uvazujme mnozinu A = C2?(R) vsSech redlnych funkci, které maji na R spojité derivace alespoii druhého Fadu.
Definujme relaci R na A podminkou fRg pokud f’ = g. Je to tedy relace, kterd spojuje funkce a jejich derivace,
naptiklad sin(z)R cos(z) nebo x2R2x. ProtoZe je derivace jednozna¢né déana, jde také o zobrazeni. Rozdil bude
podstatny ve chvili, kdy zatouzime tento vztah otocit. Protoze vice rtznych funkci mize mit stejnou derivaci,
nejde o zobrazeni prosté a tudiz k nému neexistuje inverzni zobrazeni.

Pokud se ale na tento vztah podivame jako na relaci, pak problém neni a hravé najdeme inverzni relaci R~1.
Podle definice,

fR'g < gRf <— ¢ =f <— ge/f.

Inverzni relace k R tedy spojuje funkce s jejich primitivnimi funkcemi.
Relaci samoziejmé vibec nevadi, ze k jedné funkci mize byt prifazeno vice primitivnich funkci.

A
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Zvidavého ctenéare napadne, ze se muze stat, ze potfebujeme aplikovat operaci inverzni relace na néjaky kompli-
kovanéjsi vyraz, tfeba na relaci RU.S. Plati pak néjaka pravidla, kterda by ndm situaci ulehcila, v idedlnim piipadé
pomohla ziskat (R U S)~! &sté na zdkladé znalosti R~1 a S~1? Ur¢ité ano, ale jak uz jsme psali, neni to néco,
co bychom se méli uc¢it nazpamét, spis je to prilezitost si vyzkousSet, zda novym pojmim dobie rozumime. Jinymi
slovy, zveme ctenaie k nahlédnuti do cviceni, jmenovité 3a.5 a 3a.6.

I u relaci ma smysl je spojovat, pokud na sebe navazuji.

Definice.
Necht R je relace z néjaké mnoziny A do néjaké mnoziny B a S je relace z B do néjaké mnoziny C. Definujeme
jejich sloZeni S o R jako relaci z A do C' definovanou pro a € A, ¢ € C jako

(a,c) € S o R pravé tehdy, kdyz existuje b € B: [(a,b) € R A (b,c) € S].

If R is a relation from a set A to a set B and S is a relation from B to a set C, we define the composite of
R and S, denoted S o R, as the relation consisting of ordered pairs (a,c) such that there exists b € B so that
(a,b) € R and (b,c) € S.

Smysl této operace je jednoduchy. Pokud na sebe dvé relace ,navazuji* A RNy BNy , pak slozenim vynechame
prostfednika. Zkracenym zapisem: V situaci aRb, bSc vlozime do slozené relace S o R dvojici (a,c). VSimnéte si,
Ze zase mame obracené poradi, pri slozeni S o R se déla nejdiive R. Uz jsme o tom mluvili u zobrazeni, kde pro
to byl docela dobry divod. Tady ten divod ovSem odpadé, jedinou omluvou je, Ze by bylo podivné, kdyby to pro
relace bylo jinak nez pro zobrazeni, ktera jsou vlastné také relacemi. To je ale chaba vymluva, takze nékteii autoti
u relaci pouzivaji ,pfirozené“ poradi (tedy naopak nez my zde), coz je docela zmatek, nékteré obory computer
science si pak radéji zavadéji vlastni znaceni (které ma poradi rozumné), napiiklad toto: R;S. ProtoZe ale zadné
z téch znaceni neni vnimano jako vSeobecné pfijimané, budeme se (s nechuti) drzet toho asi standardniho S o R.
Jednu véc si ale uleh¢ime: Pro navazujici kroky aRb a bSc budeme prosté psat aRbSec.

Piiklad 3a.m (pokracovani 3a.g):  Pfipomenime, ze A = {M, N, O, P} jsou studenti, B = {a,b,c,d} kursy a
relace R = {(M,a),(M,c),(N,a),(N,d),(0,a),(0,c),(P,a),(P,c), (P,d)} tika, ktery student si zapsal jaky kurs.

Ted pfidejme mnozinu uéitelt C' = {«, 5,7} a relaci S = {(a, ), (b, ), (¢, @), (d,7)}, kterd iika, ktery kurs je
ucen kterym ucitelem.

Dvojice (z,z) patfi do S o R pravé tehdy, jestlize existuje kurs y takovy, Ze si student x zapsal y a vyucujici z
ho uéi. To znamen4, ze S o R je relace, kterd pfifazuje vyucujici ke student@im. Receno jinak, pro zvolené z € A
nam mnozina {z € C; (x,z) € S o R} fik4, kdo vSechno bude studenta v tomto semestru ucit.

Podle fetizkt M RaSa, M RcSa, NRaSa, NRdSvy, ORaSa, ORcSa, PRaSa, PRcSa, PRAS~ dostavame
SoR={(M,a),(N,a),(N, '7);4(0705)7 (P, ), (P,7)}

Definovali jsme také inverzni relaci, pro R dostavame
R~ = {(a,M), (¢, M), (a,N),(d,N), (a,0),(c,0), (a, P), (¢, P), (d, P)},

coz nam pro urcity kurs rika, kdo na néj chodi.
A

Je ziejmé, ze o komutativité této operace nemiize byt fe¢ uz z principu: Zakladni podminkou pro skladani je,
aby cilovd mnozina prvni relace byla stejna jako vychozi mnozina druhé relace, coz se ovSem snadno pokazi, kdyz
. w1z . “ . S R . v e .. s s vy . “ s v 1.
zkusime poradi relaci zaménit: B — C, A — B. Ale i v pfipadé, Ze mnoziny navazuji, jeSté nemusi opacné potradi
pri slozeni relaci dat totéz. Komutativitu proto u skladani nefesime.
Kdo precetl kapitolu 2b, tak uz vi, co prijde: Zavedeme skladani vice navazujicich relaci, naptiklad t¥i v situaci

AL B5S oL D Jakuz jsme vidéli u zobrazeni, zdkladnim predpokladem, aby to viibec udélat slo, je dokézat
asociativitu.
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Fakt 3a.3.
Necht R je relace z néjaké mnoziny A do néjaké mnoziny B, S je relace z B do néjaké mnoziny C' a T je relace
z C do néjaké mnoziny D. Pak (T'oS)o R=T o (So R).

Dukaz (rutinni): 1) Dokazeme, ze (T'0oS)o R C T o (So R).

Uvazujme (a,d) € (T o S) o R. Podle definice to znamend, ze 3b € B: aRb a (b,d) € T o S. Z toho druhého
faktu pak mame, ze 3¢ € C: bSc a ¢T'd. Z dvojice aRb a bSc vyplyva, ze (a,c) € S o R, spolu s ¢T'd dostaneme
(a,d) € To(SoR).

2) Opacnou inkluzi dokédzeme obdobné.

U

Opakovanym pouzitim tohoto faktu dostaneme napfiklad to, ze vyrazy (U oT)o (SoR), (UoT)o S)oR) &
tieba U o ((T'oS) o R) davaji totéz, takze podobné jako u nasobeni miizeme zévorkovani vynechat a prosté napsat
UoToSoR.

Souvislost mezi inverzni relaci a skladanim je jako u zobrazeni, srovnejte s Vétou 2b.6.

Véta 3a.4.
Necht R je relace z mnoziny A do mnoziny B a S je relace z B do mnoziny C. Pak (SoR)™' = R71 051

Dtikaz (rutinni): Relace So R jde z A do C, takze (SoR)~! jde z C do A. To je stejny smér, kterym jde slozena

relace R~! oS!, vznikla totiz z fetizku C S—1> B R—1> A. Mnoziny tedy souhlasi a vime, s jakjymi relacemi
budeme pracovat.
Relace jsou mnoziny dvojic, takze jejich rovnost dokdzeme argumentem, Ze maji stejné prvky (dvojice). Zku-
sime to dokazat obéma sméry najednou, tedy ekvivalentnimi kroky.
(c,a) € (S o R)™! pravé tehdy, kdyZ (a,c) € S o R, coz je pravé tehdy, kdyz b € B: aRb a bSc. Podle defi-
nice inverznich relaci to je pravé tehdy, kdyz 3b € B: cS~'ba bR 'a, coz je pravé tehdy, kdyz (c,a) € R~1oS~ 1.
L]

Poznamka o matematice: Vsimnéte si, ze ditkaz posledni Véty byl v zdsadé stejny jako dikaz obdobné véty
pro zobrazeni. Délali jsme tedy totéz dvakrat, coz naznacuje, ze to bylo zbyte¢né. My totiz vime, Ze zobrazeni
jsou specialnim ptipadem relaci. Pokud bychom tedy zatadili nejprve tuto kapitolu a kapitolu 2b az po ni, tak
uz by vzorec (S o R)~! pro zobrazeni automaticky vyplynul z toho pro relace.

Dokonce je mozné zajit jesté dal. Ctenai mozna znd z linedrni algebry, Ze i u matic plati podobny vztah
mezi inverzni matici a ndsobenim matic (prohozeni potradi). To naznacuje, Ze tento jev ve skuteénosti neplyne
z néjakého specidlniho talentu relaci ¢i zobrazeni, ale bude za tim néjaky hlubsi divod, obecny princip. Prave
hledani skutecnych divodi, tedy prvotnich principid, je jednim ze zajimavych kol matematiky.

V tomto pfipadé je ono prohazovani pofadi konkrétni inkarnaci obecného principu, ktery dokazeme jako
Vétu 8a.9. Z disté logického pohledu je tedy to, co zde délame, mnohdy zbyteéné. Spravny postup by byl
nejprve udélat binarni operace (kapitola 8) a tam dokazat vlastnosti pro velice obecnou skupinu objektii, pak
udélat kapitoly o relacich, kde nékteré véty prosté vyplynou pfimo z té obecné kapitoly o operacich, a protoze
jsou relace preci jen trochu specidlni, dokazaly by se i néjaké véci navic. Nakonec bychom udélali kapitolu o
zobrazenich a tam by spousta vét hned zase vyplynula z vét o relacich. Bylo by to celé mnohem kratsi, dikazy
by byly prehlednéjsi a navic z matematického pohledu by byla situace jasnéjsi, protoze bychom hned vidéli,
ze za nékteré véci nevdééime primo zobrazenim (¢i relacim), ale mnohem obecnéj$im principtim, které relace a
zobrazeni shodou okolnosti také sdileji.

Takto se pisi pokrocilé knihy pro matematiky, ale zacatecnik by se ztratil hned v té prvni obecné kapitole,
protoze by se jesté neumél v matematickém jazyce orientovat a hlavné by netusil, co a pro¢ se déla. Proto jsme
i zde vérni zdsaddm Komenského (od specidlniho k obecnému, od jednoduchého ke slozitému, od zndmého k
nezndmému) ¢tenare k onomu abstraktnimu svétu spi§ pomalu pfiblizujeme. Vrcholem tohoto snazeni bude jiz
zminéna kapitola o binarnich operacich, kde se opravdu vyradime ve zcela umélych svétech.

A
Lze zapremyslet, jaka pravidla plati, kdyz se spolu potkaji mnozinové operace a sklddani. Zase tak ¢asto se to ale
pii praci s relacemi nevyskytuje, a kdyz uz to ¢lovék pottebuje, tak si (pokud véci rozumi) vétsinou velice rychle
rozmysli, co plati a co ne. Proto zde nebudeme text pretézovat tvrzenimi a odkazeme Ctenafe na cviceni 3a.12.
Premyslenim nad tim, kteréd pravidla plati, si ¢loveék dobfe procvi¢i mozek i kresleni obrazktl a 1épe pochopi relace
a manipulace s nimi.

Docela zajimavé vysledky dostaneme, kdyz zkusime relaci skladat samu se sebou.
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Definice.

Necht R je relace na néjaké mnoziné A. Pak definujeme jeji mocninu rekurzivné jako
(0) R = R;

(1) R"*1 = Ro R" pron € N.

Let R be a relation on some set A. We define powers of R recursively by R! = R and R"*! = Ro R" for
n € N.

Diky asociativité vime, Ze je tplné jedno, jak dame ve vyrazu Ro Ro --- o R zavorky, takze je ani nebudeme
psat.

Piiklad 3a.n: Vratme se k relaci na mnoziné A vsech lidi danou jako aRb jestlize je b rodi¢ a. Co je R??

Aby (a,c) € R?, musi existovat ¢lovek b € A takovy, ze aRb a bRc, tedy b je rodi¢ a a c je rodi¢ b. Vidime, ze R?
je relace, kterd spojuje viu(¢)ky a s jejich dédy a babickami c. Obdobné si rozmyslime, Ze R? spojuje pravnu(¢)ky
s prarodici atd.

A

Priklad 3a.o: Uvazujme mnozinu A vSech autobusovych zastavek v Opavé a relace R nam fiké, kam se dosta-

neme pifmym spojem. Piesné, aRb jestlize existuje linka, kterd stavi nejprve v a a nékdy poté v b. Pak ndm R?

iik4, kam se dostaneme s presné jednim prestupem, R® nam Fika, kam se dostaneme s pfesné dvéma piestupy, a
o

tak dale. Kdyz to ddme vSechno dohromady, tak vidime, ze |J R™ je relace, ktera tikd, odkud kam se néjakym

n=1
zpusobem dostaneme autobusem.

A

NaSe pozorovnéani o mocniné si ted zformulujeme obecné.

Lemma 3a.5. (o cestach)
Necht R je relace na néjaké mnoziné A. Uvazujme prvky a,b € A. Pak (a,b) € R™ pravé tehdy, kdyz existuji
prvky ci,co, ... ,cpy1 € A takové, Ze ¢ = a, ¢pp1 = b a (¢, ¢41) € R pro vSechna i =1,... ,n.

Retézci jako v Lemmatu budeme Fikat ,trasa délky n z a do b, nékdy jej budeme zapisovat aRcaRcsR - - - Re,, Rb.
Mimochodem, radi bychom fikali cesta, ale problém je, ze v teorii grafti je ,,cesta* zavedeny pojem, ktery nepovoluje
opakovani zastavek, ale zde potfebujeme svobodu volby. Radéji jsme zvolili termin trasa, ktery v teorii grafi viibec
neni.

Duikaz: Dikaz povedeme indukci.

(0) Pro n = 1 to plati, protoze zvolime ¢; = a, ca = b a je to.

(1) Predpokladejme, Ze tvrzeni o tom, ze R™ je dano pravé trasami o délce n, plati pro jisté n € N. Chceme
ukazat, ze plati i pro n + 1.

1) Vezméme né&jaké a,b € A. Jestlize (a,b) € R, pak podle definice mocniny (a,b) € R o R", coz podle
definice skladani znamena, Ze existuje x € A s vlastnosti (a,z) € R™ a xRb. Ted aplikujeme indukéni pfedpoklad
na dvojici (a,z) € R™ a dostaneme trasu délky n neboli prvky é1,...,é,41 € A takové, ze ¢; = a, épy1 = a
¢;Rc;11 pro vSechna i. Definujeme prvky c; takto: ¢; = ¢; proi =1,... ,n+1 a c,12 = b. Pak zjevné ¢; spliiuji
naroky na né kladené, tedy tvoii trasu délky n + 1 z a do b. Takze prvky z R"*! jsou opravdu dany trasami.

2) Predpokladejme naopak, ze existuji prvky ci,...,ch12 € A takové, Ze ¢ = a, ¢h12 = b a ¢;Rej1q1 pro
vSechna i = 1,... ,n 4+ 1. Ozna¢me = = ¢, 1. Pak Tfetézec c1,... ,c,y1 spliiuje pozadavky z tvrzeni o trasach
pro délku n z a do z, proto podle indukéniho predpokladu (a,z) € R™. Vime také, ze (z,b) = (¢ht1,Cni2) € R.
Podle definice skladani tedy (a,b) € Ro R™ = R,

V &astech 1) a 2) jsme dokdzali, Ze existence trasy délky n+ 1 z a do b je ekvivalentni tomu, e (a,b) € R" 1,
¢imz je indukéni krok hotov.

U

Udélame si ted formélné i to pozorovéani o relaci udéavajici vSechna mozné spojeni. Je totiz dulezitd a mé své
vlastni jméno.

Definice.

[e.o]
Necht R je relace na néjaké mnoziné A. Definujeme jeji connectivity relation jako R* = |J R".
n=1
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Dostali jsme se k ni u autobusti, ale je evidentni, Ze to ma aplikace i v mnoha jinych oborech, napiiklad jestlize
relace R udava, které pocitace jsou navzajem piimo spojeny, pak R* je relace udavajici, které pocitace se dokazou
spolu domluvit, pokud uvazujeme i spojeni pfes prostiedniky.

Dobréa otazka samoziejmé je, jak toto délat v praxi, kde jsou nekonecna trochu problém. D4 se ukazat, ze pokud
mé mnozina A m prvki, pak se dé libovolnd trasa (viz Lemma o cestach) zkratit tak, aby nebyla delsi nez m.

m
To znamen4, ze dostaneme R* = |J R", coz (pokud to délame pfes reprezentujici matice a maticovou mocninu)
n=1
vyzaduje hriiznych 2m3(m — 1) operaci. Existuje algoritmus, ktery to zvladne za 2m? operaci, coz je porad jesté
docela dost, ale o fad lepsi nez piimy utok. Tim uZ se ale dostavame nebezpecné blizko k algoritmizaci, tak to
vysvétlovani nechame odborniktim.

Co se od takové mocniny R"™ da ¢ekat? V zasadé cokoliv. VSimnéte si napiiklad, ze nikde neni zaruceno, Ze v
R o R zustanou puvodni dvojice z R. Ze prvka (a,b) € R se do R o R dostanou jen ty, u kterych lze trasu a — b
udélat i pres prostiednika a Rz Rb. Klidné se mulze stat, ze zacneme s relativné bohatou relaci, ale po umocnéni
uz zbyde velice mélo.

Jednoduchy extrémni piiklad: Uvazujme relaci R na mnoziné A = {1, 2,3} danou jako R = {(1,2),(3,2)}. Pak
nelze vytvoiit zadny navazujici fetézec aRbRc, takze R? = ().

Je ovSem také mozny jev presné opacny: Zacneme s relaci, parkrat umocnime a dostaneme maximalni moznou
relaci A x A, kdy je kazdy s kazdym v relaci. Nékdy se stane, ze se vysledek s kazdou mocninou zméni, jindy zase
po urc¢ité mocniné jiz k ni¢emu novému nedojdeme a vSechny dalsi mocniny vypadaji stejné. Jsou dokonce relace,
které se umocnovanim vibec neméni, viz napfiklad Véta 3b.6.

Velikost mocniny tedy v jistém smyslu fika, jak dobfe na sebe dvojice v R navazuji. Nékdy hodné napovi uz
prvnim skladéani.

Fakt 3a.6.
Necht R je relace na né&jaké mnoziné A. Jestlize R? C R, pak R™ C R pro vSechna n € N.

Dukaz (pou¢ny): Predpokladejme, Ze plati R? C R. Diikaz inkluze Vn € N: R" C R povedeme indukci.

(0) Pro n = 1 mame zkoumat inkluzi R C R, ta evidentné plati.

(1) Uvazujme libovolné n € N a predpokladejme, ze R™ C R. Chceme dokézat, ze R"*! C R.

Necht (a,b) € R"*1. Protoze R"*! = Ro R"™, musi existovat z € A takové, ze (a,z) € R" a (x,b) € R. Podle
indukéniho predpokladu oviem také (a,z) € R, proto jak (a,z), tak (x,b) lezi v R. Proto (a,b) € R?, tedy podle
predpokladu tvrzeni také (a,b) € R.

]

Na zaveér jesté jedna definice.

Definice.
Necht R je relace na mnoziné A, necht B C A. Definujeme restrikci R na B jako relaci RN (B x B).

Je to velice jednoduché, z relace R prosté vyhodime vSechny dvojice, ve kterych se objevuji prvky mimo B.
Reéeno jinak, oznac¢ime-li tuto restrikci S, pak pro prvky a,b € B plati aSb presné tehdy, plati-li pro né aRb. Z
toho dtivodu se také nezavadi pro restrikci néjaké specidlni znaceni, je to prosté porad R, jen ji pouzivame pouze
na nékteré prvky. Ctenaf to znd jiz davno, napiiklad mame relaci z < y na R, ale mfizeme ji pouzivat tieba jen
pro cela cisla.

3a.7 Operace a reprezentace
Pro relaci R z kone¢né mnoziny A do kone¢éné mnoziny B jsme zavedli jeji reprezentaci odpovidajici 01-matici
Mpg. Jak se operace, které jsme pravé probrali, odrazi v feci matic? Velice pékné.

Fakt 3a.8.
Uvazujme relaci R z mnoziny A do mnoziny B s reprezentujici matici Mpg.
(i) Relace R™! je reprezentovana transponovanou matici Mg .

(ii) Relace R je reprezentovana matici danou ME i = 1—mpj.

Zde je dulezité si uvédomit, ze matice M zéavisi silné na tom, jak si prvky mnozin A a B odéislujeme. V tomto
Faktu i nasledujicich obdobnjch situacich tedy pfedpoklddame, ze zachovavdme jedno pevné zvolené ¢islovani
prvki A a B.
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Dukaz (rutinni): (i): Pfedpokladejme, Ze |A| = m a |B| = n, takZe Mg je matice m x n. Relace R~! jde z B
do A, proto bude mit jeji matice rozmér n x m, coz Mr’ m4. Ted ukdZeme shodnost prvki matic.

Protoze matice Mz! a Mp-1 obsahuji pouze jedni¢ky a nuly, tak staci dokézat, Ze se shoduji jednicky, a nuly
uz budou automaticky také souhlasit. Takze:

mpr-1 =1 < (bj,a;) € 7' < (a;,b;) € R < mpj; = 1.

Duikaz (ii) je snadny a nechame jej jako cviceni 3a.11.

U

Ted se podivame na operace, které spojuji dvé relace. K nim budeme potfebovat operace spojujici dvé matice,
jiz pfi zbéZném pohledu je ale ziejmé, Ze nem4 smysl zkouSet ty bézné. My ted totiz pracujeme jen s 01-maticemi,
ale napriklad s¢itani je schopné vyrobit ve vysledné matici i jina ¢isla nez 0 a 1. Ke spravnému napadu nas navede,
kdyz si uvédomime, zZe ty 0 a 1 vlastné reprezentuji logické hodnoty (pravda, nepravda), konkrétné m,; oznacuje
pravdivostni hodnotu vyroku ,(a;,b;) € R“. Ma tedy smysl pouzivat operace zaloZené na operacich logickych
(Booleanovskych).

Definice.

Necht A, B, C jsou 01-matice typu m x n.

Rekneme, %e C je join matic A a B, zna¢eno C = AV B, jestliZe ¢;j = a;; V b;; pro viechna i, j.
Rekneme, Ze C' je meet matic A a B, znaceno C' = A A B, jestlize c¢;j = a;; A b;; pro viechna i, j.

Neni tézké ukazat, Ze tyto operace jsou komutativni a asociativni a spojuje je distributivni zakon:
e AVB=BVA, ANB=BAA;

e (AVB)VC=AV(BVC), (ANB)AC =ANA(BAC);

e AN(BVC)=(AAB)V(ANC), AV(BANC)=(AVB)AN(AVC).

Databézové systémy (tieba i SAP) mivaji tyto operace implementovény.

Fakt 3a.9.
Necht Ry, R jsou relace z A do B s maticemi M, My. Pak My A Ms je matice relace Ry N Ry a My V Ms je
matice relace R1 U Rs.

Potrebujeme jesté jednu operaci.

Definice.
Necht A je 0l-matice typu m X k a B je 0l-matice typu k x n. Definujeme Booleanovsky soucin (Boolean
product) téchto matic jako matici C = A ® B typu m x n danou

Cij = (a,-l A blj) V (aig A\ bgj) V...V (aik A\ bkj)‘

Vsimneéte si, Ze je to vlastné stejné jako vzorec pro bézné maticové nasobeni, jen se misto nasobeni dala konjunkce
a misto sc¢itani disjunkce.

Véta 3a.10.
Necht A, B, C jsou konecéné mnoziny, R je relace z A do B s matici Mg a S je relace z B do C' s matici Mg.
Pak Mr ® Mg je matice relace S o R.

Dukaz (z povinnosti): Predpokladejme, 7ze A = {aq,... ,am}, B ={b1,... b}, C ={c1,... ,c,}. Pak Mg je
matice m X k a Mg je matice k x n, proto ma smysl je nasobit Mr © Mg. Dale mame mpg ; = 1 jestlize a; Rb;
a mg,; = 1 jestlize b;Sc;.

Ukézeme, ze Mgop = Mpr ® Mg. Protoze jde o 0l-matice, staci ukazat, ze obé matice maji 1 na stejnych
mistech.

Vezméme prvek m;; matice Mr © Mg. Tento prvek je 1 pravé tehdy, jestlize je

(mR’ﬂ A mg71j) V (mRJ‘Q A mgygj) V...V (mR,ik N ms’kj) =1.

Jde o logickou disjunkci mnoha ¢lend, ta je rovna jedné pravé tehdy, kdyz existuje | € {1,...,k} takové, ze
mpa Amsgy; =1, tedy 3L € {1,... ,k}: (mp,yu =1 Amgy; =1). To je podle definice téchto matic pravé tehdy,
pokud 3b; € B: (a;Rb; Ab;Sc;). Toto zase nastane pravé tehdy, pokud (a;, ¢j) € SoR, coz je pravé tehdy, pokud
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msoR,i; = 1. Rovnost matic je dokdzana.

Booleanovsky soudin je tedy ta spravnéa operace. Ma vSechny vlastnosti jako bézné maticové nasobeni:
e (MON)OP=MO® (NG P)

e MONAP)=MON)A(MGP)aM&®(NVP)=(MGoN)V (Mo P);

e neni obecné komutativni.

10 0

L , : : - . 0 1 0

Dokonce ma i jednotkovy prvek, jmenovité standardni jednotkovou n X n matici B, = | . . .
0 0 1

Plati tedy nasledujici:
e Jestlize je A néjaka 0l-matice typu m x n, pak AO FE, = FE,, ® A = A.

KdyZz mame asociativitu, obvykle toho vyuzijeme k definovani mocniny.

Definice.
Necht A je ¢tvercova 01l-matice n X n.
Definujeme jeji Booleanovské mocniny rekurzi jako Al = E,, a A"t = 4 ® Al pro n € Ny.

7 predchozi véty pak okamzité mame nasledujici tvrzeni.

Dusledek 3a.11.
Necht R je relace na mnoziné A a Mg jeji matice. Pak pro n € N plati Mrn = Mg,

U relaci na kone¢nych mnozinach se tedy dd hodné véci udélat pomoci maticovych operaci. Nejde ale o nastroj
univerzalni. Matice jsou jednak drahé na pamét (o tom uz jsme mluvili), ale hlavné naro¢né na vypocetni vykon,
zejména nasobeni je opravdu vypocetné drahd operace. Pokud je tedy relace fidka, vyplati se hledat efektivni
algoritmy pro prace s nimi ¢i nékdy dokonce zvazit zcela jiné metody uloZeni relace. Mimochodem i v mnoha
dalsich oborech se musi pracovat s velkymi maticemi a lidé si musi najit sviij zpiisob, jak si ekonomicky poradit s
témi Fidkymi.

Cviceni
Cviceni 3a.l (rutinni): Uvazujme relace na mnoziné A = {0,2,4,6} definované pro a,b € A takto:
(i) aRpb jestlize a < b; (ii) aR1b jestlize a + 10 < 3b; (iii) aRab jestlize 2a < b.
Pro kazdou z nich napiste danou relaci (tedy jako mnozinu s vypisem prvkil), nakreslete jeji graf a napiste jeji

reprezentujici matici. Pak pro kazdou z nich najdéte inverzni relaci. Na zavér najdéte Ry U Ro, R1 N Ry, Ry — Ry
a R2 — Rl.

Cviceni 3a.2 (rutinni, pou¢né): Uvazujme relaci R z mnoziny A = {1,7,8,10,20} do mnoziny B = {a,d, s,t}
definovanou pro a € A a b € B takto: (a,b) € R jestliZe se pismeno b objevi ve slovnim vyjadfeni ¢isla a.

Napiste danou relaci (tedy jako mnozinu s vypisem prvki) a nakreslete jeji graf, pak najdéte jeji reprezentujici
matici a na zavér jeji inverzni relaci.

Cvi€eni 3a.3 (rutinni): Uvazujme mnozinu A studenti a mnozinu B uéitelt uré¢itého tstavu (vzdélavaciho). Pro
a € A, b € B definujme relaci R piedpisem aRb jestlize a mél ucitele b na piednésku a relaci S predpisem aSb
jestlize mél a ucitele b na cviceni. Interpretujte relace RUS, RNS, R—S, Ra RUS.

Cviceni 3a.4 (rutinni): Uvazujme mnozinu A studenti a mnozinu B pravé nabizenych predméti. Pro a € A,
b € B definujeme relaci R; predpisem aR1b jestlize si student a v tomto semestru zapsal predmét b a relaci Ro
predpisem aRyb jestlize student a v tomto semestru dostal kredit za absolvovani pfedmétu b. (Pfedpokladame, ze
tuto relaci délame na konci semestru, kdy jiz probéhly zkousky.)

a) Jak se tvrzeni ,plati Ry C R;“ fekne ¢eskou vétou?

b) Interpretujte relace Ry N Ry, R; U Re, Ry — Ro, Ry — Ry, R

-1

Cviceni 3a.5 (pouc¢né, zkouskové): Necht R je relace z mnoziny A na mnozninu B. Dokazte, ze (R~ =R.

Cviceni 3a.6 (rutinni, zkouskové): Necht R, S jsou relace z mnoziny A do mnoziny B. Dokazte, Ze pak
(i) (RUS) =R 1tuS1; i) (RNS)"L =R NS (iii) (R—8)t=R1-8571
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Cvi€eni 3a.7 (rutinni): Uvazujme dvé relace na mnoziné A = {1,2,3,4}, relaci R = {(1,1),(1,4),(2,1),(3,4)}
arelaci S = {(1,4),(1,3),(4,3),(3,2)}.
Najdéte relace So R a Ro S.

Cviceni 3a.8 (rutinni):
Uvazujte relaci danou nésledujicim grafem: 4o o3
Zapiste ji seznamem prvkl a najdéte R2.

@—>02

Cviceni 3a.9 (dobré): Necht A je mnozina lidi. Definujme relaci R na A predpisem aRb jestlize je a rodi¢ b a
relaci S predpisem aRb jestlize je a je sourozencem b. Co je So Ra Ro S?

Poznamka: Definujeme ,,sourozence* jako ty lidi, kteri maji spoleéné oba rodice. To mimo jiné znamena, ze kazdy
je sam sobé sourozencem.

Pokud bychom sourozence definovali jinak, pak by se zménil i vysledek téch skladani. Zkuste prozkoumat jiné
zajimavé definice.

Cviceni 3a.10 (rutini, pouc¢né, *dobré): Uvazujme nasledujici relace na R: R; je relace >, Ry je relace >, R3 je

relace =, Ry je relace #, R5 je relace <, Rg je relace |z| = |y|.

Urcete, cemu se rovnaji slozené relace

(1) RQ @) Rl; (IV) Rl @) R4; (V11)>'< R4 ©) R4;
(ii) Ry o Ro; (v) Ry o Rs; (viii)* Rj o Rg;
(111) R1 o Rg; (Vl) R2 9] RQ; (IX)* R6 9] Rl.

Cviceni 3a.11 (rutinni): Uvazujme relaci R na mnoziné A s reprezentujici matici Mp. Dokazte, ze relace R je
reprezentovand matici danou My ;= 1—mpj.

Cviceni 3a.12 (pou¢né, zkouskové az drsné):
a) Necht S je relace z mnoziny A do mnoziny B, necht R;, Ry jsou relace z B do mnoziny C. Dokazte, ze pak
(i) (R1URp) 08§ = (R105)U(R2005);
(ii) (R1NRy) oS C (Ry0S)N(Ry0S);
(i) (R10S) —(R208) C (R; — Rg) o S.
b) Necht R;, Ry jsou relace z mnoziny A do mnoziny B, necht S je relace z B do mnoziny C. Dokazte, ze pak
(1) So (Rl U Rg) (SO Rl) (S o Rz),
(ii) So (R1NR2) C (SoRy)N(SoRy);
(111) (S 9} Rl) (S o} Rg) g S o (Rl — Rg).

Reseni:

(0,4),(0,6),(2,4), (2, ) (4,6)}, Ry' = {(2,0),(4,0),(6,0), (4,2), (6,2), (6,4)};
Ry ={(0,4), (076)7(236),( 6),(6,6)}, Ry' = {(4 0),(6,0),(6,2),(6,4),(6,6)};

2),(0,4), (0, ),(2,4)( 6)}, Ry ={(0,0),(270)7(470),(6,0)7(472)7(6,2)}-

% 60 o [ T
[>< O—)O

0 0° ) @

0 1 1 1 00 1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 00 0 1 00 1 1
Mro=1¢9 00 1|"Man={0 00 1] ™M==00 0 ol

00 0 0 0 0 0 1 00 0 0
R1UR2_{(07 )7 72) 24) (276)7(456)7(6 6)}7 R1HR2_{(0 4) (0 6) (2 6)}’
RI_R2_{(47 )a( ,6)} R2_R1_{(07 )7(072)’(274)}'
3a.2:
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R={(1,a),(1,d),(7,d),(7,s), (8 5),(10,d), (10, s), (10, ?),
(20, a), (20, d), ( 2015
1 1 0 0
01 10
Mrp=10 0 1 0
0 1 1 1
1 1 0 1
R ={(a,1),(a,20),(d , (d,10), (d, 20),
(5,7), (s,8), ( 310 t10 ,(£,20)}

3a.3: RUS: a potkal b coby vyucujictho, R N.S: a mél b jako cvi¢iciho i pfednasejicitho, R — S: a mél b jako
prednasejiciho, ale ne cvi¢iciho, R: a nemél b jako piednéasejictho, RU S: a viibec oficialné nemél b, takze mize
predstirat, Ze ho nezné, a nemusi ho zdravit.

3a.4: (i): Treba: Kredit je mozné ziskat jen pro zapsany predmet

3a.5: Necht a € A,b € B. (a,b) € (R™})™! <= (b,a) € R7! < (a,b) € R.

3a.6: (i): Nechf a € A,b € B. (b,a) € (RUS)™! < (a,b) e RUS <= [(a,b) € RV (a,b) € 9]

< [(ba) € R7'V (ba) € S71] — (ba)eRluSl

(ii): Necht a € A,b € B. (b,a) € (R S)™! <= (a,b) e RNS < [(a,b) € RA(a,b) € 5]
<:>[(ba)€R1/\(ba)€S = (ba)ERlﬂSl

(iii): Necht a € A,b € B. (b,a) € (R—S)™! < (a,b) e R— S <= |[(a,b) € RA (a,b) & 5]

< [(bja) € R"'A(bya) ¢ ST — (bja) e R71 — S L.

3a.7: Najdeme fetézce 1R153, 1R154, 1R4S3, 2R153, 2R154, 3R453, proto
SoR=1{(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,3) };

najdeme fetézce 1S3R4, 3S2R1, 453R4, proto Ro S = {(1,4),(3,1),(4,4)}.

3a.8: R ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,3),(3,4),(4,2)}; R* = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,4), (3,2), (4,3)}.

3a.9: So R: a je stryc/teta nebo rodi¢ b. Pokud zménime definici S tak, aby S nebylo reflexivni (tfeba pfoiddme
podminku a # b), pak S o R: a je stryc/teta b.

Ro S: a je rodi¢ sourozence b. Lépe to nejde, tento ¢lovék nemusi byt v zddném vztahu k b (rodinné komplikace).
3a.10: (i): (z,2) € Ryo Ry <= Jy: aRiyANyRoz < Jy:x >yANy >z < x> z, tedy Ry 0o Ry = Ry; (ii):
Ry; (iii): Ry; (iv): (w,2) € RioRy <= 3Jy: x # y Ay > z, to lze pro libovolnou dvojici (x,y), proto Ry o Ry = R?;
(v): R?; (vi): Rg; (vii): R%; (viil): {(=,2); |z| < 2V —|z| < 2}; (ix): {(z,2); = < |2|}.

3a.1l: mp =1 < (a;,q5) € R < (ai,a;) ¢ R <= =mpg,; =0, obdobné mg,; =0 < mp;; =1.
3a.12: Necht a € A,c € C.

a)(i): 1) (R1UR3)0S C (RyoS)U(Rz0S): (a,c) € (RiURy)0S = Ibe B: [(a,b) € SA(b,c) € Ry URy]
= Jbe B: [(a,b) € SA((b,c) € RV (b,c) € Ry)]

= dbe B: [((a,b) € SA(b,c) € R1)V ((a,b) € SA(b,c) € Ry)]

= (Jbe B: [(a,b) € SA(b,c) € Ri]V3Ibe B: [(a,b) € SA(b,c) € Ry])

S

— [(a,¢) € Ryo SV (a,¢) € RyoS] = (a,c) € (R1oS)U(Ry0S);
2) (R1oS)U(R208)C(RiUR)0S: (a,c) € (RioS)U(Ry0S) = [(a,c) € (R1oS)V(a,c) € (Ry08)]
— [Elbl € B: (((I bl) €SN (bl, ) S Rl) Vv dby € B: (((I,bz) €SN (bQ,C) S RQ)]

— 3Jb e B: [(a,b) € SA(b,c) € Ry URy] = (a,c) € (RiURy)0S.
a)(ii): (a,c) € (R1NR2)0S = Jbe B: [(a,b) € SA (b,c) € R1 N Ry

= Jbe B: [(a,b) € SA((b,c) € Ry A (b,c) € Ry)]

= dJbe B: [((a,b) € SA(b,c) € R1) A ((a,b) € SA(b,c) € Ry)] =

(3b€ B: [(a,b) € SA(b,c) € Ri]ATbe B: [(a,b) € SA(b,c) € Ry]) = [(a,c) € RyoSA(a,c) € RyoS]

= (a,¢) € (R10S)N(Rz08);
Poznadmka: Rovnost nastat nemusi, tieba pro S = {(a,b1), (a,b2)}, R1 = {(b1,¢)}, R1 = {(b2,¢)}, kde by # bo,
dostavame (R1 N Rz)o S =008 =10, ale (Ri0S)N(R208)={(a,c)}.

a)(iii): (R10S) — (Re0S) C (Ry — R2) 0 S: (a,¢c) € (R10S)—(Rz20S)

— [(@,0) € (R1 0 8) A (a,0) ¢ (Ra 0 )

- [3[)1 € B: ((a, bl) eSA (bl,C) S Rl) A —dby € B: ((a, bg) eSA (bg,C) S Rg)]

— db; € B: [(CL, bl) eESA (bl,C) € R A (bl,C) ¢ Rz] — db; € B: [(CL, bl) eESA (bl,C) € R — RQ]

= (a,c) € (R —R3)0S.
Poznamka: Rovnost nastat nemusi, tieba pro S = {(a,b1), (a,b2)}, R1 = {(b1,¢ } = {(b2,¢)}, kde b1 # bo,
dostavame (Ry — R2) o S = {(a,c)}, ale (R10S)N(R208) ={(a,0)} —{(a,c)} =
b) Dikazy jsou obdobné.
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3b. Zakladni vlastnosti binarnich relaci

Zde se omezime pouze na relace na mnoziné A. PouZivaji se ¢asto a lidé si brzy vsimli, Ze velice oceni, pokud se u
zpracovavané relace mohou spolehnout na urcité zptsoby fungovani, jinak fe¢eno, pokud dotycna relace zachovava
urcita pravidla. Dali jim jména a vznikly z toho popularni vlastnosti relaci. Je jich hodné, ale nejcastéji se zkoumaji
tyto Ctyfi:

Definice.

Necht R je relace na mnoziné A.

Rekneme, Ze R je reflexivni, jestlize pro vsechna a € A plati aRa.

Rekneme, Ze R je symetricka, jestlize pro vSechna a,b € A plati aRb = bRa.

Rekneme, 7e R je antisymetricka, jestlize pro viechna a,b € A plati (aRb A bRa) = a =b.
Rekneme, 7e R je tranzitivni, jestlize pro vSechna a,b,c € A plati (aRb A bRc) = aRc.

V anglické verzi si procvicime ten druhy zéapis relaci.

Consider a relation R on a set A.

It is called reflexive if (a,a) € R for all a € A.

It is called symmetric if for all a,b € A we have (a,b) € R = (b,a) € R.

It is called antisymmetric if for all a,b € A we have [(a,b) € RA (b,a) € R] = a =0.
It is called transitive if for all a,b,c € A we have [(a,b) € RA (b,c) € R] = (a,c) € R.

Poznamenejme, zZe nékteii cesti autori pouzivaji namisto ,antisymetrie” terminu ,,slabéd antisymetrie*, pro silnou
viz ¢ast 3c.8 Dalsi vlastnosti.

1 Vyznamu téchto definic nejlépe porozumime, kdyz se podivime na nékolik relaci na koneénych mnozinach, které
si znazornime grafy. Uvazujme proto nésledujici t¥i relace na mnoziné A = {1,2,3,4}:
* R= {(1? 2)7 (37 2)7 (47 2)7 (47 3)7 (47 4)},
e 5= {(17 2)’ (27 1)7 (4’ 3)}’
e T =1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}.

R: (4 3 N T @ @

O«—oO

7
17 % 19— (3 R2)

Reflexivita je jasné, aby byla relace reflexivni, musi byt kazdy prvek mnoziny A v relaci sam se sebou (reflexe
= odraz tieba v zrcadle), coz snadno ovéfime ve vypisu dvojic vySe, vyhovuje jen relace T. V grafu to znamena,
ze pro reflexivitu vyzadujeme smycky u vSech bodu, coz opravdu splituje prave T.

Symetrie znamend podivat se na vSechny mozné dvojice prvki z A a pro kazdou z nich ovéfit platnost jisté
vlastnosti, kterda ma formu implikace. To znamend, Ze pokud neni splnén jeji predpoklad, tedy pokud prvky a,b
nejsou v spolu relaci, pak se implikace jiz nemtze pokazit a tudiz takovéto pripady nerozhoduji o platnosti symetrie,
nemusime je zkoumat. Kritické je, co se stane s dvojicemi, kdy (a,b) € R. U téchto dvojic pak potfebujeme, aby
v R byla i dvojice v opa¢ném poradi.

U relace R se tedy budeme ptat tfeba na dvojici a = 1 a b = 2, ktera spliiuje predpoklad 1R2, ale nespliiuje zavér
2R1. Implikace proto pro tuto dvojici neplati. Na symetrii ale potfebujeme platnost pro vSechny dvojice (je tam
pouzit obecny kvantifikitor), takze se tato konkrétni dvojice stava protipfikladem a relace R neni symetricka.

Pohrajme si trochu s relaci S. Dvojice a = 1, b = 2 implikaci 152 = 251 spliuje, stejné jako dvojice a = 2,
b = 1 spliiuje 251 = 152. Rovnéz s dvojici a = 1, b = 4 nejsou potize, ta nesplnuje predpoklad implikace
(neplati 154) a tudiz to symetrii nemfize ohrozit. Ctenai ale asi od zac¢atku vidi, Ze pfi probirani dvojic diive ¢&i
pozdéji dorazi k dvojici a = 4, b = 3, pro kterou prislusna implikace neplati, a proto ani S neni symetricka.

Méli bychom mimochodem zkousSet i dvojice jako a = 1, a = 1 (v definici symetrie se nefikd nic o tom, Ze by
a,b mély byt rtzné), ale to se obvykle nedéla, protoze je to jasné. Pokud aSa neplati, pak to symetrii neohrozi,
a pokud ndhodou aSa, pak ur¢ité i aSa (ted jsme je prohodili, smycky jsou uz z podstaty obousmérné). Smycky
tedy symetrii neovlivni, mtzeme je pii zkoumani symetrie ignorovat.

Ted uz bychom méli symetrii rozumét, vyzaduje nasledujici: Pokud je v grafu nékde Sipka, pak tam musi byt i
Sipka v opa¢ném sméru. Pokud nékde Sipka neni, tak to symetrii nezajima.

Proto by také mélo byt jasné, Ze relace T je symetrickd, smycky symetrii nerozhodi a jiné dvojice, které bychom
meéli kontrolovat, tam nejsou. Tento zptisob symetrie neni zrovna typicky, pro hezci graf symetrické relace se ¢tenar
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mize podivat na cviceni 3b.1 (ii). VSimnéte si, ze T' by ztstala symetrickou, i kdybychom umazali i ty smycky,
¢imz by vznikla relace prazdna, bez dvojic. Symetrii nezajimé, kolik spojnic se v relaci vyskytuje, podstatné je
jen zdvojovani téch, které (pokud viibec) tam jsou.

Antisymetrie ma také formu implikace, takze uz vime, Ze nas budou zajimat jen takové dvojice a,b, které
splnuji aRb a bRa. V relaci R je jedind takova dvojice, jmenovité a = 4 a b = 4. Pro ni pak opravdu plati a = b,
relace R je proto antisymetricka. Vidime prvni véc, antisymetrii smycky nevadi a nevadi ji také jednoduché ani
zé4dné spojnice mezi body.

U relace S je jedna dvojice splniujici pfedpoklad, a = 1 a b = 2. Ta spliiuje aSb a bSa, ale nespliuje zavér
a = b, relace S proto neni antisymetrickd. Opét by uz mélo byt jasné, o¢ v této vlastnosti jde: Antisymetrie
vylucéuje moznost dvojitych Sipek mezi rizngmi prvky (smycky ji nevadi). Z toho hned vyplyvé, ze relace T je
antisymetricka. Tam kromé smycek zadné dvojice splnujici aTb a bTa nejsou, tudiz se implikace z definice nemuze
pokazit. Opét je to spise netypicky pripad, R je obvyklejsi antisymetricka relace.

Poznamenejme, Ze intuitivné antisymetrie zni jako popreni symetrie, takze se nabizi také definice typu ,,pokud
je Sipka aRb, pak nesmi byt Sipka bRa“. Neni to zas tak Spatny népad, viz asymetrie v ¢asti 3c.8, ale takova
definice by vyloucila smycky, coz se prilis nehodi, proto se pouziva definice, kterou jsme tu uvedli a kterd smycky
pripousti. Mozna neni napsand nejjasnéji a ¢tenar by dal prednost ekvivalentnimu vyjadieni ,,pokud a # b a aRb,
pak nesmi platit bRa“, ale to neni tak vhodné z hlediska vyrokové logiky a (kupodivu) to byva i méné praktické,
proto se to nepouziva, stejné jako se nepouzivid obména nasi definice: Jestlize a # b, pak alespon jedna z dvojic
(a,b), (b,a) neni v R.

7 predchoziho odstavce vyplyva, Ze jsme védomé zvolili pro antisymetrii jinou definici nez opak symetrie. Nejde
tedy o opacné vlastnosti, coz vidime i vysSe, T je zaroven symetricka i antisymetricka, naopak S neni ani symetricka,
ani antisymetricka. Posléze uvidime, ze aby byla relace zaroven symetrickéd i antisymetricka, tak uz to musi byt
v zasadé T, takze jde o vyjimku. Naopak poruseni obou vlastnosti najednou je velice snadné, sta¢i zaradit jednu
sipku dvojitou (obousmérnou) a jednu jednoduchou, ¢imz se pokazi antisymetrie i symetrie.

Tranzitivita také znamend, Ze ovérujeme platnost implikace, tedy zajimaji nas jen situace, kdy nam tii body
dévaji navazujici Sipky aRb a bRc. Pak potfebujeme, aby existovala i zkratka aRc. Jak je na tom relace R?
To uz da (hlavné u vétsich mnozin) vice préace, zde asi ¢tendf brzo odhali navazujici trojici 4R3 a 3R2. Prvky
a=4,b=3,c =2 tedy spliuji predpoklad, je nutné ovérit, zda plati i zédvér 4R2, a on plati. Otizka na télo: Je
tam jesté jind podobna trojice?

Ano, trojice a = b = 4, ¢ = 3, protoze v definici tranzitivity se moznost shodnych bodt nevylucovala. Méli
bychom tedy také ovérit platnost implikace pro pfipad a = b = ¢ = 4. Je nicméné jasné, ze u dvojic tohoto typu je
podminka tranzitivity automaticky splnéna, takze dvojice zahrnujici smycky nemohou tranzitivitu pokazit. Zaveér:
R je tranzitivni.

Je tranzitivni S? Na prvni pohled by si mnohy ¢tenai mohl myslet, Ze je tranzitivni automaticky, protoze tam
nevidi dvojkroky, tudiz neni nutné hledat zkratky. Jenze dvojkrok tam jeden je, jmenovité a = 1, b = 2, ¢ = 1.
Opravdu 152 a 251, tudiz tranzitivita vyzaduje také existenci jednokroku 151, ale ten tam neméme, podobné
chybi 252. Relace S proto neni tranzitivni.

Smysl tranzitivity je tedy v tom, Ze kdykoliv se v grafu vyskytuje navazujici dvoukrok, pak tam musi existovat
také zkratka jednim krokem, pfi¢emz musime byt opatrni, abychom néco nevynechali. Ani tranzitivita nefesi, co
se déje, pokud dvoukroky nejsou, takze uz je jasné, ze relace T bude tranzitivni.

Ted uz bychom méli intuitivné rozumét zékladnim vlastnostem relaci a vidét je v grafech na prvni pohled, s
vyjimkou tranzitivity, kterd se u houstinovitéjsich grafi déla pohledem nesnadno. Pravé u ni se ale jesté chvili
zdrzime. Pokud pravidlo o zkracovani dvoukrokd aplikujeme opakované na delsi trasy, dostaneme nasledujici:
Jakmile se nékam dostaneme vicero kroky, tak musi existovat i pfiméa cesta jednou sipkou. Potvrdime si oficialné,
ze tato na pohled silnéjsi podminka je ekvivalentni tranzitivité.

Fakt 3b.1.
Necht R je relace na mnoziné A. Je tranzitivni pravé tehdy, kdyZ pro libovolné n € N, n > 2 a prvky
ai,...,a, € A takové, ze a;Ra;+1 pro vSechna ¢ = 1,2... 'n — 1, plati také a; Ra,,.

Dukaz (rutinni): 1) Pfedpokladejme, ze dané podminka plati. Pak ji 1ze pouzit pro n = 2, coz tik4, ze kdykoliv
a1 Ras Ras, pak a1 Ras, coz je presné definice tranzitivity.

2) Predpokladejme, ze R je tranzitivni. Platnost podminky dokdzeme indukci na n.

(0) Pro n = 2 podminka plati, je to definice tranzitivity.

(1) Mé&jme n € N splitujici n > 2. Predpokladejme, 7Ze kdyz libovolné prvky aq,...,a, € A spliuji a;Ra;+1
pro vSechna ¢ = 1,2... ,n — 1, pak a1 Ra,. Plati to i pro n + 1 prvka?
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Vezméme prvky aq, ... ,an,an+1 € A takové ze a;Ra; 1 pro vSechna ¢ = 1,2... ,n. Aplikaci indukéniho pfed-
pokladu na prvnich n zjistime, ze a1 Ra.,, spolu s a, Ra, 1 a tranzitivitou dostaneme a1 Ra, 11 a diikaz je hotov.
U]

1 Klasickou ulohou v oboru relaci je takzvané vySetfovani vlastnosti, coz znamend, Ze rozhodneme, kterd ze
zakladnich ¢tyr vlastnosti pro danou relaci plati a ktera ne, a své odpovédi také dokdzeme. Budeme se pritom
muset naucit jiné triky nez v pfedchozim rozboru, protoze ndm maloktera relace pfijde coby graf na malé mnoziné.
Typické relace jsou na velkych mnozinach, ¢asto nekoneénych, a jsou dany néjakou logickou podminkou. Postup
vhodny pro tyto situace si ukdzeme v nésledujicim ptikladé.

1 Priklad 3b.a: Pfipomenme piiklad ze cvifeni 3a.1: Uvazujme relaci na mnoziné A = {0,2,4,6} definovanou
pro a,b € A takto: aRb jestlize 2a < b. Cvi¢eni nam dalo, ze R = {(0,0), (0, 2), (0,4), (0,6),(2,4),(2,6)}, a dostali
jsme i obrazek.

Nejprve jako opakovani vyhodnotime vlastnosti z grafu. Protoze existuji prvky bez smycek, 60 O4
R neni reflexivni. Existuji dva prvky, které jsou spojeny, ale jen jednim smérem, R proto neni
symetricka. S vyjimkou smycky u 0 se nikdy nestane, ze by §ly Sipky obéma sméry, proto je R
antisymetrickd (antisymetrii smycky nevadi). Na tranzitivitu musime zkusit prochéazet grafem
dvojkroky a hlidat, jestli vzdy existuje zkratka. To je pravda, relace je tedy tranzitivni. @—)02

Ted se podivame, jak bychom ke stejnjm zavértim dosli bez znalosti obrazku. Uplné stejnym piedpisem 2a < b
bychom totiz mohli definovat relaci na mnoziné se 100 prvky (pak je prochézeni grafu kvili tranzitivité prace na
dlouhé zimni vecery) nebo dokonce na N ¢ R nebo jiné nekoneéné mnoziné, pak uz graf ani neméme. Zkusime
tedy vlastnosti vySetfit znovu, tentokrate ¢isté z definice pomoci matematiky a logiky.

Reflexivita: Plati pro kazdé a € A, Ze aRa? To by znamenalo 2a < a. Vime, Ze takovito nerovnost je pravdiva
jen pro realna ¢isla a < 0, takze v nas$i mnoziné A jsou urcité ¢isla, pro kterd to neplati. Tieba neplati 2 - 6 < 6,
proto neplati 6 R6. Timto protipfikladem jsme ukazali, Ze relace R neni reflexivni.

Symetrie: Ptame se, zda pro vSechna a,b € A plati (aRb = bRa). Pfelozime to: Plati pro vSechna a,b € A
implikace 2a < b = 2b < a? Intuice se na to divd podeziivavé, prvni nerovnost totiz nuti a byt malé ve srovnani
s b a pak to chceme naopak. Zkusime na tomto pocitu zalozit protiptiklad. Tieba 2 -3 < 6 plati, tedy 3R6, ale
2 -6 < 3 neplati, proto nemame 6 R3 a tudiz tato relace neni symetricka.

Pokud odpovéd neuhddneme intuici, pak byva dobry napad zkusit symetrii dokdzat a pokud se nékde zadrhneme,
vétsinou to naznadi, kde hledat protipfiklad. V tomto pripadé chceme z nerovnice 2a < b odvodit 2b < a. Zkusime
to:

20 <b — 4a <2b = 2b > 4a.

Predpoklad ndm dal 2b > 4a, ale my potiebujeme 2b < a. Tyto nerovnosti jdou opa¢nymi sméry, takze je vysoce
nepravdépodobné, ze by se povedl prechod 2b > 4a = 2b < a. To je silna indikace, Ze symetrie neplati.

Antisymetrie: Ptame se, zda pro vSechna a,b € A plati, ze kdyz aRb a bRa, pak a = b. Zase si doplnime z
definice, co ty relace znamenaji: Plati, Ze pro libovolna ¢isla a,b € A z predpokladt 2a < b a 2b < a jiZz odvodime,
ze a = b? Pokud obé nerovnosti plati, tak mizeme eliminovat jednu proménnou, tfeba dosadit b z prvni nerovnosti
do druhé, dostaneme 4a < a. To plati jen pro ¢isla a < 0, coz vzhledem k nasemu A znamenda a = 0. Symetricky
dostaneme i 4b < b, takze mame a =0 a b = 0, tedy opravdu a = b.

Shrnuto: Ukézali jsme algebraicky, ze pro libovolna a,b € A z nerovnosti 2a < b a 2b < a vyplyva a = b, ¢imz je
antisymetrie R dokazana.

Alternativni diikaz: VSechny prvky z A spliuji a < 2a. Podminka 2a < b tedy znamena i a < b, obdobné 2b < a
znamend b < a. Z obou podminek tedy mame a < b a b < a, proto a = b.

Tranzitivita: Ptame se, zda pro vsechny a,b,c € A plati, Ze jestlize aRb a bRc, pak také aRc. Opét prepiseme
podle definice R: Ptame se, zda pro a,b,c € A plati, Ze kdyz 2a < b a 2b < ¢, pak také 2a < c. Zvolime podobny
postup, zkusime algebraicky eliminovat z pfedpoklddanych nerovnic b tak, Ze jej z prvni dosadime do druhé.
Dostaneme 4a < c. Protoze ale pro prvky z A plati 2a < 4a, tak mame nerovnice 2a < 4a < ¢, tedy 2a < ¢, pfesné

jak jsme potfebovali. Tranzitivita dokazana.
A

S 3b.2 Jak zkoumat vlastnosti
Pfi vySetfovani konkrétnich relaci danych vzorcem (coz byl pfiklad pfedchozi i vétsina dalsich) doporucujeme
nasledovat postup predvedeny vyse: U kazdé vlastnosti si nejprve prepsat jeji obecnou definici do aktualniho
znéni, tedy misto obecnych vyrazi typu aRb psat konkrétni podminky z definice R. Kdyz se pak clovék na
takovy konkrétni prepis podiva, vétsinou je hned jasné, zda je schopen dokézat jeho pravdivost ¢i naopak ukazat
protiptikladem, ze nékdy selhava. U vlastnosti, které plati, je dobré na konci tvah zkontrolovat, ze opravdu vznikl
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spravny dukaz, obcas stoji za to jej znovu napsat nacisto a poradné. Spravny dikaz musi za¢inat specifikaci, Ze néco
dokazujeme pro libovolnou volbu prvki (jednoho pro reflexivitu, dvou pro (anti)symetrii a t¥i pro tranzitivitu),
¢imz vyhovime obecnému kvantifikdtoru. Argument samotny pak musi probihat ve spravném sméru, tedy zacit
predpokladem a skonéit zavérem. Zkuseny rela¢ni vysetfovac dokaze u snadnéjsich relaci dopredu odhadnout, jak
se dikaz bude vyvijet, a rovnou jej piSe ve finalnim tvaru.

Hned na zacatku je ale casto velice uzitecné udélat jesté néco jiného. Nez se ¢lovék pusti do vlastnosti, mél by si
udélat jasno v tom, jak relace vlastné funguje. Jinymi slovy, je tfeba se podivat, s jakymi objekty relace pracuje,
a pak si zkusit vymyslet nékolik dvojic téchto objektil, které v relaci jsou, a naopak nékolik dvojic, které v relaci
nejsou. Mozné to zni trividlné, ale zkusenost ukazuje, Ze se to vyplati, zejména u relaci, které pracuji s trochu
komplikovanéjsimi objekty. My si ted testovani relaci vyzkousime. Za¢neme relacemi snaz$imi (na ¢islech), ale az
¢tenaf zacne mit pocit, ze je mu to jasné, tak by se mél podivat i na relace zajimavéjsi, viz cvi¢eni 3b.7.

P¥iklad 3b.b: Vysetiime zakladni étyfi vlastnosti pro relaci R = {(a,b) € Z?; a < b}.

Jinymi slovy, zkoumame béZnou nerovnost pro celd ¢isla. Zkusime si zapis relace pomoci dvojic, at si jej protré-
nujeme.

Reflexivita: Vezméme libovolné a € Z. Plati (a,a) € R? Podle definice R to znamend a < a, coZ je splnéno.
Takze R je reflexivni. Do ,oficidlniho“ dikazu bychom samoziejmé ty tivahy nepsali, vypadal by tfeba takto:

Necht a € Z je libovolné. Pak a < a, proto (a,a) € R.

Symetrie: Necht a,b € Z jsou takové, ze (a,b) € R, plati pak (b,a) € R? Podle definice R tedy chceme, aby
z a < b vyplyvalo b < a, ale toto nevypadd nadéjné, mame podezieni, ze by to nemuselo platit. Zkusime tedy
dokézat, ze R neni symetrickd, pomoci protipfikladu. Uréité (13,23) € R, nebot 13 < 23, ale neplati 23 < 13 a
tudiz (23,13) ¢ R.

Antisymetrie: Necht a,b € Z spliuji (a,b) € R a (b,a) € R. Plati pak a = b7 Podle definice R predpoklad zna-
mend, ze a < b a b < a, z ¢ehoz uz hned plyne, Ze opravdu a = b. Antisymetrie dokazana.

Tranzitivita: Vezméme libovolné a, b, ¢ € Z. Chceme ukézat, ze jestlize (a,b) € R a (b,c) € R, pak (a,c) € R.
Necht tedy (a,b) € R a (b,c) € R. Podle definice R nas predpoklad znamend, ze a < b a b < ¢, z ¢ehoz hned
dostaneme a < c a tedy (a.c) € R. Tranzitivita dokazéana.

A

Do dikazi jsme v prikladé vkladali nase iivahy, aby ¢tenaf vidél, jak k problému piistupujeme. Do finalni verze
bychom je samoziejmé nepsali. Protoze i u dalsich relaci premyslime stejné€, budeme uz ditkazy psat strucnéji,
mimo jiné budeme upiednostiovat zapis aRb.

S 3b.3 Poznamka: Ctenaf si jisté vsiml, Ze jsme v ditkazech urcité ¢asti podtrhavali. Kdy#Z si vytahne napiiklad

z dikazu, Ze je R antisymetrickd, jen ty podtrzené ¢asti, dostane pfimo definici antisymetrie. Tak se u pfimého
dtikazu (ktery obvykle u vlastnosti pouzivame) pozné, ze je spravné strukturalné postaven, u ostatnich vlastnosti
to plati samozfejmé také. Ctendf si to miize hlidat i v nasledujicich difikazech.

Dodrzovani spravné struktury je velice uzite¢né v situaci, kdy se ¢tenadf snazi sam néjaky dikaz vlastnosti
napsat. Napiiklad kazdy (pfimy) dikaz tranzitivity by mél vypadat né&jak takto: Necht a, b, c € A jsou libovolné,
pfedpokladejme, ze aRb a aRc. Pak ... | a proto aRc. Pokud se dilkkaz tvari, ze pfimo tranzitivitu dokazuje, ale
tuto strukturu nemad, pak je nejspis chybné. Pokud ji mé, tak také jesté nemusi byt spravné, chyba miize byt
nékde v téch spojovacich textech (argumentech), ale alesponi méa Sanci. Je dobré si vidy pfed vymyslenim dikazu
rozmyslet, jakou by mél mit strukturu, protoze to ¢asto napovi, jak jej udélat. Rozhodné pak doporucujeme u jiz
hotového dukazu platnosti néjaké vlastnosti zkusit podtrhanim c¢asti ziskat jeji definici.

A

Ptiklad 3b.c: Vysetiime zdkladni ¢ty¥i vlastnosti pro relaci R = {(a,b) € Z?; a < b}.

Zkoumame tedy béznou ostrou nerovnost, tentokrate zvolime zapis aRb.

R: Necht a € Z. Pak neplati a < a, proto neplati aRa. Tedy R neni reflexivni.

Pro uplnost protiptiklad: neplati 3 < 3, proto neplati 3R3.

S: Necht a,b € Z spliuji aRb. Pak a < b, tedy neplati b < a a tedy neplati bRa. Proto R neni symetricka.

Pro uplnost protipfiklad: 1R3 nebot 1 < 3, ale neplati 3R1.

A: Necht a,b € Z spliuji aRb a bRa. Pak a < b a b < a, coZ ale nemuze nastat nikdy. Pfedpoklad zkoumané
implikace (aRb A bRa) = a = b tedy neni nikdy splnén, proto celd implikace vzdy automaticky plati. Tato
relace je antisymetricka.

T: Necht a,b,c € Z spliuji aRb a bRe. Pak a < b a b < ¢, proto a < ¢ a tedy aRc. Tato relace je tranzitivni.

A
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Priklad 3b.d: Vysetiime zakladni ¢tyfi vlastnosti pro relaci R = {(a,b) € R?; a = b}.

Takze zkoumame relaci rovnosti. Zde tyto znamé relace definujme formalné korektné, aby bylo lépe vidét mys-
lenky v dtkazech, ale bézné bychom prosté fekli ,uvazujme relaci = na R“.

R: Necht a € R. Pak plati a = a, proto aRa. Tedy R je reflexivni.

S: Necht a,b € R spliiuji aRb. Pak a = b, tedy také b = a neboli bRa. Proto je R symetricka.

A: Necht a,b € R spliiuji aRb a bRa. Pak a = b a b = a, prosté a = b. Tato relace je antisymetricka.

T: Necht a,b,c € R spliiuji aRRb a bRc. Pak a = b a b = ¢, proto a = ¢ a tedy aRc. Tato relace je tranzitivni.

A

Poznamka: V prikladé 3b.d jsme méli relaci rovnosti mezi celymi Cisly a ukézali jsme jeji vlastnosti. Neni tézké
si rozmyslet (je to vlastné stejné), ze relace rovnosti je vzdy reflexivni, symetrickd, antisymetricka a tranzitivni, at
uz porovnavameé jakékoliv objekty, tfeba rovnost mnozin, rovnost lidi, rovnost linearnich prostort, cokoliv chcete.
Je to v zasadé jediny typ relace, ktery je zarovenn symetricky i antisymetricky, viz cviceni 3b.11.

A

P¥iklad 3b.e: Vysetiime zakladni étyfi vlastnosti pro relaci R = {(a,b) € Z?; a + b < 13}.

R: Necht a € Z. Pak a + a < 13 nékdy plati, ale né¢kdy ne, napiiklad a = 7 je protiptiklad proti reflexitivé R.

S: Necht a,b € Z spliuji aRb. Pak a + b < 13, tedy také b+ a < 13 a proto bRa. Tato relace je symetricka.

A: Necht a,b € Z spliiuji aRb a bRa. Pak a +b < 13 a b+ a < 13, toho a = b nedostaneme. Napiiklad dvojice
a =3, b="7Tspliuje 3R7 a TR3, ale nespliuje 3 = 7, je proto protiprikladem proti antisymetrii R.

T: Necht a, b, c € Z spliiuji aRb a bRc. Pak a+b < 13 a b+ ¢ < 13. Potiebujeme ukazat, Ze a + ¢ < 13, abychom
tim dostali aRc. To ale neni nijak jasné, chybi ndm vhodné nastroje (radi bychom z onéch dvou pfedpokladi
vyloudili b, aby ztstal jen vztah s a,c, ale u nerovnic napiiklad nefunguje rozumné eliminace). Zkusime se proto
zamyslet. Potfebujme a + ¢ < 13, tedy c¢isla by neméla byt moc velka. Podminka a + b < 13 mlze znamenat,
7e jedno dislo je dost velké a druhé malé, nemame zde Zadnou kontrolu, takze zkusime vymyslet protipriklad:
11 + 2 <13, tedy 11R2, také 2 + 7 < 13, tedy 2R7, ale neplati 11 + 7 < 13, proto neplati 11R7. Takze z fetizku
11R2RT7 nelze udélat 11 R7 a relace proto neni tranzitivni.

Tady by byl mozna ¢itelnéjsi zapis ptes dvojice, mame (11,2) € R a (2,7) € R, ale neplati (11,7) € R.

JAN

Piiklad 3b.f: Uvazujme néjaky soubor mnozin M a na ném relaci byti podmnozinou. Podle Faktu 2a.1 (i) je
reflexivni, podle Faktu 2a.2 je tranzitivni. Fakt 2a.3 ukazuje antisymetrii. Zbyva vysSettit symetrii. Plati vzdy, ze
A C B implikuje B C A? Obecné ne, tieba {13} C {13,23}, ale neplati {13,23} C {13}, relace C tedy obecné
neni symetricka.

Mohla by byt symetricka pro néjaké specidlni M? K vytvoreni protiptikladu nam sta¢i mit dvé mnoziny tak,
aby A C B a zaroven A # B. Pokud soubor mnozin M takovéto mnoziny neobsahuje, pak by relace C byla
symetricka. Takovychto situaci existuje mnoho. Nejjednodussi je vzit jako M soubor jen s jednou mnozinou.
Napriklad M = {{13}} obsahuje jedinou mnoZinu, {13}. Relace C pak spliiuje vSechny ¢tyii vlastnosti.

Aby to nebyla takova nuda, i na souboru M = {{13}7 {23}} je inkluze symetrickou relaci, protoze v tomto
souboru nenajdeme dvé rizné mnoziny, pro které by byl splnén predpoklad A C B. Rozmyslete si, ze relace C je
symetricka i na nekoneéném souboru mnozin

M= {{n,n+1}; ne N} = {{1,2},{2,3},{3,4},... }.
Nejtypictéjsi pripad M ale je, kdyz mame néjaké neprazdné universum U a pracujeme se vSemi jeho podmnozi-

nami, tedy M = P(U). Pak relace C ur¢ité neni symetricka.
A

Piiklad 3b.g: Pripomenime porovnavani mnozin podle mohutnosti, budeme porovnavat mnoziny z néjakého
souboru M.

1) Relace |A| < |B| je podle Faktu 2c.2 (i) reflexivni, podle Faktu 2c.3 (i) také tranzitivni. Neni ale obecné
symetricka, napfiklad [{13}| < |{13,23}|, ale neplati |{13,23}| < |{13}|. Z toho je vidét, Ze zkoumana relace je
symetrickd pouze v ptipadé, ze vSechny mnoziny z M maji stejnou mohutnost. V typickém piipadé M = P(U)
tedy symetrii nemame.

Neni obecné ani antisymetricka, nebot [{13,23}| < [{13,14}| a |{13,14}| < |{13,23}|, ale neplati {13,14} =
{13,23}. Ted vidime, Ze aby byla zkoumana relace antisymetrickd, musela by M mit pro kazdou mohutnost jen
jednu mnozinu. To neplati v tradiénim p¥ipadé M = P(U), proto zde tato relace neni antisymetricka.

Pro dostateéné bohaty soubor mnozin, napiiklad M = P(U), tedy tato relace neni ani symetricka, ani antisy-
metricka.
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2) Relace |A| = |B| je podle Faktu 2c.2 (i) reflexivni, podle 2c.2 (iii) symetrickd a podle Faktu 2c.3 (iii) také
tranzitivni. Neni ale obecné antisymetricka, napiiklad mame [{13,23}| = [{13,14}| a [{13,14}| = [{13,23}|, ale
neplati {13,14} = {13,23}. Zkuste si zase udélat rozbor, pro jaké soubory mnozin M bychom zde antisymetrii
dostali.

Mimochodem, pred chvili jsme fikali, Ze rovnost objekti je vzdy symetricka i antisymetricka. Tento priklad tomu
neprotifeci, protoze zde neporovnavame pfimo objekty, ale né&jaké jejich vlastnosti (mohutnost). Jde tedy o néco
jiného.

A

Priklad 3b.h: Nechf A je mnozina vSech lidi. Definujeme relaci aRb jestlize a a b maji stejného otce ¢i stejnou
matku.

Protoze kazdy ma stejného otce ¢i matku sam se sebou, je tato relace reflexivni. Evidentné je také symetricka,
protoze ve vyroku ,a a b maji stejnou matku/otce” je role a a b symetricka. Ani ndhodou nebude antisymetricka:
Jestlize maji a a b stejnou matku/otce a také b a a maji stejnou matku/otce, pak rozhodné nemusi jit o stejnou
osobu, tedy neplati a = b.

Tranzitivita: Necht aRb a bRe. Pak maji a a b stejného rodice a také b a ¢ maji stejného rodice. Znamena to, ze
pak i a a ¢ sdileji rodice? Neznamena. Predstavme si nasledujici situaci. Pani M; mé s panem O; dité a. Poté si
pan O; udéla dité b s pani My a stava se tak spojovacim miistkem, diky kterému aRb (maji shodného otce O1).
Pani Ms uz méa z predchoziho manzelstvi s panem O, dité ¢, takze maji b a ¢ spole¢nou matku Ms a tudiz bRc.
Jenze a a ¢ nemaji ani spole¢nou matku, ani spoleéného otce a tudiz neplati a Rc, tato relace tedy neni tranzitivni.

Poznamka: I zde lze vlastnosti ovlivnit tim, ze ménime mnozinu, na které tu relaci délame. Pokud si napriklad
vezmeme mnozinu lidi, kde jsou vsichni jedinacci, tak se nase relace nahle stane antisymetrickou. Mozna zajimaveéjsi
je, ze pokud v nasi mnoziné A mé kazdy otce/matku ve stdlém svazku bez ,bokovek®.

A

V prikladech jsme se setkali s tim, Ze mnozina, na které relaci mame, muze ovlivnit vlastnosti. S tim souvisi pojem
restrikce, kdy méme relaci na mnoziné A, ale aplikujeme ji na néjakou podmnozinu B. Pak méme nasledujici.

Fakt 3b.4.
Necht R je relace na mnoziné A, necht S je restrikce R na néjakou B C A. Jestlize ma R nékterou z vyse
definovanych ¢tyt vlastnosti, tak ji ma S také.

Dukaz (rutinni): Predpoklddejme, Ze R je tranzitivni. Necht a,b,c € B jsou takové, ze (a,b) € S a (b,c) € S.
Protoze S C R, pak (a,b) € R a (b,c) € R a z tranzitivity R plyne (a,c) € R. Ale také (a,c) € B x B, proto
(a,c) € S. Tedy i S je tranzitivni.

Ostatni vlastnosti viz cvic¢eni 3b.13.

U

Zjednodusené feceno, prechodem k podmnoziné se vlastnosti nepokazi, ale mohou zlepsit. Kdyz jsme tedy do-
kazali, ze rovnost = je reflexivni, symetrickd a tranzitivni jako relace na R, pak ma tyto vlastnosti i tehdy, kdyz
ji uvazujeme na N nebo tfeba na mnoziné vSech prvocisel.

Zde je tfeba jisté opatrnosti, mluvime o podmnoziné zakladni mnoziny A, na které relace R ,zije“. Ona je
totiz i samotna relace R mnozinou (dvojic), tudiz mizeme uvazovat jeji podmnoziny. KdyZ pfejdeme k restrikei,
dostavame skuteéné podmnozinu relace R, jmenovité mnozinu téch dvojic z R, které nepouzivaji prvky mimo
B. Restrikce tedy vytvari podmnoziny relace, ale ne podmnoziny ledajaké, jsou vybirané specidlnim zptsobem.
Proto se zachovavaji vlastnosti relace. Jakmile za¢neme vytvaret podmnoziny R jinak, tak uz zachovani vlastnosti
garantovat nelze.

Priklad: A = {1,2, 3}, uvazujme relaci R = {(1,2),(2,1),(1,3),(3,1)}, kterd je symetrickd. Kdyz se omezime na
mnozinu B = {1, 2}, tak z relace zbyde jeji restrikce S = {(1,2),(2,1)}. I ta je symetrickd, to souhlasi.

Pokud ale zacneme mluvit o podmnozinach relace obecné, pak si z relace R miizeme vybrat tfeba podmnozinu
T=1{(1,2),(2,1),(1,3)} a mame relaci, ktera uz neni symetricka.

Podobny priklad jsme jiz vidéli, relace “byt pfibuzny” je symetricka, ta ma jako podmnozinu relaci “byt rodi¢em”
a ta uz symetrickd neni.

Posledni poznamka: Reflexivita, symetrie i tranzitivita vyzaduji pfitomnost urcitych Sipek, to se snadno pokazi
odebranim nevhodné vybranych dvojic z relace. Naopak antisymetrie chce, aby urcité sipky nebyly, coz je poza-
davek v opac¢ném sméru. Nepiekvapi proto, ze kdyz mame antisymetrickou relaci a pfejdeme k jeji podmnozinég,
tak zase dostaneme antisymetrickou relaci (viz dikaz (iii) Faktu 3c.2).
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Zkouméni, jak si vlastnosti poradi s operacemi, nechdme na dal$i kapitolu, ted se podivame, jak poznat platnost

¢i neplatnost vlastnosti nepfimo, pomoci jinych pojmut. U nékterych vlastnosti se naAm bude hodit jedna specidlni
relace.

Definice.
Necht A je mnozina. Definujeme jeji diagonalni relaci (diagonal relation) jako relaci

A(A) ={(a,a) € Ax A; a € A}

Je to tedy relace ze vSech ,,smycek® a odpovida relaci rovnosti na mnoziné A, je totiz dana pro prvky xz,y € A
predpisem (z,y) € A(A) <= x = y. Jeji reprezentace matici je jednotkovd matice E,,.

Véta 3b.5.

Necht R je relace na néjaké mnoziné A.

(i) R je reflexivni pravé tehdy, kdyz A(A) C R.

(ii) R je symetrickd pravé tehdy, kdyz R = R™1.

(iii) R je antisymetrickd pravé tehdy, kdyz RN R~ C A(A)
(iv) R je tranzitivni pravé tehdy, kdyz R? C R.

Tato véta by se v typickém matematickém textu dokézala vétou ,,Dukaz je zfejmy“. A taky je, proto jsme jej
nechali jako cviceni 3b.15.

Spojenim (iv) a Faktu 3a.6 dostaneme, Ze pro tranzitivni relace plati R™ C R. To se d4 zajimavé vylepsit, protoze
reflexivita zase dava inkluzi opac¢nou (viz cviceni 3b.16). Dostavame tak nasledujici tvrzeni.

Véta 3b.6.
Necht R je relace na mnoziné A. Jestlize je R reflexivni a tranzitivni, tak R™ = R pro vSechna n € N.

Véta 3b.5 spojuje vlastnosti relaci s mnozinovymi operacemi. Ty jsou zase diky Faktim 3a.8 a 3a.9 a Di-

sledku 3a.11 svazany s operacemi. Zaveér se nabizi, jen jesté potfebujeme zjistit, jak se pomoci matic pozna inkluze
relaci.

Definice.
Necht M, N jsou dvé matice m x n. Piseme M < N, jestlize m;; < n;; pro véechnai=1,... , maj=1,... ,n.

Zde je tfeba upozornit, ze nejde o standardni nerovnost mezi maticemi, takova neexistuje. Piesnéji, neexistuje
pojem nerovnosti mezi maticemi, ktery by byl univerzalné uzitecny a tudiz univerzalné prijimany. Nékteré obory
matice nerovnosti neporovnavaji viibec, né€které pak maji svou vlastni definici, kterad jim vyhovuje. Nam vyhovuje
ta, kterou jsme zavedli.

Fakt 3b.7.
Necht jsou R; a Ry relace na stejné mnoziné A s maticemi My a Ms. Pak Ry C Ry pravé tehdy, kdyz My < Ms.

Dtikaz nechavame jako cviceni 3b.17. Je zaloZen na tom, ze kazdy prvek a néjaké 0l-matice mé povoleny pouze
hodnoty 0 a 1, takze nerovnost 1 < a jiz nutné znaci a = 1, naopak a < 0 znaci a = 0.

Kombinaci vyse citovanych vét okamzité dostavame nasledujici:

Véta 3b.8.

Necht je R relace na néjaké n-prvkové mnoziné A a necht je M jeji reprezentujici matice.
(i) R je reflexivni pravé tehdy, kdyz E,, < M.

(ii) R je symetrickd pravé tehdy, je-li M symetricka.

(iii) R je antisymetrickd pravé tehdy, kdyz M A MT < E.

(

iv) R je tranzitivni pravé tehdy, kdyz M < M.

Diikaz je opét snadny a nechame jej z vétsi ¢asti jako cviceni 3b.18, jen podotknéme jako napovédu, ze v casti
(i) ta nerovnost nuti M mit na diagonale jednicky.
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3b.9 Kartézsky soucin.

Pred chvili jsme se naudili ,,porovnavat® matice podle toho, co délaji jejich prvky. Obecné jsme nékdy v situaci,
kdy pracujeme s komplikovanymi objekty, které jsou posklddany ze slozek. My uz néjaké relace mezi slozkami
mame a radi bychom z toho odvodili relaci o celych objektech.

Takto obecné odpovéd existuje, protoze ony slozky se mohou na chovani celého objektu podilet mnoha rtiznymi
zpusoby, coz prirozené ovlivni, jakym zptisobem se vlastnosti slozek prenési na celek. Udélame tedy obvyklou véc,
zaméfime se jen na urcity typ struktury. Velice oblibeny objekt se slozkami je vektor. Polozime si tedy otazku, zda
bychom umeéli vytvorit relaci mezi vektory (tedy prvky kartézského soucinu) za predpokladu, ze uz méme relace
pracujici s jejich slozkami. Kupodivu ani s vektory to neni tak jednoduché. Pfedstavime si zde jednu popularni
a jednoduchou myslenku, kterd se v zasadé nabizi sama. Vzapéti ukazeme, Ze tento prirozeny nidpad ma jisté
nedostatky, které mohou (a nemusi) mrzet.

Definice.

Necht n € N, pro i € {1,2... ,n} necht R; je relace z néjaké mnoziny A; do mnoziny B;. Ozna¢me

A=A xAsx---x A, aB =By xBsX---xB,. Definujeme relaci R z A do B zvanou sou¢inové usporadani
(product order) nasledovné: Pro (ai,...,a,) € A, (b1,...,b,) € B plati (a1,...,a,)R(b1,...,b,) pravé
tehdy, kdyz a;R;b; pro vSechna i =1,... ,n.

TakzZe chceme-li védét, zda jsou dva vektory v relaci, tak se podivame, zda to plati pro vSechny slozky. Nejcastéji
se pracuje se situaci, kdy A; = B;, jinymi slovy, méame relace R; na mnozindch A; a chceme porovnavat vektory
z A X - X A,,.

Piiklad 3b.i: UvaZujme jako R; relaci < na A; = R a jako R, relaci délitelnosti na A = N, aRyb v piipadé, Ze
a déli b neboli b je ndsobek a (viz kapitola 6). Pracujeme pak na mnoziné A = R x N, kde vznikd soucinova relace
R. Méame naptiklad (—1,4)R(w, 12) nebo (2,13)R(e,26), ale uz neplati (1,6)R(2,8), protoze 6 nedéli 8. Neplati
také (1,9)R(0, 18), kde selhdva relace < u prvni slozky, a uz vubec ne (13,13)R(11,23).

N¢gjaké zavéry z téhle relace délat nebudeme, byl to jen takovy priklad, af se ujistime, Ze tomu opravdu dobie
rozumime.

JAN

Asi nejCastéji jsou vSechny mnoziny A;, B; stejné.

Priklad 3b.j: UvaZujme relaci = na R. Pokud zvolime A; = Ay = --- = A, = By = --- = B, = R, pak
A=A x Ay x --- x A, = R"™ = B, vznikne tedy relace na klasickém prostoru realnych vektorti. Podle definice
jsou dva vektory (z1,...,2y), (Y1,.-. ,Yn) spolu v souéinové relaci R pravé tehdy, pokud pro vSechna i méme
Ti = Yi-

Jinymi slovy, v tomto piikladé ndm vznika bézna rovnost vektort.

A

Soucinovou relaci nejéastéji pouzivame praveé takto, kdyz jsou vSechny relace R; vlastné stejné. Pro vyslednou
relaci R se pak dokonce ¢asto pouziva stejnéd znacka jako pro ptivodni R;, coz je zrovna pripad rovnosti vektord.

Je snadné ukazat, ze pokud maji vSechny relace R; néjakou z vysSetfovanych vlastnosti, tak ji mé pfislusna
soucinova relace také.

Fakt 3b.10.
Necht n € N, pro i € {1,2... ,n} necht R; je relace na néjaké mnoziné A;. Uvazujme odpovidajici souc¢inovou
relaci R na A = Ay X Ay x --- A,. Pak plati:
(i) Jestlize jsou pro vSechna i € {1,2,... ,n} relace R; reflexivni, pak je i relace R reflexivni.
(ii) Jestlize jsou pro vSechna i € {1,2,... ,n} relace R; symetricka, pak je i relace R symetricka.
(iii) JestliZe jsou pro vSechna i € {1,2,... ,n} relace R; antisymetricka, pak je i relace R antisymetrick4.
(iv) Jestlize jsou pro vSechna i € {1,2,... ,n} relace R; tranzitivni, pak je i relace R tranzitivni.
Dukaz (rutinni): R: Nechf (a;) = (a1,... ,a,) € A. Protoze jsou vSechna R; reflexivni, tak a;R;a; pro vSechna

i, tedy dle definice sou¢inové relace i (a;)R(a;).
Ostatni t¥i vlastnosti s duvérou prenechame ¢tenari, viz cviceni 3b.19

U
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Priklad 3b.k: Uvazujme relaci < na R. Soucinové relace s volbou A1 = As = --- = A, = R nam d4 jakési
porovnavani vektoru z R", které zase mizeme znacit <.

Napfiiklad pii volbé n = 2 muzeme psat (—1,4) < (0, 13), protoze plati —1 < 0 a také 4 < 13.

A

Zatimco priklad s rovnosti ukéazal, ze pojem soucinové relace ma své vyuziti, tento priklad naopak ukazuje, ze v
nékterych pripadech soucinova relace rozhodné neni to pravé. Kde je problém?

Pokud vektory pouzivame v geometrii, tak to dava Spatné vysledky. Napiiklad v soudinové nerovnosti plati
(—4,-3) < (1,0), jenze to je zcela proti intuici. U vektort je totiz dilezitd hlavné magnituda a zde mame
|(—4,-3)|| =5 a ||(1,0)|| = 1, takZe ten prvni vektor citime jako vétsi. Proto se v analyze vektory podle slozek
zésadné neporovnavaji, podobny problém je s porovnavanim matic podle ,velikosti“.

Zde ovSem nejsme v analyze ale v diskrétni matematice, méme i my se soucinovou nerovnosti problém? Ano, a
rovnéz podstatny. Sou¢inovym usporadanim totiz vznika jen velice mélo srovnani, protoze aby se shodly vSechny
slozky, musime mit velké stésti. Tteba vektory (1,2) a (2,1) touto relaci nedokédzeme porovnat. To muze byt
smrtici. Typickym prikladem je fazeni lidi podle abecedy. Budeme-li slova povazovat za vektory pismen, pfi¢emz
pro jednotlivad pismena méme srovnani dle abecedy, pak soucinova relace neni schopna porovnat naptiklad jména
uk a Gek. V prvni slozce ptijde nejdiiv to druhé slovo (<G), ve druhé slozce je to naopak (u>e) a tento rozpor
soucinova relace nerozchodi.

Jenze my potifebujeme umeét radit slova néjak za sebe, bude tedy tfeba vymyslet jiny zptisob, jak z informace o
slozkach vyrabét relaci na celjch vektorech. Na to si ale pockame do kapitoly o ¢astecném uspotradani, viz 4b.17.

Cviceni

Cviceni 3b.1 (rutinni): Uvazujte relace dané nasledujicimi diagramy.

. 4 3
(i) ToE&——° @n4 3
oQ—>O0
@ 2 1° %9

Vysetrete pro né ¢tyii zakladni vlastnosti.
Poznamka: Vysetfit znamend zjistit, zda urcitd vlastnost plati, a tuto odpovéd dokazat.

Cvic€eni 3b.2 (rutinni): Uvazujme nésledujici relace na mnoziné A = {1,2,3,4}:

(1) R={(1,1),(1,4),(2,1),(3,4) } (i) = {(1,4),(1,3),(4,3),(2,2)}.
a) VySetfete pro né ¢tyfi zékladni vlastnosti.

b) Nakreslete jejich grafy, ovéfte si na nich vysledky z a).

ve

etfete Ctyri zakladni vlastnosti.

224

Cviceni 3b.3 (rutinni): Pro relace zadané nasledujicimi maticemi vy

11 10 1 0 1 0 11 0 1
. 0 1 1 0 . 01 10 0 1 0 1
OM=1o 11 off WM=|y 1 o of M=1g7 7
0 0 1 1 0 0 01 0 0 01

Cviceni 3b.4 (rutinni): Uvazujte relaci R na mnoziné lidi A danou aRb jestlize a a b sdili kfestni jméno.

Vysetrete, kterou ze zakladnich ¢tyt vlastnosti ma.

Cviceni 3b.5 (rutinni, zkouskové, * dobré): Pro nasledujici relace na Z vysetfete ¢tyti zakladni vlastnosti.

(i) aRD jestlize |a| = |b]; (v) aRb jestlize a = b+ 1;
(ii) aRD jestlize a > b; (vi)* aRb jestlize a > b? (viz nasledujici cviceni);
(iii) aRb jestlize a # b; (vii) aRb jestlize a a b maji néjakého spolecného délitele rizného od 1.

(iv) aRD jestlize a — b = 2k pro néjaké k € 7Z;

Cviceni 3b.6 (rutinni, zkouskové, * dobré): Pro nasledujici relace na R vysetfete ¢tyfi zakladni vlastnosti.

(i) xRy jestlize y — x € Z; (v) xRy jestlize z = y?;
(ii) zRy jestlize x — y € Q; (vi)* xRy jestlize x > y? (viz predchozi cviceni);
(iii) xRy jestlize zy > 0; (vii) zRy jestlize |z| < |y|.

(iv) xRy jestlize xy > 1;

Cviceni 3b.7 (rutinni, zkouskové, dobré): Vysetiete ¢tyfi zakladni vlastnosti pro nasledujici relace:
(i) Relace R na mnoziné R? definovand takto: (u,v)R(z,y) jestlize u? —y = 2% — v,

tedy formalné R = {((u,v), (z,y)) € R? x R?; u? —y = 2% — v}.
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(ii) Relace R na mnoziné R? definovana takto: (u,v)R(z,y) jestlize u? —y = v? — x,
tedy formalné R = {((u,v), (z,y)) € R? x R?; u? —y = 2% — v}.
(iii) Relace R na mnoziné R? definovana takto: Uvazujme mnozinu N = {(z,y) € R?; 22+y? = 13} (mimochodem,
kruznice okolo pocatku s polomérem +/13). Definujme R = {((u,v), (x,y)) € R? x R?; (u,v) — (z,y) € N}.
(iv) Relace R na mnoziné R? definovand takto: Uvazujme mnozinu N = {(x,y) € R?; x +y = 0} (mimochodem,
vedlej$i diagonala). Definujme R = {((u,v), (z,y)) € R? x R?; (u,v) — (z,y) € N}.
(v) Relace R na mnoziné F' vSech zobrazeni Z — Z definovand jako T'RS jestlize T(0)S(0) = 2.
(vi) Relace R na mnoziné F' vSech zobrazeni Z +— Z definovana jako TRS jestlize T'(1) = S(2).
(vii) Relace R na mnoziné F' vSech funkci R — R definovana jako fRg jestlize f(z) > g(y) pro vSechna z € R.
(viii) Relace R na mnoziné Msxo vSech 2 x 2 redlnych matic definovana jako ARB jestlize |A| = |B| (stejny
determinant).
air 12 )R( bir b1z

jestlize
az1 Q92 ba1 522>‘]

(ix) Relace R na mnoziné Mayo vSech 2 x 2 redlnych matic definovana jako (
aip = baa.

(x) Relace R na mnoziné P vSech redlnych polynomu definované jako p(z)Rq(x) jestlize maji p a ¢ stejny stuperi.
(xi) Relace R na mnoziné P vSech redlnych polynomu definovand jako p(z)Rgq(z) jestlize maji p a ¢ stejné redlné
koteny vcetné nasobnosti.

(xii) Relace R na mnoziné P vSech realnych polynomi definovanéd jako p(xz)Rq(x) jestlize maji p a ¢ stejné
komplexni kofeny véetné nasobnosti.

Viz téz cvicCeni 4a.5 a 4a.6.

Cviceni 3b.8 (rutinni): Necht A je mnozina Fetézci z 26 malych anglickych pismen. Urcete vlastnosti relaci
danych na A nasledujicimi podminkami:

(i) aRp jestlize fetézce o a § nemaji zadné spolecnd pismena;

(ii) aRp jestlize Fetézce o a (3 sdileji néjaka pismena;

(iii) aRp jestlize fetézce o a [ nemaji stejnou délku;

(iv) aRp jestlize je fetézec a delsi nez 5.

Cviceni 3b.9 (pou¢né, dobré): Uvazujme mnozinu A = {a,b,c}. Mame ¢tyfi vlastnosti (reflexivita, symetrie,
antisymetrie, tranzitivita), kazd4d mize a nemusi byt splnéna, coz dava celkem 2* = 16 moznosti. Pro kazdou
moznost vytvorte néjaky priklad relace na A.

Cviceni 3b.10 (poucné): Dokazte, ze pro libovolnou mnozinu A je A(A) reflexivni, symetrickd, antisymetricka
a tranzitivni.

Cviceni 3b.11 (poucné): Dokazte, Ze pro libovolnou mnozinu A a relaci R plati, Ze jestlize je R symetrickd i
antisymetricka, pak R C A(A).

Cvigeni 3b.12 (poucné, zkouskové): (i) Dokazte, Ze pro kazdou relaci R na libovolné mnoziné A jsou R~'o R a
R o R~ symetrické relace.

(i) Jestlize pro kazdé a € A existuje néjaké b € A takové, ze (a,b) € R, pak jsou R~' o Ri Ro R™! reflexivni
relace.

Cviceni 3b.13 (rutinni): Necht R je relace na mnoziné A, necht S je restrikce R na néjakou B C A. Dokazte
nésledujici (viz Fakt 3b.4):

(i) Jestlize R je reflexivni, pak S je reflexivni.

(ii) Jestlize R je symetricka, pak S je symetricka.

(iii) Jestlize R je antisymetrickd, pak S je antisymetricka.

Cviceni 3b.14 (dobré, zkouskové): Necht R je relace na mnoziné A, ktera je reflexivni a tranzitivni. Definujme
relaci S na A piedpisem aSb pravé tehdy, jestlize aRb a bRa (rozmyslete si, Ze S = RN R™1).

Dokazte, ze pak relace S je reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Poznamka: Timto zpiisobem lze z relace < vytvorit relaci = na ¢islech.

Cvi€eni 3b.15 (rutinni, zkouskové): Necht R je relace na néjaké mnoziné A. Dokazte nésledujici (viz Véta 3b.5):
(i) R je reflexivni pravé tehdy, kdyz A(A) C R.

(ii) R je symetricka pravé tehdy, kdyz R = R™1.

(iii) R je antisymetrickd pravé tehdy, kdyz RN R~ C A(A)

(iv) R je tranzitivni pravé tehdy, kdyz R? C R.

Cviceni 3b.16 (rutinni, pou¢né, zkouskové): Dokazte nésledujici tvrzeni pro relaci R na mnoziné A. Jestlize je
R reflexivni, pak R C R™ pro vSechna n € N.
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Cvi€eni 3b.17 (rutinni, pouéné, zkouskové): Necht jsou R; a Rs relace na stejné mnoziné A s maticemi M; a
Ms. Dokazte, ze Ry C Ry pravé tehdy, kdyz M; < M, (viz Fakt 3b.7).

Cviceni 3b.18 (rutinni, poucné, zkouskové): Necht je R relace na néjaké n-prvkové mnoziné A a necht je M jeji
reprezentujici matice. Dokazte nésledujici (viz Véta 3b.8):

(i) R je reflexivni pravé tehdy, kdyz E,, < M.

(ii) R je symetrickd pravé tehdy, je-li M symetricka.

(iii) R je tranzitivni pravé tehdy, kdyz M2 < M.

Cviceni 3b.19 (rutinni): Necht pro i = 1,... ,n je R; relace na mnoziné A;. Necht R je odpovidajici soucinova
relace na A = A; x --- x A,,. Dokazte nasledujici:

(ii) Jestlize jsou vSechny R; symetrické, pak je i R symetricka.

(ii) Jestlize jsou vSechny R; antisymetrické, pak je i R antisymetricka.

(iii) Jestlize jsou vSechny R; tranzitivni, pak je i R tranzitivni.

Viz Fakt 3b.10

Cviceni 3b.20 (poucné, dobré): Najdéte chybu v nasledujicim ,dikazu“, zZe jestlize je néjaka relace R na A
symetricka a tranzitivni, pak uz musi byt i reflexivni:

Necht a € A. Vezméme b € A takové, aby aRb. Podle symetrie pak bRa, mame fetézec aRbRa, tedy podle
tranzitivity aRa.

Reseni:

3b.1: (i): R: ne, chybi smycka t¥eba u 2; S: ne, protoze tfeba 1R2, ale neplati 2R1; A: ano, jediny pfipad s aRb
a bRa je a = b =1, coz je v pofadku (alternativa: pro a # b nikdy nevedou Sipky obéma sméry); T: ne, je 1R3 a
3R4, ale neni 1RA4.

(ii): R: ne, chybi smycka t¥eba u 1; S: ano, pro kazdou Sipku je i zpét; A: ne, jsou dvojité Sipky mezi dvéma rizymi
prvky; T: ne, je 1R4 a 4R1, ale neni 1R1.

3b.2: a) (i): R: ne, chybi tfeba (2,2); S: ne, protoze tieba (1,4) € R, ale (4,1) ¢ R; A: ano, jediny pfipad s
(a,b) € Ra (b,a) € R jea=0b=1, coz je v poradku; T: ne, (2,1) € Ra (1,4) € R, ale (2,4) ¢ R.

a) (ii): R: ne, chybi tfeba (1,1); S: ne, protoZe tieba (1,4) € R, ale (4,1) ¢ R; A: ano, jediny pfipad s (a,b) € R
a (bya) € Rjea=>b=2, coz je v poradku; T: ano, jediny navazujici pfipad je (1,4) € R a (4,3) € R, opravdu
(1,3) € R.

3b.3: Testy: Reflexivita znamenad, ze matice musi mit 1 vSude na diagonale. Symetrie: matice musi byt symetricka.
Antisymetrie: porovnavame dvojice ¢isel symetrické podle diagonaly, nesmi byt obé zaroven 1. Tranzitivita: Jedna
moznost je pouzit Booleanovsky soucin. Druhd moznost je vypsat si z matice vSechny nediagonéalni jednicky jako
dvojice v relaci a zkoumat tranzitivitu na nich.

(i): R, neplati T proto«e 4R3 a 3R2; (ii): S; (iii): R,A,T.

3b.4: R,S,T.

3b.5: (i): R: Pro kazdé a € Z plati |a| = |a|, proto aRa. Reflexivni.

S: Libovolné a, b € Z spliujici aRb, to dava |a| = |b|, proto |b| = |a| a tedy bRa. Symetricka.

A: Libovolné a, b € Z splijici aRb a bRa, to dava |a| = |b| a |b| = |al, z toho asi a = b nedostaneme. Protiptiklad:
| — 13| = |13], proto 13R(—13) a (—13)R13, ale neplati —13 = 13, tedy R neni antisymetricka.

T: Libovolné a, b, c € Z spliujici aRb a bRc, to dava |a| = |b| a |b| = |c|, z toho hned mame |a| = |¢| a tedy aRc.
R je tranzitivni.

(ii): R: ano, pro a € A je a > a, tedy aRa; S: ne, 2R1 nebot 2 > 1, ale neplati 1 > 2 tedy neplati 1R2;

A: ano, aRbAbDRa — a>bAb>a — a=>b; T: ano, aRbAbRc — a>bAb>¢c — a>c¢ = aRec.
(iii): R: ne, tfeba neplati 1 # 1 proto neplati 1R1; S: ano, aRb — a #b — b# a — bRa;

A: ne, tfeba 1R2 A 2R1, ale neplati 1 = 2; T: ne, tfeba 1R2 a 2R1, ale neplati 1R1.

(iv): R: ano, a —a =2-0 = aRa pro kazdé a; S: ano, aRb — a—b=2k = b—a=2(—k) = bRq;

A: ne, tfeba 1R3 a 3R1, presto neplati 1 = 3;

T: ano, aROANbDRc — a—b=2kNb—c=2] = a—c=2(k+1) = aRec.

(v): R: ne, neplati 13 = 13 + 1 a proto neplati 13R13; S: ne, 2R1 ale neplati 1R2;

A:ano, aRbAbDRa = a=b+1ANb=a+1 = b=b+2 = 0= 2 spor, pfedpoklad nikdy nenastane, proto
implikace vzdy plati; T: ne, tfeba 3R2 a 2R1, ale neplati 3R1.

(vi): Neni R viz @ = 2; neni S viz 4R2; A: aRb A bRa — a > b> Ab > a®. Pokud a = 0, tak to dava
0>b> = b=0=a. Pokud a # 0, pak |a| > 1, také a > b*> > 0 a proto a > 1, podobné& b > 1. Pocitdme:
a>bAb>a? = a>b?>a* = a>a* = 1>a3 spolusa>1todavia=1.Pakl1 >0 >1 = b=1
a zase a = b. Relace je antisymetricka.
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T: Pro b € Z plati b*> > b (viz A), proto aRbAbRc = a >V’ Ab>c? = a>b>c* = a>c? = aRc.
Je tranzitivni.

(vii): R: M4 kazdé a € Z néjakého spolecného délitele samo se sebou jiného nez 17 Skoro ano, neplati to pro a = 1.
Takze R neni reflexivni.

S: Necht a,b € Z spliuji aRb. Pak existuje ¢ > 1, které déli a i b, to pak délii b a a, tedy bRa. R je symetricka.
A: aRb A bRa dava spolecného délitele, neni Sance vynutit @ = b. Protipfiklad: 2R4 a 4R2 (spoleény délitel 2),
proto neni antisymetricka.

T: a,b maji spolecného délitele > 1, b, ¢ maji spolecného délitele > 1, z toho nic spolecného pro a,c neplyne.
Protiptiklad: 2R6 a 6 R3, ale neplati 2R3. Neni tranzitivni.

3b.6: (i): R,S,T, viz piiklad 4a.e;

(ii)) Ranox —2x=0€Q,Sanoy—2€Q = z—y=—(y—2)€Q, Tanoy—z€QA(z—y)€eQ

= (z—2x)= (y—a:)—i—(z—y) € Q; neni A viz 1R2 a 2R1;

(iii): R ano xz = 22 > 0, S ano 2y > 0 = yx > 0; neni A viz 1R2 a 2R1; neni T viz (—1)R0 a 0R1;

(iv): Neni R viz x =0, Sano zy > 1 = yx > 1; neni A viz 2R1 a 1R2; neni T viz lR4 a 4R1;

(v): Neni R viz = 2; neni S viz 4R2; Aano:):—y ANy=1a% = z,y>0Az =2 /\y—y =
r=y=1Vax=y=0;neni T viz 16 R4 a 4R2;

vi): Neni R viz x = 2; neni S viz 4R2; neni A viz z = 0.1, y = 0.2 nebot 0.1 > (0.2)% a 0.2 > (0.1)? ale neplati
0.1 = 2; neni T viz (0.5)R(0.7) nebot 0.5 > (0.7)2 = 0.49, (0.7) R(0.8) nebot 0.7 > 0.64, ale neni 0.5 > 0.64 (tohle
asi bylo drobet zakefné).

(vii): R ano |z| < |z|, T ano |z| < |y| A |y| < |z| = |z| < |2|; neni S viz 1R2, neni A viz 1R(—1) a (—1)R2.
3b.7: (i): Rrano v? —v =u? —v = (u,v)R(u,v); S: (u,v)R(z,y) = v? —y=22—v
= 22 —v=u?-y = (z,y)R(u,v) ano; A: ne viz t¥eba (1,4)R(2,1) a (2,1)R(1,4);

T: ano; (s,t)R(u,v) & (u,v)R(x,y) = s?—v=u?—tAu?—y = 2% —vsedist s>—v+u?—y =v?>—t+1’>—v =
s?—y=a"—t = (s,t)R(z,y).

(ii): R: ne viz tfeba (2,3), neplati 22 — 3 = 32 — 2; S: ne viz tfeba (2,1)R(1,4) ale neplati ( ,A)R(2, 1); A: ne viz
tieba (1,0)R(0,1) a (0,1)R(1,0); T: ne viz tfeba (1,4)R( 1) a (2,1)R(1,4) ale neplati (1,4)R(1,4
(iii): prepis: (u,v)R(z,y) <= (u—z)? + (v —y)?> =13; R: ne (u —u)? + (v —v)? =0 # 13;

S:ano (u,v)R(z,y) = (u—2)?+(w—-9)?2 =13 = (z—u)?+ (y—v)? =13 = (x,y)R(u,v); A: ne tieba

(4,3)R(1,1) a (1,1)R(4, 3); T: ne tfeba (4,3)R(1,1) a (1,1)R(4,3) ale neplati (4,3)R(4, 3).

(iv): pfepis: (u,v)R(z,y) <= (u—z)+ (v—y)=0; R: ano (v —u) + (v —v) = 0;

S: ano (u,v)R(z,y) = (w—2)+(wv—-—y)=0 = (r—u)+(y—v) =0 = (z,y)R(u,v); A: ne t¥eba

(1,3)R(2,2) a (2,2)R(1,3); T: ano (s,t)R(u,v) A (u,v)R(z,y) = (s—u)+({t—v)=0A(u—2z)+(v—y)=0
seCist rovnice: (s —z)+ (t—y) =0 = (s, t)R(x, Y).

(v): R: ne, to by muselo kazdé zobrazeni spliiovat T'(0)7'(0) = 2, ale napfiklad zobrazeni T'(n) = n + 1 mé
T(O)T(0)=1-1=1;

S:ano TRS = T(0)S(0) =2 = S(0)T'(0) =2 = SRT; A: ne tieba T'(n) = n+ 1, S(n) = 3n + 2, pak
T(0)S(0) =1-2=2=5(0)T(0), tedy TRS a SRT, ale neni T' = S; T: ne tteba T'(n) = n+ 1, S(n) = 3n + 2,
U(n) = (n+1)%, pak TRS a SRU, ale neplati TRU, protoze T'(0)U(0) = 1.

(vi): R: ne, to by muselo kazdé zobrazeni spliiovat T'(1) = T'(2), ale napfiklad zobrazeni T'(n) =n ma T'(1) =1 a
T(2) = 2;

S: ne, tfeba T'(n) =n+1a S(n) = n, pak T(1) = 1 = 5(2), proto TRS, ale neplati S(1) = T'(2); A: ne t¥eba
T(n) = (2n — 3)%, S(n) = 1 (konstantni zobrazeni), pak T'(1) = 1 = S(2) a S(1) = 1 = T(2), tedy TRS a SRT,
ale neni "= S; T: ne tieba T'(n) = n+ 1, S(n) =n, U(n) =n — 1, pak TRS a SRU, ale neplati TRU, protoze
T(1) =2 a U(2) —

(vii): R: ano, libovolna funkce f spliiuje pro kazdé = € R nerovnost f(z) > f(x); S: ne, tieba f(z) = = + 13,
g(x) = x spliuji fRg ale ne gRf; A: ano, fRg a gRf znamend f(z) > g(x) a g(x) > f(x) pro vSechna x neboli
f(z) = g(x) pro vSechna x neboli f = g; T: ano, fRg a gRh dava pro vSechna z € R: f(z) > g(x) a g(z) > h(z)
neboli f(x) > h(x), takze fRh.

(viii): R: ano |A| = |A[; S: ano ARB = |A| = |B|] = |B| =|A4| = BRA; A: ne tfeba matice ze samych
nul a nenulova matice s opakujicimi se radky maji obé nulovy determinant;

T: ano ARBABRC = |A|=|B|A|B|=|C| = |A|=|C| = ARC.
(ix): R: ne, tfeba u matice A = ((1) 8) se nerovnaji levy horni a pravy dolni roh, proto neplati ARA;

S: ne, tfeba pro A = (i?, 2) aB= (1 ) plati ARB, ale ne BRA,;

2 7 3 13
. 13 1 23 2 oo .
A: ne, tfeba A = (_1 23) aB= ( 3 13> splnuji ARB a BRA, ale nespliuji A = B;
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) /131 /23 2 14 -3y
T: ne, tteba A = (_1 23), B = ( 3 13) aC= ( 5 93 ) spliiuji ARB a BRC, ale nesplnuji ARC.

(x): R: ano st(p) = st(p); S: ano pRqg = st(p) = st(q) = st(q) = st(p) = ¢Rp; A: ne tieba p = z a
q =2x+1; T: ano pRq A qRr = st(p) = st(q) Ast(q) = st(r) = st(p) =st(r) = pRr;

(xi): R: ano; S: ano; A: ne tieba p =x — 1 a ¢ = 2z — 2; T: ano;

(xii): R: ano; S: ano; A: ne tieba p =z — 1 a ¢ = 2z — 2; T: ano;

3b.8: (i): S; (ii): R,S; (iii): S; (iv): A,T.

3b.9: Nic nema R = {(a,b), (b,a), (b,c)}: Chybi (a,a) proto neni R, k bRc chybi cRb proto neni S, je tam aRb a
bRa pro a # b proto neni A, je tam aRbRc ale ne aRc proto neni T.

Déle jen zkratky, tfeba Rp 4 bude relace, kterd je reflexivni a antisymetricka, ale neni nic jiného (to se také musi
zajistit a overit).

Ry = {(a b) ( )7 (b’ C)? (a7 )7 (bv ) (a C)} Ry = {(a b) (b, C)}7 RA,T - {(a7 b>}7 Rg = {(a7 b)? (b7 a’)}>
RS,T {( ) ( 7b)a(b> a)?( 76)} RSAT {(a (L)} Rpr = {(aaa)>(bv b)?(cv C)?(% b):(b? a)?(b7c)}7
RRT - {( ) ( vb) (Cv C)’ (a’a b)’( ) ( ) (CL, C)}7 RR,A = {(CL, a)a (b7 b)v (Cv C)v (avb)’ (bv C)}7

RR AT = {( 7a)7 (bv )7 (Ca C)? (a’7 b)} RR,S = {(a,a), (b7 b)? (C7 C)? (a7 b)? (bv CL), (b7 C)? (C, b)}7

RR,S,T - {( ) ( ) ( )7 (a ) (b7 a)}7 RR,S,A,T = {(a> a)v (b7 b)7 (Cv C)}

Relaci, kterd je symetricka a antisymetricka, ale neni tranzitivni, nelze vytvorit, viz cviceni 3b.11.

3b.10: R: piimo z definice (a,a) € A(A); S: Jestlize (a,b) € A(A), pak b = a, proto (b,a) = (a,a) = (a,b) a tedy
(b,a) € A(A); A: Necht (a,b) € A(A) A (b,a) € A(A), uz z toho prvniho je a = b;

T: Necht (a,b) € A(A) A (b,c) € A(A), pak a = b= c a tedy (a,c) = (a,a) € A(A).

3b.11: Necht (a,b) € R. Ze symetrie také (b,a) € R, tedy z antisymetrie a = b a proto (a,b) = (a,a) € A(A).
3b.12: (i) Pro R~! o R: Necht (a,b) € R~ o R. Pak 3z € A aby (a,z) € R a (z,b) € R~!. Odtud podle definice
inverzni relace (z,a) € R™' A (b,7) € R = (b,x) € Ra (z,a) € R71, tedy (b,a) € R"1 o R.

Ditkaz pro Ro R~ je obdobny.

(ii): Necht a € A. Pak 3b € A: (a,b) € R. Pak (b,a) € R~!, mame aRbR'a, tedy (a,a) € R™* o R.

3b.13: (i): Necht a € B. Pak a € A, proto (a,a) € R, aJellkoztake (a,a) € B x B, tak (a,a) € S.

(ii): Necht a,b € B jsou takové, ze (a,b) € S. Protoze S C R, pak (a,b) € R a ze symetrie R dostaneme (b, a) € R.
Ale také (b,a) € B x B, proto (b,a) € S.

(iii): Necht a,b € B jsou takové, ze (a,b) € S a (b,a) € S. Protoze S C R, pak (a,b) € R a (b,a) € R, z
antisymetrie R pak hned dostaneme a = b.

3b.14: R: Pro a € A je diky reflexivité S jak aSa, tak aSa (opaéné potradi), proto aRa.

S: Necht aRb. Pak podle definice aSb a bSa, proto také bSa a aSb a tedy bRa.

T: Necht aRb a bRc. Pak podle definice aSb a bSa a také bSc a cSa. Jinymi slovy, plati aSb a bSc, ptoto z
tranzitivity S mame aSc, podobné i cSa a tedy aRc.

3b.15: (i): 1) Je-li R reflexivni, pak Va € A: (a,a) € R, tedy A(A) C R.

2): Jestlize naopak A(A) C R, pak Va € A: (a,a) € A(A) C R, tedy (a,a) € R a R je reflexivni.

(ii): 1) Necht je R je symetricka. Chceme ukazat R = R™L.

Necht a,b € A spliuji (a,b) € R. Pak podle symetrie také (b, a) € R a proto dle definice inverzni relace (a,b) € R™1.
Takze R C R~

Naopak necht (a,b) € R~!. Pak (b,a) € R a podle symetrie (a,b) € R. Takze také R~ C R.

2) Ted predpokladejme, ze R = R~!, potfebujeme ukazat, ze R je symetricka.

Jestlize a,b € A jsou takové, ze (a,b) € R, pak podle R~! C R nutné musi byt (a,b) € R~! a tedy podle definice
inverzni relace (b,a) € R. R je tedy opravdu symetricka.

(iii): 1) Necht je R je antisymetrickd. Potfebujeme ukazat, ze RN R~ C A(A).

Vezméme libovolné (a,b) € RN R, Pak (a,b) € R a také (a,b) € R, tedy podle definice (b,a) € R. Protoze
(a,b) i (b,a) jsou v R, podle antisymetrie nutné a = b a proto (a,b) € A(A).

2) Ted piedpoklddejme R N R~! C A(A), potiebujeme ukazat, ze R je antisymetricka. Necht tedy a,b € A jsou
takové, ze (a,b) € R a (b,a) € R. Z toho druhého mame (a,b) € R™!, takze (a,b) € RNR~!. To je ale podmnozina
A(A), takze (a,b) € A(A). To je ovSem mozné jen tehdy, kdyz a = b.

(iv): 1) Nejprve piedpokladejme, Ze R je tranzitivni, potiebujeme ukézat, ze R* C R.

Vezméme tedy libovolné (a,b) € R? = Ro R. Pak podle definice skldddni mus{ existovat x € A takové, ze (a,z) € R
a (z,a) € R. Podle tranzitivity potom také (a,b) € R.

2) Piedpokladejme naopak, ze R? C R, chceme z toho vyvodit tranzitivitu.

Vezméme ted libovolné a, b, ¢ € A takové, Ze (a,b) € R a (b,c) € R. Pak podle definice skladani (a,c) € RoR = R?.
Predpoklad pak dava (a,c) € R.

3b.16: Indukci: (0) n=1: RC R= RL.

(1) Predpoklad: R C R™.

25



Diskrétni matematika 3c. Dalsi vlastnosti relaci pHabala 2014

Necht (a,b) € R. Pak (a,b) € R", podle reflexivity (b,b) € R a proto (a,b) € Ro R" = R"*!. Proto R C R"T.
3b.17: 1) Predpoklad Ry C Ry. Kdyby mi,; = 0, pak my;; < mg;;, nebot jde o 01-matice. Kdyby m;; = 1,
pak (a;,a;) € Ry, proto i (a;,a;) € Ry a mg;; = 1, tedy kazdopadné my ;; < mag ;;.

2) Predpoklad M; < M,. Kdyz (a;,a;) € Ry, tak my;; = 1, z my;; < mg,; také mo;; = 1 (je to 0l-matice),
proto (a;,a;) € Ry. Dokdzédno R; C Ry.

3b.18: (i): Pfedpoklad R je reflexivni. Pro i # j je e;; = 0, proto e;; < m;;. Pro i = j je (a;,a;) € R, proto
mij =1la eij S mij.

Piedpoklad E,, < M. Pro kazdé i je m;; > e;; = 1, tedy m;; =1 a (a;,a;) € R.

(ii): Predpoklad R symetrickd. Kdyz m;; = 1, pak (a;,a;) € R, proto (a;,a;) € R a mj; = 1, tedy m;; = mj;.
Kdyz m;; = 0, pak (a;,a;) ¢ R, proto (aj,a;) ¢ R a mj; =0, tedy kazdopadné m;; = mj;.

Predpoklad M symetrickd. Kdyz (a;,a;) € R, tak m;; = 1, pak mj; =1 a (aj,a;) € R.

(iii): Dle Véty 3b.5 je R tranzitivni pravé tehdy, kdyz R? C R, coz je dle (i) pravé tehdy, kdyz Mp> < M, coz je
dle Véty 3a.10 pravé tehdy, kdyz M2 < M.

3b.19: S: (a;)S(b;) = a;R;b; pro vSechna i. Protoze jsou vSechny R; symetrické, mame b; R;a; pro vSechna i,
tedy (bi)R(a;).

A: (a;)R(b;) a (bj)R(a;) = Vi: a;R;b; a b;R;a;. ProtoZe jsou vSechny R; antisymetrické, mame a; = b; pro
v8echna 7, tedy (a;) = (b;).

T: (a;)R(b;) a (b;)R(¢;) = a;R;b; a b;R;c; pro vSechna i, z tranzitivit R; tedy a;R;c; pro vSechna i, proto
(a,)R(c,)

3b.20: Jak vime, ze k danému a existuje b, které je s nim v relaci?

3c. Dalsi vlastnosti relaci

V této sekci se blize podivame na operace a vlastnosti. Je to kapitola spise doplinkova, nicméné pro ctenére,
ktefl se budou relacemi zabyvat hloubéji, stale velice uzite¢né. Vétsina tvrzeni nebude obtiZzné a neni ani tieba
se je udit nazpamét, opét je cilem zamyslet se nad fungovanim relaci, ujistit se, Ze jim rozumime, a potrénovat si
vytvateni dikaza.

Piipomenme definici diagonélni relace: A(A) = {(a,a) € A x A; a € A}. Jakozto podmnozina A x A spliuje
podminku na zobrazeni, takze je to i zobrazeni, jmenovité identita ¢ 4 na mnoziné. V teorii relaci hraje obdobnou
roli jako u zobrazeni.

Fakt 3c.1.
Necht R je relace z mnoziny A do mnoziny B. Pak Ro A(A) = Ra A(B)o R=R.

Plati také, ze [A(A)]™ = A(A) pro vSechna n € N, dikazy jsou snadné a nechavame je jako cviceni 3c.1 a 3c.2.

Piipomerime, Ze je-li T: A — A zobrazeni, které je invertibilni, tak nam slozeni 7-' o T i T o T~! dalo vzdy
identitu na A. Jak to vypadé u relaci? Protoze inverzni relace existuje vzdycky, mame méné omezeni a tudiz se
d4 cekat, ze také mame vétsi rozsah vysledkd. A je tomu tak, u relaci se o R~' o R ¢i Ro R~ d4 fict jediné to,
tyto nova relace nejsou prazdné, pokud R # (). Jinak je mozné cokoliv, rozhodné nemtiZzeme ¢ekat, Ze by vysla
diagonalni relace.

Piiklad 3c.a:
Uvazujme mnozinu A = {1,3,5,7,11,13} a definujme relaci R na A predpisem aRb jestlize a déli b (viz kapi-
tola 6a). Mame

R={(1,1),(1,3),(1,5),(1,7),(1,11),(1,13)},  R™'={(1,1),(3,1),(5,1),(7,1), (11, 1), (13,1)}.
Pak jediné navazujici dvojice, které jsme schopni z R a R~! vytvofit, jsou typu 1RaR™11, proto R~1o R = {(1,1)}.
V opa¢ném poradi je vysledna relace naopak bohatsi, protoze pro libovolna a,b € A mame aR~'1Rb. Mame
proto Ro R~! = A x A.
Tento priklad ukézal, Ze neni tezké ziskat pfimo extrémni vysledky, minimalni mozny (nejmensi neprazdna
mnozina) a maximélni mozny (relace s tplné vSemi dvojicemi).

A

Pro relace jsme zavedli rizné operace (mnozinové, inverze, skladani). Jak se chovaji viéi zdkladnim ¢tyfem
vlastnostem? Doporucujeme, aby si ¢tenal nejprve na rozlicnych konrkétnich ptripadech zkusil rozmyslet, jak to
funguje a proc asi nasledujici tvrzeni plati.
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Fakt 3c.2.

Necht R; a Ry jsou relace na mnoziné A.

(i) Jestlize jsou Ry a Ry reflexivni, tak jsou Ry U Ry a Ry N Ry reflexivni a Ry — Ry nikdy neni reflexivni.
(ii) Jestlize jsou Ry a Ro symetrické, tak jsou R; U Re, Ry N Ry a Ry — Ry symetrické.

(iii) Jestlize jsou R; a Ry antisymetrické, tak jsou R; N Re a Ry — Ry antisymetrické.

(iv) Jestlize jsou Ry a Ry tranzitivni, tak je Ry N Ry tranzitivni.

Dtikaz nechame zéasti jako cviceni 3c.3, ukdZzeme jen par zajimavéjsich moment. Protoze zde pouzivime mno-
zinové operace, bude rozumnéjsi pracovat s relacemi jako s mnozinami (coz je konec konct jejich definice), tedy
psat spravné (a,b) € R namisto pohodlné zkratky aRb.

Dukaz (rutinni): (i): R; — R neni reflexivni: Necht a € A. Protoze je R; reflexivni, je (a,a) € Ry. Podobné
ale také (a,a) € Ry, proto (a,a) nelezi v Ry — Ra.

(ii): Rq N Ry symetricka: Necht a,b € A spliuji (a,b) € Ry N Ry. To znamena, ze (a,b) € Ry a (a,b) € Ry. Obé
relace jsou symetrické, proto (b,a) € Ry a (b,a) € Ry, tedy (b,a) € R1 N Ra.

R; — Ry symetricka: Necht a,b € A spliuji (a,b) € Ry — Ra. Pak (a,b) € Ry a ta je symetrickd, proto i
(b,a) € R;. Potifebujeme ukazat, Ze je také v Ry — Ro. Mohlo by se stét, ze (b,a) € Ry? Nemohlo. Kdyby totiz
(b,a) € Ra, tak z jeji symetrie je i (a,b) € Ra, coz je ve sporu s (a,b) € Ry — Ry. Takze (b,a) ¢ Ry a mame
(b, a) e R —

(iii) Ry — R2 antisymetrické: Necht (a,b) € Ry — Rp a (b,a) € Ry — Ra. Pak (a,b) € Ry a (b,a) € Ry, ta je
antisymetrickéd a proto a = b.

U

Pro¢ chybi v (iii) sjednoceni? Zkusime si takové tvrzeni dokazat, at vidime, kde je zadrhel. Necht a,b € A jsou
takové, ze (a,b) € Ry U Ry a (b,a) € Ry U Ry. To znamend, e (a,b) € Ry nebo (a,b) € Rs, také (b,a) € Ry
nebo (b,a) € Rs. Obé relace jsou antisymetrické, jenze my neumime zajistit, aby (a,b) i (b,a) byly obé v jedné
relaci, kde bychom pak mohli tu antisymetrii pouzit. Klidné mohly kazda pfijit z jiné relace, takze to vypada, ze
antisymetrii dokdzat neumime. Zkusime na tomto problému zalozit protipfiklad, sta¢i k tomu A = {1,2}.

Ry ={(1,2)} je antisymetrickd, Ry = {(2,1)} také, ale Ry URs = {(1,2),(2,1)} uz neni. Takze je dobfe, Ze jsme
v tvrzeni (iii) vynechali sjednoceni. Neplati ale, ze se to vzdy zarucené pokazi, protoze se muze stat, ze se ty dvé
relace dobfe sejdou a sjednoceni antisymetrické bude (konec konct, staci vzit Ry = Rs).

Podobné si rozmyslete, kde se zarazi dikaz tranzitivity pro sjednoceni a rozdil (cviceni 3c.4), a ovéite, ze
protipfikladem pro sjednoceni jsou t¥eba relace Ry = {(1,2)} a Ry = {(2,3)} na A = {1, 2, 3}, protiptikladem pro
rozdil tfeba Ry = {(1,2),(2,3),(1,3)} a Ry = {(1,3)}.

Fakt 3c.3.
Necht R je relace na mnoziné A. Jestlize m4 nékterou ze ¢tyt zakladnich vlastnosti, tak ji ma R~! také.

Dukaz (rutinni): Necht je R tranzitivni. Vezméme a,b,c € A takové, %e (a,b) € R™! a (b,c) € R™!. Pak ale
(c,b) € R a (b,a) € R, tudiz podle tranzitivity R plati (c,a) € R ¢ili (a,c) € R™!. Takze R™! je tranzitivni.
Ostatni vlastnosti jsou snad jesté leh¢i a nechdme to jako cviceni 3c.5.

U

Zbyva posledni operace.

Fakt 3c.4.
Necht R a S jsou relace na mnoziné A.
Jestlize jsou R a S reflexivni, pak je i S o R reflexivni.

Dukaz (rutinni): Necht a € A. Protoze jsou R i S reflexivni, dostdvame aRa a aSa, takze podle definice
(a,a) € SoR.
U

Urcité jste si vsimli, Ze ve Faktu chybi symetrie, antisymetrie a tranzitivita. Kde je problém? Zkusme zacit dukaz
pro symetrii. Necht a,b € A spliuji (a,b) € S o R. Pak existuje x € A takové, ze aRz a xSb. Obé relace jsou
symetrické, mame tedy bSz a xRa, tedy (b,a) € Ro S. Skoro, ale vedle, madme opa¢né potadi v tom skladéni;
potiebovali bychom (b,a) € S o R. Zkusme na tomto prusvihu zalozit protipiiklad.

Relace R ={(1,2),(2,1)} a S ={(2,3),(3,2)} jsou symetrické, ale S o R = {(1,3)} neni. TakZe se symetrie pii
skladani opravdu obecné nezachova.
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Mimochodem, pokud by bylo R = S, tak uz nas problém odpadéa, takze pro mocninu by nas pokus o dikaz
prosel, viz nize.

Ted ta antisymetrie. Zkusme si vzit a,b € A takové, ze (a,b) € So R a (b,a) € S o R. Z toho prvniho podle
definice skladani dostaneme dz € A: aRx a xSc. Z toho druhého zase dostaneme Jy € A: bRy a ySa. Mame tedy
aRz a bRy, ale nemtizeme c¢ekat, ze by platilo a = b a = y, abychom mohli pouzit antisymetrii relace R. Je to
tedy podezielé a dalsi badani ukaze, Ze opravnéné. Uvazujme relaci R = {(1,2), (2,4), (4, 3), (3,1)}. Tato relace je
antisymetrickd. Snadno se ale nahlédne, ze Ro R = R? = {(1,4),(2,3),(3,2), (4,1)}, coz neni ani ndhodou relace
antisymetrickd (shodou okolnosti je ale symetricka).

Mimochodem jsme tim ukézali, Ze antisymetrie se nezachové ani umocnovanim.

Pro tranzitivitu si dikaz zkusite sami, abyste vidéli, kde se zadrhne. Tradi¢ni protiptiklad, abyste vérili, Ze to
nefunguje: R = {(1,2),(3,4)} a S = {(2,3),(4,5)} jsou relace tranzitivni (z4dné navazujici dvojice ani jedna z
nich nema4, tudiz tranzitivita plati trivialné), slozenim ale dostaneme Z = S o R = {(1,3),(3,5)}, kde lze vytvorit
fetizek 17375, ktery na jeden krok nezvlddneme, dvojice (1,5) v té sloZeniné neni.

Skladani se tedy obecné k vlastnostem moc p€kné nechova, ale nastésti casto skladdme jednu relaci se sebou a
pak je to veselejsi.

Véta 3c.5.
Necht R je relace na mnoziné A.
i) Jestlize je R reflexivni, pak je R™ reflexivni pro vSechna n € N.
J J
. . . . om .y .
, .
(ii) Jestlize je R symetricka, pak je R™ symetrickd pro vSechna n € N
(iii) Jestlize je R tranzitivni, pak je R™ tranzitivni pro vSechna n € N.

Dukaz (drsny, poucny): (i): Plyne okamzité indukei pomoci pfedchoziho Faktu, viz Cviceni 3c.6.

Zbyvajici dikazy budou silné zalozeny na Lemmatu 3a.5 o cestach.

(ii): Necht a,b € A spliuji (a,b) € R™. Pak existuje trasa délky n z a do b, feknéme aRcayRcsR - - - Rey, Rb. Pro-
toze je R symetrickéa, 1ze vSechny dvojice ¢; Rc; 1 obratit na c¢;11 Rc; a dostaneme trasu bRc, Rc,—1R--- RcaRa
délky n z b do a, proto (b,a) € R™.

(iii): Necht a,b,c € A spliuji (a,b) € R™ a (b,c) € R". Pak existuje trasa délky n z a do b, feknéme
aRéR--- RE, Rb, a trasa délky n z b do ¢, feknéme bR R - - - Ré, Re. Protoze ¢,11 = b = ¢1, lze tyto trasy
navazat a dostaneme trasu délky 2n, aR¢R -« - Ré,R¢1Ré R - - - Réy, Re.

Tato trasa obsahuje celkem 2n relaci, proto ji lze rozdélit na dvojice ¢; Rés Rés, ¢sRéqRés, ... , ¢n_1R¢, Re.
Na kazdou z nich aplikujeme tranzitivitu a dostaneme dvojice ¢; Rés, ¢sRés, ... , ¢n—1Rec. Ty tvofi trasu z a do
¢, proto (a,c) € R™ a je to hotovo.

Poznamka: Doporucujeme ¢tenafi, aby si rozmyslel, jak to zkracovani probiha v misté, kde se napojuji puvodni
dvé trasy, je tfeba rozlisit pripady n sudé a n liché.

U

Pripometime, Ze antisymetrie se mocninou zachovat nemusi.

3c.6 Uzavery relace

Tato sekce je spis doplikova, ale na druhou stranu obcas docela zabavna.

Piedstavte si, ze mame relaci, kterd nemd urcitou vlastnost, kterd nas zajimé. Naskytd se napad tu relaci
doplnit pridanim nékterych dvojic tak, aby uz tuto vlastnost méla. Naptiklad pokud relace neni reflexivni, tak ji
chybi nékterd z dvojic (a,a), dodanim to napravime. Protoze ale neradi plytvame, chceme to udélat ptidanim co
nejmensiho poctu prvku do relace. Zformulujeme to presné.

Definice.

Uvazujme néjakou relaci R na néjaké mnoziné A. Je-li P néktera z vlastnosti relace, pak definujeme P-uzavér
relace R jako relaci S, ktera ma vlastnost P, obsahuje R (tj. R C S) a S je nejmensi takova relace (pfesné, je-li
T relace s vlastnosti P spliujici R C T, pak nutné S C 7).

U nékterych vlastnosti je vcelku jasné, co udélat, u tranzitivity to da trochu préace.
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Véta 3c.7.

Necht R je relace na mnoziné A.

(i) Jeji reflexivni uzavér (reflexive closure) je dan jako R U A(A).

(i) Jeji symetricky uzavér (symmetric closure) je dan jako RU R~1.

oo
(iii) Jeji tranzitivni uzavér (transitive closure) je dan jako |J R".
n=1

Diukaz takového tvrzeni se sklada ze dvou kroku, jednak musime dokazat, ze uvedena relace méa opravdu pozado-
vanou vlastnost, a pak musime také dokézat, Ze to nejde s mensi relaci, tedy ze jakmile médme néjakou ,nadrelaci®
dané R s vlastnosti P, tak uz je ta nase v ni také. Tyto dikazy provedeme, ale nebude z nich patrné, jak jsme
vlastné k tém relacim dosli, coz je nepfijemné po toho, kdo se chce naudit takové véci vymyslet. Proto se na
problém nejprve podivame neformalné, a to u tranzitivity, protoze ty prvni dvé vlastnosti jsou relativné snadné.

Abychom z dané relace R vytvorili relaci tranzitivni, tak tam uréité musime pfidat vSechny dvojice (a, c) takové,
7e existuje dvojkrok aRbRc pro néjaké b € A, to jsou ale piesné dvojice z R?. Piiddvame tedy k R relaci R2.
Ozna¢me S = R U R?. Miize to byt hledany uzavér?

Jedna podminka splnéna je, R C S. Plati i nasledujici: Jestlize je T néjaka relace, ktera je tranzitivni a R C T,
pak podle nagich tivah musi byt i R? C T, tedy S C T. To znamen4, Ze S spliiuje podminku minimality z definice.
Je ale tranzitivni?

Obecné to bohuzel neplati. Potfebujeme zkontrolovat vSechny dvojkroky aSbSc neboli dvojice (a,b) € S a
(b,c) € S. Pro dvojice z S mame dva zdroje. Pokud by obé byly z R, tak uz jsme je dfive uvazovali a mame
zajisténo, ze (a,c) € S. Problém ale je, kdyz piichazi alespon jedna z R2. Takova dvojice viibec nemusela byt v
R, tudiz nelze obecné zarudit, ze jsme do S doplnili i vysledek dvojkroku.

Naptiklad u relace R = {(1,2),(2,3),(3,4)} chybi zkratky (1,3) a (2,4), ale kdyZ je doplnime, vznikne relace,
ve které 1ze uvazovat dvojkrok (1,3) a (3,4), jehoz zkratka (1,4) v doplnéné relaci zase chybi.

V dalsim kole bychom se tedy méli podivat na tyto nové vzniklé pary a doplnit pfislusné zkratky. Navazujici
ptivodni a novy par se najde jako prvek R3, dva navazujici nové pary se najdou jako prvky R? o R? = R*, takze i
tyto musime pifidat. Tim ale mohly vzniknout nové pary atd. az do zblbnuti. Vysledny vzorec je nasnadé. Pokud
vam néco pripomind, podivejte se na connectivity relation po Lemmatu 3a.5.

Dukaz (poucny, drsny): (ii): Nejprve je tfeba ukdzat, Ze R U R™! je symetrickd relace, to nechdme jako cvi-
¢eni 3c.8. Ted dokézeme tu minimalitu.
Necht T je néjaks symetrickd relace, ktera obsahuje R. Potiebujeme dokézat, 7e RUR™' C T. Inkluzi R C T
uz mame od zadatku, zbyva dokézat, ze R~! C T.
Necht (a,b) € R™1. Pak (b,a) € R, proto i (b,a) € T. Ale T je symetricka, proto i (a,b) € T. Ditkaz hotov.
o

(iii): Ozna¢me R* = |J R™. Uz podle definice je jasné, ze R C R*.

n=1

Je R* tranzitivni? Pfedpokladejme, ze (a,b) € R* a (b,c) € R*. Pak existuji m,n € N takové, ze (a,b) € R™ a
(b,c) € R™. Podle Lemmatu 3a.5 o cestach proto existuje trasa délky m z a do b, nazvéme jeji prvky é1, ... ,¢mi1,
a existuje trasa délky n z b do ¢, nazvéme jeji prvky ¢1,... ,¢pp1. VSimnéte si, Ze G, 41 = b = ¢1. Ted tyto trasy
napojime: Definujeme ¢; =¢; proi=1,... m+lac,=¢_mproi=m+2,... ,m+n+ 1. Je snadné ovéfit,
7e pak c1, ... ,Cmint1 tvoii trasu délky m +n z a do ¢ a proto (a,c) € R™T™ C R*. R* tedy je tranzitivni.

Je R* minimdlni relace s touto vlastnosti? Necht T je relace takova, ze R C T a T je tranzitivni. DokiZeme
indukci, ze R™ C T pro vSechna n € N.

(0) n = 1: Evidentné R C T, je to jedna z vlastnosti 7.

(1) Necht n € N je libovolné, predpokladejme, ze R™ C T. Chceme dokazat, ze R"T1 C T.

Necht (a,b) je libovolny prvek z R"*! = Ro R™. Pak existuje x € A takové, ze (a,z) € R™ a (z,b) € R. Podle
indukéniho predpokladu pak (a,z) € T' a podle (0) také (z,b) € T. A protoze je T tranzitivni, nutné (a,b) € T.
Tim je dtikaz hotov.

U

Ne vSechny vlastnosti se daji ziskat pfes uzavér, naptiklad pro vytvofeni antisymetrické relace z néjaké R bychom
spi$ pottebovali z R prvky odebirat nez pfidavat. Antisymetricky uzévér bychom tedy sice definovat mohli, ale
pak bychom museli konstatovat, ze obecné neexistuje.

Dalsi fakta o uzavérech najdete ve cvicenich od 3c.8. Jednoduché ptiklady jsou ve cviceni 3c.7, pro jeden uzitecny
uzaveér se mizete podivat na cviceni 4a.17.

3c.8 Dalsi vlastnosti
Zkoumané vlastnosti vychazeji z praktického pouziti relaci, kdy clovék zjisti, Ze by se mu velice hodilo, kdyby
se relace chovaly urcitym zptusobem. Pokud stejnou véc potka vicekrat, vyplati se ji dat jméno. Tak jsme prisli
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k tém ctyfem zakladnim vlastnostem, které se zkoumaji nejcastéji. Nejsou ale jediné, pfi rtiznych aplikacich se
vyskytnou i dalsi. Uvedeme si par popularnéjsich.

Definice.

Necht R je relace na mnoziné A.

Rekneme, 7e R je antireflexivni ¢i ireflexivni (irreflexive), jestlize pro vsechna a € A plati (a,a) ¢ R.
Rekneme, 7e R je asymetricka (asymetric), jestlize pro vSechna a,b € A plati (aRb = —(bRa)).
Rekneme, 7e R je dichotomicka (dichotomic), jestlize pro vSechna a,b € A plati (aRbV bRa).

Rekneme, 7e R je trichotomicka (trichotomic), jestlize pro viechna a,b € A plati pravé jedna z moznosti
aRb, bRa, a = b.

Antireflexivni relace nejsou opakem reflexivnich, jsou opakem zahnanym do extrému. Na to, aby relace nebyla
reflexivni, staci jedina chybéjici dvojice (a, a). Antireflexivita to bere od podlahy a rovnou zakéze vSechny takovéto
dvojice. Typickym pfikladem je relace < na ¢islech. Nahodné vytvorena relace bude mit s vysokou pravdépodob-
nosti jen nékteré z dvojic (a, a), takze nebude ani reflexivni, ani antireflexivni.

Pro nés nejzajimavéjsi bude asymetrie (které néktefi autofi fikaji silnd antisymetrie). Protoze zakazuje obou-
smérné Sipky, tak jiz implikuje antisymetrii (takze asymetrie je silngjsi vlastnost nez antisymetrie). Dale se vSim-
néte, ze pokud by existovalo (a,a) € R, tak to uz porusi podminku asymetrie. Tato vlastnost tedy zakazuje
smycky. Dostavame tak jeden smér v nasledujicim faktu.

Fakt 3c.9.
Necht R je relace na mnoziné A. Je asymetrickd pravé tehdy, pokud je antisymetrickd a antireflexivni.

Druhy smér vyplyne stejné snadno a zkuste si jej rozmyslet. Pokud vam vSechny tyto tivahy pfijdou snadné (a
ony jsou), tak to je dobré znameni, Ze relacim rozumite.

Mezi antisymetrii a asymetrii je zajimava souvislost, kterou vyjadiime v tvrzeni, které se nam bude trosku hodit
pozdéji. Zkuste si pii jeho ¢teni predstavovat nerovnosti < a <.

Fakt 3c.10.

Uvazujme mnozinu A.

(i) Nechf R je antisymetricka relace na A. Definujme relaci S timto predpisem: aSb jestlize aRb ale a # b.
Pak je S asymetricka.

(ii) Necht S je asymetricka relace na A. Definujme relaci R timto pfedpisem: aRb jestlize aSb nebo a = b.
Pak je R antisymetrické a reflexivni.

Formalné feceno, v (i) je S = R — A(A), ve (ii) je R = S U A(A). Pokud to vidite, skvélé. Pro dalsi detaily viz
kapitola 4b.

Neékdy potiebujme relaci prinutit, aby vytvarela hodné spojeni. Neni tiplné jasné, jak to udélat nejlépe, posledni
dvé vlastnosti z definice vyse ukazuji dva mozné pristupy.

Dichotomie je vlastnost, ktera zaruci vzajemnou propojenost vSech prvki mnoziny, ale nefesi, jakym zpusobem,
hlavné aby tam néco bylo. VSimnéte si, Zze lze zvolit i a = b, takze dichotomie uz vynuti reflexivitu. Dobrym
prikladem je relace < na ¢islech.

I trichotomie vynucuje propojeni prvki, ale zaroven je zvédava, jak se to déla. Vsimnéte si, ze dvojice a,b = a
jiz spliiuje a = b, proto z té trojice nesmi platit nic dalsiho neboli neplati aRa; triochotomické relace jsou tedy
antireflexivni. Také zakaZeme oboustranné Sipky mezi riznymi prvky, jde tedy o relaci asymetrickou, proto i
antisymetrickou. Typickym pfikladem je relace < na cislech.

Pro pifklad relace, ktera neni dichotomicka ani trichotomicka, staci vzit relaci R na Z? definovanou (u, v)R(x,y)
jestlize u < z A v < y. Pak dvojice a = (1,2), b = (2,1) neni porovnatelna.

Néktefi autori maji jinou definici trichotomie, pouzivaji v definici obyc¢ejnou disjunkci, takze pripoustéji, ze z téch
t¥1 moznosti plati i vice najednou. Snadno se rozmysli, ze takovato alternativni definice je ekvivalentni podmince,
aby pro vSechna a # b platilo aRb V bRa. Jinak Feceno, tato definice se neplete do (anti)reflexivity, coZz mnoho
autort shledava sympatickym. Je také vidét, ze kazda dichotomicka relace by byla i trichotomicka dle této jiné
definice. Nékteré podrobnosti pak nasledné funguji jinak, ale protoze zde nebudeme s trichotomii pracovat, nemusi
nas to trapit.

K poblematice vynucovani spojeni se vratime v kapitole .

3c.10, 3c.a 30 3c.10, 3c.a
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Existuje samozfejmé mnohem vice roztodivnych vlastnosti, ale to uz jsou specializované véci. Uvedme jednu na
ukazku: Relace R se nazyva husté, jestlize pro libovolné x,y spliujici xRy existuje néjaké z takové, ze xRz Ry.
Treba relace < je hustd na Q ¢i R, ale na Z uz husta neni, protoze 13 < 14 a mezi nimi uz dalsi prvek neni. Pro
dalsi zajimavou vlastnost se podivejte na cviceni 4a.18.

Cviceni

Cviceni 3c.1 (pou¢né, zkouskové): Necht R je relace z mnoziny A do mnoziny B. Dokazte, ze pak Ro A(A) = R
a A(B)oR=R.

Cviceni 3c.2 (poucné, zkouskové): Dokazte, ze pro kazdou mnozinu A a n € N plati [A(A)]" = A(A).

Cviceni 3c.3 (rutinni, pouc¢né, zkouskové): Necht R;, Rs jsou relace na A. Dokazte nésledujici (viz Fakt 3c.2):
(i) Jestlize jsou Ry, Ry reflexivni, pak je i R; N Ry reflexivni.

(ii) Jestlize jsou R;, Ry reflexivni, pak je i Ry U Ry reflexivni.

(iii) Jestlize jsou Ry, Ry symetrické, pak je i R; U Ro symetricka.

(iv) Jestlize jsou Ry, Ro antisymetrické, pak je i Ry N Ry antisymetricka.

(v) Jestlize jsou Ry, R tranzitivni, pak je i Ry N Ry tranzitivni.

Cviceni 3c.4 (poucné): Necht Ry, Rs jsou relace na A.
i) Kde se zadrhne dtikaz tvrzeni , Jestlize jsou Ry, Ry tranzitivni, pak je i R; U Ry tranzitivni“?
ii) Kde se zadrhne dikaz tvrzeni ,Jestlize jsou Ry, Ry tranzitivni, pak je i Ry — Ry tranzitivni®“?

Cviceni 3c.5 (rutinni, zkouskové): Necht R je relace na A. Dokazte nésledujici (viz Fakt 3c.3):
(i) R je reflexivni prave tehdy, kdy# je i R~! reflexivni.

(ii) R je symetricka pravé tehdy, kdyz je i R™! symetricka.

(iii) R je antisymetrickd pravé tehdy, kdyz je i R~! antisymetricka.

Cviceni 3c.6 (poucné): Necht R je relace na A. Dokazte, Ze jestlize je reflexivni, tak také R™ je reflexivni pro
vsechna n € N.

Cviceni 3c.7 (rutinni): Uvazujme nasledujici relace na mnoziné A = {1,2,3,4}:

(1) Ry = {(17 1)a (1?4)’ ( ) )7 (3a 4)}’ (11) Ry = {(174)? (1’ 3)a ( 73)7 (2? 2)}

a) Dopliite co nejuspornéji relaci R; tak, aby byla tranzitivni (jinymi slovy, pridejte k ni néjaké dalsi dvojice
tak, aby vysledné relace byla tranzitivni, a pfitom se pfidal nejmensi mozny pocet dvojic, kterym lze tranzitivity
dosahnout, viz 3c.6) uzavér relace.

b) Dopliite co nejuspornéji relaci Rs tak, aby byla symetrickd a tranzitivni.

Cviéeni 3c.8 (poucné, zkouskové): Necht R je n&jaka relace na mnoziné A. Dokazte, ze R U R~ je symetricka
relace.

Cviceni 3c.9 (poucné, dobré): Dokazte, zZe symetricky uzavér reflexivniho uzévéru relace R je roven reflexivnimu
uzéavéru symetrického uzavéru R.

Cviceni 3¢.10 (pou¢né, dobré): Dokazte, ze tranzitivni uzavér symetrického uzavéru relace R obsahuje symetricky
uzaveér tranzitivniho uzavéru R, ale nemusi se rovnat.

Cviceni 3c.11 (poucné, dobré): Necht R, S jsou relace na stejné mnoziné A. Predpokladejme Ze pro obé existuji
uzéveéry vzhledem k jisté vlastnosti V', oznacme je Ras. Dokazte, ze jestlize R C S, pak RCS.

Cvi€eni 3c.12 (pou¢né, dobré): Necht R je relace na mnoziné A. Dokazte, Ze jestlize je R antireflexivni a
tranzitivni, tak uz je asymetricka (a proto i antisymetricka).
Napovéda: Dikaz sporem jde docela pékné.

Reseni:

3c.1: Necht a € A,b € B.

1) RoA(A) C R: (a,b) € RoA(A) = Jz € A: [(a,x) € A(A) A (z,b) € R]. Ale (a,x) € A(A) znamend a = z,
proto (a,b) € R.

2) RC Ro A(A): Necht (a,b) € R. Protoze (a,a) € A(A), mame aA(A)aRb a tedy (a,b) € Ro A(A).

3) Ditkkaz A(B) o R = R je obdobny.

3c.2: Dikaz indukci:

(0) n = 1: [A(A)]! = A(A) plati.

(1) Piedpoklad: [A(A)]™ = A(A). Pak [A(A)]"T! = [A(A)]" o A(A) = A(A) o A(A) = A(A) podle cviceni 3c.1.
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3c.3: (i): Nechf a € A. Ry reflex tedy (a,a) € Ry, R reflex tedy (a,a) € R, proto (a,a) € Ry N Rs.

ii): Necht a € A. R; reflex tedy (a,a) € Ry C Ry U Rs.

iii): Necht (a,b) € Ry U Ry. Pak (a,b) € Ry V (a,b) € Ry. Kdyby (a,b) € Ry, pak ze symetrie R; bude

,a) € Ry € Ry U Ry. Kdyby (a,b) € Ry, pak ze symetrie Ry bude (b,a) € Ry C Ry U Ry. Kazdopadné
,a) € R URs.

iv): Necht (a,b) € Ry N Ry a (b,a) € Ry N Ry. Pak (a,b) € Ry A (b,a) € Ry, z antisymetrie Ry tedy a = b.

Poznamka: Dikaz ukazuje, Ze staci, aby jedna z Ry, Ry byla antisymetrickd, a uz je takovy i prinik.

(v): Necht (a,b) € Ri N Ry a (b,c) € Ry N Ry. Pak (a,b) € Ry A (b,c) € Ry, z tranzitivity Ry tedy (a,c) € R;.

Podobné (a,b) € Ra A (b,¢) € R, z tranzitivity Rs tedy (a,c) € Ra. Proto (a,c) € Ry N Ras.

3c.4: (i): Necht a,b, c € A spliuji (a,b) € RiURz A (b,c) € R1URs. Pak (a,b) € Ry nebo (a,b) € Rs, a (b,c) € Ry

nebo (b, c) € Re. Abychom mohli pouZit tranzitivitu Ry, museli bychom néjak zajistit, aby (a,b), (b, ¢) byly oba v

Ry nebo oba v R,. To ale nedokazeme, neméame nic, ¢im bychom je mohli pfinutit vybrat si zrovna jednu z relaci.

Tim je také inspirovan protipriklad.

(ii): Necht a, b, c € A spliuji (a,b) € R —Ra A (b,¢) € Ry — Ry. Pak (a,b) € Ry a (b, c) € Ry, proto dle tranzitivity
Ry i (a,c) € Ry. Jesté potiebujeme (a,c) ¢ Rs, ale to neumime zajistit. Vime jen, Ze (a,b) ¢ R2 a (b,c) ¢ Ra, to
ale nikterak nebrani (a,c) v tom, aby v Ry bylo. Zase je timto insprovan protipiiklad v diskusi po Faktu 3c.2.
3c.5: (i): Necht R reflexivni. Pro a € A pak (a,a) € R, proto po prohozeni prvki (a,a) € R™!, R™! je reflexivni.

Necht naopak R~ reflexivni. Pro a € A pak (a,a) € R™1, tedy po prohozeni (a,a) € R.

(ii): Necht R je symetricka. Jestlize (a,b) € R™!, pak (b,a) € R, ze symetrie (a,b) € R a tedy (b,a) € R~'. R™!

je symetricka.

Necht R~! je symetricka. Jestlize (a,b) € R, pak (b,a) € R™!, ze symetrie (a,b) € R™! a tedy (b,a) € R. R je

symetricka.

(iii): Necht R je antisymetricka. Jestlize (a,b) € R~ a (b,a) € R™!, pak (b,a) € R a (a,b) € R, z antisymetrie
a=b. R je symetricka.

Necht R™! je antisymetricka. Jestlize (a,b) € R a (b,a) € R, pak (b,a) € R™! a (a,b) € R™!, 7z antisymetrie a = b.
R je symetricka.

3c.6: Indukci. (0): n = 1: jestlize je R relfexivni, tak R = R je reflexivni.

(1): Piedpoklad R" reflexivni. Podle Véty 3c.4 je i R" o R = R"*! reflexivni.

3c.7:a) Ry U{(2,4)}.

b) Nejprve doplnime na symetrickou relaci: RoU{(4,1), (3,1), (3,4)}. Ted zjistime, co chybi pro platnost tranzitivity
(pofadi nejprve symetrie, pak tranzitivita je vyhodné, protoze pokud ted piipadné dalsi spojnice budeme rovnou
davat v obou smérech, tak jiz symetrii nepokazime). Odpovéd:

Ry U{(4,1),(3,1),(3,4),(1,1),(3,3),(4,4)}.

3c.8: Necht (a,b) € RUR™!. Pak (a,b) € RV (a,b) € R™'. KdyZ (a,b) € R, tak (b,a) € R~! C RUR™*. Kdyz
(a,b) € R71, tak (b,a) € R C RUR™!. Proto kazdopadné (b,a) € RU R~

3c.9: (AUR)"'=A"1TUR!=AUR™!, vyuzilo se cvideni 3a.6.

3c.10: (a, b) je v symetrickém tranzitivniho, pak (a, b) v tranzitivnim nebo (b, a) v tranzitivnim. Proto trasa néjaké
délky z a do b v R, ta je pak i v symetrickém uzavéru R, nebo trasa z b do a v R, pak otoCenim trasa z a do b v
R™1, tedy i v symetrickém uzavéru, kazdopadné trasa z a do b v symetrickém uzavéru a proto (a,b) v tranzitivnim
uzaveéru symetrického.

R = {(a,b), (a,c)}, tranzitivni symetrického je {(a, a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b, c), (¢,a), (c,b), (¢, )}, symetricky
tranzitivniho je {(a,b), (a,c), (¢,a), (¢,a)}.

3c.11: ﬁ je nejmensi relace s vlastnosti P obsahujici R. Ale S mé také P a obsahuje R, proto z minimality R
méme R C S.

3c.12: Predpoklad: R je antisymetricka, tranzitivni a neni asymetricka. Proto da,b € A tak, ze aRb a bRa.
Tranzitivita pak dava aRa, coZ je ve sporu s antireflexivitou.

3d. n-arni relace
Toto je jen rychly pohled, aby ¢tenar védél, ze neni tfeba koncit u binarniho.

Definice.

Necht Aq,..., A, jsou mnoziny. Libovolnd podmnozina R C A; X --- X A, se nazyva n-arni relace na téchto
mnozinach.

Cislu n fikdme stupen této relace.

Consider sets Aq,...,A,. By an n-ary relation on these sets we mean any subset of A; X --- X A,,.
The number n is called the degree of this relation.
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Takovéto relace ndAm umoziiuji reprezentovat vztahy mezi vice objekty.

Piiklad 3d.a: Necht A je mnozna vSech studentt zapsanych na fakulté, B = {Bc, MSc, Ph.D.},
C = {Eal,STM, OI, KaR, KME, EEM} a D = {1,2,3,4}. Pak lze studentskou populaci popsat relaci R arity 4

definovanou jako (a,b,c,d) € R pravé tehdy, jestize student a studuje na b v programu c a je v ro¢niku d.
A

Jak priklad jemné naznacuje, tyto relace se pouzivaji pii praci s databazemi. Volba vhodného modelu silné
ovlivni, jak rychle databéze reaguje na mozné pozadavky (a které je viibec schopna splnit). Jednim z pouzivanych
modeli je pravé rela¢ni model.

Toto pouziti pak inspiruje operace, které definujeme. Urcité budeme chtit operaci, kterd umozni vybirat dle
parametru, ¢imz vznikne podrelace (napiiklad z relace studenti chceme podrelaci, kterd zahrnuje jen studenty
programu OI). Je mozno délat tzv. projekce, coz v zdsadé znamend, ze z relace vynechame nékterou slozku
(napriklad mtizeme vytvorit relaci, kterd nezahrnuje obor, jen titul a ro¢nik), relace se daji spojovat a podobné.
To uz je ale dosti specializované téma pro kurs databazi.

3d.a 33 3d.a



