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4. Specialni relace

Uz jsme zminili jednu skupinu relaci, které jsou tak svébytné, Ze se zkoumaji zvlast, jmenovité zobrazeni. Jsou
jesté dvé zajimavé skupiny relaci, které si zaslouzi vlastni kapitolku: ekvivalence a usporadani.

4a. Ekvivalence

Definice.
Necht R je relace na n&jaké mnoziné A. Rekneme, Ze R je ekvivalence, jestlize je reflexivni, symetrickd a tran-
zitivni.

A relation on a set is called an equivalence relation if it is reflexive, symmetric and transitive.

Cim je takova relace specialni? Jedna vyhoda je vidét hned, da se snadno znéazornit grafem v p¥ipadé konecéné
mnoziny. ProtoZze vime, Ze je reflexivni, je zbyteéné kreslit smycky, jsou vsude automaticky. Protoze je symetricka,
neni treba kreslit vsude dvojité Sipky sem a tam. Vyplyva z toho, Ze nam k zakresleni stac¢i neorientovany graf
bez smycek, ktery diky své jednoduchosti 1épe ukaze, které prvky mnoziny jsou v relaci a které ne.

Zjednoduseni situace se odrazi i v terminologii: Jestlize aRb, pak fikdme, Ze a a b jsou ekvivalentni, pricemz
v tomto vyjadfeni uz diky symetrii na potfadi onéch prvkia nezalezi. Diky reflexivité vime, Ze kazdy prvek je
ekvivalentni sam sobé. Nékdy se pro ekvivalenci dvou prvki pouziva specidlni znaceni a ~ b, ale nejde o univerzalni
konvenci, tak ji tady nebudeme pouzivat.

Priklad 4a.a: P#i pohledu na piiklady a cviceni z kapitoly 3b zjistime, Ze ekvivalenci jsme poznali docela dost:
Rovnost ¢isel x = y na libovolné mnoziné ¢isel, vlastné libovolna rovnost néjakych objektt, relace na ¢islech dana
vztahem |z| = |y, relace na mnozinach dana shodou mohutnosti |A| = |B].

V kapitole 3a jsme také hovofili o relaci dané mezi pocitaci definici aRb jestlize jsou a a b navzajem schopny
komunikovat (tfeba pres prostfednika), i to je ekvivalence.

Uvazujme relaci definovanou na zastavkach ve méstech definici aRb jestlize se dd z a do b dojet hromadnou
dopravou. Takova relace bude ur¢ité reflexivni (nastoupim a hned vystoupim) a tranzitivni. Je to tedy ekvivalence?
Rozhodne to symetrie. Jestlize umim dojet hromadnou z a do b, mtiize se stat, Ze bych z b do a dojet neumél? To je
dobra otazka, ¢lovék by to necekal, ale déji se u néas i podivnéjsi véci. TakZe tady nevime, zda mame ekvivalenci.

A

Mnohé z prikladt vychézeji z jedné zdkladni myslenky. Mame objekty z mnoziny A, u kterych zjistujeme jisty
pro nas dilezity parametr (velikost, IP ¢islo sité, pohlavi, opera¢ni systém, vyrobce, ... ). Obecné se to da vyjadrit
tak, Ze existuje zobrazeni T: A — B, kde mnozina B fikd, jaké hodnoty méfend vlastnost miZe mit. Pokud se
rozhodneme objekty sdruzovat podle toho, zda maji doty¢nou vlastnost stejnou, formalné aRb pravé tehdy, kdyz
T(a) = T'(b), tak uz vzdy vznikne ekvivalence, bez ohledu na volbu 7' (viz cviceni 4a.7).

V situaci, kdy objekty porovnavame podle urcité vlastnosti, se pak jejich mnozina rozpadne na skupiny, kazda
zahrnuje se shodnou vlastnosti. V pfipadé relace na knihdch dana zobrazenim knihar—autor tak vznikne skupina
knih od autora zy, skupina knih od autora cw atd.

Tento proces rozpadu mnoziny na skupiny prozkoumame teoreticky.

Definice.
Necht R je relace ekvivalence na néjaké mnoziné A. Pro a € A definujeme t¥idu ekvivalence prvku a
(equivalence class of a) vzhledem k R jako

[alr = {b € A; aRb}.

Alternativni znaceni: [a|g se piSe také R[a] nebo dokonce jen [a], pokud je relace jasna z kontextu.

Diky reflexivité vime, Ze takova t¥ida neni nikdy prézdna, protoze a € [a]g. Co se od takové t¥idy da cekat?
Podivejme se na ekvivalenci danou mohutnosti mnozin. Vezmeme-li si konkrétni mnozinu A, tak odpovidajici
tfida ekvivalence jsou vSechny mnoziny M spliujici |A| = |M|, takZe se ndm vlastné na hromadce ocitnou vSechny
mnoziny stejné mohutnosti. Pivodni mnozinu A pak lze brat jako jakéhosi typického zastupce mmnoziny této
velikosti. Tato ekvivalence nam tedy mnoziny rozdéli do zretelné oddélenych skupin podle velikosti.

N
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Véta 4a.l.

Necht R je relace ekvivalence na néjaké mnoziné A, necht a € A.

(i) Pro kazdé b, c € [a]r plati bRec.

(ii) Pro kazdé b € [a]r a ¢ € A plati, ze jestlize bRc, pak ¢ € [a]g.

(iii) Pro kazdé b € [a]g: [a]r = [b]r-

(iv) Pro kazdé a,b € A plati: aRb pravé tehdy, kdyz [a]|r = [b]g.

(v) Pro vSechna a,b € A plati, Ze bud [a]g = [b]r, nebo [a]g N [b]g = 0.

Jaky obrazek nam tu vznikd? TFida ekvivalence je skupina prvki, ve které jsou dle (i) vSechny navzajem v
relaci, v grafu ji tedy vidime jako skupinu prvki, ktera je kiizem krazem propojena. Zarovei z ni ale nevede zadna
cesticka jinam, protoze jakdkoliv spojnice zevnitt skupiny k néjakému prvku jej podle (ii) okamzité vtahne do této
skupiny.

Mnozina A se tak rozpadne na samostatné, od sebe izolované skupiny. To je znovu potvrzeno v ¢asti (v).

Kazdou skupinu (tfidu) jsme dostali pomoci jakéhosi prvku a, kterého lze povazovat za jejiho zastupce, ale (iii)
ukazuje, ze libovolny ¢len této t¥idy bude také rovnocennym zastupcem, je Gplné jedno, kterého si vybereme. A
koneéné (iv) nam fiké, Ze se podle pfislusnosti ke tfiddm d& poznat, kdo je s kym v relaci, coz je napad, ktery
pouzijeme posléze. A ted uz dikaz, vyplati se kreslit si obrazky.

Dukaz (pou¢ny): (i): Jestlize b, ¢ € [a]gr, pak aRb a aRc. Podle symetrie také bRa, dvojkrok bRaRc pak podle
tranzitivity dava bRc.

(ii): Z b € [a]gr mame aRb, spolu s bRc a tranzitivitou dostanem aRc, tedy ¢ € [a]g.

(iii): Vezméme libovolné ¢ € [b]g. Pak bRc a podle (ii) tedy ¢ € [a]g. Dokazali jsme [b]g C [a]g.

Necht naopak ¢ € [a|g, pak aRec. Z b € [a|g mdme aRb, ze symetrie bRa. Dostali jsme dvojkrok bRaRc, podle
tranzitivity bRc a tedy ¢ € [b]g. Dokézali jsme [a]r C [b]g.

(iv): Jde o snadny dusledek (iii). Jestlize aRb, pak b € [a]g a proto podle (iii) méme [a] g = [b] r. Necht naopak
lalr = [b]r. Pak b € [b]r = [a]r, tedy b € [a]r & aRb ptfimo podle definice [a]g.

(v): Vezméme néjaké a,b € A. Jestlize [a]r N [b]g = 0, pak jsme hotovi. Jinak existuje ¢ € [a]r N [b]g. Podle
(iii) to pak znamend [a]r = [¢|r = [b]r-

U

V definici ted zachytime obecné myslenku rozdéleni mnoziny na disjunktni ¢asti.

Definice.

Uvazujme mnozinu A. Jejim rozkladem rozumime libovolny soubor S neprazdnych podmnozin mnoziny A

takovy, ze A= |J M a pro vSechna M # N € S jsou M, N disjunktni.
MeS

Consider a set A. By its partition we mean an arbitrary collection S of non-empty subsets of A such that
A= |J M and M, N are disjoint for all M # N € S.
MeS
Podminka o disjunktnosti se ¢asto vyjadiuje pomoci obmény: pro vSechna M, N € S mé platit: MNN # () —
M = N. Tato forma je nékdy vyhodnéjsi pro pouziti napriklad v dtkazech.
Poznamenejme, Ze na velikost S se v této definici nekladou Zadné naroky, klidné mize byt nekonecna, dokonce
miize jit i o nespocetnou kolekci podmnozin (a pak je tam nespocetné sjednoceni, jesté to uvidime).

Véta 4a.2.

Necht A je mnozina.

(i) Jestlize je R ekvivalence na A, pak {[a|r}qca je rozklad mnoziny A.

(ii) Jestlize je S néjaky rozklad mnoziny A, pak existuje relace ekvivalence R na A takova, ze S jsou presné
tfidy ekvivalence vzhledem k R.

Dukaz (z povinnosti, ale pou¢nd myslenka): (i): Protoze a € [a]g, je ur¢ité A = |J [a]g. Druhd podminka
a€A
vyplyva z Véty 4a.1l (v).
(ii): Definujme relaci R na A takto: aRb pravé tehdy, kdyz existuje M € S takové, ze a,b € M.
Jinymi slovy, prohlasime, zZe vSechny prvky z jedné mnoziny rozkladu jsou navzajem ekvivalentni, ale zadné
jiné dvojice uz nevytvorime.
1) Nejprve ukézeme, ze R je ekvivalence.
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R: Jestlize a € A, pak z A = |J M musi existovat M € S takové, ze a € M. Pak a € M a také a € M, tedy
Mes
aRa. Relace je reflexivni.

S: Jestlize aRb, pak a,b € M pro néjakou mnozinu M € S. Pak ovSem také b,a € M a bRa. R je symetricka.

T: Predpokladejme, ze aRb a bRc. Pak podle definice R existuje mnozina M € S takova, ze a,b € M, a existuje
mnozina N € S (zatim musime pfipustit moznost, ze jind) takova, ze b,c € N. Ted pouzijeme predpoklad, ze S
je rozklad, abychom ukézali, Ze M = N. Nasgli jsme prvek b € M NN, tedy M NN # (). Jiz jsme diskutovali, Ze
pro rozklad z toho plyne M = N. Takze a,b,c € M, protoia,c € M a aRc. R je tedy tranzitivni.

2) Ted ukazeme, ze mnoziny z rozkladu odpovidaji t¥idam ekvivalence R.

Vezméme tfidu rozkladu [a]r. Pak existuje M € S takové, ze a € M. Pro vSechny b € M pak podle definice
aRb, tedy b € [a]r. Dokazali jsme, ze M C [a]g. Naopak jestlize b € [a]r, pak aRb, proto a,b € N pro néjakou
mnozinu N € §. Prvek a lezi v M i v N, proto (viz vyse) M = N, tudiz b € M. Ukézali jsme, ze [a|g C M.
Kazda tiida ekvivalence je tedy rovna néjaké mnoziné z rozkladu.

Formalné, {[a]gr}aerm C S.

Jesté musime ukazat, ze kazda mnozina z rozkladu odpovida néjaké tridé ekvivalence. Vezméme tedy M € S
a libovolny prvek a € M (jsou to neprazdné mnoziny dle definice rozkladu). Pak podle pfedchoziho odstavce
M = [a]g a je to.

L]

7 praktického pohledu tedy relace ekvivalence predstavuje jeden z moznych pohledd na situaci, kdy mnozinu
rozparcelujeme na kousky.

Priklad 4a.b: Asi nejzndaméjsi ekvivalence je relace rovnosti. Podivejme se na ni naptiklad na R. V pfikladé 3b.d
jsme uz ukazali reflexivitu, symetrii a tranzitivitu. Jak vypadaji t¥idy ekvivalence? Pro libovolné z € R plati
[x]r = {z}, takZe to je asi ta nejnudnéjsi ekvivalence, s nejmensimi moznymi t¥idami ekvivalence. Vzniké tim

rozklad R = J {x}, coZ jen potvrzuje, zZe tato ekvivalence je nuda.
SN

tridy ekvivalence

[z]r ={y € R; 2Ry} = {y € R; |2 = |y[} = {, -z},
coz je v pfipadé = = 0 jednoprvkova mnozina, [0]r = {0}, jinak dvouprvkova.

A

Piiklad 4a.c: V teorii ¢isel se pocet ruznych prvoéiselnych délitelu éisla n znaci w(n), napiiklad w(12) = 2,
protoZe prvocisla 2 a 3 déli 12. Dvanactku déli i jina ¢isla, ale to nejsou prvocisla (ani 1 neni).

Uvazujme nasledujici relaci R na mnoziné A = {28,29, 30,31, 32,33, 34,35}: aRb jestlize a,b maji stejny pocet
ruznych prvociselnych déliteld, tedy w(a) = w(b). Ukazeme, zZe jde o ekvivalenci:

Reflexivita: Evidentné w(a) = w(a) pro libovolné éislo a, proto aRa.

Symetrie: Necht a,b € A. Jestlize aRb, pak w(a) = w(b), proto i w(b) = w(a) a tedy bRa.

Tranzitivita: Necht a, b, c € A. Jestlize aRb a bRc, pak w(a) = w(b) a w(b) = w(c). Proto i w(a) = w(c) a tedy
aRc.

Vsimnéte si, ze jsme vlastné dokazali, ze takto vznikla relace je ekvivalence na libovolné podmnoziné ptirozenych
¢éisel, nejen na té nasi. Ted uz se na ni podivame, nejprve si pro vSechna ¢isla z A uré¢ime hodnotu parametru w,
abychom vidéli, které prvky jsou se kterymi v relaci, pak si nakreslime si zjednoduseny graf, jak jsme to diskutovali
vyse.

w(28) =w(22-7) =2, w(32) = w(2%) =1, 31 W 99
w(29) =1, w(33) =w(3-11) =2, /0/0
w(30) = w(2-3-5) =3, w(34) =w(2-17) =2, 320 028
w(31) = 1, w(35) = w(5-7) = 2. o
337 g 35

Tridy ekvivalence jsou [28]r = {28,33,34,35} = [33]r = [34]r = [35]r, [29]r = {29,31,32} = [31]gr = [32]r a
[30]r = {30}. Odpovidajici rozklad je S = {{28, 33,34, 35}, {29, 31,32}, {30} }.
Jiz dfive jsme zminili, ze jakékoliv porovnavani objekt pomoci shodnosti néjakého ukazatele je ekvivalence.

Diikaz je shodny jako ten, ktery jsme zde vidéli, viz cviceni 4a.7.
AN

Priklad 4a.d: Hledame relaci R na mnoziné A = {1,2,3,13, 14,23}, kterd by zahrnovala vztahy 1R2, 1R3,
13R23 a byla by to ekvivalence, pfi¢emz chceme nejmensi takovouto relaci (relace jsou mnoziny dvojic, my chceme
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relaci s nejmensim moznym poctem dvojic, aby jesté vyhovovala zadéani). Jinymi slovy, hleddme ekvivalentni uzavér
relace {(1,2), (1,3), (13,23)}, viz sekce 3c.6.

Ekvivalence méa byt reflexivni, proto nutné musime doplnit vSechny dvojice 3 2 3 2
7 /. 7 . 7 v v .o O O O_O
typu (a,a). M& byt také symetrickd, takZe nelze nepiidat dvojice (2,1), (3,1) a \\ \\
(23,13). Tim jsme dostali prvni obrazek (jako obvykle pro zjednoduseni nekres- 130\ ol 130\ ol
lime smycky a obousmérnou orientaci Sipek). o o Do
Ted je tfeba doplnit hrany tak, aby vznikla relace tranzitivni, tedy je tfeba 14 23 14 23

uzaviit vSechny nedokoncené trojihelniky. Takovy je tam jen jeden. Je dobré si
rozmyslet, Ze jsme timto doplnénim neporusili symetrii.

Dostaneme tak R = {(1,1), (2, 2), (3,3), (13,13), (14, 14), (23, 23), (1, 2), (2,1), (1, 3), (3, 1), (13,23), (23, 13), (2, 3),
(3,2)}.

Tridy ekvivalence jsou [1]gr = [2|r = [3]r = {1,2,3}, [13|r = [23]r = {13,23}, [14]r = {14}.

Vsimnéte si, ze kdybychom zkusili nejprve doplnit chybéjici spojnice na tranzitivitu a pak teprve symetrické
Sipky, tak uz nedostaneme ekvivalenci. Pivodni relace doplnéna o prvky (a,a) je

{(1,1),(2,2),(3,3),(13,13), (14, 14), (23, 23), (1,2), (1, 3), (13,23) }.

V ni sice navazujici dvoukroky vytvorit jdou, tfeba 1R3R3, ale Zddny nas nenuti doplnit néjaké dvojice do relace,
tato relace uz je tranzitivni. Kdyz v druhém kroku dodame dalsi dvojice k vytvofeni symetrické relace, pribude tam
(2,1) a nédhle mame dvoukrok 2R1R3, ke kterému neexistuje zkratka (2, 3). Jinak feceno, vidime, Ze symetrizace
relace muze znicit jeji tranzitivitu, viz cviceni 3c.10 a 4a.17.

JAN

Priklad 4a.e: Definujme néasledujici relaci na R: Pro z,y € R plati Ry pravé tehdy, pokud y — = € Z.

Byvéa dobré si novou relaci nejprve trochu vyzkousSet, médme tieba 1R4 nebot 4 — 1 € Z, 1R7, ale i TR1 ¢i TRY,
zajimavéjsi je 0.76 R14.76, 396.76 R0.76 ale i 0.76 R(—1.24), nebot (—1.24) — 0.76 = —2 € Z.

Je reflexivni: © —x =0 € Z a tedy i x Rz pro vSechna z € R.

Je symetricka: Vezméme libovolné z,y € R. Jestlize xRy, pak y — x € Z, potom také x —y = —(y —z) € Z a
mame yRz.

Je tranzitivni: Vezméme libovolné x,y,z € R. Jestlize xRy a yRz, pak y —x € Z a z —y € 7Z, proto také
z—x=(2—y)+ (y—x) € Z a mame zRz.

Jak vypadaji t¥idy ekvivalence? Podle definice mame tfeba pro = € R:

[Mlr={yeR; 7Ry} ={yeR,y—necZt={yeR;, InecZ: y—nm=n}={n+n; neZ}.

Tiida ekvivalence 7 je tedy na realné ose vidét jako nekoneény nahrdelnik tecek vzdalenych od sebe o 1, pficemz
jedna z nich je v m. Ted uz nepiekvapi [X|gr = {1 +n; n € Z} a [13]g = Z. Pro z € R tedy dostdvame [z]p
jako kopii mnoziny Z posunutou o x doprava. Vyrok R = [ J [z]g vlastné tedy Fika, ze R lze ziskat sjednocenim

zER
posunutych mnozin Z. V tom rozkladu se ovsem kazda tiida vyskytuje mnohokrat, dokonce nekoneéné mnohokrat,
napiiklad [0]g = [1]g = [-1]gr = --- = Z. To je obvyklé a vede to k nasledujici otazce.

Mame rozklad {[a]r}aca, ale mnohé mnoziny se v ném opakuji. Radi bychom vybrali z kazdé t¥idy jednoho
zastupce, ¢imz by vznikla mnozina M prvku z A takova, ze {[a|r}ocnr jsou jiz rizné mnoziny, tedy kazda t¥ida je
tam obsaZena jen jednou, a pfitom je to stale rozklad A. Casto lze takovou mnozinu M vybrat tak, Ze mé néjakou
zajimavou strukturu, a miZe nadm to Fict néco o struktufe samotné mnoziny A.

Jak by se dal jeden takovy zastupce z kazdé tfidy néjak rozumné vybrat v nasem prikladé? Rozmyslime si, ze
{[z]r}o<z<1 je rozklad R a rozsah 0 < z < 1 uz nelze dale zmensit.

Za prvé, vezmeme-li libovolné y € R, tak urcité existuje x € (0,1) a n € Z takové, ze y = n + z (toto by mélo
byt jasné, = je desetinna ¢ast y a n = |y|). Pak y € [z]g. Toto ukazuje, ze |J [z]r =R.

0<z<1

Mohli bychom jesté néjakou mnozinu z tohoto rozkladu odebrat? UkaZzeme, Ze ne, protoze pro = # y € (0,1) uz
plati [x|r # [y]r. DokéZeme to neptimo, tedy pfes obménu (rovnosti se zpracovavaji lépe nez nerovnosti): Kdyby
[*]r = [y]r, pak xRy, coz znali y — x € Z. Jenze zaroven x,y € (0,1), coZ znamené |x — y| < 1. Situace, kdy
|lr —y| <1lay—x€Z, je mozna jediné pro z = y.

Pro z,y € (0, 1) jsme dokazali, Ze [z]|r = [y|r = x =y, tudiz plati i obména x # y = [z]r # [y]&-

7 dikazu je jasné, ze podobné si miizeme jako mnozinu indext vzit libovolny polouzavieny interval délky 1 a
zase dostaneme rozklad mnoZiny, ktery uz nelze déle zmensit. Jsou samoziejmé i jiné moznosti, tieba (0, 1)U (3, 2)
by fungovalo, jdou vymyslet i silenéjsi mnoziny indext.

Jedna $tourava otazka nakonec: Slo by ty zastupce vybirat tak, aby v kazdém intervalu typu (n,n+1) pron € Z
byl jen jeden? Takze pro jednu t¥idu bychom vybrali néco z (0, 1), pro dalsi néco z (1,2), pro dalsi z (—1,0), pro
dalsi z (2,3) atd. Odpovéd zni, Ze to mozné neni. Kazda tfida [a]r je totiz spocetnd, ale R spocetnd neni, tudiz
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je nespocetné mnoho ruznych tfid ekvivalence v rozkladu. Musime proto vybrat nespocetné mnoho zastupcu, viz
ten interval (0, 1), coz uvazovanym stylem nejde, interval typu (n,n + 1) je samozifejmé jen spoc¢etné mnoho.
A

Ekvivalence a rozklady jsou uzite¢né z jednoho divodu, umoznuji schovavat nepodstatné detaily. Pfedstavme
si, ze zkoumame néjaké objekty a zajimaji nas néjaké podstatné vlastnosti V. Mizeme pak definovat ekvivalenci
podminkou, ze objekty sdileji vlastnosti V. VSechny objekty s konkrétni variantou podstatnych vlastnosti se pak
dostanou do jedné skupiny a my mame moznost je zkoumat najednou, napfiklad tak, ze pozkoumame jednoho
konkrétniho zastupce této skupiny.

Priklad 4a.f: Toto je mirné az silné nerealisticky pfipad ilustrujici obecné povidani pfedchoziho odstavce.

Necht A je mnozina vSech pocitac¢i. Definujeme na ni relaci R takto: aRb jestlize a a b jedou pod stejnym
opera¢nim systémem (véetné verze, patche, opravného baliku atp.)

Poznamka zvanéa reality check: Aby tohle fungovalo, musime predpokladat, Ze je tento operacCni systém jedno-
znacné dén; da se to zaiidit napiiklad tak, ze pokud mé néjaky pocita¢ moznost multiple boot, tak se pro tcely
tohoto prikladu povazuje za vice pocitaci, podle toho, do jakého OS nabéhne. Budeme také ignorovat piipady,
kdy si nékdo nastartuje pocita¢ do operacniho systému A a spusti si v ném emuldtor systému B, ve kterém
dale pracuje. Konec poznamky omezujici realitu tak, abychom pfi definici této relace nemuseli premyslet, jak se
vyporadat se vSim, co si lidi dokézou zbastlit.

Snadno se ovéri, ze jde o ekvivalenci. Reflexivita je snad jasné, symetrie uz z definice. Tranzitivita: Jestlize aRb
a bRc, pak maji a,b stejny OS a b, ¢ maji stejny OS. Podle nasi poznamky ma b jen jeden OS, je tedy spole¢ny
pro a,c a mame aRc.

Tato ekvivalence ndm rozlozi mnozinu vSech pocitact do t¥id podle toho, na jakém OS jedou (desitky podverzi
raznych generaci Windblows, rizni tuciaci s jesté riznéjsimi X-Win napady, rozlicné verze DOSu pro staromilce
(osobné doporucuji 4DOS), Nexty, Appli operacéni systémy,...). Na$ pohled na poéitace se tim prudce zjednodusi
a pokud za nadmi nékdo pfijde pro radu, tak se prosté zeptame, do jaké tiidy jeho hromadka silikonu patti, a
budeme mu s vysokou pravdépodobnosti schopni poradit, aniz bychom piesné védéli, co ma vlastné za krabicku.

To je samoziejmé dalsi bod, ve kterém tento Skolni piipad nardzi na realitu :-), pocitace se jiz néjakou dobu
chovaji éasto nevypocitatelné a jevi zndmky toho, Ze maji vlastni osobnost (vétsinou zlomyslnou).

A

Nicméné i kdyz nedokonalé, porad je to dostatec¢né rozumné fungujici metoda na to, aby zjednodusila nas zivot,
takze ji vidime vSude kolem nas (tfeba kdyZ se nadm pokazi auto, tak je v servisu zajima, jaké je znacky, ne
konkrétni vyrobni série, a vétsinou to staci; studenti jsou rozdéleni do t¥id podle ro¢niku atd atd.). Dokonce se da
Fict, Ze nas mozek prfimo funguje v téchto nedokonalych ekvivalencich, kazdy si béhem détstvi vytvaiime obraz
svéta tak, Ze si véci rozdélujeme do Skatulek (psi, kocky, kvétinky, dospéli, déti, upifi, samopaly) a pak podvédomé
hodnotime podle toho, do které skupiny co patfi, jakkoliv je to nékdy nespravedlivé. To uz je zivot.

Samoziejmé ve svété matematiky véci funguji mnohem vyhranénéji a hranice nejsou tak zamlzené, takze se
ekvivalence stdvaji mocnym nastrojem k vytvareni skupin, které pak zkoumame najednou (zobrazeni prosta a ta
ostatni, mnoziny kone¢né, spocetné a ty ostatni, ... ).

Priklad 4a.g:

1) Pravdépodobné vsichni ¢tenafi se s tfidami ekvivalence setkali v geometrii. Existuje tam pojem vazanych
vektortl, coz jsou zhruba feceno Sipky napiiklad v roviné, podle toho, v kolikarozmérném svété pracujeme. Kazda
takova Sipka nékde zacind a nékde konci a je jich opravdu dost. V aplikacich se ale ukazuje, ze to opravdu dilezité
neni zacatek a konec, ale smeér a velikost. Jinymi slovy, pokud maji dva vektory tyto dva atributy stejné, tak uz
se mohou ligit umisténim a né&jak zvlast ndm to nevadi.

Formalné se tedy zavede ekvivalence, dva vazané vektory jsou ekvivalentni, pokud maji stejny smér i velikost.
Vzniklé t¥idy ekvivalence jsou to, ¢emu fikdme volné vektory, pfi¢emz vSechny vektory z jedné konkrétni t¥idy
povazujeme v zasadé za stejné, coz se odrazi mimo jiné i v tom, ze maji vSechny stejné soutadnice. V konkrétnich
situacich si pak ze tfidy vybirame vhodného zastupce, naptiklad pokud chceme znat souradnice prislusné k dané
tfidé vektord, tak si z ni vybereme vektor, ktery za¢ina v pocatku, a jeho konec nam da soutadnice. Kdyz chceme
dva volné vektory (tedy vlastné dvé t¥idy ekvivalence) seéist, tak si u prvniho vybirdme zéstupce zacinajiciho v
pocatku, ale u druhého uz vybirdme zastupce zacinajicitho tam, kde prvni skoncil.

Pro studenty zacinajici s vektory je nékdy tézké si na takova kouzla zvyknout, ale pokud si dobfe rozumi s
ekvivalencemi, tak to vlastné neni nic zvlastniho.

4a.2, 4a.g ) 4a.2, 4a.g
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2) Myslenka, ze do pytliku schovdme spoustu objektt a pak jiz manipulujeme s pytlikem jako celkem, se pfirozené
objevuje i v analyze. Neurcity integral funkce f je jistd mnozina funkci, ale my s ni bézné pracujeme jako s jednim
objektem.

Forméalné bychom to zafidili takto. Necht F' je mnozina vSech realnych funkci, které jsou diferencovatelné na
vnittku definiéniho oboru. Pak definujme relaci F' ~ G préavé tehdy, kdyz F’ = G’. Snadno se ukéze, ze tato relace
je ekvivalence. Kdyz se podivame na jednu t¥idu ekvivalence [F]., tak hned vidime, Ze je to vlastné neur¢ity
integral k funkci F’. Kdykoliv pracujeme se symbolem [ F’dz, tak vlastné pracujeme s touto tiidou ekvivalence.
Jsou situace (napfiklad pfi integraci per partes), kdy potfebujeme néjakou primitivni funkci a vybirdme si dle
libosti, coz zase odpovida nasi zkusenosti s ekvivalencemi, Ze v zasadnich aplikacich na konkrétni volbé zastupce
tfidy viubec nezalezi.

JAN

Zatimco ne kazdy se potkal s volnymi a vazanymi vektory, existuje jeden objekt, ktery potkali iplné vsichni a
ktery jsou vlastné také t¥idy ekvivalence. Jsou to zlomky, viz kapitola 8d. Ted jedna skutecnd aplikace.

Priklad 4a.h: UvaZujme mnozinu A fetézcti nad anglickou abecedou, zvolme pevné néjaké n € N. Definujeme
relaci ~ na A pro slova v, w predpisem v ~ w bud jestlize jsou obé slova krats$i nez n znakl a jsou stejnd, nebo
jestlize maji obé slova alespon n znak® a na prvnich n znacich se shoduji.

Pouzili jsme pro tuto relaci znacku ~, aby se ndm R nepletlo do pismenek v fetézcich. Je snadné ovéfit, ze jde
o ekvivalenci.

Napriklad jestlize n = 3, pak mame de ~ de a zadné jiné slovo uz s ,,de“ ekvivalentni neni, ale s delSim Fetézcem
»pec” jsou ekvivalentni tfeba ,pec”, ,pecka“, ,pecen®, ,pecxyzancdefghij* a nekone¢né mnoho dalSich.

TakzZe [pec|. jsou vSechny Fetézce, které zacinaji ,pec”, zatimco pro libovolny dvou ¢ jednoznakovy fetézec w
méame [w]. = {w}.

Tento priklad neni uméle vymyslen, jazyk C dovoloval libovolnou délku nazvu promeénnych, ale pfi rozliSovani
pouzival jen nékolik prvnich pismen. Mnozina tiid ekvivalence pak vlastné udava, které rtzné proménné lze
pouzivat.

A

Uzite¢nost takového shlukovéani (a také to, ze s kazdou tfidou pak pracujeme jako s jednim samostatnym objek-
tem) vedly k zavedeni pojmu, ktery to shrnuje. My zde s nim pracovat nebudeme, uvadime jej pro tplnost, kdyby
na néj ctenar nékdy narazil.

Definice.
Necht R je relace ekvivalence na mnoziné A. Mnoziné {[a]r; a € A} fikame faktorova mnozina podle
ekvivalence R a znacime ji A/R.

Jisté vysvétleni znaceni: Pokud by byla mnozina A konecna a vsSechny tfidy ekvivalence mély stejnou mohutnost
n, pak ma mnozina A/R mohutnost |A|/n.

V matematice je nékdy klicovy obrat, kdy ptivodni mnozinu rozdélime na t¥idy ekvivalence a s témi pak pra-
cujeme jako s objekty, aniz bychom se pfili§ vrtaliv tom, co se vlastné déje uvnitt takovych tiid. Jiz jsme vidéli
priklady s vektory nebo s primitivnimi funkcemi, dalsi (ktery vlastné zndme vsichni) je v kapitole 8d o raciondlnich
¢islech, dalsi dtlezity v kapitole 7, za precténi stoji i poznamka 4b.9.

Ekvivalence a operace
7 predstavy, kterou o ekvivalenci mame, by mélo byt vidét, ze pokud z grafu ekvivalence odebereme néjaké
vrcholy véetné spojnic k nim vedoucich, tak z toho zase zistane graf rozdéleny na izolovana hnizda.

Fakt 4a.3.
Necht R je relace ekvivalence na néjaké mnoziné A. Pak restrikce R na libovolnou podmnozinu A je zase
ekvivalence.

Ditikaz plyne okamzité z Faktu 3b.4.

V praxi to tfeba znamena, ze kdyz jsme tady dokézali, Ze relace = je ekvivalence na R, tak uz mtzeme rovnost
pouzivat pro libovolnou podmnozinu M C R, tfeba na N, a zase to bude ekvivalence. Mnohé z pfikladd v tomto
textu jsou vyrabény prave restrikci znamé relace na néjakou péknou malou mnozinu, aby ten priklad moc nenarostl.

U operaci mnozinovych se staci odvolat na Fakt 3c.2, viz cviceni 4a.14. Jak je na tom sklddani? Kdyz slozime
dvé rtizné ekvivalence, pak ekvivalence vzniknout nemusi, problém je s tranzitivitou, viz diskuse po Faktu 3c.4.

4a.3, 4a.h 6 4a.3, 4a.h
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Zbyva tedy situace, kdy skladame stejnou ekvivalenci samu se sebou. Bylo by sviidné vyuzit Vétu 3c¢.5 k tvrzeni,
ze kdyz je R ekvivalence, tak je R" zase ekvivalence. Ve skutec¢nosti je to ovSem jesté jednodussi, z Véty 3b.6 totiz
okamzité vyplyne toto:

Dusledek 4a.4.
Necht R je relace ekvivalence na mnoziné A. Pak pro vSechna n € N je R™ = R.

Ekvivalence tedy nema smysl umociiovat a uz viibec se tim nemohou zménit jejich vlastnosti. Podobné se nema
smysl ptat, co s ekvivalenci R udéla, kdyz ji obratime, protoze ekvivalence jsou symetrické a tudiz zase R~! = R,
nic nového nedostaneme.

V sekci 3b.9 jsme predstavili sou¢inovou relaci, kdy dva vektory porovavame prostiednictvim jejich soutradnic.
7 vysledkt dotyc¢né sekce okamzité plyne nasledujici.

Véta 4a.5.
Necht (A1, Ry), ..., (An, Ry) jsou mnoziny s relacemi ekvivalence. Pak pfislusna souc¢inova relace R na mnoziné
A=A; x---x A, je ekvivalence na A.

O ekvivalencich a rozkladech se toho samoziejmé da fict vice, pro par zajimavych napad doporucujeme cvicend,
napiiklad cviceni 4a.15.

Cviceni
Cviceni 4a.1 (rutinni): Urcete, zda relace uréené nasledujicimi maticemi jsou ekvivalence:
1 0 1 1 10 110
GOM=1|1 1 1|; )y M=(1 1 0]; vyM=[1 11
0 0 1 0 01 0 1 1
1 10 110
i)M=(|1 0 1]; iv yM=[0 1 1|;
0 0 1 0 0 1
Cvifeni 4a.2 (rutinni): Rozhodnéte, kterd z nasledujicich relaci na mnoziné A lidi je ekvivalence, odpovéd

zdivodnéte:

(i) aRb znamenad, Ze a,b se nékdy potkali;

(ii) aRb znamena, ze a,b maji spoleéného znamého;

(iii) aRb znamend, ze a,b maji stejnou nejoblibenéjsi knihu (zde predpokladejte, ze kazdy ma jen jednu takovou).

Cviceni 4a.3 (rutinni): Na mnoziné A = {1,2,3,4,5,6} uvazujte nésledujici relaci: aRb jestlize maji slovni
vyjadieni pro a a b stejny pocet pismen.

Vypiste prvky této relace. Ukazte, ze je to ekvivalence, pak nakreslete jeji zjednoduseny graf. Pro vSechny prvky
urcete jejich tfidy ekvivalence a najdéte odpovidajici rozklad mnoziny.

Cviceni 4a.4 (rutinni, pou¢né, zkouskové): Ve cviceni 3b.4 se vlastné ukézalo, ze nésledujici relace na Z jsou
ekvivalence:

(i) aRD jestlize |a| = |b|;

(ii) aRb jestlize a — b = 2k pro néjaké k € Z.

Pro kazdou z téchto relaci najdéte [13]z a poté popiste obecné, jak tiidy ekvivalence vypadaji.

Cviceni 4a.5 (rutinni, pou¢né, zkouskové): Rozhodnéte, kterd z nésledujicich relaci na Z x Z je ekvivalence:

(1) (al, ag)R(bl, bg) jestliie albg = agbl; (111) (al,ag)R(bl, bg) jestliie a; —ag = b1 — bg;

(11) (CLl, ag)R(bl, b2) jestliie ay + bg = a + bl, (IV) (al, CLQ)R(bl, bg) jestliie a]; —ag = b2 - bl.

Pro ty, které jsou ekvivalence, najdéte [(1,2)]g.

Cviceni 4a.6 (dobré, pouc¢né): Uvazujme mnozinu A vSech zobrazeni ze Z do Z. Ktera z nasledujicich relaci je
ekvivalence? Pro ty, které jsou, urcete t¥idy ekvivalence.

(1) {(T,5); T(1) = S(1)}; (iv) {(T,S); T(n) — S(n) = 1 pro viechna n € Z};
(i) {(7,S); T(0) = S(0) nebo T'(1) = S(1)}; v) {(1,S8); 3ICeRYneZ: T(n)—S(n)=Cl
(i) {(T, ); T(0) = S(0) a T(1) = S(1)}: (vi) {(T, 8); T(1) = 8(0) a T(0) = S(1)}.

Cviceni 4a.7 (poucné): Necht T: A — B je zobrazeni. Definujme relaci na A predpisem aRb pravé tehdy, kdyz
T(a) = T(b). Dokazte, ze je to ekvivalence, a urcete jeji tiidy ekvivalence.

Poznamka: Tim obecné dokadzeme, Ze porovnavani objekt pomoci shodnosti néjakého ukazatele dava ekvivalenci.
VsSechny ekvivalence lze takto reprezentovat, jako Groviové mnoziny néjakého zobrazeni.

7
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Cviceni 4a.8 (poucné): Necht R je relace na mnoziné vSech trojuhelnikii v roviné definovana takto: aRb jestlize
Ize trojuhelnik a ziskat z trojuhelnika b posunem, rotaci, zrcadlenim ¢i kombinaci nékolika téchto transformaci.
Dokazte, ze je to relace ekvivalence.

Poznamka: Toto nam umozni redukovat vSechny trojuhelniky v roviné jen na informaci o délkach stran a thlech.

Cviceni 4a.9 (poucné): Uvazujme Sachovnici 2 x 2, necht A je mnozina vSech moznych obarveni poli této
sachovnice bilou a ¢ernou (rozumi se tim, Ze kazdé pole je vybarveno pravé jednou z téchto dvou barev). Definujeme
relaci R na A predpisem: aRb jestliZe 1ze obarveni b ziskat z obarveni a rotaci ¢i zrcadlenim Sachovnice ¢i kombinaci
nékolika téchto transformaci. (Zpfesniujici poznamka: pfipousti se jen takové rotace a zrcadleni, aby byla zase
Sachovnice jako celek v zakladni pozici, ¢ili rotace o nasobky pravého thlu a zrcadleni okolo os soumérnosti
sachovnice). Dokazte, ze jde o relaci ekvivalence, a najdéte mnozinu néjakych obarveni tak, aby byla nejmensi
mozZnou mnozinou zastupci t¥id ekvivalence.

Poznamka: Geometrie a ekvivalence se spolu potkavaji velice ¢asto, napriklad volné vektory jsou t¥idy ekvivalence
vazanych vektord.

Cviceni 4a.10 (pou¢né): Ve cviceni 3b.7 se ukdzalo, Ze nésledujici relace jsou ekvivalence. Urcete, jak pro né
vypadaji t¥idy ekvivalence.

(i) Relace R na mnoziné A vSech redlnych polynomt definovana jako p(z)Rq(z) jestlize maji p a ¢ stejny stupe.
(ii) Relace R na mnoziné A vSech realnych polynomu definovand jako p(z)Rq(x) jestlize maji p a ¢ stejné realné
kofeny vcetné nasobnosti.

(iii) Relace R na mnoziné A vSech redlnych polynomu definovana jako p(x) Rq(x) jestlize maji p a ¢ stejné komplexni
kofeny vcetné nasobnosti.

Cviceni 4a.11 (rutinni): Uvazujte nésledujici relace definované na mnoziné vsech (koneénych) binarnich fetézct.
Pro kazdou z nich dokazte, Ze je ekvivalence, a urcete, jak vypadaji [1001]r a [0]g.

(i) aRb jestlize Fetézce a,b maji stejny pocet jednicek;

(ii) aRD jestlize Fetézce a,b maji stejnou paritu vyskytu jednicek.

Cviceni 4a.12 (rutinni): Ktery z nasledujicich souborti podmnozin mnoziny A = {1,2,3,4,5,6,7} je jejim
rozkladem? Nakreslete pak graf odpovidajici ekvivalence.

(i) S = {{1a2a5}3{6’ 7}a{3}}; (ii) S = {{17235}7{&7}?{3’4}}; (iii) S = {{1>2’475}a{677}7{3a4}}'

Cviceni 4a.13 (rutinni, poucné): Ktery z néasledujicich soubori je rozkladem mnoziny vSech binarnich fetézci?
(i) Retézce zacinajici 00, fetézce zacinajici 01, fetézce zacinajici 11, fetézce zacinajici 10;

(ii) Retézce zadinajici 00, Fetézce zac¢inajici 1;

(iii) Retézce obsahujici 00, Fetézce obsahujici 01, Fetézce obsahujici 11, fetézce obsahujici 10;

(iv) Retézce zacinajici 00, fetézce zacinajici 01, fetézce zacinajici 1.

Cviceni 4a.14 (rutinni, pou¢né): Ktery z néasledujicich soubori podmnozin jsou rozkladem mnoziny Z x Z?

(i) mnozina part (z,y) takovych, ze z nebo y je liché; mnozina para (x,y) takovych, ze x je sudé; mnozina para
(z,y) takovych, ze y je sudé;

(ii) mnozina paru (x,y) takovych, Ze x nebo y je liché; mnozina part (z,y) takovych, Ze = a y jsou sudé;

(iii) mnozina paru (z,y) takovych, Ze zy > 0; mnozina para (z,y) takovych, ze zy < 0.

Cvicéeni 4a.15 Lpouéné): Dokazte: Jsou-li Ry, Ro relace ekvivalence na téze mnoziné A, pak R; N Ry je také
ekvivalence, ale Ry ani R; — Ry nejsou nikdy ekvivalence.

Cvigeni 4a.16 (poucné, dobré): Necht S, S, jsou dva rozklady téze mnoziny A. Rekneme, Ze S; je zjemnéni
(refinement) rozkladu S5, jestlize kazdd mnozina z S; je podmnozinou néjaké mnoziny z Ss.

Intuitivné, Sy vzniklo tak, Ze se dale rozdélily néjaké mnoziny z Ss.

Dokazte nasledujici: Necht Ry, Ro jsou relace ekvivalence na mnoziné A. Pak Ry C Ry praveé tehdy, kdyz je rozklad
{la]r, } zjemnénim rozkladu {[a]g, }.

Intuitivné: Cim vic dvojic v relaci ekvivalence, tim vétsi tiidy—ano, to zni logicky.

Cviceni 4a.17 (poucné, dobré): Jestlize udélame tranzitivni uzavér symetrického uzévéru reflexivniho uzavéru
relace, dostaneme nutné ekvivalenci?

Cvigeni 4a.18 (poucné, dobré): Nechf R je relace na mnoziné A. Rekneme, e je cirkularni (circular), jestlize
pro kazdé a,b,c € A plati: Jestlize aRb a bRc, pak cRa.
Dokazte: Relace r je ekvivalence pravé tehdy, kdyz je reflexivni a cirkularni.
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Reseni:
4a.1: Nejsnaze pozname reflexivitu, matice musi mit 1 vSude na diagonale. Tim jsme vylou¢ili (ii). Symetrii
pozname tak, Ze matice musi byt symetrickd. Kontrola dvojic soumérnych podél diagonaly vyradi piipady (i)
a (iv). Zbyvaji ptipady (iii) a (v) a kontrola tranzitivity. Jedna moznost je pouzit Booleanovsky sou¢in. Druhd
moznost je vypsat si z matice vSechny nediagonélni jednicky jako dvojice v relaci a zkoumat tranzitivitu na nich.
U (v) se tim pfijde na navazujici dvojice (1,2) a (2, 3), kdy zkratka (1,3) v relaci neni, tedy (v) neni tranzitivni.
U (iii) i tento test uspéje, je to tedy ekvivalence.
4a.2: (i): Neni tranzitivni, a potkal b, b potkal ¢ nemusi znamenat a potkal c.
(ii): Neni tranzitivni.
(iii): Je ekvivalence. Ozna¢me k(a) nejoblibenéjsi knihu a. Pak k(a) = k(a) tedy aRa, reflexivita.
Déle aRb = k(a) = k(b) = k(b) = k(a) = bRa, symetrie.
Déale aRb AN bRc = k(a) = k(b) ANk(b) = k(¢) = k(a) = k(¢) = aRc tranzitivita.
4a.3: Je praktické zavést funkci p(n) znacici pocet pismen v ¢isle n. Pak p(1) = 5, p(2) = 3, p(3) = 3, p(4) = 5,
p(5) = 3, p(6) = 4. Odtud snadno
R={(1,1),(2.2),(3,3), (4,4), (5,5), (6,6), (1, 4), (4,1), 2,3), (3,2), (2,5), (5,2), (3.5, (5,3)}.
R:ae A = p(a) =p(a) = aRa. 3 2
S:a,b€e A aRb = p(a) =p(b) = p(b) =p(a) = bRa.
T: a,b,c € A: aRb ANbRc = p(a) = p(b) Ap(b) = p(c) = p(a) = p(c) = aRec. 40‘\7401
[1r =[4]r = {1.4}, [2]r = [3]r = [5]r = {2,3,5}, [6]r = {6}.
S = {{1,4},{2,3,5},{6}}. 5 6
d4a.4: (i): [13]g ={a € Z; 13Ra} = {a € Z; 13| = |a|} = {—13,13}; [n]r = {n, —n}.
(ii): [13]r = {a € Z; 13Ra} ={a € Z; Ik € Z: 13— b=2k} = {a € Z; Ik € Z: b— 13 = 2k}
={a€Z; Ike€Z:b=13+2k} = {13+ 2k; k€ Z};
[n|r = {n+2k; k € Z}.
4a.5: (i): R: (a1,a2)R(a1,a2) <= ajas = asay vidy pravda.
S: ((11,@2) (bl,bg) — a1b2 = a2b1 — b1a2 = bQCLl — (bl,bg)R(al,ag), ano.
T: (al, ag) ( ) (bl, bg)R(Cl, CQ) — albg = CLle VAN blcz = b201. Z prvni b2 = % do druhé
bicg = Y, — giey = asey —> (a1,a2)R(c1,c2). Ale co kdyz a3 = 07 Rozbor situace, podezieni, neni
tranzitlvnl'
Protipfiklad: (1,1)R(0,0), (0,0)R(2,1), ale (1,1)R(2,1) neplati.
Neni ekvivalence.
(ii) R: (a1,a2)R(a1,a2) <= a1+ a2 = as + a1 vzdy pravda.

(al,ag) (bl,bg) — a1 +by=as+b; = bi+ay=by+a; — (bl,bg)R(al,ag), ano.

(al,ag) (bl, bg)/\(bl, bg)R(Cl, CQ) = qa1+by = ay+bi Abi+cy = by+cy. Seéteme obé rovnice: ay+by+bi+co =

+ b1 + by + c1, zkratime, a; + c3 = as + ¢ = (a1,a2)R(c1, c2), tranzitivni. Je to ekvivalence.
(172)]R = {(bl,bg) S ZQ; (1,2)R(b1,b2)} = {(bl,b2> S Zz; 1 + b2 =2 + bl} - {(51,52) S Zz; bg =1 + bl}
={(k,k+1);k € Z}.
(iii): R: (a1,a2)R(a1,a2) <= a1 — az = a1 — ay vzdy pravda.
S: (a1 ) (bl,bQ) — a1 —as=b; —by = b1 —by=a; —ay — (bl,bg)R(al,ag), ano.
T: (Il,CLQ) (bl,bg) (bl,bg)R(Cl,Cg) — a1 —ag = bl — b2 VAN b1 — b2 =C —Cy — a1 — Q3 =C] — Cy
= (a1, a2)R(c1,c2), tranzitivni. Je to ekvivalence.

1, )] {(bl,bQ) €Z2 ( )R(bl,bQ)}:{(bl,bg) EZ2; 1—2:b1—b2}:{(b1,b2) EZQ; b :1+b1}
={(k,k+1);k € Z}.
(iv): R: (a1,a2)R(a1,a2) <= a1 — as = az — aj neni vzdy pravda.
Protipiiklad: neplati (1,2)R(1,2), protoze neplati 1 — 2 = 2 — 1. Neni to ekvivalence.
4a.6: (i): Ano. R: T(0) =T7(0). S: T(0) = S(0) = S(0) =T(0). T: T(0) = S(0) A S(0) = U(0)
= T(0) =U(0).
Zvolme si ¢islo ¢ € Z. Pak tfida ekvivalence odpovidajici tomuto ¢islu je mnozina vSech zobrazeni, jejichz grafy
prochazeji bodem (1,c¢). D4 se to tedy pfedstavit, Ze se grafy v tomto bodé setkaji, ale doleva i doprava uz se
rozbihaji dle libosti. Zvolime-li jiné ¢, dostaneme jinou tfidu, jedna tfida se tedy posouva nahoru a dolt podle
volby c.
(ii): Neni T; staci zvolit T tak, aby T'(0) = 1 a T'(1) = 3, S tak aby S(0) =1 (pak (T,S) € R) a S(1) =2a U
tak, aby U(0) =5 a U(1) = 2 (pak (S,U) € R), ale neplati (T,U) € R.
(iii): Ano. Podobné jako (i), tfida ekvivalence jsou vSechna zobrazeni, jejichz grafy prochazeji spoleénym bodem
(0,¢) a také (1,d).
(iv): Neni R,S,T.
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(v): Ano. Ttida ekvivalence vznikne tak, Ze si vezmeme jedno zobrazeni a odpovidajici t¥ida se sklada ze vSech
posunt jeho grafu nahoru a doli.

(vi): Neni R,T.

4a.7: R: T(a) = T(a) = aRa;

S:aRb = T(a)=T(b) = T(b) =T(a) = bR

T: aRbANbDRc = T(a) =Tb)ANT() =T(c) = T(a) =T(c) = aRg;

[alg = {b€ A; aRb} ={be A; T(a) =T(b)} =T [T(a)].

4a.8: R: trojuhelnik ziskdme z néj samého zadnou transformaci.

S: ziskali jsme b z a pomoci transformaci, tak je udélame pozpatku a naopak a dostaneme z b to a.

T: z a ziskdme transformacemi b, z toho pak transformacemi c, spojime je, dostavame z a transformacemi c.
4a.9: Ekvivalence: Podobné predchozimu.

Mnozina: viz pét obarveni napravo, ostatni z nich dostaneme ale jedno z [b[b| c[b]c|c|c|b][c]c
druhého ne. blb bb\bb\bc clb
4a.10: (i): [p(z)]r jsou v8echny polynomy stejného stupné jako p.

(ii): [p(z)]r jsou vSechny polynomy, které maji stejné realné kofeny véetné nasobnosti. Vic se Fici neda.
(iii): [p(z)]r jsou vSechny polynomy, které maji stejné komplexni kofeny véetné nasobnosti. To ale znamend, Ze
maji stejné kofenové faktory (z — A) v rozkladu, mohou se tedy lisit jen konstantou pfed kofenovymi faktory.
Zavér: Jde o nasobky p, [p(z)]r = {a-p(x); a € R — {0}}.

Proé¢ to neslo u (ii)? ProtoZe v redlném oboru rozklad neni zarucen, napiiklad p(z) = (z — 13)(22 + 1) a ¢(z) =
(x — 13) (2% + 4) maji stejné redlné koteny, ale jeden neni nadsobkem druhého.

4a.11: (i) Zavedte si j(r) jako pocet jednicek v fetézci r, pak aRb <= j(a) = j(b) a dtikaz je stejny jako tfeba
ve cviceni 4a.3.

[1001]z jsou vSechny Fetézce s pfesné dvéma jednickami. [0]p jsou vSechny Fetézce bez jednicek.

(ii) Zavedte j(a) jako pocet jednicek, pak aRb <= j(a) — j(b) = 2k pro k € Z, je to kombinace cviceni 4a.3 a
cviceni 4a.4 (ii).

[1001]r jsou vSechny Fetézce se sudym poctem jednicek, ditto [0]g.

4a.12: (i): chybi 4 3% 9
N . , 4 ° 0
(ii): ano viz obrazek o / \
) o . o1
(iii): prekryv, {1,2,4,5} N {3,4} # 0 S
5 0/07
4a.13: (i): ano; (ii): ne, chybi Fetéce zacinajici 01; (iii): ne, mnoziny se prekryvaji, tfeba fetézec 001 je v prvnich

):
dvou; (iv): ano.
4a.14: (i): ne, tfeba par (liché, sudd) je v prvni i tfeti mnoziné; (ii): ano, kazdy par nékam patii, zddny neni v
obou; (iii): ne, nepokryva pary, ve kterych je nula.

4a.15: Prinik: viz Fakt 3c.2.

Necht a € A. Pak (a,a) € Ry, proto (a,a) ¢ Ry, tedy R; neni reflexivni, tudiz ani ekvivalence.

Necht a € A. Pak (a,a) € Ry a (a,a) € Ra, proto (a,a) ¢ Ry — Rs, tedy R; — Ry neni reflexivni, tudiz ani
ekvivalence.

4a.16: =—>: Necht Ry C Ry. Tvrdime, ze vzdy [a|gr, C [a|r,: b € [a]r, = aR1b = aRsb = b € [a]R,.
<=: Necht je {[a]r,} zjemnéni {[a]r,}. Necht aR2b. Pak b € [a]g,. Protoze musi existovat mnozina z {[a]g,}
takova, ze [a]gr, je jeji podmnozinou, existuje ¢ € A takové, ze [a]r, C [c|r,. Pak tedy i a,b € [c]r, a proto aRsb.
4a.17: Ano. Vznikne tak ekvivalentni uzavér. Pozor, na poradi zalezi, viz pfiklad 4a.d a cviéeni 3c.10.

4a.18: Ekvivalence je reflexivni. Je cirkuldrni? Necht a RbRc. Z tranzitivity aRc, pak ze symetrie cRa.

Necht je R reflexivni a cirkularni. Symetrie: Necht a Rb. Z reflexivity i bRb, proto cirkularita déva bRa. Tranzitivita:
Necht aRbRc. Cirkularita d4 cRa, symetrie pak aRc.

4b. Castecna usporadani

Jednim z castych tkoll je srovnat prvky jeden za druhym dle néjakého kritéria ¢i alespori mezi nimi udélat trochu
poradek. Mtzeme tfeba pii pohledu na seznam kol rozpoznat, ze urcité z nich musi byt udélany ptred jinymi,
nékdy z toho vznikne jiz jediné mozné poradi pro vSechny, jindy je téch omezeni méné a zbude jistda mira volnosti.
Kdyz se podivdme na seznam doporucenych predméti, které by mél student computer science absolvovat, tak
jsou urcita omezeni zvand prerekvizity, ale také urcita volnost. Pfi varfeni asi nema smysl dat stl do hrnce, dat to
na oheii rozpalit a pak teprve nalit vodu (i kdy# sranda by to asi byla'), na druhou stranu byvéa jedno, v jakém
poradi nastrouhame jednotlivé brambory.

' Jakékoliv skody na majetku & zdravi vzniklé v souvislosti s timto odstavcem jsou ¢isté na zdpovédnost ¢tenéfe.
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Spole¢nym prvkem téchto prikladd je, ze umime srovnavat urcité jednotlivé dvojice podle néjakého kritéria a
snazime se néjak usporadat celou mnozinu. Asi nejpohodlnéj$im srovnanim, se kterym se potkavame, je srovnavani
(celych) cisel na realné ose, protoze kazdé dvé umime porovnat, a kdyz ndm nékdo da koneénou mnozinu ¢isel,
tak je umime seradit podle velikosti. To je jakysi idedl, ale rovnou se smifme s tim, ze velice zifidka dosazitelny,
vétsinou jsme radi za alespon néjaka srovnani.

Abychom mohli rozumné pracovat, budeme od srovnévaci relace chtit néjaké vlastnosti. Praxe ukazala, ktery
typ srovnani se pouziva nejc¢astéji, nikterak prekvapivé je zde silna inspirace nerovnosti x <y (¢i z > y).

Definice.

Necht R je relace na néjaké mnoziné A. Rekneme, ze R je asteéné uspofadani, jestlize je reflexivni, antisy-
metrickd a tranzitivni.

V tom pfipadé fekneme, Ze dvojice (A, R) je éaste¢né usporadana mnozina.

A relation R on a set A is called a partial ordering or a partial order if it is reflexive, antisymmetric and
transitive.
In that case we say that the pair (A, R) is a partially ordered set, often we just say poset.

Poznédmka k anglické terminologii: V cestiné se bohuzel neujalo ,,éumnozina®“ ani ,,cuzina“.

Casto fikdme jen ,usporddani®. Uvidime, Ze usporaddni miize byt vic (¢astecné, linearni, dobré), takze kdyz
fekneme ,usporadani“, myslime tim jen to nejobycejnéjsi, tedy castecné, pokud neméame z kontextu dano vic
vlastnosti.

Priklad 4b.a: V kapitole 3b jsme vidéli, ze relace z < y a z > y jsou ¢astecna usporadani na N, na Z, na QQ, na
R a vlastné na libovolné podmnoziné realnych cisel.
A

Znaceni: Aby se zduraznila srovnavaci povaha relace ¢asteéného usporadani, pouziva se ¢asto namisto symbolu
aRb symbol a < b. I my to zde zavedeme, pak také hovofime o ¢asteéné usporadané mnoziné (A, <).

Priklad 4b.b: Uvazujme relaci R danou pfedpisem |z| < |y| tfeba na mnoziné Z. Tato relace je zjevné reflexivni,
protoze |z| < |z| pro libovolné ¢islo, tedy zRzx.

Tranzitivita je také splnéna: Jsou-li x,y, z ¢isla ze Z spliujici xRy a yRz, pak |z| < |y| a |y| < |z|, odtud |z| < |z|
a tedy zRz.

Bohuzel ale selze antisymetrie, protoze naptiklad (—13)R13 a 13R(—13), pfitom neplati —13 = 13. Tato relace
proto neni ¢astenym usporadanim. Presto je to bezesporu uziteéna relace, ¢asto porovnavame objekty podle jejich
velikosti neboli magnitudy. I pro takovéto relace tedy budeme chtit vytvorit teoreticky kabat, jeden mozny pristup
ukézeme v Poznamce 4b.9.

A

vvvvvv

Priklad 4b.c: Necht M je n&jaky soubor mnozin a uvazujme relaci na M danou pro A,B € M jako A < B
pravé tehdy, kdyz A C B. Prosté nés zajima relace inkluze na mnozinach. Je snadné nahlédnout, Ze jde o ¢astecné
uspotradani (viz Fakt 2a.1 (i), Fakt 2a.2 a Fakt 2a.3), takze (M, C) je ¢asteéné usporddand mnozina.

Toto bude pro nas velice diilezity ptiklad, protoze na rozdil od nerovnosti ndm nenaznacuje véci, které nemusi
byt pravda. My jsme totiz zvykli, Ze umime porovnat pomoci < libovolnd dvé (redlnd) cisla, ale to rozhodné
neplati o vSech uspotradanich. Pokud napfiklad nas soubor mnozin M obsahuje mnoziny {13,23} a {13, 33}, tak
je pomoci C porovnat neumime, neplati ani {13,23} C {13, 33}, ani {13,33} C {13,23}.

Relace inkluze je tedy velice vhodnym prikladem, protoze nas upozoriuje, ze na nékteré véci nelze obecné spoléhat.
Dokonce je to v jistém smyslu priklad univerzalni, co se nauc¢ime na inkluzi, bude fungovat pro vSechna uspotradani.

Nejcastéji pracujeme se situaci, kdy si mnoziny k porovnani nevybirame, ale rovnou bereme vsSechny mozné,
neboli mame néjaké universum prvkia U a my uvazujeme mnozinu vSech podmnozin M = P(U). Pokud m4 to
universum alesponi dva rizné prvky u,v, tak uz vznikaji neporovnatelné mnoziny {u} a {v}.

A

Poznamka: Jiz jsme vidéli nékolikrat, Ze obecné pojmy vznikaji v matematice Casto tak, Ze se vyjde z jednoho
konkrétniho a uziteéného ptikladu a zkusi se zachytit jeho podstatné rysy tak, aby vznikla bohatsi kategorie
zahrnujici vice objekti, které by se vSechny (diky tém vlastnostem) chovaly v zdsadé jako ten piiklad, ktery nas
inspiroval. D4 se Fict, ze ¢asteénd usporadani vznikla (také) po inspiraci nerovnosti < a inkluzi C.

4b.c 11 4b.c
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Zejména pro zacatecnika se pfi zobecnovani skryva velké nebezpeci, protoze je Casto v pokuSeni pouzivat v
argumentech véci, které zné z oblibeného inspira¢niho pifikladu, ale neuvédomi si, ze obecné jiz platit nemusi.

Napriklad v nasi soucasné situaci je spousta véci, které jsou ,,jasné“, protoze se s nimi ¢tenar setkdva u nerovnosti
cely zivot, ale ony obecné platit nemusi. V ditkazech je tedy tfeba byt opatrny. Kdyz student napise ,,p plati, protoze
q“, tak by se mél zamyslet, zda ten argument ¢ opravdu méa zarucen pro obecné objekty, se kterymi pracuje, nebo
to Tika jen ze zvyku. V takové situaci se praveé hodi dobte znat ,méné pékné“ ptiklady typu relace C, aby c¢loveka
zastavily v rozletu, pokud myslenky mifi chybnym smérem.

A

Priklad 4b.d: Uvazujme relaci | na mnoziné N danou pfedpisem a | b pravé tehdy, kdyz a déli b, tedy pokud
existuje k € Z takové, ze b = k - a. Naptiklad 2|6, 3|6, ale neplati 4|6. O této relaci mame celou dalsi kapitolu,
kde dokazeme, Ze je to ¢astecné usporadani, viz Véta 6a.5.

I zde existuji dvojice ¢isel, kterd nejsou porovnatelna, naptiklad neplati ani 4|6, ani 6|4, je to tedy dalsi velice
dobry priklad. Vétsinou se budeme kviili struc¢nosti omezovat jen na néjakou mensi podmnozinu pfirozenych cisel.

Poznamenejme, Ze relace délitelnosti jiz neni usporadani, pokud pripustime i zaporna celéd cisla, naptiklad na
mnoziné N U {—13}. Pak totiz plati 13| (—13) a (—13) |13, ale nemame —13 = 13, tudiz relace | uz neni na této
mnoziné antisymetricka.

JAN

Zminili jsme, ze relaci délitelnosti budeme ¢asto pouzivat jen na podmozinach N. Tim se jako obvykle dostavame
k otézce, co s usporadanim délaji operace.

Fakt 4b.1.
Necht (A, =) je éasteéné uspordadanad mnozina. Pak restrikce < na libovolnou podmnozinu mnoziny A je zase
castecné usporadani.

Zde je pfechod k podmnoziné nejen piijemnym zptisobem vytvareni prikladi, ale dokonce uzitecnym teoretickym
nastrojem, zejména v dikazech.

Dalsi tvrzeni vyplyne okamzité z Faktu 3c.3. P¥ipometime, 7e a <1 b pravé tehdy, kdyz b < a.

Fakt 4b.2.
Jestlize je (A, X) &4stecné usporadand mnozina, pak je i (4, <7!) ¢asteéné usporddand mnozina.

Inverzni relace mé u usporadani vyznamnéjsi roli nez obvykle, ostatné ¢tenai zna spiiznénost nerovnosti < a >
¢i vlastnosti byti podmnozinou a byti nadmnozinou. I vétsina pojmu, které dale probereme, si velice dobre rozumi
s prechodem k <~1.

Diky své uzitecnosti mé inverzni relace u uspoiradani zvlastni nazev. Je-li dana caste¢né usporddand mnozina
(A, <), pak se (A, <71) fikd dualni uspofadani (dual order). Zde to nebudeme pouzivat, protoze neptijdeme
do teorie tak hluboko, aby se to vyplatilo, uz tak je tu dost nazvi.

Ctenai by si jako cviceni mél rozmyslet, co se stane, kdy# se dvé usporadani spoji pomoci operaci (mnozinovych
¢i skladani). Nechéavame to jako cviceni 4b.11, odpovédi jsou snadné po prec¢teni Faktii 3c.2 a 3c¢.4 a diskuse kolem.

V této souvislosti je zajimavé si rozmyslet, jaké je interpretace priniku dvou uspotfadani. Mame dva zpisoby
porovnavani prvkiu z A a my se to rozhodneme hrat na jistotu, prohlasime, Ze prvek b je ,opravdu vétsi“ nez a,
jestlize zvitézi v obou vychozich porovnanich, jinak radéji nefekneme nic.

Existuje jesté jedno Siroce pouzivané srovnani.
Priklad 4b.e: UvaZzujme relaci < na mnoziné R. V prikladé 3b.c jsme ukazali, Ze tato relace je antisymetricka a
tranzitivni, ale neni reflexivni. Nejde tedy o ¢astecné usporadani. Tato relace je ovsem antireflexivni a asymetricka,

viz ¢ast 3c.8. Dalsi vlastnosti.

A

Tato bezesporu uzitecna relace se tedy nevejde do skupiny, kterou zde zkoumame, ale je inspiraci pro skupinu
jinou, ktera je také zajimava, napiiklad zahrnuje vztah predek-potomek.

4b.3, 4b.e 12 4b.3, 4b.e
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Definice 4b.3.
Uvazujme relaci R na mnoziné A. Rekneme, Ze R je ostré usporadani (strict ordering), jestlize je antirefle-
xivni a tranzitivni.

Snadno se ukaze, ze takova relace uz je i asymetricka, viz cviceni 3c.12, tudiz i antisymetricka.

Vime naopak, Ze asymetrické relace jsou automaticky antireflexivni, takze jsme do definice mohli dat i podminku,
7e dotyc¢na relace je asymetricka a tranzitivni.

7 praktického pohledu jsou tedy ostra usporadani relace antireflexivni, asymetrické, antisymetrické a tranzitivni,
ale do definice coby spravni matematici nechceme déavat zbytec¢né predpoklady.

Pro ostra usporadani se da udélat teorie s vécmi obdobnymi tém, které budeme pro ¢astecna usporadani délat v
této a pristi kapitole, ale je to spiS specializovanéjsi oblast a zde se ji nebudeme zabyvat, tento pojem je pro nas
pomocny. Prijde vhod pii zkouméni vztahu mezi relacemi < a <, protoze vime, Ze jsou tzce svazany, dokazeme
snadno vyjadfit jednu pomoci druhé. My si ted ukdzeme, Ze toto lze udélat i obecné.

Definice.

Necht < je éastecné usporadéni na mnoziné A. Definujeme relaci < na A takto: Pro a,b € A plati a < b pravé
tehdy, kdyz a < b ale a # b.

Této relaci budeme fikat odvozena relace (derived relation).

Pro dvojici a < b fikdme, Ze a je pFfedchudce (predecessor) prvku b a b je naslednik (successor) prvku a.

Potvrdime si, ze se tato obecnd situace opravdu chova povédomym zptisobem.

Lemma 4b.4.

Necht < je ¢astecné usporadani na mnoziné A a < je odvozend relace.

(i) Necht a,b € A. Jestlize a < b, pak a < b.

(ii) Necht a,b € A. Nemuze platit najednou a <bab < a.

(iii) Necht a,b,c € A. Jestlize (a = b a b < ¢) nebo (a < ba b= c), pak nutné a < c.

Dukaz (rutinni): (i): Toto je jasné z definice <.

(ii): Kdyby platilo a < b a b < a, tak z toho druhého mame i b < a. Z antisymetrie < pak a = b, to je ale ve
sporu s predpokladem b < a.

(iii): Pfedpokladejme, ze a < b a b < c. Pak podle (i) také b < ¢, méme tedy Fetézec a < b < ¢ a podle
tranzitivity < také a < c. Zbyva ukazat, ze nemuze nastat a = c.

To dokézeme sporem. Kdyby a = ¢, pak se z a < b stane ¢ < b, coz je podle (ii) ve sporu s b < c.

Dikaz pro pfipad a < b a b < ¢ je samoziejmé v zasadé stejny a prenechame jej ctenafi jako cviceni.

U

Takovychto lemmaétek bychom mohli vymyslet spoustu, my jsme vybrali jedno, které se nam jesté bude silné
hodit. Odvozend relace < neni néjak zvlast dulezitd z hlediska teorie, ale uSetfi ndm spoustu préce pii psani
ditkazt, podobné jako ndm nerovnost < usnadiiuje Zivot, ackoliv bychom si dokazali vystacit jen s relaci <. Cimz
se dostavame k tomu, jak jsou obecné svazana Casteéna a ostra usporadani. Jiz jsme to nakousli ve Faktu 3c.10,
ted to udélame poradné.

Véta 4b.5.

(i) Necht (A, <) je ¢asteéné usporadand mnozina. Pak je odvozend relace < antireflexivni, asymetrickd a tran-
zitivni (je to ostré uspotradéni).

(ii) Uvazujme relaci R na mnoziné A, kterd je asymetrickd a tranzitivni. Definujme relaci < na A pfedpisem
a = b pravé tehdy, kdyz aRb nebo a = b. Pak je (A, <) ¢astecné usporddand mnozina.

Jestlize byla navic R antireflexivni, pak je relace < odvozena od < zase rovna R.

Dukaz (pou¢ny): (i): Uz definice < vylucuje ptipad a < a pro jakékoliv a € A. Je to tedy relace antireflexivni.
Asymetrie: Dokazeme, Ze pro zadné dva prvky a,b € A nemizeme mit zarovenn a < b a b < a. Sporem: Kdyby
tomu tak bylo, tak také a < b a b < a, pak podle antisymetrie a = b, coz je ve sporu s a < b.
Pfipomenime, ze asymetrie je silnéjsi nez antisymetrie, takze < je samoziejmé také antisymetricka.
Tranzitivita: Jestlize pro a,b,c € A plati a < b a b < ¢, pak také a < b a b < ¢ a podle Lemmatu 4b.4 (iii)
plati a < c.
(ii): Reflexivita: jasné z definice, a < a pro vSechna a € A.
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Antisymetrie: Jestlize a,b € A spliiuji a < b a b < a, pak jsou dvé moznosti, bud a = b nebo a # b. V prvnim
pripadé jsme hotovi, o druhém ukézeme, Ze nemuze nastat. Kdyby totiz platilo a # b, pak podle definice a < b
musi platit a < b, podobné také b < a, coz je ale ve sporu s predpokladem, Ze < je asymetricka.

Tranzitivita: Necht a,b,c € A spliiuji a < b a b < ¢, pak jsou tfi moZnosti:

Jestlize a = b, pak b < ¢ znamena a = ¢ a jsme hotovi. Jestlize b = ¢, pak a < b znamena a = ¢ a zase
jsme hotovi. (VSimnéte si, ze tyto dvé moznosti se navzajem nevylucuji, mohou platit obé najednou). Zbyva
moznost, ze a # b a b # c. Pak ovSsem podle definice < podminky a < b, b < ¢ znamenaji a < b a b < ¢, coz
podle tranzitivity < davad a < ¢, tedy i a =< c.

Kdyz z této < odvodime <, tak vlastné mame (v mnozinovém zapise) <=< —A(A). Zaroven <= RU A(A).
Rovnost (RU A(A)) — A(A) = R plati v pfipadé, ze RN A(A) = 0, tedy v pfipadé, Ze R je antireflexivni.

L]

Bod (ii) je p€kné vidét v akci ve cviceni 4b.5 (ii), viz také 4b.2 a dalsi.

1 4b.6 Hassetuv diagram

Vlastnosti ¢astecnych usporadani nam umoznuji zasadnim zpisobem redukovat jejich graf. Uvazujme tedy ko-
neénou mnozinu A a ¢asteéné usporddani < na ni.

Prvnim krokem ke zjednoduseni grafu je, Ze podobné jako u ekvivalenci nemusime kreslit smycky, stejné vime,
ze jsou vsude. Mimochodem, to, co zbyde, je piesné graf odvozené relace <.

Vime déle, Ze mezi dvéma rtznymi body vede nejvyse jedna Sipka, ale jeji orientace je zasadni, takze to nelze
jen tak vynechat. Orientaci ale lze né¢im nahradit, jmenovité pozici v prostoru. To je novinka, zatim jsme se pii
kresleni grafi nezabyvali otazkou, jak konkrétné jsou jednotlivé tecky reprezentujici prvky z A rozmistény.

Zakladni myslenka reprezentace, kterd se jmenuje Hasseuv diagram, spociva pravé v chytrém usporadéani
vrcholt grafu tak, aby Sipky vzdy sméfovaly smérem vzhiru (ne nutné svisle, tfeba Sikmo, ale vzhtru). Tim
intuitivné naznacime, Ze prvky, které jsou na obrazku vyse, jsou vétsi ve smyslu <. Pak muZeme Sipky vynechat
a kreslit jen obycejné spojnice, protoze smér je jiz dan tmluvou z geometrie. Zkusime si tyto prvni kroky na
jednoduchém prikladé.

Uvazujme ¢astecné usporddanou mnozinu ({13,23, 31,33}, >).

Nakreslime néjaky graf, pak vynechame smycky a zkusime graf preorganizovat tak, aby zbylé Sipky ukazovaly
nahoru. Nakonec vynechame Sipky, ,nejvétsi“ prvek je nahote, ostatni jdou postupné dold. Zde je tieba dat pozor
na vyznam zadani, pracujeme s relaci >, nikoliv s <. Takze tieba 23 > 13 neboli 23R13, tedy sSipka vede od 23
smérem k 13, ne naopak (13 je ,,vétsi“).

@ 13
130/ \031 / g)\ \"23
C\f—?o e Z@

o

23
Jak vidite, dostali jsme houstinku. Hodilo by se dalsi zjednoduseni, ke kterému pouzijeme tranzitivitu. Diky ni
vime, Ze kdyz z prvku do prvku vede dlouhd cesta, tak musi vést i kratsi, takze kdyz tu kratsi nenamalujeme,
tak se v zasadé nic nestane, stejné vidime, Ze se do cile nakonec dostaneme. Jinymi slovy, neztracime informaci,
pokud vynechame kratsi spojnice tam, kde jiz mame spojeni. Chceme-li u grafu ¢asteéného usporadani védét, zda
vede Sipka z a do b (tedy zda a =< b), staci se podivat, jestli z a do b nevede cesta. Poslednim krokem naseho
zjednodusovani je tedy vynechani téch hran, které nejsou potieba. Kdykoliv vidime na grafu cestu a jeji zkratku,

tak vymazeme tu zkratku. Dostdvame pak tieba toto.
13
o

o
\ / 13
o
/ 2 /”
o
o 31
31
o
33
Ukézali jsme dvé moznosti, abychom naznacili, Ze geometrickych usporadani Hasseova diagramu mize byt vice.
Tady jsme jesté relativné omezovani, protoze mame nadprumérné dobfe se chovajici relaci, u téch zajimavéjsich

uz se muze stat, ze mame opravdu dost prostoru pro fantasii.
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Pravé predvedeny postup ukazuje podstatu Hasseova diagramu, ale neni perspektivni, protoze vyznat se v
houstiné ptivodniho grafu je naro¢na prace a rovnéz hledani spravné geometrické konfigurace tak, ze se spoléhame
na inspiraci, neni zrovna nejlepsi napad. Trochu se tomu da pomoci tim, Ze nejprve odstranime Sipky z tranzitivity
a teprve poté uspordddme body geometricky, ale existuje postup, ktery ndm umozni nakreslit Hassetiv rovnou ze
zadani.

S Algoritmus 4b.7. pro vytvareni Hasseova diagramu ¢aste¢ného uspotradéani (A, <) pro koneénou (malou) mno-
zinu A.
1. Vypiste si seznam vsech dvojic x < y pridruzené ostré relace.
2. Hledejte prvky a € A, které se v odvozené relaci nikdy nevyskytuji ve dvojicich napravo, tedy v pozici z < a.
(Tj. hledejte body, do kterych nevchéazi zadna Sipka s vyjimkou té reflexivni smycky.)
Tyto prvky zakreslete do vznikajiciho diagramu jako prvni fadek. Pak je Skrtnéte z mnoziny A a Skrtnéte také ze
seznamu dvojic vSechny, ve kterych se doty¢né prvky vyskytuji.
3. Pokud uz v mnoziné A nic nezbylo, je diagram hotov.
Jinak projdéte ¢aste¢né odmazany seznam dvojic a hledejte prvky a ze zmensené mnoziny A, které nikdy nejsou
napravo jako x < a. Tyto prvky zakreslete do vznikajiciho diagramu jako druhy fadek pocitano zdola a vyskrtnéte
je z mnoziny A.
Nakreslete spojnice nahoru z vrcholt prvniho fadku do vrchold druhého fadku tam, kde jsou spolu v relaci (tedy
tam, kde existuji jako dvojice v seznamu dvojic x < y, neboli kde by spolu byly spojeny v bézném grafu relace).
Tyto dvojice pak vyskrtnéte ze seznamu x < y.
Dostavate zkraceny seznam prvki z A, které jesté nejsou ve vznikajcim diagramu, a zkraceny seznam dvojic = < v,
ve kterych se nevyskytuji zddné prvky z prvnich dvou r4dkt diagramu.
4. Pokud uzZ v A nic nezbylo, je diagram hotov.
Jinak projdéte ¢aste¢né odmazany seznam dvojic a hledejte prvky a ze zmensené mnoziny A, které nikdy nejsou
napravo jako z < a. Tyto prvky zakreslete do vznikajiciho diagramu jako novy fadek nahoru a vyskrtnéte je z
mnoziny A.
Nakreslete spojnice z bodli v dolnich fadcich do bod v novém hornim fadku tam, kde v relaci existuji jako
dvojice, ale pouze v tom pripadé, ze tuto cestu nelze ukutecnit pomoci jiz zakreslenych spojnic a to Cisté smérem
vzhiru (pokud se nékam dostanete tak, ze v pribéhu cesty musite i dold, pak se to nepocitd). Zde je dilezité
postupovat shora doli, tedy nejprve zakreslovat spojnice mezi hornim radkem a tim bezpostfedné pod nim, pak
mezi hornim a tim o dva niZe, az nakonec se zkoumaji mozné spojnice mezi hornim a dolnim fadkem.
Z onoho postupné se zkracujicitho seznamu dvojic x < y vymazte vSechny, ve kterych se vyskytuji prvky z pravé
ptridané horni fady diagramu.
Jdéte znovu na bod 4.
JAN

Je také mozné kreslit diagram shora, tedy vzdy hledat body, do kterych Sipky pouze vchazi. To, Ze algoritmus
kreslenim zdola ¢i shora funguje, je zaloZzeno na pojmu minimum a maximum, viz poznamka 4c.4.

Piiklad 4b.f: Vytvofime Hassetiv diagram pro mnozinu A = {1,2,3,4,5,6,12,20} uspofadanou délitelnosti.
Nejprve si sami udélejte intuitivni postup, kdy nejprve z grafu bez smycek odebirame prepony v trojuhelnicich a
pak uhddneme tvar, kdy vSechny Sipky vedou vzhuru. Abychom si spravné nasimulovali situaci, kdy pracujeme s
relaci, o které dopfedu moc nevime, zkuste si body grafu rozmistit néjak ndhodné, tieba takto:

3
O,
2 4, f 'i o2
\01 50 \01
(o] (@)
AN 20 6 \\\\;; 20
12 12

Prekreslete si ten obrazek vpravo, ale bez oznaceni vrcholid ¢isly, aby vam to nenapovidalo, a zkuste graf pie-
kroutit tak, aby vSechny Sipky sly smérem vzhiiru. Jde to najit, ale asi to neni nejlepsi metoda.

50

Odvodime spravny tvar algoritmem. Nejprve si vypiseme odpovidajici ostré usporadani: 1|2, 1|3, 1|4, 1|5, 116,
1112, 1|20, 2|4, 2|6, 2|12, 2|20, 3|6, 3|12, 4|12, 4|20, 5|20, 6|12.
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Hled4dme prvky A, které se v seznamu nevyskytuji v Zzadné dvojici vpravo, tedy které uz nikdo jiny nedéli. Takovy
tam je jeden, 1, ten nakreslime do prvni (dolni) fady diagramu. Vyskrtneme prvek 1 i vSechny dvojice, ve kterych
se vyskytuje.

Jsou v mnoziné A; = {2,3,4,5,6,12,20} &isla, kterd v tom novém krat$im seznamu 30 02 o,
214, 2|6, 2[12, 2|20, 3|6, 3|12, 4|12, 4|20, 5|20, 6|12 nikdy nejsou napravo? Vlastné
vidime, Ze bychom se bez seznamu obesli, prosté hledame v A; Cisla, kterd zadné jiné z
Aj nedéli.

Ano, jsou to ¢isla 2, 3 a 5. Ty prijdou do diagramu nad 1, a protoze 1 déli vSechny
tTi, nakreslime k nim spojnice z 1. Odebereme 2, 3,5 z mnoziny a odpovidajici dvojice ze
seznamu, vznikne seznam 6|12.

Jsou v mnoziné Ay = {4,6,12,20} ¢isla, ktera nikdo jiny z Az nedéli? Ano, jsou to ¢isla 4 a 6, ty prijdou do
diagramu nad 2, 3 a 5. Spoustime spojnice. Ze 4 do predposledniho fadku spojujeme jen do 2, protoze nejsou
dvojice 3|4 a 5|4. Ze 6 spustime spojnice do 2 a 3. Je tifeba spustit spojnici i o fadek niz, tedy ze 4, popi. z 6 do
jednicky? Ne, tam uz cesta vede.

VymazZeme z A; prvky 4,6, ze seznamu odstranime v8echny dvojice zahrnujici 4 nebo 0

ol2 o2
o e y R ” . I\
sou v mnoziné Az = {12,20} disla, kterd nikdo jiny z Az nedéli? Ano, jsou to obé 6o o
¢isla 12 a 20. Mimochodem, najdeme je také jako ¢isla, ktera se ve zkraceném seznamu
nevyskytuji napravo, ale ten je jiz prazdny, takze opravdu bereme vse.

Cisla 12 a 20 pfijdou do diagramu nahoru a doplnime spojnice do piedposledni fady
tam, kde je délitelnost. Zamyslime se nad spousténim spojnic do druhé fady shora. Mame 5
3112 a 2|12, ale cesty 3 +— 121 4 +— 12 uz existuji, tak nespojujeme. Mame také 2|20 a
5|20. Cesta z 2 do 20 nahoru uz existuje, ale spojeni 5 — 1 +— 20 neplati, protoze nevede

¢isté vzhiru, taze tuto spojnici je nutné dodélat. Jesté si rozmyslime mozna spojeni do %
spodniho Fadku (nejsou t¥eba, uz propojeno) a jsme hotovi.
JAN

Poznamka: Vidéli jsme, Ze nam algoritmus nechéval moznost volby, pokud jsme v jednom fadku méli vice
prvkil. Zména jejich poradi dokaze vyrazné ovlivnit celkovy vzhled vysledného diagramu. Casto jsou také verze
diagramu, ke kterym nas nas algoritmus ani zavést neumi, napiiklad prvek 5 mohl byt klidné o fadek vyse nebo
dokonce nékde mezi. Z ¢isté matematického pohledu na konkrétni podobé samoziejmé nezélezi, ale pro uzivatele
bude urcité piijemnéjsi pracovat s grafem prehlednym. Protoze je vytvareni diagramu pomoci algoritmu nudné,
je mozné si to zpestiit pravé zarazenim dodatkového kritéria, snahou o co nejhezéi graf. To nafiklad znamena, ze
se snazime o graf, ve kterém se spojnice nekiizi. V prikladu se ndm to povedlo, ale ne vzdy je to mozné.

A

Piiklad 4b.g: Vytvofime Hasseiv diagram pro ¢astecné uspofadanou mnozinu (P({a,b,c}), C). Pouzijeme
algoritmus rustu zdola. Aby se nam lépe pracovalo, radéji si danou mnozinu vypiseme, zajima nas tedy relace
inkluze na mnoziné A = P({a,b,c}) = {0,{a}, {b},{c},{a,b},{a,c}, {b,c},{a,b,c}}.

Zkusime to bez vypisovani vSech ostrych usporadani. Je néjakd mnozina v A, aby zadnd jinad nebyla jeji pod-
mnoZinou? Ano, (), bude dole.

Jsou v A1 = {{a}, {b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}} mnoziny takové, ze jiné mnoziny z A; uz nejsou jejich
podmnozinami? Ano, vSechny jednoprvkové. Ty prfijdou do druhého fadku a spojime je s prazdnou mnozinou.

Jsouv Ay = {{a,b},{a,c},{b, c},{a,b, c}} mnoziny takové, ze jiné mnoziny z A, uz nejsou jejich podmnozinami?
Ano, vS8echny dvouprvkové. Ty prijdou do tretiho fadku a spojime je s jednoprvkovymi tam, kde je mezi nimi
vztah inkluze. S prvnim fddkem (prazdnou mnozZinou) neni tfeba piimo spojovat, protoze se od prazdné ke kazdé
dvouprvkové dostaneme jiz existujicimi spojnicemi.

Nakonec pfiddme nahoru {a,b,c} a spojime se vSemi mnozinami v predposlednim fadku, jinych spojnic jiz
netfeba.
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{a,b,c}
o

{a b} {a c} {b ¢t Aa, b} {a,c} {b c}

XX XK

CL

o

0
Zrovna u tohoto piikladu nelze vytvorit Hassetiv dlagram tak, aby se spojnice nektizily, viz 12c.
A

Jako inspiraci si na stejné mnoziné zavedte relaci DO, vytvorte diagram a pak si jako cviceni rozmyslete, Ze obecné
Hassetiv diagram uspotfadani <! ziskdme jednoduse tak, Ze oto¢ime Hasseiiv diagram < vzhiru nohama.

Piiklad 4b.h: Vytvofime Hassetv diagram pro mnozinu {(3, 13), (13, 3), (13, 13), (13, 23), (23, 13) } a uspotadani
nerovnosti < po slozkich (sou¢inové uspotradani, viz 3b.9), tedy (u,v) = (x,y) pravé tehdy, kdyz u < z av < y.
Algoritmus dava

(13,23) (23,13)

s N
N\ ~

13,13)
(o] (o]
(3,13) (13,3) (3,13) (13,3)  (3,13) (13,3)
A

Hassetv diagram je velice uziteény, da se pouzit k rychlému rozpoznavani rtznych vlastnosti usporadani, o
kterych se dozvime v nésledujici kapitole. je to i diky tomu, Ze vztah ,relace =— diagram“ lze v jistém smyslu
yobratit“. Kdyz nakreslime hromadku bodt a nékteré z nich spojime tseckami tak, aby ve vysledném obrazku
nebyly vodorovné spojnice, tak uz tento obrazek jednoznac¢né urcuje néjaké castecné usporadani.

4b.8 Bonus: Covering relation. Zajimava otazka je, co to vlastné dostaneme, kdyz vyjdeme z néjakého
Castecného usporadani a vytvorime z néj vyrazné mensi podmnozinu dvojic zakreslenou v diagramu. V této nové
relaci je kazdy prvek spojen jen s ,bezprostfednimi“ sousedy z ptvodni relace, tedy s témi prvky, ke kterym se v
puvodni relaci dostava jediné primo, bez mezikroku. Definice vypada takto:

Definice.

Necht (A, =) je ¢astetné usporddand mnozina a < je pfislusnd odvozend relace. Definujeme relaci < na A
predpisem a < b jestlize a < b a neexistuje z € A takové, 7e a < z a z < b.

Relaci < fikdme covering relation pro relaci <.

Jestlize a < b, tak fikdme, Ze prvek b pokryva prvek a, popfipadé Ze prvek a je pokryt prvkem b. Alternativni
terminologie fika, ze prvek a je bezprostfedni predchidce (immediate predecessor) prvku b, popf. ze
prvek b je bezprostifedni naslednik (immediate successor) prvku a.

Podivejme se na piiklad 4b.f. Prvek 3 ma dva nasledniky, 6 a 12, ale jen jeden z nich je bezprostfedni, jmenovité
6.

Kdyz sestrojime Hasseliv diagram néjakého uspofddani < a pro pofadek pridame ke spojnicim Sipky, at je
formalné zaznacena i orientace vzhiru, tak dostavame pravé graf relace <. Bez diikazu jsme tvrdili, Zze z diagramu
dokazeme odvodit zpétné pivodni relaci, coz vlastné fika, ze z covering relation < zase dokazeme néjakym postupem
dostat zpét <. Trochu to pripomind situaci s odvozenym uspotfadanim, kdy nam fungovalo kolecko <—~<—=, ale
neni to Uplné stejné.

Kolecko <+ < —= totiz funguje jen nékdy. Zajimavé je, Ze se nezadrhne krok < — =, ten je spolehlivy, problém
miize nastat jiz ve fazi <r— <.

Pokud je mnozina A koneénd, pak 1ze sestrojit Hassetv diagram (viz poznamka 4c.4) a tudiz vznikne i <, tady to
funguje. Ale u nekoneénych mnozin se jiz na to neda spoléhat, staci se podivat na relaci <. Kdyz ji uvazujeme na

4b.8, 4b.h 17 4b.8, 4b.h



Diskrétni matematika 4b. Céstecns usporadéani pHabala 2012

N ¢i na Z, pak ma kazdy prvek n svého bezprostiedniho néaslednika n+1 i svého bezprostfedniho pfedchiidce n—1
(zde s vyjimkou n = 1 pii praci v N). To, Ze néjaky prvek nema bezprostfedniho piedchidce ¢i néslednika, nijak
nevadi, ostatné jsme to zazili jiz v prikladé 4b.f, kde tfeba prvek 12 nema bezprostiedniho naslednika. Podstatné
je, ze vznikla relace < dostateéné bohata na to, aby v sobé nesla informaci o celé ptivodni relaci.

Ted se ale podivejme na relaci < na Q, tfeba jak to vypada s prvkem 0. Ten m4 spoustu naslednik i pfedchudct,
ale pfesto nema bezprostredniho naslednika, protoze pro jakéhokoliv kandidata, tedy kladné r, vidycky najdeme
mezikrok, 0 < § < r, podobné dopadnou pfedchiidci. Nula pfitom neni ni¢im specidlni, vime, Ze pro libovolny
zlomek je otézka ,jaky je bezprostiedné vétsi zlomek?“ nezodpovéditelna. Pro (Q, <) je tedy covering relation

prazdna! Pak z ni samoziejmé nejde zpétné odvodit puvodni relace <.

Mimochodem, podobné definice bezprostfedniho predchtidce/naslednika se d4 udélat pro libo- ¢ o ob
volnou relaci R, ale tam uz jsou viibec problémy s existenci, a to i pro kone¢né mnoziny, mimo
jiné proto, Ze na rozdil od uspotfaddani jsou v obecnéjsich relacich mozné cykly. \
Prvek a nemé bezprostredniho naslednika, protoze ke vSem prvkim b, c,d, e se dostane jak a
pfimo, tak oklikou pres mezikrok. Pro obecné relace se proto covering relation nezavadi.
do—»oe

4b.9 Poznamka (pokro¢ild): Predstavme si relaci R na mnoziné A, ktera je reflexivni a tranzitivni, ale neni
mrska antisymetrickd (takovym se fikd kvaziusporadani (quasi-ordering)). Typickym ptikladem jsou relace
dané |z| < |y| pro éisla ¢i |A| < |B| pro mnoziny, takZe jde o docela bézny pfipad. D4 se i zde né&jak prevést
situace na usporadani? Ano.

Zakladnim trikem je zadefinovat relaci S predpisem aSb pravé tehdy, jestlize aRb a bRa (rozmyslete si, Ze
S = RN R™1). V nagich dvou ptikladech vzniknou relace |z| = |y| a |A| = |B|. Pro reflexivni a tranzitivni R
je pak vzdy takto vytvofend S ekvivalence (viz cvifeni 3b.14) a pomoci ni za¢neme predstirat, ze prvky, které
nam kazi antisymetrii, jsou vlastné vzdy jedna véc, ¢imz jakoby antisymetrie za¢ne fungovat.

Matematicky feceno, podivame se na piislusny rozklad A podle S a povazujeme kazdou tfidu za jeden objekt,
tomuto jsme fikali faktorovd mnozina A/S. Na ni zavedeme nové uspoiradani =<, které bude pfirozenym zptisobem
odvozeno od ptivodniho usporadéani R.

Formalné: Definujeme [a]s < [b]s pravé tehdy, kdyz aRb.

Hlavnim problémem takové definice je, ze vysledek zavisi na volbé zastupcu tiid. Co kdybychom vybrali jiné
zastupce? Necht ¢ € [a]s a d € [b]s, potfebujeme ukazat, Ze také cRd. Pouzijeme tranzitivitu. Pro za¢atek mame
aRb. Protoze ¢ € [alg, je aSc, coz podle definice znamend cRa. Podobné pro d odvodime bRd. Ziskali jsme tak
fetézec cRaRbRd, mame tedy opravdu cRd.

Dokazali jsme tim, Ze tato definice ma smysl, tedy ze dava stejné vysledky pro libovolné volby zastupcu tiid.
Maéme proto relaci mezi tfidami a ukdzeme, Ze je to ¢astecné uspoiradani.

Reflexivita: R je reflexivni, proto aRa a tedy i [a]ls < [a]s.

Antisymetrie: Pfedpoklddejme, ze [a]s < [b]s a [b]s < [a]s. Podle definice < tedy aRb a bRa. Podle definice
S tedy aSb a dostéavame [a]s = [b]s, pFesné jak jsme to potfebovali.

Tranzitivita: Pfedpokladejme, ze [a]s < [b]s a [b]s < [c]s. Podle definice < tedy aRb a bRc. Podle tranzitivity
R dostavame aRc a proto [a]s = [c]s.

Podobny trik, kdy se s tifidami pracuje jako s objekty, se v matematice pouziva relativné casto, my jej tu
uvidime v kapitole o poc¢itani modulo a pak v kapitole 8d neboli Bonusu o racionélnich ¢islech, kde dokonce
zavadime usporadani v zasadé zde popsanym zpiisobem.

A

Cviceni
Cviceni 4b.1 (rutinni): Které z nasledujicich relaci jsou ¢asteénd usporddéani na {1, 2, 3,4}7 Pro kazdé uspofadani

nakreslete Hassetlv diagram.

(1) {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(1,3),(2,3),(3,4) };
(i) {(1,1),(2,2),(3,3), (4.4}

(iii) {(1,1),(2,2),(4,4),(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4), (3,4 };
(iv) {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4) };
(v) {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,3), (1, )(31) (3,2)}.

Cviceni 4b.2 (rutinni): Necht A je mnozina vSech lidi. Ktera z nasledujicich relaci je ¢aste¢né usporadani?
(i) a a b maji spole¢ného pfitele; (iii) a je vyssi nez b;
(ii) a je predek b nebo a je b; (iv) a nevazi vic nez b.
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Cviéeni 4b.3 (rutinni): Rozhodnéte, které z nasledujicich relaci na Z? jsou usporadani.
(i) (u,v)R(z,y) jestlize u < x av=1y; (iii) (u,v)R(x,y) jestlize u <z av >y.
(ii) (u,v)R(x,y) jestlize u <z av < y;

Cviceni 4b.4 (rutinni): Pro ¢islo n € N definujme m(n) jako nejvétsi cifru pouzitou pii desitkovém zépise n,
napiiklad m(13756) = 7. Rozhodnéte, které z nasledujicich relaci jsou ¢astecna uspofadani na N:

(i) zRy jestlize m(z) < m(y); (iii) xRy jestlize m(z) < m(y) nebo = = y.

(ii) xRy jestlize m(z) < m(y);

Cviceni 4b.5 (rutinni, pou¢né): Ukazte pfimym vySetfenim vlastnosti, ze nasledujicich relace jsou uspofadani
(viz Véta 4b.5 (ii)).

(i) Relace < na Masy 2, mnoziné realnych matic 2 x 2: A < B jestlize |A| < | B| (determinanty) nebo A = B.

(ii) Relace < na N: x < y jestlize je pocet jednicek v bindrnim zépise  mensi nez pocet jednicek v bindrnim zapise
y nebo x = y.

(iii) Relace < na P, mnoziné vSech redlnych polynomui: p < ¢ jestlize je stupen p mensi nez stupen ¢ nebo p = q.
Népovéda: U (ii) si zavedte vhodné znaceni pro pocet jednicek.

Cviceni 4b.6 (rutinni): Urcete, zda relace urcené nasledujicimi maticemi jsou ¢aste¢na usporadani:

1 0 1 1 1 0 1 10
HOM=|1 1 1], @)yM={(1 1 0]; vyM=1[1 11
0 0 1 0 0 1 0 1 1
110 110
iyM=(1 0 1]; iv yM=10 1 1|;
0 0 1 0 0 1
Cviceni 4b.7 (rutinni): Napiste vycétem dvojic prvki, kterd relace usporadani je dana nasledujicim Hasseovym

diagramem.

o, od
N
b

%

Cviceni 4b.8 (rutinni): Nakreslete Hassetiv diagram

(i) pro ({13,23,31,33,43}, >);

(i) pro mnozinu mnozin A = {0, {1},{2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}} uspofddanou relaci byti pod-
mnozinou.

Cviceni 4b.9 (rutinni): Nakreslete Hassetv diagram pro (A, |) (relace délitelnosti), kde

(i) A={1,2,3,4,5,6,7,8); (iii) A = {2,3,4,5,6,30,601}; (v) A={1,2,4,8,16,32,64};
(i) A= {1,2,3,5,11,13}; (iv) A ={1,2,3,6,12,24}; (vi) A ={2,4,6,12,24,36}.
Viz také cviceni 4c.3.

Cviceni 4b.10 (pouc¢né): Dokazte, zZe jestlize je relace R na mnoziné A ¢astecné usporadani a ekvivalence zérover,
pak nutné R C A(A).

Cviceni 4b.11 (poucné):

Necht <, <5 jsou ¢asteénd usporfadani na téze mnoziné A. Dokazte, ze pak

(i) <1 N =9 je také castecné usporadani na A; (iv) <1 o <9 nemusi byt ¢astecné usporadani na A;
(ii) =1 U =<9 nemusi byt ¢astecné usporadani na A; (v) =1 0 <1= =2 je ¢4stecné usporddani na A.
(iii) <1 — <2 nikdy neni ¢asteéné usporadani na A;

Reseni:

4b.1:

(1): neni tranzitivni, viz (2,3) a (3,4). 4
(ii): usporadani (i ekvivalence). 1 2 3 4
(iii): neni reflexivni, viz (3, 3). o
(iv): uspoFadani. /' \
(v): neni antisymetricka, viz (1,3) a (3,1). 1 9
4b.2: (i): neni A,T; (ii): usporadani; (iii): neni R; (iv): neni A;

4b.3: (i): uporadani; (ii): neni R; (iii): usporadani.

19
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4b.4: (i): Je R,T, neni A. (ii): Je A, T, neni R. (iii) Je usporadani.

4b.5: (i): R: pfimo z definice. A: Necht A < BA B < A. Dvé moznosti. Kdyby A # B, pak z definice dostavame
|A| < |B| A |B| < |Al, spor. Tudiz je to varianta A = B. T: Necht A< BAB < C. Ctyrl moznosti:

a) V obou pfipadech vzniklo < z prvni podminky. Pak |A| < |B| A |B| < |C], proto |A| < |C]a A< C.

b) Vzniklo to jako |A| < |B| a B=C. Pak |A| < |C|a A<C.

c) Varianta A = B a |B| < |C| déva také A < C.

d) posledni moznost je, ze to A < B A B < C vzniklo jako A= B a B=C,pak A=C atedy A <C.

Takze vzdy A < C a tranzitivita je prokazana.

(ii) a (iil) se délaji obdobné, jen misto determinantu se pracuje s jinou funkci.

4b.6: Nejsnaze pozname reflexivitu, matice musi mit 1 vSude na diagonale. Tim jsme vyloudili (ii). Antisymetrii
pozname tak, Ze matice nesmi mit 1 zaroven na dvou polich symetrickych podle diagondly. Projdeme matice a
vylou¢ime také (iii) a (v). Zbyvaji ptiklady (i) a (iv), kde je tfeba ovéfit tranzitivitu. Jedna moznost je pouzit
Booleanovsky sou¢in. Druha moznost je vypsat si z matice vSechny nediagonalni jednicky jako dvojice v relaci
a zkoumat tranzitivitu na nich. U (iv) se takto najdou navazujici dvojice (1,2) a (2,3), ke kterym chybi (1, 3),
doty¢na relace tedy neni tranzitivni. V ptipadé (i) se tranzitivita potvrdi a je to ¢astecné usporadani.

4b.7: {(a,a), (b,b), (¢, ¢), (d,d), (a,b), (a,c), (a,d), (b, c), (b,d)}.

4b.8: /13 J1:2.3,4,5)
o/023 (L{l 2,3, 4}
/31 {1,2,3} ~ {1 ,4}

O O O
/733
o X<

9 1% e

o
1) ? . (iii): 60
ii): 5 o)
4<:> <|>6 W 2030 o 011)13 \,30
20 30 05 07 \\// 40 60/
N ]
1 1 2% 3° %
(iV)3 24 o}
| 12 (V): / 16 (Vl) 240 036
/% N

20\ /o3 /02 4 \O / 6
2

4b.10: Viz cviceni 3b.11.

4b.11: (i) viz Fakt 3c.2.

(ii) Diskuse po Faktu 3c.2 ukazuje, Ze sjednocenim se nemusi zachovat tranzitivita ani antisymetrie, protipfiklady
tam jsou, jeden snadny na A = {1,2,3}: <1={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2)} a <2={(1,1),(2,2),(3,3),(2,1),(2,3)}
jsou obé uspofadani, ale sjednoceni <1 U <= {(1,1), (2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(2,3)} neni ani antisymetrické, ani
tranzitivni.

(iii) Protoze jsou dvojice (a, a) v obou relacich (reflexivita), nemtiZe iz z principu relace <; — <5 obsahovat zadnou
takovouto dvojici, tudiz nemuze byt reflexivni.

(iv) Staci upravit ptiklad po Faktu 3c.4 na tranzitivitu.

<= {(1,1),(2,2),(3,3), (4,4), (5,5), (1,2), (3,0)} & =a= {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (2,3), (4, 5)} jsou relace
uspotradani, ale slozenim dostaneme R ==; o <= {(1,1),(2,2),(3,3), (4,4), (5, ) (1,3),(3,5)}, kde lze vytvorit
fetizek 1R3R5, ktery na jeden krok nezvladneme, dVOJlCG (1,5) v té sloZeniné neni. Relace proto neni tranzitivni,
tudiz ani usporadéani.

Pokud (kromé dvojic a < a) ddme do prvni relace (1, 2), (2,5) a do druhé (5, 3), (3, 1), tak to opét budou uspoca-
déni, ale slozeni bude obsahovat dvojice (1,5), (5,1), ¢imz se porusi pro zménu antisymetrie.

(v) U skladani to vypadé na prvni pohled nevesele, protoze antisymetrie se d4 mocninou pokazit, viz diskuse po
Faktu 3c.4. Zde ale mame i vlastnosti jiné a ty to zachrani, protoze podle Véty 3b.6 pro kazdé casteéné usporadani
mame R? = R.
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4c. Minima, nejmensi prvky a podobné, dobré uspoiradani

V této kapitole se budeme v zésadé zajimat o to, jak u ¢asteéné usporddané mnoziny vypadaji jeji ,,horni konec“
a ,dolni konec*.

Definice.

Necht (A, <) je ¢astecné usporddanad mnozina a < odpovidajici odvozena relace. Necht M je neprazdnd pod-
mnozZina A.

Rekneme, Ze prvek m € A je nejmensi prvek mnoziny M, jestlize m € M a pro viechna x € M plati m < x.
Rekneme, Ze prvek m € A je nejvétsi prvek mnoziny M, jestlize m € M a pro viechna x € M plati < m.
Rekneme, Ze prvek m € A je minimalni prvek mnoziny M, jestlize m € M a neexistuje z € M: x < m.
Znacime to m = min(M).

Rekneme, Ze prvek m € A je maximalni prvek mnoziny M, jestlize m € M a neexistuje x € M: m < z.
Znacime to m = max(M).

Let (A, <) be a poset. Let M be a non-empty subset of A.

We say that an element m € A is a least element of the set M, if m € M and m < x for all z € M.

We say that an element m € A is a greatest element of the set M, if m € M and x < m for all x € M.

We say that an element m € A is minimal in the set M (or a minimum of M), if m € M and there is no
x € M such that x < m. We denote it m = min(M).

We say that an element m € A is maximal in the set M (or a maximum of M), if m € M and there is no
x € M such that m < x. We denote it m = max(M).

Receno lidoveé, nejmensi prvek mnoziny je takovy, ze vsichni ostatni jsou ,nad nim nebo rovny“, zatimco mini-
malni prvek je takovy, Ze nikdo neni , pod nim“. Evidentné nejde o totéz, jinak bychom neméli dva pojmy. Brzy
ten rozdil uvidime na vlastni o¢i.

Piiklad 4c.a: Uvazujme (N, <) a podmnozinu M = {n € N; n > 12} = {13,14,15,... }. Pak nejmensi prvek
M je m = 13, protoze 13 < x pro vSechna x € M a 13 € M. Také minimélni prvek M je m = 13, protoze v M
neexistuje x, které by spliovalo = < 13.

Nejvétsi ani maximalni prvek neexistuji. Dikaz: Predstavme si, Ze by m bylo maximalnim prvkem M. Pak by
zadné prvky x € M nesmély spliiovat m < x, ale nékteré to splinuji, staci si vzit £ = m + 1. Kdyby néjaké m € M
bylo nejvétsim prvkem, pak by pro vSechna x € M muselo platit x < m, ale m + 1 to nespliiuje.

A

Tento priklad ukazuje, Ze mnoziny s nekone¢nym koncem jsou problémy. Neni to ale problém jediny.

Priklad 4c.b: Uvazujme (Q, <) a podmnozinu M = {z € Q; 0 < z < 1}. Tato mnoZina nikam do nekone¢na
neutika, ale nema maximum ani minimum, nejmensi ani nejvétsi prvek.

Ukazeme, Ze nemiize mit nejmensi ani minimalni prvek: Vezméme libovolného kandidata m € M. Pak 5+ € M a
5 <m, tedy 3 je protiptiklad k tvrzeni, Ze m je minimdlni, zaroven neplati m < ‘& a proto neni m ani nejmensi.
Podobné ukazeme, Ze nelze najit nejvétsi ani maximalni prvek M: Vezméme libovolného kandidata m € M. Pak
r=1-— 1_Tm € M a x > m (to se snadno ovéii algebrou, ale je to vidét i geometricky, x jsme vyrobili tak, Ze jsme
se podivali, jak daleko je m od 1, a x je o polovinu bliZe).

A

Dostavame se k zajimavé otazce, jaky je opravdu rozdil mezi nejmensim a minimalnim prvkem. Pro pfiklad roz-
hodné neptijdeme k relaci <, protoze tam to vyjde nastejno, jak brzy uvidime. Musime zkusit néco zajimavéjsiho.

Priklad 4c.c: Uvazujme mnozinu mnozin A = {{1},{2},{1,2},{1,2,3}} a ¢astené usporadani C. Jako pod-
mnozinu M vezmeme piimo toto A.

Prvek {1,2,3} je nejvétsim prvkem A, protoze vSechny prvky N € A spliuji N C {1, 2, 3}. Je také maximalnim
prvkem A, protoZe v A neexistuje mnozina N, kterd by spliovala {1,2,3} C N a {1,2,3} # N.

Prvek {1} je minimalnim prvkem A, protoZe neexistuje prvek N v A, ktery by spliioval N C {1} a N # {1}.
Podobné je i {2} minimalnim prvkem 4. Nejmensi prvek A ale neexistuje. Takovy nejmensi prvek by totiz musel
byt podmnozinou vSech mnozin z A, napiiklad by musel byt podmnozinou {1} a také podmnozinou {2}, coz
spliiuje jen prazdné mnozina, kterd ale neni prvkem A.

A

4c.d 21 4c.d
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Priklad 4c.d: Uvazujme mnozinu A = {1,2,4, 5,10, 15,80} usporadanou relaci délitelnosti, tedy a |b jestlize a
déli b. Existuje n&jaky nejmensi prvek? Ano, ¢éislo 1 déli v8echna ¢isla z A, tj. 1|a pro vSechna a € A, je to tedy
nejmensi prvek A. Je to také prvek minimadlni, protoze nejde najit a € A takové, Ze déli 1 a pfitom to neni 1.
Nejvétsi prvek neexistuje, takovy prvek m by totiz musel spliiovat podminku, Ze vSechna ¢isla a € A jej déli.
Mluvime tedy o spoleénych nasobcich ¢isel z A, ale zadny z nich v A neni.
Pfi hledani maximéalnich prvkia se divame po ¢islech takovych, Ze uz nedéli zadné jiné ¢islo z A. Tieba 4 neni
maximalni, protoze 4|40. Maximalni ¢leny jsou dva, jmenovité 15 a 80.

A

Podivejme se na Hasseovy diagramy poslednich dvou pfikladd, porovname je s vysledky, které jsme odvodili.

(1,2,3) 030
1 N\
010

NP
SN, NS
{1} {2} 1

Intuitivné to funguje takto: Aby byl prvek nejvétsim v mnoziné M, tak musi vSechny ostatni prvky z M lezet
pod nim a byt s nim spojeny néjakou cestou. Aby byl prvek maximélnim v M, pak staci, aby zadny prvek z M
nebyl nad nim a spojen cestou, coz se zda jakoby snazsi splnit a ukdZeme, Ze to je pravda. Symetricky, nejmensi
prvek je takovy, ze vSechny ostatni prvky M jsou nad nim a spojeny cestou (zadny takovy v levém obrazku vyse
nevidime), zato minimalnimu prvku M staéi, aby nebyl nikdo pod nim a spojen cestou. Lidové fe¢eno, minima
a maxima jsou horni a dolni konce Hasseova diagramu, zatimco nejmensi prvek je kofen, do kterého se sbihaji
vSechny cesty, do nejvétsiho prvku se zase vSechny cesty musi sbihat nahote.

Clovék by ifekl, ze diagram bude mit n&jaky konec vzdycky, zato s tim sbihanim je to t&zsi (jak uz jsme vi-
deéli). Vidime také hierarchii mezi min/max a nejmensim/nejvétsim prvkem, pokud se tfeba dole sbihaji vSechny
cesty, tak je to také spodni konec mnoziny. Stouravéjsi student by si jesté mohl viimnout, Ze jestlize existuji dvé
riznd maxima (popf. minima), tak musi byt navzajem nesrovnatelna. Tato pozorovani patfiéné zformulujeme a
dokazeme, ale nez se do toho dame, zjednodusime si situaci pomoci chytrého lemmatka.

Oc¢ zde pujde? Velice nepresné feceno, v zasadé ukazeme, ze bude stacit umét zachazet s jednim koncem Hasseova
diagramu, tifeba tim dolnim, protoze v situaci, kdy chceme néco provést nahote, jej prosté preklopime vzhiiru
nohama (neboli pfejdeme k inverzni relaci), provedeme to dole a zase jej preklopime zpét. Ted to fekneme pofadné.

Lemma 4c.1.

Necht (A, <) je ¢asteéné uspordadana mnozina, uvazujme neprazdnou podmnozinu M C A.

(ia) m je minimum M vzhledem k =< pravé tehdy, jestlize je m maximem M vzhledem k <71,

(ib) m je maximum M vzhledem k < pravé tehdy, jestlize je m minimem M vzhledem k <~1.

(iia) m je nejmensim prvkem M vzhledem k < prévé tehdy, jestliZe je m nejvétsim prvkem M vzhledem k <~1.
(iib) m je nejvétsim prvkem M vzhledem k < pravé tehdy, jestlize je m nejmensim prvkem M vzhledem k <~1.

Dukaz (rutinni): (ia): Pfedpoklddejme, Ze m je minimum M vzhledem k <. Ukdzeme, Ze je to maximum M
vzhledem k <~!. Sporem: Neni-li to maximum, pak existuje x € M takové, ze m <~! x ax # m. Pak alex < m
ax #m,tedy x € M ax < m, coZ je ve sporu s m = min<(M).

Naopak predpokladejme, Ze m je maximum M vzhledem k <~!. Uk4Zeme, Ze je to minimum M vzhledem k
<. Sporem: Neni-li to minimum, pak existuje x € M takové, ze © < m a x # m. Pak ale m <7! 2z a  # m,
tedy z € M am <! z, coz je ve sporu s m = max<-1(M).

(ib) se dokazuje obdobné.

(iila) m je nejmensi prvek M vzhledem k < pravé tehdy, kdyz m < x pro vSechna x € M, coz je pravé tehdy,
kdyz x <~! m pro vSechna x € M, coz je pravé tehdy, kdyz m je nejvétsi prvek M vzhledem k <71,

(iib) se dokazuje obdobné.

L]

Odted tedy vime, Ze minima a maxima maji stejné obecné vlastnosti, totéz je pravda o nejvétsich a nejmensich
prvcich. Proto vzdy staci délat diikaz jen pro jeden z nich, pro druhy byva analogicky.
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Véta 4c.2.
Necht je (A, <) ¢asteéné uspofadand mnozina, uvazujme neprazdnou podmnozinu M C A. Pak plati nésledujici:
(i) Jestlize existuje nejmensi prvek M, pak je jediny.
Jestlize existuje nejvétsi prvek M, pak je jediny.
(ii) Jestlize mq = min(M), my = min(M) a my < mqy, pak m; = ma.
Jestlize my = max(M), mg = max(M) a m; =< mqy, pak m; = ma.
(iii) Jestlize je m nejmensi prvek M, pak m = min(M) a jiné minimum uz neni.
Jestlize je m nejvétsi prvek M, pak m = max(M) a jiné maximum uZ neni.

Dukaz (rutinni): (i): Necht m,my jsou nejmensi prvky M, pak jsou mimo jiné z M. Protoze je m; nejmensi
z M, musi byt mq =< mo. ProtoZe je mo nejmensi z M, musi byt mo =< my. Antisymetrie pak déava mi; = mao,
takze dva rtizné nejmensi prvky nelze mit.

Dikaz pro nejvétsi prvek je symetricky.

(ii): Sporem: Piedpokladejme, ze m; # msy. Pak z pfedpokladu m; =< ms mame m; < my a také mame
my € M, coz je ve sporu s predpokladem mo = min(M). Druhé tvrzeni se dokéze symetricky.

(iii): Pfedpokladejme, ze m je nejmensi prvek M. Pak pro vSechny prvky = € M plati m < z, tudiz pro né uz
podle Lemmatu 4b.4 (ii) nemize platit < m. Proto je m minimum M.

Necht n je také minimalni prvek M. Protoze je m nejmensim prvkem M a n € M, plati nutné m < n a podle
(ii) tedy m = n.

Podobné se dokazuje jedine¢nost nejvétsiho prvku a pak i maxima.

U

Zajimavé je obména tvrzeni z (iii). Jestlize existuje vice minimélnich prvkia M, pak neexistuje nejmensi prvek
M, obdobné pro maxima a nejvétsi prvek.

Jaka je tedy situace? Ani minimum, ani maximum, ani nejmensi ¢i nejvétsi prvek vilbec nemusi existovat. Ma-
ximum a minimum maji lepsi Sanci na existenci, existuji ve vice pripadech neZ nejmensi a nejvétsi prvky, které
jsou zase lepsi z hlediska pouziti. Nejmensi/nejvétsi prvek je jen jeden (pokud tedy vibec existuje), zatimco
minim/maxim muze byt klidné vic.

Co vime o existenci téchto prvkia? Hned prvni pfiklad ukézal, Zze kdyz vezmeme nekone¢nou mnozinu, tak na exis-
tenci minim/maxim ¢i nejmensiho /nejvétsiho prvku nelze spoléhat, dokonce nepomohou ani pokroéilejsi vlastnosti
z dalsi ¢asti. Pokud tedy chceme existenci téchto prvkt vynutit, musime se uchylit ke kone¢nym mnozinam.

Nez se do toho dame, vSimnéte si, ze v definici maxima, minima, nejmensiho ani nejvétsiho prvku se nikde
neodkazujeme na to, co se déje v.A mimo M. Podobné ani v dikazu vySe se vlastné viibec nepracovalo s prvky
mimo M. To znameni, zZe tyto pojmy vlastné zavisi jen na M a restrikci < na M, tedy na castecné usporddané
mnoziné (M, <), nikoliv na tom, v jaké nadmnoziné se M nachazi. Na tom je zalozena oblibend finta, kdy se v
situaci M C A rovnou prohlési, Ze pracujeme s (M, <).

Véta 4c.3.
Necht (A, <) je éasteéné usporddand mnozina. Jestlize je M koneénéd neprazdna podmnozina A, pak existuje
min(M) a max(M).

Dukaz (pou¢ny): Podle pravé provedené tivahy sta¢i dokazat, ze pro libovolnou kone¢nou usporddanou mnozinu
(M, <) existuji min(M) a max(M). Jako obvykle dokdZeme jen jednu véc, tieba existenci minima, a to indukei.
Pro n € N uvazujme V(n): Jestlize je (M, <) ¢aste¢né usporadana mnozina o n prvcich, pak ma minimum.

(0) Jednoprvkova uspofadand mnozina M = {m} ma urc¢ité minimum, jmenovité m, protoze v M nemohou
byt x takové, aby x < m, to totiz zahrnuje také podminku x # m a mnozina takovychto prvki je prazdna.

(1) Necht n € N je libovolné a predpokladejme, Ze vSechny n-prvkové mnoziny maji minimum. Potfebujeme
ukézat, Ze totéz plati pro vSechny mnoziny s n + 1 prvky. Uvazujme proto uspofddanou mnozinu (M, <), kde
|M| = n + 1. Zvolme libovolny prvek y € M a podivejme se na M’ = M — {y}. Kdyz udélame restrikci < na
M'’, dostaneme n-prvkovou usporddanou mnozinu, proto podle indukéniho pfedpokladu existuje jeji minimum
m' € M’ vzhledem k <. Ted porovnéme m’ a y a rozebereme jednotlivé moznosti.

Jestlize m’ < y, tak tvrdime, Ze m’ = min(M). Na to musime ukdzat, ze zadny prvek x € M nespliiuje
x <m/. Prox € M’ to plyne z m" = min(M’), zbyva ptipad = = y. Tam predpokldddme m’ < y, proto podle
Lemmatu 4b.4 (ii) nemuze nastat y < m’. Minimum nalezeno.

Jestlize y < m/, tak tvrdime, Ze toto y je minimalnim prvkem M. DokéZeme to sporem, predpokladejme, Ze
existuje néjaké x € M takové, ze x < y. Pak médme x < y < m/, tedy podle Lemma 4b.4 (iii) x < m’, zéroven
r e M —{y} =M amame spor s m' = min(M’).
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Zbyvéa varianta, ze m’ a y jsou neporovnatelné, tvrdime, ze pak m’ je minimum celého M. Schvalné zkusme
vybrat né&jaké x z M — {m'}. Jsou dvé moznosti. Bud = = y, pak je toto x neporovnatelné s m/’, tedy rozhodné
neplati x < m’. Nebo x # y, pak x € M — {y} = M’, a protoze je m/ minimum M’, zase nemuze byt = < m/.

V kazdém pfipadé jsme tedy nalezli minimum M, ¢imz je diikaz (1) dokondcen.

Podle principu matematické indukce jsem tim dokazali existenci minima pro vSechny konecné usporadané
mnoziny.

Alternativni dikaz: Zvolme a; € M. Jestlize to neni minimum M, tak existuje as € My = M — {a;} takové,
ze ag < aj. Jestlize as neni minimum, tak existuje az € M — {as} takové Ze az < ay. VSimnéme si, Ze az # a1,
protoze z tranzitivity < mame as < a;. TakZe vime, ze ag € My = M — {ay,az2}.

Jestlize ag neni minimum, zvolme ay € M — {as} takové, Ze a4 < ag, zase ag € M3 = M — {a1,a2,a3}. Atd.,
dfive ¢i pozdé€ji musime dostat minimum, protoze M je konecna.

Tento alternativni dikaz vypada snadnéji, ale to je tim, Ze jsme nedokazovali nékteré kritické body, jinak by
to pékné narostlo. Vratime se k tomu v kapitole o indukci.

U

4c.4 Poznamka: Vsimnéte si, Ze pii kresleni Hasseova diagramu zdola jsme pouZivali minima mnoziny. Tato véta
zarucuje, ze existuji, tedy Ze dotycny algoritmus bude fungovat. Existence minim a maxim také zaruci existenci
covering relation. Vezméme prvek a € A a uvazujme mnozinu {z € A; a < z}. Jestlize je prazdna, pak je a
maximum A a tudiZ pfirozené nemiuZe mit bezprostfedniho naslednika. Pokud tato mnoZina prazdné neni, tak
vSechna jeji minima jsou bezprostfednimi nasledniky a. Podobné hledame bezprostiedni predchiidce jako maxima
mnoziny {z € A; = < a}.

JAN

Véta nam pro kone¢né mnoziny zarucuje existenci minim a maxim, ale pofad zlstava problém s nejvétsim a
nejmensim prvkem. Pokud chceme jejich existenci vynutit, musime zabranit tomu, aby bylo vice minim ¢i maxim.
Jako nastroj se nabizi Véta 4c.2 (ii). Za¢neme se tedy ptat, jestli v dané ¢asteéné usporadané mnoziné (A, <)
dokazeme porovnavat prvky A pomoci <.

Definice.
Necht (A, <) je ¢aste¢né usporddanid mnozina. Rekneme, Ze a,b € A jsou porovnatelné, jestlize a < b nebo
b < a. Rekneme, ze a,b € R jsou neporovnatelné, jestlize ani a < b ani b < a neplati.

Let (A, <) be a poset. We say that a,b € A are comparable if a < b or b < a.
We say that a,b € A are incomparable if neither a < b nor b < a.

Naptiklad pracujeme-li s relaci C, pak mnoziny {13,23} a {3, 13} porovnatelné nejsou, zato mnoziny {13,23} a
{3,13,23} porovnatelné jsou.

Podobné uvazujeme-li pro pfirozena cisla relaci aRb jestlize a déli b, pak ¢isla 6 a 12 porovnatelna jsou, zato
¢isla 6 a 9 porovnatelna nejsou.

Definice.
Necht (A, =) je Casteéné usporddand mnozina. Rekneme, 7e < je linearni usporadéni, popiipadé Gplné
usporadani, jestlize jsou kazdé dva prvky z A porovnatelné.

Let (A, <) be a poset. We say that < is a total order or a linear order if every two elements from A are
comparable.

Piiklad 4c.e: (Z,<) je linedrné usporddand mnozina. (N, >) je linedrné uspofddand mnozina.

Na druhou stranu (P(X),C) neni linedrné uspofddand mnozina pro |X| > 1 (viz pfiklad 4b.c), také relace
délitelnosti neni linearni usporadani na N.

A

Poznamka: V této souvislosti si mozné pripomenete vlastnosti dichotomie a trichotomie z ¢asti Dalsi vlast-
nosti (3c.8), které otazku porovnatelnosti kladou pro obecné relace. Castecné usporadani je linearni pravé tehdy,
kdyz je dichotomické.

Maéame-li castecné usporadani =<, které je dichotomické, tak od néj odvozena relace < je nutné trichotomicka.
Naopak za¢neme-li s asymetrickou, tranzitivni a trichotomickou relaci <, tak od ni odvozena relace < je linearni
usporadani.

A

Jiz tradi¢né se zeptame, kdy se linearita zachovava.
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Fakt 4c.5.
Je-li (A, X) linearni usporadani, pak jeho restrikce na libovolnou podmnozinu A je také linedrni usporadéni.

Dukaz (poucny): Zde budeme protinat relaci s mnozinou, proto bude vyhodnéjsi zapis pomoci usporadanych
dvojic, bude také lepsi pouzit pro < pismeno R, takZze namisto a < b piSeme (a,b) € R.

Necht B je podmnozina A, necht S je restrikce R na B, pfipomenime, ze S = RN (B x B). Vezméme ted
libovolné a,b € B. Pak a,b € A, proto dle linarity < je splnén vyrok ,(a,b) € R nebo (b,a) € R“. Ale z
(a,b) € R plyne diky (a,b) € B x B také (a,b) € S, podobné z (b,a) € R plyne (b,a) € S. Je tedy pravdivy
vyrok ,(a,b) € S nebo (b,a) € S.“

L]

Jinymi slovy, vSechno pfi starém, pouzivanim uspoifadani na mensi mnoziné nic neztratime.

Fakt 4c.6.
Necht (A, <) je linedrné usporddand mnozina. Pak je <~! také linearni uspofadani na A.

Ditikaz je tak snadny, Ze to snad ani nestoji za téchto tfinact slov.

usporadani, ale linearita uz se nezachova. Napriklad < i > jsou linearni usporadani na Z, ale jejich prinikem
dostaneme A(Z) neboli relaci danou vztahem a = b, coz rozhodné neni linedrni usporadéni.

Ted uz je ¢as na néjaky pékny vysledek.

Véta 4c.7.

Necht (A, <) je linedrné usporadand mnozina a M je jeji neprazdnd podmnozina.
Jestlize je m = min(M), pak je to i nejmensi prvek M.

Jestlize je m = max(M), pak je to i nejvétsi prvek M.

Dukaz (rutinni): Pfedpokladejme, ze m = min(M). Necht = € M je libovolny, potiebujeme ukézat, ze m < x.
Protoze je < linearni, musi platit m =< z nebo x < m. V pripadé toho prvniho je diikaz hotov. Co kdyby platilo
x X m? Protoze je m miniméalni, tak se nesmi stat x < m, coz znamené, ze x = m a tedy zase m =< x. Dikaz je
hotov.

Druh3 ¢ast se dokéze symetricky.

U

U linearné uspoiradanych mnozin tedy minimum a nejmensi prvek jedno jsou, podobné pro maximum a nejvetsi
prvek. Tim se vysvétluje, pro¢ se v analjze pro podmnoziny R definuje maximum a minimum, pfi¢emz v definici je
podminka z nejvétsiho a nejmensiho prvku. Je to v analyze tradi¢ni, ale z hlediska relaci je to samoziejmeé Spatné.
Nastésti to diky linearité uspofddani < na R vyjde v tomto konkrétnim piipadé nastejno.

A ted uz okamzity disledek Véty 4c¢.3 a posledniho tvrzeni.

Véta 4c.8.
Necht (A, <) je linearné usporadana mnozina. Kazda jeji neprazdnda koneénd podmnozina ma nejmensi a nejvétsi
prvek.

Silné pokrocila a nedilezita, nicméné mozné zajimava poznamka: Na existenci nejmensiho a nejvétsiho prvku
nepotfebujeme plnou silu usporadani. Dobre to ukazuje néasledujici tvrzeni:

Véta 4c.9.

Necht je R relace na mnoziné A, ktera je tranzitivni. Necht M je nepréazdnd mnozina prvki z A takova, ze
pro kazdé dva rtizné prvky a,b € M plati aRb nebo bRa. Pak existuje prvek m € M takovy, ze pro vSechna
x € M — {m} plati mRz.

Dukaz (pou¢ny): Dtikaz povedeme indukei podle |M].

V(n): Kazda mnozina velikosti n, na které je tranzitivni relace R spliujici podminku vzajemné porovnatelnosti
v8ech ruznych prvka M, ma prvek m s vlastnosti, Ze mRx pro vSechna x € M — {m}.

(0) V(1) je trividlné splnéno.
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(1) Vezméme libovolné n € N a predpokladejme, ze V' (n) plati. Uvazujme ted mnozinu M o n+1 prvcich uspo-
fadanou relaci R spliiujici pfislusné pozadavky (tranzitivita, porovnatelnost). Zvolme néjaké y € M, oznacme
M'" = M — {y}. Restrikce R na M’ je porad tranzitivni a porovnava vSechny prvky, takze podle indukéniho
predpokladu existuje m’ € M’ takové, ze m’ Rx pro vSechna x € M’ — {m'}.

Protoze m’,y € M a y # m’, musi byt podle pfedpokladu porovnatelné, plati tedy m’Ry nebo yRm/’.

Jestlize m' Ry, pak m’Rx pro vSechny = € (M’ — {m'}) U{y} = M — {m'}, mame tedy hledany prvek.

Jestlize yRm’, pak tvrdime, Ze y je ten hledany prvek. Vezméme libovolné x € M —{y} = M’. Jestlize x = m/,
pak yRm' ik yRx a vSe je v poradku. Jestlize  # m/, pak x € M’ — {m'} a proto m’Rx, také yRm’ a podle
tranzitivity y Rz, jak bylo potieba.

]

Poznamka: 7 toho jiz hravé odvodime pfedchozi vétu: Necht (A, <) je linedrné usporddand mnozina, M jeji
kone¢na podmnozina. Pak =< je tranzitivni relace, kteréd diky linearité porovnava vSechny prvky M. Podle Véty 4c.9
tedy existuje prvek m € M takovy, ze pro x € M — {m} mame m =< z. Diky reflexivité ovSem méame i m < m,
takze m < x pro vSechna x € M a m je tedy nejmensi prvek.

A

Véta nam poskytla existenci nejmensiho a nejvétsiho prvku za predpokladu, Zze méme linearni usporadani.

Nasledujici tvrzeni ukaze, Ze to plati i naopak, tedy bez linearity uz se na takové prvky spoléhat nelze.

Fakt 4c.10.
Necht (A, =) je ¢asteéné usporadand mnozina. Jestlize plati, ze kazda dvouprvkovd podmnozina A ma nejmensi
prvek, pak (A, <) uz je nutné linedrné usporddand mnozina.

Dukaz (pou¢ny): Necht z,y € A. Jestlize = y, pak x < y z reflexivity. Jinak je {x,y} dvouprvkovd podmno-
zina A, tudiz podle pifedpokladu musi mit nejmensi prvek. Pokud je jim x, tak plati x < y, a pokud je jim vy,
tak plati y =< x. Tyto dva prvky jsou tedy porovnatelné.

L]

VsSechny konec¢né linearné usporadané mnoziny jsou v jistém smyslu stejné.

Véta 4c.11.
Necht (A, <) je konecéné ¢astecné usporadana mnozina. Je to linedrni usporadani pravé tehdy, jestlize lze prvky
A napsat jako A = {ay,... ,a,} tak, aby a1 < az < -+ < a,.

Dukaz (pouény): 1) =>: Indukei dokézeme tvrzeni V' (n), Ze jestlize je n-prvkova mnozina linedrné uspofadana,
pak ji lze prislusnym zptsobem sefadit.

(0) V(1) evidentné plati, A = {a;}.

(1) Vezméme libovolné n € N a pfedpoklddejme, ze V' (n) plati. Uvazujme ted né&jakou linedrné uspofadanou
mnozinu (A, <) o n+1 prvcich. ProtozZe je to koneénd linedrné usporadand mnozina, tak musi mit nejvétsi prvek
m. Uvazujme M’ = M —{m}. Ukazali jsme, Ze restrikce linedrniho uspofadani je zase linedrni uspotradani, takze
(M’, <) je linedrné uspofddand mnozina o n prvcich, tudiz ji podle indukéniho predpokladu miizeme usporadat
jako M — {m} = {a1 < a2 < -+ < a,}. A jelikoz je m nejvétsi prvek M, tak ur¢ité a,, = m, také a,, # m,
mame tedy a, < m. Mizeme tudiz polozit a,1 = m a jsme hotovi.

2) <=: Predpokladejme, ze ¢asteéné usporadanou mnozinu (A, <) lze napsat jako A = {a; < as < -+ < a,}.
Chceme ukézat, Ze je linedrné usporadné. Ale to je snadné, kdykoliv nam nékdo da a,b € A, tak musi existovat
i,7 takové, Ze a; = a a a;j = b. Moznost i = j odpovida a = b, pak a < b diky reflexivité. Pokud by bylo i < j,
pak je a v tom Tetézci n€kde pied b, tudiz dle tranzitivity a < b. Pripad ¢ > j pak symetricky a naprosto stejné
vede na b < a. Cili at uz nastane jakykoliv p¥ipad, a,b jsou porovnatelné.

U

1 Receno jinak, konec¢nd uspoiddand mnozina je linedrné uspofddand pravé tehdy, jestlize jeji Hasseiv diagram

vypada jako jedna Sntrka s koralky zdola nahoru. Zajimava véc je, Ze kazdy Hassetuv diagram lze na takovou
snirku upravit. Jak se to déla? Jestlize pro dané usporadani linearita nefunguje, tak to zptsobil nedostatek
vhodnych srovnani. Naskyta se tedy napad napravit to tim, Ze prosté néjaké dvojice do relace pridame. Musi se
to ovSem délat opatrné, aby se nové dvojice nedostaly do rozporu s pivodnim porovnavanim, tedy aby vznikla
relace byla porad uspotradani.
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Definice.

Necht (A, <) je ¢asteéné usporadand mnozina. Relace <1, na A se nazyva linearni rozsireni (linear extension)
relace =<, jestlize je (A4, <) linedrné uspofadand mnozina a <C=y, tedy pro vSechna a,b € A splijici a < b
platiia <p b.

Piiklad 4c.f: Uvazujme mnozinu A = {2,3,4,6,12} uspofadanou délitelnosti |. Tato mozZina neni linedrné
usporadand, jak ostatné napovi Hasseliv diagram.

012
N\
20/ o3

Nebo si prosté hned vsimneme, Ze 4 a 6 jsou délitelnosti neporovnatelné. Uvazujme ted tutéZz mnozinu, ale s
usporadanim <. Pak ji Ize krasné uspotadat 2 < 3 < 4 < 6 < 12, je to tedy jiz linedrné usporddand mnozina, a
zaroven toto usporadani nejde nikde proti tomu puvodnimu. Napiiklad relace 3|6 fikd, Ze 3 je pfed 6 vzhledem
k|, a toto je v novém uspotradani zachovano. Zkuste si projit vSechny porovnatelné dvojice z (A,|) (je jich 8) a
presvédcte se, Ze maji stejné poradi i v novém srovnani.

Nebo dokazte obecné, ze jestlize a,b € N a a|b, pak a < b, a méte dikaz, Ze pro libovolnou podmnoZinu N

prirozenych ¢isel usporadanou pomoci délitelnosti dostanete jeji linearni rozsifeni pomoci <.

A

6

Linearizaci 1ze najit pro kazdou kone¢nou usporddanou mnozinou.

Véta 4c.12.
Pro kazdou koneénou ¢aste¢né usporddanou mnozinu (A, <) existuje linedrni rozsifeni <; daného usporadani
<.

Dukaz (poué¢ny, drsny): Dukaz provedeme indukci.

Tvrzeni V(n): Kazdé usporadani na n-prvkové mnoziné lze linedrné rozsirit.

(0) V(1) evidentné plati.

(1) Mé&jme libovolné n € N a predpokladejme, Ze linedrni rozsifeni lze najit pro vSechny n-prvkové mnoziny.
Ted necht (M, <) je usporadand mnozina o n + 1 prvcich. Dokézali jsme, ze kone¢né usporadané mnoziny maji
maximalni prvek, tak si jedno m = max(M) vezméme a uvazujme mnozinu M’ = M —{m}, kterou usporadame
restrikci <. Dostaneme n-prvkovou ¢astecné usporadanou mnozinu, proto podle indukéniho predpokladu pro ni
existuje linedrni rozsifeni <. Muzeme tedy psat M’ = {a1 <1 a2 <, -+ <L ay}. Pfidejme definici, ze m <, m
a a; < m pro vSechna a; € M’ a dostaneme relaci <y na M. UkaZeme, Ze je to linedrni rozsifeni <.

Je to ovSem relace, jejiz ¢ast jsme dodélavali sami na kolené, tudiz neni viibec jasné, co vSechno jsme ndhodou
nezkazili, takZe ted nevime nic, ani zdkladni vlastnosti, musime dokéizat vSechno.

Bude se ndm pri tom hodit, kdyz si ujasnime jednu véc. V okamziku, kdy napiSeme a =<y b, tak jsou dvé
moznosti. Bud a,b € M’ pak ovSem to < pochézi z indukéniho predpokladu, tudiz méa vSechny t¥i vlastnosti
usporadani (R,A,T) a mizeme je pouzit. Pokud by ale byl néktery z prvki roven m, tak uz jde o <, které jsme
my nasledné vyrobili definici. Pak je situace zajimava v tom, ze o ném zatim zadné vlastnosti nezname, zato
ale presné vime, co se déje. Jmenovité, vSsechny prvky a € M spliuji a <y m, ale situace, kdy m <y b, mize
nastat jediné, pokud také b = m, protoze pro zadné jiné x # m jsme dvojici m <p x do nasi relace nezaradili.

1) (M, =) je ¢asteéné usporadéni:

Reflexivita: m < m plati dle definice, pro x € M’ plati x < = z toho, Ze <, je usporadani na M’.

Antisymetrie: Necht a,b € M spliiuji a <7 b a b <p a. Jsou tfi moznosti.

Jestlize a,b € M’, pak jde o relaci <y, na M’ a ta uz pfisla coby usporadani, proto a = b.

Jestlize a = m a b = m, pak a = b a je to zase v poradku.

Posledni moznost je, Ze jeden z a,b je z M’ a druhy je m, to ale nemtlize nastat, protoze u takovych dvojic
jsme =y, definovali pfimo sami predpisem a pro kazdou dvojici a;, m jsme do <p, zafadili jen jedno srovnani.

Tranzitivita: Necht a,b,c € M spliuji a <y, b <, ¢. Zase musime rozebrat moznosti podle toho, odkud prvky
jsou.

Jestlize a,b,c € M’', pak zde pouzivame =<, jak pfislo z indukce, je to tedy uspofddani a z jeho tranzitivity
a =<y c

Jind moznost je, Ze néktery z prvka je m. Pokud by to bylo ¢, pak bud také a = m a a <, ¢ je z reflexivity,
nebo a € M’ a pak a <[, ¢, protoze tak jsme srovnani mezi m a prvky z M’ definovali.
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Pokud by b = m, tak dle predchozi diskuse uz z b <y, ¢ plyne ¢ = m, tudiz b = c a predpoklad a <y b Fika i
a =<y c.

Posledni moznosti je, ze a = m. Pak z a <y b plyne i b = m a mtzZeme pouzit zavér predchoziho odstavce.

Kazdopadné <, je tranzitivni.

2) <1, je linearni: To je snadné, mame M = {a; <, -+ < a, < m}, tudiz jde o linedrni usporadani.

3) Plati <C=:

Necht a,b € M spliuji a < b. Jestlize a,b € M’, pak a <, b, protoze jde o relaci z indukéniho predpokladu.

Jestlize je b = m, pak tedy zkoumame situaci a < m a i zde mame a =<y m, tak jsme to definovali pro vsechna
a€ M.

Zbyva ptipad a = m. My jsme ale m zvolili jako maximum M, to znamena, Ze jediny prvek M, ktery splnuje
m < b, je b =m. Mame tedy a = b=m a a =<y, b z toho, Ze jsme definovali i m <y m.

Tim je dtkaz hotov.

U

Tento proces je docela uziteény a ma své jméno. Pro matematiky je zajimavy teoreticky, protoze s linearnim
usporadanim se lépe pracuje, fikaji tomu linearizace ¢asteé¢ného usporadani. Pro lidi z computer science je
to prakticky néastroj a fikaji tomu topologické usporadavani. Pojem topologie computerscientisti pouzivaji k
oznaceni prostorového rozmisténi prvka a zde vlastné nejde o nic jiného, nez vzit tieba i docela kosaty Hassetv
diagram a zmécknout jej chytfe z boku tak, aby vznikla jedna svisla siitirka, a to tak, aby se hrany, které jdou
nahoru, nepteklopily béhem procesu do opa¢ného sméru. (Matematici pouzivaji pojem ,topologie“ pro néco tplné
jiného, proto maji sviij nazev.)

Dtikaz Véty zaroven slouzi jako prakticky navod na algoritmus takového procesu, a protoze jde o diikaz indukci,
pujde o algoritmus rekurzivni. Abychom ukézali, Ze i zde funguje symetrie mezi hornim a dolnim koncem, zkusime
v algoritmu budovat linearizaci zdola na rozdil od dikazu, kde jsme to délali shora.

procedure topological sort ((A, <))

k:=0;

while A # () do
k:=k+1;
ar = min(A);
A:=A—{a};

output: (a1 <r az <1 -+ < an);

Tento postup docela dobte koresponduje s algoritmem pro tvoreni Hasseova diagramu. Lze toho vyuzit. Pokud
mame Hassellv diagram usporadéani vytvofeny pomoci standardniho algoritmu zdola, pak linearizaci provedeme
velice snadno: Nejprve vezmeme prvky z dolniho radku a sefadime je libovolné. Za né zaradime prvky z druhého
radku a sefadime je libovolné. A tak dale, az je mnozina linearizovana.

Priklad 4c.g: Uvazujme ¢asteéné usporadanou mnozinu ({1,2,3,4,5,6,12,20},|), viz ptiklad 4b.f.

Pak a; = min({1,2,3,4,5,6,12,20}) = 1, ay je n&aké min({2,3,4,5,6,12,20}), tfeba ax = 3, az je néjaké
min({2,4,5,6,12,20}), tfeba az = 2, a4 je néjaké min({4, 5, 6,12,20}), tfeba ay = 5, a5 je néjaké min({4, 6,12,20}),
tieba as = 6, ag je néjaké min({4,12,20}), tfeba ag = 4, a; je néjaké min({12,20}), tfeba a; = 12, a ag je néjaké
min({20}), tedy as = 20,

Dostavame linearizaci 1 <y 3 <1 2 <p 5 <1 6 < 4 <1, 12 <, 20. Podivate-li se na Hassetv graf z prikladu 4b.f,
vidite, ze jsme prosté brali postupné radky zleva doprava.
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Jinou linearizaci by bylo srovnat ¢isla podle velikosti, coz ukazuje, Ze linearizace rozhodné neni jednoznacna.

JAN
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Poznamka k prikladu: Pii praktickém tvoreni linearizace rukou se vyplati vypsat si vSechny dvojice z odpovidajici
relace <. V onom piikladé jsouto1 <2,1<3,1<4,1<5,1<6,1<12,1<20,2<4,2<6,2<12,2 <20,
3<6,3<12,4<12,4<20,5<20,6<12.

V prvnim kroku pak hleddme minimum, tedy takové ¢islo, které se v zadné z téchto dvojic neobjevi napravo.
Najdeme jednicku, pak ze seznamu vymazeme vsechny dvojice, které jednicku obsahuji, a opakujeme tento postup.
Vyzkousejte si, ze dostavate tytéz situace jako v pfedchozim feSeni.

K ¢emu toto muze byt? Mate tkoly uq,... ,un, které musite splnit, ale existuji mezi nimi jisté zavislosti, tfeba
ze u7 se musi délat az po uz a podobné. Cilem je sefadit tyto tkoly tak, aby ¢lovék mohl délat jeden po druhém a
pritom zachoval podminky. Jde tedy vlastné o docela uzitecnou zélezitost z oboru planovani, asi si umite predstavit,
7e néco takového se mize hodit programu, ktery zadava ukoly procesoru, inzenyrovi navrhujicimu vyrobni linku
a spousté dalsim lidem. Je to samostatny obor, ke kterému jsme zde jen pri¢ichli na té nejsnazsi Grovni, opravdu
zajimavé to zacne byt, kdyZ povolime paralelni zpracovani a podobné hratky, zapocitdme do toho délku splnéni
ukolu, ceny operaci a ceny prostoji a ceny prepravy od tkolu k tikolu a chceme jesté néco minimalizovat a viibec
se na tom da vytradit (néco takového urc¢ité fesi v Airbusu, kde z politickych duvodu vyrabi kazdy kousek letadla
nékde jinde, ale nakonec z toho musi s co nejmensimi naklady a ndmahou vylézt letadlo, pokud mozno kompletni).
Ke slovu prijdou pokrocilé matematické metody, z nichz nékteré urc¢ité potkate v kursu o optimalizaci.

7 naseho pohledu to ma jen jeden maly zadrhel, takova prakticka vyjadieni maji jen méalokdy podobu ¢aste¢ného
uspofadani, vétsinou dostaneme jen nékolik ostrych srovnani typu ug < us (ikol 2 se musi délat pred tkolem 5).
Formalné bychom to fesili tak, ze bychom uvazovali nejmensi moznou relaci < takovou, Ze uz je to Castecné
usporadani a pritom obsahuje podminky <. Toto ovSem neni vzdy mozné udélat, protoze ty podminky < nemusi
doplnéni na usporddani umoziovat. Jednoduchy priklad: Kdybychom meéli w1 < wg, us < ug a ug < up, tak pfi
snaze o doplnéni na tranzitivni relaci pfiddme u; < uy4 (viz prvni dvé priority) a hned mame spor se tieti. To ale
vlastné neni na skodu, v takovém pripadé je stejné nemozné najit poradi tkolu, které vyhovi zadanym podminkam,
protoze si podminky odporuji, ¢ili se pri pokusu o vytvoreni usporddani dozvime, ze iloha nema feseni.

V praxi dokonce ani nemusime usporadani vytvaret, prosté jen na zadané priority aplikujeme stejny algoritmus,
jaky jsme pouzili v pfedchozim ptikladé. Nejprve najdeme tkol, ktery se nikdy nevyskytuje ve srovnanich napravo,
to bude ten prvni. Pak ze seznamu vymazeme vSechny dvojice, kde tento kol je, a krok s vyhledavanim opakujeme.
A tak dale, bud se podafi sefadit vSechny tkoly, nebo se to nékde zadrhne (nenajdeme vhodny prvek), coz je
znameni, zZe tloha neni TeSitelna.

Priklad 4c.h: Vyviji se program, je nutno udélat komponenty p; az pr, pfiemz pr 1ze udélat az po ps a pg; P
azZ po Ps a P2; P4 aZ PO P1, P2 & P3; P2 az po p1 a p3. Najdeme néjaké poradi, v jakém je délat.

Minimalni komponenta je takova, Ze se nic nemusi délat pfed ni. Nejprve si pro nazornost prepiseme predpoklady
do tvaru relace: py < p7, ps < pP7, P5 < P6, P2 < D6, P1 < P4, P2 < P4, P3 = P4, p1 < P2 & p3 < pa.

Hleddme minimum, tedy komponentu, kterd se nevyskytuje ve srovnanich napravo. Vidime p;, tim za¢neme.
Ted odebereme vSechna srovnani, ve kterych se p; vyskutuje, zbude seznam

P4 < P75, P6 =< P7, P5 = D6, P2 = D6, P2 = P4, P3 = P4, P3 < P2.
Hleddme minimum mezi po, ... ,p7, najdeme tieba ps. Dostavame tedy p; <r ps, novy seznam bez ps:

P4 =< P17, P6 = P75 P5 = P65 P2 < P6, P2 = Pa.

Dalsi minimum je tfeba ps. Dostavame tedy p; <1 p3 <r p2, novy seznam bez pa: ps < p7, Ps < P7, P5 < Dé-
Dalsi minimum je tieba ps. Dostavame tedy pi1 <1 ps <1 p2 <r ps, novy seznam bez ps: ps < p7, ps < p7.
Dalsi minimum je tfeba ps. Dostavame tedy pi; <1 p3 <1 P2 <L Ps <L P4, novy seznam bez p4: ps < pr.
Ted uz dorazime celou linearizaci, mame p; <, p3s <1 P2 <L P5 <L P4 <L P6 <L P7-

Pro srovnani si zkuste vytvorit Hassetv diagram, viz cviceni 4c.7.

A

Shriime si, jakou méame situaci. Jestlize chceme mit zaruceny nejmensi prvky, potfebujeme na to linearitu. Pro
kone¢né mnoziny uz to staci, ale pro nekonecné ani to stacit nemusi. Tam uz zadné prostfedky na vynuceni
nemame, prosté bud mame $tésti a nejmensi prvky jsou, nebo nejsou. P¥ipady s existujicimi nejmensimi prvky
jsou dulezité, tak jim dame jméno.

Definice.
Necht (A, <) je ¢astecné usporddand mnozina. Rekneme, ze (A, <) je dobfe uspofadanid mnozZina, jestlize
kazdé neprazdna podmnozina M C A mé nejmensi prvek.

Let (A, <) be a poset. We say that (A, <) is a well-ordered set if every non-empty subset of A has a least
element.
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Neékteri autofi definuji dobré usporadani jako usporadani, které je linearni a podmnoziny maji nejmensi prvky.
Neni v tom zadny rozdil, protoze i nase definice uz linearitu automaticky zahrnuje.

Fakt 4c.13.
Kazdé dobré usporadani je také linearni.

Vyplyva to okamzité z Faktu 4c.10.

Vsimnéte si, ze zde ztracime onu symetrii mezi ,,hornim a dolnim koncem®. Jestlize mame dobré usporadani =<
a hleddme nejvétsi prvek podmnoziny M, pak jej miizeme hledat jako nejmensi prvek M vici <71, ale o tomto
inverznim usporadani obecné nevime, zda je dobré (viz nize).

Diky Vété 4c.8 vime, Ze kazda koneénd linedrné usporddand mnozina je dobfe uspoifadand. Ted si predstavime

vvvvvv

4c.14. Princip dobrého usporadani (well-ordering principle).
(N, <) je dobfe usporfadand mnozina.

4c.15 Poznamka (dulezita): Toto tvrzeni asi ¢tenafe nikterak nepiekvapilo, minima riznych mnozin ptiroze-
nych ¢éisel hleddme bézné. Zajimavé ovSem je, ze jsme tento uzitecny fakt neuvedli jako vétu. Pro¢? Pro odpovéd
musime zacit od jiného konce.

V predchozich kapitolach jsme uz vidéli, jak matematika roste coby strom. Néco dokazeme, pak pomoci toho
dokazeme néco tézsiho, ¢imz se nase znalosti rozvétvi, ale z téch novych véci zase dostaneme dalsi znalosti, a tak
se matematika postupné kosati, vétve se zase spojuji a zaplétaji a zase vétvi, vznika tak velice komplikovany kef.
Zajimava otazka: Co najdeme, kdyz se po vétvich pustime opa¢nym smérem? Kazdy fakt je dokdzan pomoci jistych
jednodussich faktikii, ty jsou zase dokdzany pomoci jinych véci. Takze sestupujeme stale nize az ke kofentim. Co
tam najdeme?

V zasadé nic :-). Neexistuji totiz zadné véci, které by byly pravdivé samy od sebe. Mtizete si napfiklad myslet,
ze bychom mohli jako jeden zéklad vzit 1+ 1 = 2, ale pak si ¢lovék polozi otazku, co je vlastné 1, a rychle znejisti.
Kdyz tedy nejsou zadné absolutni pravdy, z ¢eho vlastné vychazime?

7 takzvanych axiomt. Matematici si podobné otazky kladli nékdy v 19. stoleti, poradné prozkoumali onen strom
matematického védéni, co z ¢eho plyne a co by potfebovali znat, aby véci fungovaly, az se nakonec domluvili na
seznamu kritickych vlastnosti. Dohodli se, Ze tyto véci budeme povazovat za pravdivé, fika se jim axiomy, a pak
se uvidi, jak daleko s tim dokazeme zajit. Existuje skupina axiomt, kterd je vSeobecné piijimané a stoji na ni
souCasnd matematika, pro zajimavost je to tfeba axiom, ze vibec néjaké mnoziny existuji, nebo axiom, Ze kdyz
méame dvé mnoziny A a B, tak kdyZ je pouzijeme coby prvky v objektu {A, B}, tak ta nova véc je také mnozina.
Axiomy jsou tedy véci, o kterych nevime jisté, zda jsou pravdivé, ale pfijde ndm vhodné a praktické je za pravdivé
povazovat.

Tim se dostavame k principu dobrého usporadani. Jeho platnost se pomoci standardnich axiomt dokéazat neda.
Protoze to ale ptijde matematikiim rozumné, tak si jeho fungovani pfibiraji jako dalsi axiom. V kapitole o indukci
uvidime, ze pfibranim tohoto axiomu si zaroven otevirame dvere k mnoha dal$im uziteénym matematickym triktm,
nejde tedy o zddnou kontroverzni volbu. Pokud se ¢tenar nechce hloubéji prochézet filosofii matematiky, mize to
prosté brat jako dalsi dany fakt, jako vérii 1+ 1 = 2.

Mimochodem, pro¢ se matematici rozhodli prave pro ty axiomy, které mame? V zasadé je mozné pouzit libovolné
axiomy, které nejsou vzajemné ve sporu, a dostaneme z nich néjakou teorii. Problém je, ze takova teorie by nejspise
byla na nic, protoze by se pravidla takového svéta silné lisila od naSich. ProtoZze bychom pieci jen chtéli, at ndm
matematika poméhé v poznavani zrovna naseho svéta, tak se matematici snazi volit axiomy tak, aby se vzniklé
vysledky podobaly tomu, co vidime kolem nas. Uz od poloviny 20. stoleti mame vyjasnéno, na kterych axiomech
matematika stoji, matematici jsou s nimi (az na par odvézliveil) spokojeni a vysledky, které pomoci nich dostavame,
funguji. A to je to hlavni.

JAN

Poznamka (pro hraéicky): Protoze axiomy hraji zakladni roli a silné ovlivni to, jak vysledn4 teorie vypada,
tak se samoziejmé pilné zkoumaji. Jednim z témat je vzdjemnda souvislost. Pokud se tieba ukaze, Zze néjaky
axiom uz se da dokézat na zakladé jinych, tak je vlastné navic, jen zbyteéné kali vodu. Ale nejde jen o to.
Dobra otazka také je, jestli kdyz si néjaky axiom pridame, tak tim nezpusobime rozpor. KdyZ to prezenu, asi
bychom z axiomti 1 +1 =2 a 1+ 1 = 3 daleko nedosli. To je dulezité v situaci, kdy zvazujeme, zda jesté dalsi
axiom nepfibrat. Dobrym pfikladem je axiom vybéru (AC, axiom of choice). Vime, Ze je na ostatnich zékladnich
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axiomech nezavisly, coz znamend, Ze s nimi ani neni ve sporu, ani z nich nevyplyva, takze kdyz jej pribereme,
tak tim teorii obohatime. VétSina matematikt jej bere, protoze je velice uziteény, ale existuji i takovi, kteii jej
odmitaji zabudovat do zakladi matematické teorie. Maji tedy teorii svou, bez (AC), a jak se da c¢ekat, maji
tam také méné tvrzeni, protoze zrovna (AC) patii mezi velice oblibené nastroje pii dikazech.

Podobné také vime, ze zadné prusvihy nevzniknou, kdyz si mezi axiomy pribereme jeden o platnosti hypotézy
kontinua, o které jsme mluvili v kapitole 2¢ (viz pozndmka 2c¢.20 a zamysleni za ni).

A protoze jsou matematici hravi a zvidavi, tak se také ptaji, co se stane, kdyZ naopak néjaky axiom uberou.
S tim je spojena zajimavé pfihoda. Na axiomech stoji i geometrie a nékdy na zacatku 19. stoleti si nékteri
matematici fekli, ze zkusi jeden axiom vyhodit, co to udéla. Ne Ze by si mysleli, Ze to neni pravda, ale jedna
véc je to, co matematici vidi kolem sebe, a druhd jsou axiomy. A tak ho vyhodili a dostali docela zajimavou
geometrii, ve které se dély podivné véci, napiiklad uz se thly v trojihelniku nenascitaly do 7. Byla to takova
vesela hricka, a najednou se o sto let pozdéji ukazalo, ze ve skutecnosti presné takto funguje vesmir ve velkém
méritku (obecnd teorie relativity a podobné Einsteinoviny). Hréatky s axiomy se tedy mohou zajimavé zvrhnout.

A

Priklad 4c.i: Ted pouzijeme princip dobrého usporadani k dikazu, Ze vSechna prirozena ¢isla lze popsat nejvyse
10 ceskymi slovy.

Zkusime to sporem, predpoklidejme, Ze to nejde. Pak je mnozina M prirozenych d¢isel, kterd nejdou popsat
nejvyse 10 ceskymi slovy, neprazdna. Podle principu dobrého uspoiradéani tedy musi existovat jeji nejmensi prvek,
nazvéme jej m. Pak je m vlastné nejmensi prirozené cislo, které nelze popsat nejvyse desiti ceskymi slovy, takze
jsme jej popsali pfesné deseti ¢eskymi slovy a mame spor.

A

Poznamka: Dalsi nepovinny nahled za oponu matematiky: V§imnéte si, Ze jsme dokézali popsatelnost vSech
Cisel deseti slovy, ale tento diikaz ndm nedal zadny navod, jak to vlastné délat. J4 tfeba nevim, jak bych
popsal ¢islo 1946240936592523658376, jen vim, ze to néjak musi jit. Jsou principialné dva druhy dukazi, Ze
néco existuje. Dikazy konstruktioni to dokazuji tak, Ze dotyény objekt pfimo najdou (¢i dolozi, jak jej najit).
Pak jsou dtikazy nekonstruktivni, kdy se existence dovodi néjakym trikem, aniz bychom ale néjaky exemplar
predvedli. Nékteri matematici s témito diikazy maji filosoficky problém a neuznavaji je za platné. Maji tak svou
vlastni teorii matematiky, kterd je o néco chudsi nez ta obecné piijimand, protoze k nékterym vysledkim se
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cestou. Je to ale silné okrajovy fenomén.

A

Dobfe uspofddané mnoziny jsou velice uzite¢né, mimo jiné tim, Ze na nich lze pouzivat matematickou indukci
(viz kapitola 5b). Ukazeme si jich ted vice, ale za¢neme pro srovnéani nékolika pfipady, kdy dobrota naopak selze.

Priklad 4c.j: (Z, <) je linedrné usporadana mnozina, ale neni dobfe usporadana, nebot neprazdna podmnozina
M = Z urcité nemé nejmensi prvek, tedy prvek m, ktery by splnoval m < n pro vSechna n € Z.
A

Priklad 4c.k: (Q, <) je linedrné uspofadand mnozina, ale neni dobfe usporadana, nebof neprazdna podmnozina
M ={zx € Q; 0 <z < 1} urcité nema nejmensi prvek.
Tento piiklad je zajimavy tim, ze M ,neutikd” nikam do nekonecna.

A

Priklad 4c.l: Necht X je libovolna alespon dvouprvkovd mnoZina, tfeba koneénd, uvazujme mnozinu jejich
podmnozin A = P(X) uspofddanou inkluzi. Pak nejde o linedrni uspofadani, tim padem ani nemuze byt dobré,
viz Fakt 4c¢.13 a priklad 4b.c.

Podobné nedostavame linearni usporadani u relace délitelnosti, pokud vhodné zvolime mnozinu A. Napriklad na
mnoziné A = {1,2,4,8,16} dava délitelnost dobré usporadani, ale na A = {1,2,3,6} uz ne: Podmnozina {2, 3}
nema vuci délitelnosti nejmensi prvek.

Koneéné priklady nedobrych usporadani se tedy vyrabéji velice snadno.

A

Piiklad 4c.m: (N, >) je linedrné uspofadand mnozina, ale neni dobfe usporadand, nebot nepréazdna podmnozina
M = N urcité nemé nejmensi prvek. Opravdu? Takovy prvek m by musel spliiovat m > n pro vSechna n € N,
takZe neexistuje.

JAN
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Posledni piiklad ukazuje, ze kdyz vezmeme dobfe usporddanou mnozinu (N, <) a pfejdeme k dudlnimu uspofa-
dani (N, <71) = (N, >), tak se dobrota mtlize ztratit. Pfechod k inverznimu usporadéni tedy rozhodné neni néco,
co bychom chtéli u dobfe usporadanych mnozin délat, a ztracime onu prijemnou symetrii mezi pohledy ,,shorna“
a ,zdola“. Naopak pfechod k podmnoziné je jako obvykle bezproblémovy.

Fakt 4c.16.
Necht (A, <) je dobfe uspofadand mnozina. Pak pro libovolnou neprazdnou podmnozinu B C A je restrikce <
na B dobré usporadani.

Dukaz (rutinni): Podle Faktu 4c.5 uz vime, Ze tato restrikce je linedrni uspofadani. Zbyva dokézat, ze je dobré.
Necht M je neprdzdna podmnozina B. Pak je to i neprazdna podmnozina A a tudiz existuje jeji nejmensi prvek
m. Podminka, ze m =< x pro vSechna x € M, je ale zcela nezavisla na tom, v jaké nadmnoziné M je, relace < a
jeji restrikce na B se na M shoduji, tudiz je m také minimem M v (B, <).

U

To je zase pripad, kdy je to tak lehké, az ¢lovék premysli, co vlastné napsat. Dobfe usporadané mnoziny tedy
mizeme ziskdvat pomoci podmnozin (N, <) (coz tady délavame), dalsim zajimavym zdrojem je kartézsky soucin.

4c.17 Usporadani a kartézsky soucin
V obecné kapitole o relacich jsme zavedli usporddéani na kartézském soudinu mnozin, viz 3b.9. Vysoce uzitecné

to zaCne byt zejména u usporadani. Pfipomenme, Ze méme-li mnoziny s relacemi (A1, <1),...,(Am, <n), pak
soucinové usporadani porovnava vektory z Ay X --- x A,, pfedpisem (a;) = (b;) pravé tehdy, pokud a; =<; b; po
vSechna 1.

7 obecného tvrzeni 3b.10 okamzité dostavame dutsledek.

Fakt 4c.18.
Jestlize jsou (A1, =1),...,(Am, =,) ¢asteéné uspofddané mnoziny, pak je i A; x --- X A,, se souéinovym uspo-
Ffadanim c¢asteéné usporadana mnozina.

To vypada moc pékné, ale ve skutecnosti se to pouziva relativné ziidka, protoze u tohoto typu usporadani jsou
vazné problémy s porovnatelnosti vektorti. Naptiklad v soucinu (N, <) x (N, <) sice plati tfeba (1,13) < (3,23),
ale neuméli bychom porovnat feknéme vektory (1,2) a (2,1). Redeno matematicky, soucinové uspoiddani byva
ztidka linearni. To byva v mnoha aplikacich zasadni problém.

Chce to tedy jiny napad. Jako inspirace poslouzi usporadani, které se pouziva ve slovnicich, my totiz na zakladé
schopnosti srovnat jednotlivé ,soufadnice“, tj. individualni pismena, umime porovnat poradi libovolnych dvou
slov. To vypada nadéjné.

Definice.

Uvazujme ¢asteéné usporadané mnoziny (A1, <1),..., (A, =,). Definujeme lexikografické usporadani (le-
xicographic ordering) <; na A = A; x --- X A, nasledovné: Pro a = (a1,... ,a,),b = (b1,... ,b,) € A plati
a =<1 b pravé tehdy, jestlize a; = b; pro vSechna i = 1,... ,n (tedy a = b), nebo existuje index k takovy, ze
a; = b; pro vSechna ¢ spliujici 1 <1¢ < k a ag < bi.

V nékterych situacich je prakti¢téjsi jina definice, kdy se nejprve zavede ,,0strd nerovnost“ na A, znacend tradiéné
(a1,...,an) < (b1,...,b,), podminkou ,existuje index k takovy, Ze a; = b; pro vSechna i spliujici 1 < i < k a
ar <k br“. Toto je asymetricka a tranzitivni relace, z ni se pak <y udéla jiz standardnim zpiisobem, podminkou
»,a <1 b nebo a = b“. Naopak pokud z < vyrobime standardni odvozenou relaci <, tak to bude ta ze zacatku
tohoto odstavce (viz Véta 4b.5).

Co to znamend v praxi? Mame-li porovnat dva prvky, tak je zacneme porovnévat po soufradnicich, za¢neme od
prvni a ignorujeme je, dokud jsou stejné. Jakmile narazime na rozdilné souradnice, pouzijeme prislusné srovnani
k rozhodnuti. Neni to nic nového, asi nas nepiekvapi, ze ve slovniku je ,sadar“ drive nez ,salat“. Ignorujeme
shodné prvni znaky ,sa“ a ten dalsi rozhodl, ostatni jsme pak také ignorovali. Nez se pustime do podrobnéjsiho
zkoumani, potvrdime si, ze lexikografické usporadani je opravdu usporadani.

Véta 4c.19.
Uvazujme ¢astecné uspordadané mnoziny (A1, =1),..., (A, =n). Pakje A = A; x---x A4, spolu s lexikografickym
usporadanim =<j ¢astecné usporadand mnozina.
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Dukaz (z povinnosti): Reflexivita: Vezméme libovolné a = (aq,... ,a,) € A. Pak a = a, proto a <z, a.

Antisymetrie: Vezméme libovolné a = (ay,... ,a,),b = (b1,...,b,) € A takové, 7e a <1, b a b <, a. Z toho
prvniho srovnani mame podle definice dvé moznosti. Jedna je, Ze a = b, ¢imz mame, co potfebujeme, a dikaz
antisymetrie je hotov. Ukazeme, Ze druhd moznost a # b nastat nemuze.

Takze predpokladejme, ze a # b, pak z ¢ <; b madme a <y b a existuje k takové, ze a; = b; pro i < k a
ar <r br. Podobné mame b <y a a existuje [ spliujici a; = b; pro ¢ <l a b; <; a;. Kdyz a; = b; pro ¢ < k ale
a; # by, tak nutné k < [, symetrickym argumentem pak odvodime, ze musi byt k = [. Mame tedy ar <i b a
zaroven by <y ay, coz je ve sporu s asymetrii <. Tato varianta tedy viibec nemiize nastat, jedind moznost je
ta, kdy se rovnaji vSechny soufadnice.

Tranzitivita: Vezméme libovolné a = (ay,... ,a,),b = (b1,... ,by),c = (c1,... ,¢,) € A takové, 7ze a <1 b a
b <r, c. Jestlize a = b, pak b <, ¢ je vlastné a < c a jsme hotovi. Jestlize b = ¢, pak a < b je vlastné a <, ¢
a zase jsme hotovi.

Nejzajimaveéjsi pripad je ten posledni, kdyz a # b a b # c. Pak podle definice existuje k takové, ze a; = b; pro
i < k aap <k by, a také existuje [ spliujici b; = ¢; pro i < [ a b; <; ¢;. Necht m = min(k,[). Pak pro i < m
mame a; = b; = ¢;.

Co plati pro m? Jsou dvé moznosti, podle toho, jestli je to minimum rovno k nebo [ (nevyluéuji se, v pfipadé
m = k = [ budou platné oba argumenty, takze to nevadi). Jak vypada pfipad m = k < [? Podle pfedpokladu
ag <k b, tedy a,, <m bm. Co bude s 7 Pro m < | mame b,,, = ¢,,, pro m = [ mame b,, <, Cn, kazdopadné
b, =m Cm. Jsme tedy v situaci a,, <m by =<m ¢ a Lemma 4b.4 (iii) dava a,, <, ¢m, coZ spolu se zévérem
predchoziho odstavce dava a < c. Podobné to dopadne, pokud m =1 < k.

L]
V typickém piipadé jsou vSechny mnoziny A; stejné a porovnavame prvky z A x --- x A, kde mame jen jedno
usporadani.
Ptiklad 4c.n: Uvazujme Z° s lexikografickym uspotadanim danym relaci <. Pak méame napiiklad (1,2,3,9,9,9) <r
(1,2,4,1,1,1) a také (1,2,3,9,9,9) <, (1,2,4,1,1,1), rozhodla tfeti soufadnice a dalsi uz nehrély roli.
A

Piiklad 4c.o: Co vSe je mensi nez (3,4) v mnoziné (N, <) x (N, <) usporddané lexikograficky?
Aby platilo (z,y) <1 (3,4), tak bud musi rozhodnout prvni soufadnice, tedy musi byt x = 1 ¢i x = 2 a zbytek
libovolny, nebo rozhoduje az druhd soutadnice. Proto

{(z,y) €N% (2,9) 22 (3,4)} = {(L,y); y €N} U{(2,9); y € N} U{(3,1).(3,2),(3,3)}.
A

Ted si potvrdime, v ¢em je hlavni vyhoda lexikografického usporadani.

Véta 4c¢.20.

Necht (A1, =1),...,(An, 25) jsou Castecné usporddané mnoziny, uvazujme A = A; x --- x A, spolu s lexiko-
grafickym usporadanim =<r,.

(1) Jestlize jsou vSechny (A;, <;) linedrné uspotradané, tak je i (A, <) linedrné uspofadana.

(ii) Jestlize jsou vSechny (A;, <;) dobfe usporadané, tak je i (4, <1) dobfe usporddana.

Dukaz (drsny, poucény): (i): Pfedpokladejme, Ze vSechny (A;, <;) jsou linedrné uspofadané. Vezméme libovolné
a = (ar,...,an),b = (b1,...,b,) € A. Bud jsou si rovny, pak a <y b a tyto prvky jsou porovnatelné. Nebo
existuji j takovd, ze a; # b;, nechf k je z nich nejmensi. Pak a;, = b; pro i < k a aj # by. Protoze je (Ax, <x)
linedrni, tak ur¢ité bud ar =<i br nebo by = ar. V prvnim piipadé pak mame a <y b, v druhém b < a.
Lexikografické usporadani je tedy linearni.

(ii): Dikaz provedeme indukci na n.

(0) Pro n = 1 méme jednu mnozinu, jejiz souéin se sebou je zase ona, tedy je dobfe usporadana.

(1) Zvolme néjaké n € N a predpokladejme, Ze kartézsky soucin libovolnych n dobfe uspofadanych mnozin je

dobry v lexikografickém uspotddéani. Ted méjme n + 1 dobfe usporddanych mnozin (A1, <1),..., (Ant1, <nt1)
a jejich kartézsky soucin A s lexikografickym uspofdddnim <.

Uvazujme M; = {a1; (a1,... ,ant1) € M} (ze vSech prvkia M si vytdhneme prvni soutadnici). To je neprazdnéa
podmnozina A;, takZe podle pfedpokladu musi existovat jeji nejmensi prvek my. Mame tedy prvek takovy, Ze
kdykoliv (ai,...,ant+1) € M, pak m; =<; a;. Navic tento prvek pochézi z néjakého (mq,az,...,an11) € M.
Necht

M, = {(az,as3,... ,an41) € M5 (my,a2,a3... ,an41) € M ANap =mq}.
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Zde bereme vSechny prvky z M, jejichz prvni soufadnice je mq, tuto prvni soufadnici vynechame a zbyvajici
dédme do M;. Pak M; je neprazdnd podmnozina kartézského soucinu A X --- x A,41. To je n mnozin, proto
podle indukéniho predpokladu jde o dobfe usporddanou mnozinu vzhledem k prislusnému lexikografickému
usporadani, tudiz tato mnozina musi mit nejmensi prvek (ma,...,mp4+1). Necht m = (mq,ma,... ,myui1).
Tvrdime, Ze jde o nejmensi prvek M vzhledem k lexikografickému uspoiddani na A.

Vezméme tedy libovolné a = (ay,...,an4+1) € M. Protoze a; € M;, musi podle volby m; platit m; <; a;.
Pokud plati dokonce my <7 ay, pak jiz m <, a podle definice lexikografického uspofadani (rozhodla hned prvni
soufadnice).

Pokud m; <; a; neplati, tak nutné m; = a;. Pak ovSem (ag,...,an+1) € My a tudiz (ma,... ,mpy1) =
(az ... ,an41) v lexikografickém usporadani Ag X --- x A, ;1. To zase nabizi dvé moznosti.

Jedna je, ze m; = a; pro vSechna i = 2,... ,n + 1, ale my ted predpokladame i m; = aq, tedy m; = a; pro
vSechna ¢ a mame m =<, a. Druha je, Ze existuje néjaké k takové, ze m; = a; proi=2,... ,k—1 a mp < ak.
To ale znamené, ze m; = a; proi =1,... .k —1 a my <i ag, tedy m =< a. Dtikaz hotov.

U

Naopak se da ukazat, Ze staci, aby jen jedina slozka takového kartézského soucinu nebyla linearné ¢i dobre
usporadand, a uz to pokazi pro cely soucin, naptiklad (Z, <) x (N, <) s lexikografickym uspofadanim neni dobte
usporadana.

Stoji za zminku, Ze pro analyzu ani lexikografické usporadani neni tim pravym, sice porovna vSechno, ale porad
nebere ohled na velikost vektorti. Cim# narazime na skutecénost, Ze na kazdé mnoziné lze vymyslet spousty rfiznych
¢asteénych usporadani, ale my také potfebujeme, aby ndm to usporddéni poméhalo v tom, co méme s mnozinou
v tmyslu. V nékterych situacich prosté rozumné uspofadani nenajdeme.

vvvvvv

diskrétni matematice se s nim lze setkat casto.

Piiklad 4c.p: Lexikografické uspofadani, které jsme definovali, nAm umoznuje porovnavat vektory o stejné
délce. Ve slovniku ale porovnavame slova ruznych délek. Jak by se takova definice udélala obecné? Zakladni
myslenka je, Ze kdyZz mame dva vektory nestejné délky, tak ten delsi zkratime. Pro zjednoduseni zapisu budeme
predpokladat, ze vSechny slozky pochézeji z jedné mnoziny.
oo
Méjme usporadanou mnozinu (A, <) a uvazujme mnozinu B = |J A™. Nejprve definujeme ostrou relaci takto:
n=1
Pro (a;)i%y, (bj)j=1 € B necht k = min(m,n). Plati (a;)2; < (b;)7_; pravé tehdy, kdyz bud ()b, <1 (b:)k_,,
nebo (a;)*_ ; = (b)F.; am < n.
Pak standardnim zptisobem definujeme (a;)i2; < (b;)7—; jestlize bud (a;)j2; < (b;)7_; nebo (a;)i2; = (b;)}—;-
Timto dostaneme ¢asteéné usporadéani na B. Neni problém tuto definici pfevést na usporadéni pro fetézce,
prosté se fetézce povazuji za vektory, naptiklad bereme ahoj jako (a,h,o0,j). Na abecedé mame pfirozené ¢as-
tecné usporaddani a pravé popsanou procedurou z néj dostaneme obvyklé slovnikové uspotfadani, takze treba
auto=<autobus=<autobusek=<auvajs.

A
Cviceni

Cviceni 4c.1 (rutinni): Najdéte dva neporovnatelné prvky v A = {2,4,6,8} usporddané délitelnosti a v
(P({o,0,0}),9).

Cviceni 4c.2 (rutinni): UvaZujte uspofddanou mnozinu danou nasledujicim Hasseovym diagramem.
of

/

do oe

<l
N

Najdéte maximum, minimum, nejvétsi a nejmensi prvek mnoziny M = {a,b, ¢, d, e}, pokud existuji.

b

Cviceni 4c.3 (rutinni): UvaZzujte uspofddanou mnozinu ({3,5,9, 15,24, 45}, |), tedy relace délitelnosti.
(i) Nakreslete jeji Hasseuv diagram.

(ii) Najdéte jeji maxima, minima, nejvétsi a nejmensi prvek, pokud existuji.

(iii) Najdéte maxima, minima, nejvétsi a nejmensi prvek podmnoziny M = {3,9,15}, pokud existuji.
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Cviceni 4c.4 (rutinni): Uvazujte mnozinu mnozin A = {0, {1},{2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}}
uspofadanou relaci byti podmnozinou (viz cviéeni 4b.8).

(i) Najdéte maximum, minimum, nejvétsi a nejmensi prvek mnoziny M = {{1},{2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4}},
pokud existuji.

(ii) Najdéte néjaké linearni rozsifeni (A, C).

Cviceni 4c.5 (rutinni): Nakreslete Hassetv diagram néjaké koneéné usporadané mnoziny, ktera

(i) nema nejvétsi prvek, ma nejmensi prvek;

(ii) m4 nejvétsi prvek, nemd nejmensi prvek;

(iii) nem4 nejvétsi prvek, nemd nejmensi prvek.

Cviceni 4c.6 (rutinni): Uvazujte usporadani dané nasledujicim Hasseovym diagramem. Najdéte néjaké jeho
linearni rozsiteni.

g
N
N

o oV

Cviceni 4c.7 (rutinni): Uvazujme ¢asteéné usporadanou mnozinu A = {p1, p2, s, p4, Ps, Pe, D7}, jejiz usporadani
je dano nasledujicim odvozenym ostrym usporadanim: ps < p7, P < P7, P5 < D6, P2 < D6, P1 = P4, P2 < P4,

P3 =< P4, p1 < P2 a p3 < pa.
Sestavte Hassetv diagram pro tuto usporadanou mnozinu.

Cviceni 4c.8 (rutinni): Uvazujte mnozinu A = {2, 3, 10, 30, 60,90} usporadanou relaci délitelnosti a |b. Najdéte
néjaké jeji linearni rozsireni.

Cviceni 4c.9 (rutinni): Uvazujte mnozinu vektora A = {(3,23), (13,23), (23, 3), (23,13), (23,23)} usporddanou
sou¢inovym usporadanim zalozenym na >, tedy (u,v) =< (z,y) jestlize u > = a v > y. Najdéte né&jaké jeji linedrni
rozsifeni.

Cviceni 4c.10 (rutinni): Kterd z nasledujicich mnozin je dobfe usporadana?

(i) ({n € Z; n > —13}, 2); (v) (@, =);
(i) ({n € Z; n > —13},<); (vi) (@, <);
(iii) ({n € Z; n > —13},>); (vii) {z € Q*; z =%, p,g €N, ¢ <100}, <).

(iv) ({n € Z; n sudé}, <);

Cviceni 4c.11 (rutinni): Necht (A, <) je ¢asteéné uspofadand mnozina. Dokazte, ze < je linedrni pravé tehdy,
kdyz je <! linedrni.

Cviceni 4c.12 (rutinni): Necht A = {a,b, ¢}, uspofddejme ji podle abecedy. Uvazujte A x A s lexikografickym
usporadanim. Najdéte vSechny prvky z A x A, které jsou vzhledem k lexikografickému uspofadani

(i) mensi nez (a, ¢); (ii) vétsi nez (a, c); (iii) mensi nez (b,b).

Cviceni 4c.13 (rutinni): Usporadejte podle lexikografického usporadani binarni fetézce 0, 01, 11, 001, 010, 011,
0001, 0101.

Cvideni 4c.14 (rutinni): (i) Nakreslete Hassetiv diagram pro ({1,2,3}, <)? v lexikografickém uspotradani.
(ii) Nakreslete Hassetiv diagram pro ({1,2,3}, <)? v sou¢inovém uspoiadani (,,po slozkach®).

Reseni:
4c.1: Tteba 4 a 6. Tteba {o} a {©}.
4c.2: Max d, e, nejvétsi neex., min a, nejmensi a.

4c.3: 45

(ii): Max 24,45, nejvétsi neex., min 3,5, nejmensi /O\

neex. 240 90  olh

(iii): Max 9,15, nejvétsi neex., min 3, nejmensi 3. \|/|
3> %

4c.4: (i): Max {1,2, 3,4}, nejvétsi {1,2,3,4}, min {1}, {2}, nejmensi neex.
(ii): Tieba () <1, {1} <L {2} <L {1,2,4} <L {1,2,3} <L {1,2,3,4} <L {1,2,3,4,5}.
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A U

4c¢.6: Napiiklad A <, V<, O < O < V< & < #dnebo V < A <1 © <y O =<1, O < & <1 #nebo ...
4c.7: Nalevo Hasseliv diagram sestrojeny dle algoritmu, napravo jeho topologicka tprava, ktera odpovida lineari-
zaci v prikladu 4c.h.

O

AL S
AVANRYA!

o

/\ /\°3

o
5
4c.8: Napiiklad 3 < 2 <1 10 <, 30 <r 90 <, 60 nebo 2 <, 10 <1 3 <1 30 <1, 60 <7, 90 nebo dle velikosti
nebo ...
4c.9: Tteba (23,23) <1, (23,13) <1 (23,3) <1 (13,23) <1 (3,23)
nebo (23,23) <, (13,23) <1, (3,23) <1 (23, 13) L (23,3)
nebo (23,23) <, (13,23) <1, (23,13) <1, (3,23) <1 (23,3) nebo ...
4c.10: (i), (ii), (vii).
Re: (vii): V mnoziné je omezend velikost jmenovatele, proto uvazované body nejsou husté, ale jednotlivé body
mnoziny jsou od sebe vzdaleny. Protoze p,q > 0, jde o kladna ¢isla a nemohou utéci do minus nekonecna. Pro
libovolné K > 0 je mnozina {(p,q) € N?; ¢ < 100 A p < K¢} kone¢n4, mezi odpovidajicimi zlomky % tedy vzdy
najdeme nejmensi.
4c.11: =>: Necht < linearni. Zvolme a,b € A. Pak a < b (potom b <~! a) nebo b < a (potom a <71 b),
kazdopadné jsou a, b porovnatelné pomoci <71,
<=: Obdobné.
4c.12: (i): (a,), (a,b); (ii): (b, a), (b,b), (b,), (c,a), (c,b), (c,0); (ii): (a,a), (a,b), (a,0), (b, a).
4c¢.13: 0,0001,001,01,010,0101,011,11
4c.14:

(i) /3.3)
o 3:2) (1) (3:3)

/(3,1)
0/0(273) (2,3) /\ 3,2)
e /\/\
/e \
s 13)
Sa2) 12\/21

(1,1) (1 1)

4d. Bonus: Dalsi pojmy okolo usporadani
Kdyz jsme hledali nejmensi a nejvétsi prvky, méli jsme dva problémy. Jednou prekizkou byl nedostatek vza-
jemné porovnatelnosti, ten jsme vyftesili pojmem linearniho zobrazeni. Druhy problém nastal, kdyZz nam mnoZina
yutikala® jako tfeba Z pfi porovnavani pomoci <. Zatim jsme to Tesili tak, ze jsme se omezili na koneéné mnoziny,
ted utikéni zkusime obecné pojmenovat a pak zakdzat; uvidime, jestli dostaneme néco rozumného.

Definice.
Necht (4, <) uspofadand mnozina. Rekneme, Ze je fundovana (well-founded), jestlize neexistuje ,nekone¢na
klesajici posloupnost, tj. nekoneéna posloupnost {a;}°; prvki z A takova, Ze a;+1 < a; pro vSechna i.

Problémem pro fundovanost jsou tedy posloupnosti typu ay > as > as > --- > a; > a;41 > ---. Pomoci
tranzitivity dostavame, Ze pro vSechna j > ¢ mame a; < a;, ostrd nerovnost také znamena, Ze jde o navzajem
rtizné prvky. U konecnych mnozin nekoneéné mnoho riznjch prvkt neméame, z toho hned vyplyva, ze konecné
usporadané mnoziny jsou automaticky fundované.
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Neni pravda, ze pokud zabranime takovym posloupnostem, tak automaticky dostavame existenci nejmensich
prvki, tedy dobré usporadéani, protoze muze zlobit ta porovnatelnost.

Piiklad 4d.a: UvaZzujme uspofadanou mnozinu (Z, <), kde x < y jestlize 2 = y nebo |z| < |y|.

Tvrdime, Ze je to ¢asteéné usporadani, které je well-founded, ale neni linearni, tim spiSe ne dobré.

Reflexivita je jasnd, tranzitivita v zasadé také, jak je na tom antisymetrie? Predpokladejme, Ze x < y a y =< x.
Kdyby nebylo x = y, tak by z definice muselo platit |x| < |y| a |y| < |z|, coz neni mozné. Mame tedy usporadéni.

Uvazujme ted néjakou nekone¢nou posloupnost {a;}:2, ze Z takovou, ze a;+1 < a; pro vSechna i. Tvrdime, ze
nemiize nastat ptipad, ze by vSechna ta srovnéni byla ostra, tedy <. Uvazujme mnozinu M = {|a;|; ¢ € N}. To
je neprazdna podmnozina Ny, coz je vzhledem k < dobfe uspofadand mnozina. Existuje tedy j takové, Ze |a; | je
nejmensi prvek z M. To znamena, ze |a;| < |a;| pro vSechna i. Tvrdime, Ze a;, = a; pro vSechna i > j.

Z tranzitivity mame pro i > j relaci a; < a;, ted jsou dvé moznosti. Jedna je |a;| < |a;|, ale to nejde, takze musi
platit ta drubhd, a; = a;.

Dokazali jsme, ze (Z, <) nemé nekone¢né klesajici posloupnosti, je tedy fundovana.

Pro¢ neni linedrné usporadana? Protoze tfeba prvky 13 a —13 timto uspordddnim neumime porovnat.

A

Dobré usporadani je definovano pomoci existence nejmensSich prvka. Pro fundovana usporadani existuje alter-
nativni charakterizace podobného typu.

Véta 4d.1.
Necht je (A, <) ¢astecné usporddand mnozina. Toto usporfadani je fundované pravé tehdy, kdyz pro kazdou
neprazdnou podmnozinu M C A existuje min(M).

Dukaz (pou¢ny, naznak): 1) =—: Predpoklddejme, ze =< je fundované. Necht M je neprédzdnd podmnozina
A. Vezméme libovolné a; € M. Pokud je to miniméalni prvek, jsme hotovi. Pokud ne, musi existovat as € M
splnujici as < a1. Pokud je to miniméalni prvek, jsme hotovi. Pokud ne, musi existovat ag € M spliujici ag < as.
Pokracujeme tak dale, a protoze neni mozné nekonecna klesajici posloupnost, tak se tento proces musi zastavit,
tedy najdeme miniméalni prvek M.

2) <=: Fundovanost dokdzeme sporem. Nechf existuje nekone¢néa klesajici posloupnost {a;}°;. Oznac¢me
M = {a;; i € N}. To je neprazdna podmnozina A, proto podle predpokladu existuje jeji minimalni prvek, tfeba
a;. Mame a; 1 € M, z minimality a; proto a; < a;4+1, coz je ale ve sporu s a;+1 < a;, viz Lemma 4b.4 (ii).

U

Mozna méate pocit, Ze slova ,,proces musi zastavit“ nejsou zrovna korektnim matematickym vyjadienim. A mate
pravdu, korektni diitkaz se musi délat podrobnéji a je citelné delsi, dokonce dojde na axiom vybéru, takze je to
drovni znatelné vys nez toto skriptum. Vsak jsme v tvodu dikkazu vyhrozovali, Ze je to jen naznak. Ten zakladni
napad ale myslim stél za precteni, s podobnou myslenkou se jesté potkame v kapitole o indukci.

Ted ukazeme, ze kdyZ se postardme o porovnatelnost a zakazeme utikani, uz nejmensi prvky najdeme.

Véta 4d.2.
Uvazujme ¢astecné usporddanou mnozinu (A4, <).
Tato mnozina je dobfe usporadana pravé tehdy, kdyz je linedrné usporadana a fundovana.

Dukaz (pou¢ny): 1) =: Podle Faktu 4c.13 vime, Ze dobfe uspofddané mnoziny jsou automaticky linedrné
usporadané, tedy pro vSechny neprazdné podmnoziny poskytuji nejmensi prvky, coz jsou podle Véty 4c.2 (iii)
minima.

2) <=: Necht M je nepréazdnd podmnozina A. Podle pfedchozi véty ndm fundovanost davd minimélni prvek
této mnoziny. Protoze je usporadani linearni, tak je podle Véty 4c¢.7 toto minimum i nejmensim prvkem.

U

Pojem fundovanosti se da pouzit i pro relace, které nejsou ¢aste¢nymi usporadanimi. Zejména populéarni je tento
pojem pro ostra usporadani neboli pfimo pro relace typu <, viz Véta 4b.5. Zajimavou souvislost s indukci lze
nalézt v poznamce za Vétou 5a.13.

Kromé maxim, nejmensich prvkt a podobné jsou jesté dalsi piibuzné pojmy. Toto je jiz mimo ramec skripta,
protoze tim zacind samostatny obor, tak jen naznacime par véci jako ldkadlo.
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Definice.

Necht (A, <) je ¢asteéné usporadand mnozina, M je jeji neprazdnd podmnozina.

Prvek m € A se nazyva horni mez (upper bound) mnoziny M, jestlize z < m pro vSechna x € M.
Prvek m € A se nazyva dolni mez (lower bound) mnoziny M, jestlize m < x pro vSechna x € M.

Piiklad 4d.b: Uvazujme mnozinu A = {1,2,3,4,5,6,12,20} uspofadanou délitelnosti (viz piiklad 4b.f). Méli

jsme pro ni nasledujici Hasseuv diagram.
12 20
/ O\ / \
60 ol

30 02 o)

Podivejme se na mnozinu M = {4,5,6}. Cislo 1 déli véechna ¢isla z M, je tedy dolni mez M. Neexistuje ale &islo
z A takové, Ze by jej délila vSechna ¢isla z M, proto tato mnozina nemé horni mez.

A

V Hasseové diagramu hledame dolni meze tak, ze vyjdeme ze vSech prvki M po spojnicich dolt a ¢ekame, zda
se nékde vSechny cesty sejdou. Pfi hledani horni meze naopak hleddme prvek, ve kterém by se sesly cesty z prvka
M smérem nahoru.

Jak vidime, existence mezi neni zarucena, na druhou stranu jich mtize existovat i vice. Je zde dilezité si vSimnout
jednoho podstatného rozdilu oproti minimtm a spol., pfi hledani mezi se divame i mimo mnozinu M, tudiz jiz
zélezi na tom, jaka je nadmnozina, ve které pracujeme. Naptiklad v predchozim piikladé jsme nenasli horni mez,
ale kdybychom tutéz mnozinu M uvaZovali tfeba v uspordadané mnoziné ({1,2,3,4,5,6,12,20,60},|), tak uz by
prvek 60 byl horni mezi pro {4,5,6}. Nelze tedy aplikovat trik, ktery ndm celou dobu vérné slouzil, Ze staci
pracovat s usporadanymi mnozinami a umime to jiz i s podmnozinami.

Priklad 4d.c: Uvazujme mnozinu (N, <). Pak libovolné ¢islo n € N spliujici n > 13 je horni mezi mnoziny

M = {3,13}.
A
Fakt 4d.3.

Necht (A, <) je ¢asteéné uspordadanad mnozina a M jeji neprazdnd podmnozina.
Jestlize je m nejvétsi prvek M, pak je to i jeho horni mez.
Jestlize je m nejmensi prvek M, pak je to i jeho dolni mez.

Diukaz je jasny, napiiklad nejmensi prvek m spliiuje m = x pro vsechna x € M, coz je presné definice dolni meze.
Souvislost mezi témito dvéma pojmy lze vidét i jinak.

Fakt 4d.4.

Necht (A, <) je ¢aste¢né usporadanad mnozina a M jeji neprazdnd podmnozina.

Horni mez mnoziny M existuje pravé tehdy, pokud existuje néjakd nadmnozina N C A mnoziny M takova, Ze
N ma nejvétsi prvek.

Dolni mez mnoziny M existuje pravé tehdy, pokud existuje néjakéd nadmnozina N C A mnoziny M takové, Ze
N ma nejmensi prvek.

Dukaz (pou¢ny): Dokdzeme prvni tvrzeni, druhé funguje symetricky.
1) Jestlize je m horni mez mnoziny M, pak uvazujme N = M U {m}. Protoze je m horni mezi, plati z < m
pro vSechna x € M, také m < m, proto z = m pro vSechna z € N, také m € N, tedy m je nejvétsi prvek N.
2) Naopak necht existuje mnozina N takova, ze M C N a N mé nejvétsi prvek m. Pak pro libovolné = € M
platii z € N a m je nejvétsi v N, tedy x < m. m je tedy horni mezi M.

U

Plyne z toho naptiklad to, Ze v kone¢nych linedrné usporadanych mnozinach vzdy najdeme horni a dolni mez.
Pokud horni a dolni meze existuji, hleddme mezi nimi nékteré specialni.
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Definice.

Necht (A, <) je ¢asteéné usporadand mnozina, M je jeji neprazdnd podmnozina.

Jestlize existuje horni mez M, pak definujeme supremum mnoziny M, také zvané nejmensi horni mez (least
upper bound), zna¢eno sup(M) nebo l.u.b.(M), jako nejmensi prvek mnoziny {x € A; z horni mez M},
pokud existuje.

Jestlize existuje dolni mez M, pak definujeme infimum mnoziny M, také zvané nejvétsi dolni mez (greatest
lower bound), znac¢eno inf(M) nebo g.1. b.(M), jako nejvétsi prvek mnoziny {x € A; x dolni mez M }, pokud
existuje.

Podobné jako u mezi, existuje-li nejvétsi prvek mnoziny M, pak je jejim supremem, symetricky nejmensi prvek
je infimem. Proto nam linearita uspoiradani zarudi existenci infim a suprem pro kone¢né mnoziny, jinak ale nemusi
existovat.

Piiklad 4d.d: Uvazujme (N, <). To je dokonce dobfe uspordadanad mnozina, ale mnozina M sudych pfirozenych
Cisel neméa ani horni mez, ani supremum.

Piiklad 4d.e: Uvazujme mnozinu A = {{a}, {b}, {a,b, ¢}, {a, b, d}} usporddanou inkluzi. Necht M = {{a}, {b}}
je jeji podmnozina. Pak mé tato mnozina horni meze {a,b, c} i {a,b,d}, protoZe obé mnoZiny z M jsou podmno-
zinami téchto dvou, ale M nemé supremum, protoze ony dvé horni meze jsou neporovnatelné a tudiz neumime
najit nejmensi prvek mnoziny {{a,b,c},{a,b,d}}.

A

Pro mnoziny, u kterych hledani suprem a infim neni az tak velky problém, mame specialni jméno.

Definice.
Uvazujme uspotadanou mnozinu (4, <). Rekneme, Ze je to svaz (lattice), jestlize pro vSechna x,y € A existuji

sup({z,y}) and inf({z, y}).

Priklad 4d.f: Mnozina A = {1,2,3,4} usporadana délitelnosti neni svaz, protoze napiiklad M = {2,3} nema v
A ani horni mez, natoZ supremum.

A

Piiklad 4d.g: Necht U je mnozina, uvazujme (P(U), C). Tato uspofddand mnozina je svaz.

Staci si rozmyslet, ze jsou-li dany M, N € P(U), tedy jsou to podmnoziny U, pak inf({M,N}) = M NN € P(U)
asup({M,N})=MUN € P(U).

Zkusime tieba to infimum. Evidentné M NN C M a M NN C N, takZe je to dolni mez. Je nejvétsi? Necht P
je jina dolni mez. Pak spliiuje P C M a P C N, protoi P C M N N, coz jsme pfesné potfebovali.

A

Priklad 4d.h: Mnozina N usporadana délitelnosti je svaz, sup({z, y}) najdeme jako nejmensi spoleény nasobek,
inf({z,y}) jako nejvétsi spoleény délitel.
A

Svazy maji svou vlastni teorii a pouzivaji se tfeba v praci s Booleovymi algebrami ¢i namatkou pri modelovani
bezpecénych informacnich tokid, kdy se zavadi usporadani na riznych stupnich opravnéni.

Cviceni

Cviceni 4d.1 (rutinni): Uvazujte usporddanou mnozinu danou nasledujicim Hasseovym diagramem.

of

do oe

<
N/

Najdéte pro mnozinu M = {b, c} jeji horni meze a supremum, dolni meze a infumum, pokud existuji.

b

39



Diskrétn{ matematika 4d. Bonus: Dalsi pojmy okolo usporadani pHabala 2012

Cviceni 4d.2 (rutinni): UvaZujte mnozinu mnozin A = {0, {1},{2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}}
uspofadanou relaci byti podmnozinou (viz cviéeni 4b.8).

Pro M = {{1},{2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4}} najdéte horni meze a supremum, dolni meze a infimum, pokud
existuji.

Reseni:

4d.1: Horni meze d, e, f, supremum neex., dolni mez a, infimum a.
4d.2: Horni meze {1,2,3,4} a {1,2,3,4,5}, supremum {1,2, 3,4}, dolni meze 0, {1} a {2}, infimum neex.
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