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5. Indukce a rekurze

Na matematickou indukci jsme jiz v této knize n€kolikrat narazili v dikazech. Je obtizné si pfedstavit matematiku
bez tohoto silného néastroje, ktery si v této kapitole oficidlné predstavime. Za¢neme onim jednoduchym typem
dtkazu indukci, ktery uz mnozi z ¢tenard znaji a ktery jsme zatim pouzivali, a postupné se propracujeme k

5a. Matematicka indukce

Kdyz student slysi ,,matematickéd indukce*, obvykle si pfedstavi diikaz, kterym ukazujeme pravdivost rozli¢nych
vzoreCkl. Zacneme tim, Ze si presné formulujeme, jak vlastné takovy dikaz funguje.

5a.1. Slaby princip matematické indukce.

Necht ng € Z, necht V' (n) je vlastnost celych ¢isel, kterd ma smysl pro n > ny.

Predpokladejme, Ze jsou splnény nasledujici predpoklady:

(0) V(ng) plati.

(1) Pro kazdé n € Z, n > ng je pravdiva nésledujici implikace: Jestlize plati V'(n), pak platii V(n + 1).
Potom V'(n) plati pro vSechna n € Z, n > ny.

Weak principle of mathematical induction. Let ng € Z. Let V(n) be a property of integers that makes
sense for n > ng. Assume that the following conditions are satisfied:

(0) V(no) is true.

(1) For every n > ng the following implication is valid: If V(n) is true, then V(n + 1) is true.

Then V(n) is true for all n > nyg.

The part (0) is called the base step, (1) is called the induction step.

Pokud tedy chceme dokazat univerzalni platnost néjaké vlastnosti V, staci dokdzat pravdivost tvrzeni (0) a
(1). Pro¢ to stac¢i? Pujéime si predstavu zebifiku. Tzv. zakladni krok (0) fik4, Ze umime vylézt na prvni pficku
zebiiku. Tzv. indukéni krok (1) 7ika, ze kdyZz uz nékde jsme, tak umime vylézt o pficku vys. Podstatny je ten
obecny kvantifikdtor v (1), indukéni krok je splnén pro libovolné misto na zebiiku. Selsky rozum fika, ze pak uz
se dostaneme na Zebriku vsude.

Zkusme to matematicky, vezmeme pro jednoduchost ng = 1. Podle zédkladniho kroku plati V'(1). Indukéni krok
déva pro volbu n = 1 pravdivou implikaci V(1) = V(2), my uz ovSem ze zdkladniho kroku vime, ze V(1)
plati, tudiz podle této implikace plati i V(2). Pak zase mizeme pouzit indukéni krok s n = 2, kde z pravdivosti
V(2) dostaneme pravdivost V' (3). Dalsi pouziti indukéniho kroku (s n = 3) d4 pravdivost V(4), pak V(5) a tak
dale. Clovek by si fekl, Ze se tohle nemtize pokazit, dojdeme takto libovolné daleko a V funguje pro vSechna éisla.
Princip vyse potvrzuje, Ze tato predstava je spravna.

Jina dobré predstava je padajici domina. (1) ¥ikd, Ze kdykoliv néjaké domino spadne, tak spadne i to dalsi. (0)
fika, Ze jsme shodili to prvni. ZkuSenost rika, ze pak by to mélo spadnout vSechno. Zaroven vidime, Ze nic nelze
vynechat. Pokud nedokézeme (0), tak vlastné na za¢atku nic neshodime a domina nepadaji. Pokud neni pravda,
ze (1) plati pro vSechna relevantni n, tak se pro nékteré n padani domina zadrhne.

Priklad 5a.a: Indukce byla na intuitivni trovni pouzivana jiz indickymi a arabskymi matematiky kolem 10.
stoleti. Poprvé byla presné formulovana Pascalem v roce 1665, ale intuitivni pouziti v Evropé saha do 16. stoleti.
Udajné prvni byl F. Maurolico, ktery tak dokézal, Ze soucet prvnich n lichjch é&isel (mysleno kladnjch) je n2.
Predvedeme na této loze spravny postup a okomentujeme jej. Jaké jsou jednotlivé kroky?

o Zformulujeme presné turzeni a ozndmime, jak jej dokdazZeme.

Pron € Nje V(n) tvrzeni, ze 1 +3+5+ -+ (2n — 1) = n?.

Dokézeme to pomoci matematické indukce.
Zde je dobré si rozmyslet, Ze 1 + 3+ ---+ (2n — 1) opravdu dava pronich n lichych (kladnich) cisel.
e Dokazeme zdkladni krok.

(0) Necht n = 1. Vlastnost V(1) zni 1 = 1, coz je pravda.

e Dokdzeme indukcni krok. Vezmeme libovolné n € N (obecné, ne néjaké konkrétni) a dokdZeme, Ze pro néj plati
implikace V(n) = V(n+1). To se typicky déld primym dikazem, takzZe predpokldddme, Ze pro nase zvolené n
plati V(n), tomu se fikd ,jindukéni predpoklad”. Pomoci néj pak dokdaZeme platnost V(n + 1). Zdkladnim trikem
je pri tom dekompozice, kdy se V(n + 1) pokusime rozloZit tak, aby se objevilo néco, na co lze aplikovat V(n).
(1) Necht n € N je libovolné. Pfedpokladejme, Ze 1 +3 + 5+ -+ + (2n — 1) = n?.
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Chceme pomoci této rovnosti néjak ukdzat, Ze pro nase konkrétnin plati také 1+3+5+- - -+(2(n+1)—1) = (n+1)?,
tedy 26 1+3+5+ -+ (2n+ 1) = (n + 1)%2. Obvykle byvd lepsi zacit tou delsi & vice komplikovanou stranou
a upravit ji tak, aby se objevilo néco, co je i ve V(n), pomoci tohoto predpokladu se pak propracujeme ke druhé
strané ve V(n +1).

Zde je to snadné, dokazovand rovnost obsahuje 1 +2+ ---+ (2n —1). Jdeme na to.

14345+ +2n+1)=1+4+3+5+--+(2n—1)+(2n+1)
=[14+34+5+---4+2n—-1)]+(2n+1)
=n’+(2n+1) = (n+1)%
e Udéelame zdver.
Ditikaz je hotov.

Kdyz z toho diukazu vyse vynechdme vysvétlujici ¢asti psané kurzivou, dostaneme dukaz tak, jak se bézné
zapisuje. Vsimnéte si, jak i u dalsich dtikaz zachovavame tuto strukturu.

A

S 5a.2 Poznamka: Zacinajici studenti jsou zvykli dokazovat nezndmé rovnosti tak, Ze si je napi$i a pak upravuji,

dokud nedostanou néco znamého. U piedchoziho ptikladu by naptiklad napsali

14+3+5+-+(2n+1) = (n+1)>

T+3+5+-+2n—13+2n+1)=(n+1)?

n? 4+ (2n+1) = (n+ 1)

n+2n+1=n>+2n+1
0=0.
Bohuzel, toto neni diukaz platnosti V(n + 1), ale dikaz platnosti rovnosti 0 = 0, jde totiz Spatnym smérem.
Navic ani nejde o dukaz korektni, vychéazi totiz z rovnosti, jejiz platnost v té chvili neni zndma. Spravny dukaz
samoziejmé vychéazi z néceho, co je znamé, a dojde k tomu, co chceme dokazat. V tomto pripadé vznikne spravny
dtikaz tak, ze ty fadky znovu piepiSeme, ale v opa¢ném potadi. Pfi tom pfepisovani ale musime peclivé hlidat, zda
kroky, které jsme predtim délali, plati i v opacném ,spravném* sméru. U tohoto ptikladu to plati, nebot vSechny
provedené upravy byly ekvivalentni, ale ne vzdy tomu tak je.

I v ptipadé, zZe kroky obratit jdou, jde o zbytecnou komplikaci, mnohem kratsi je dokézat zadanou rovnost
primym vypoctem, tedy zacit vyrazem na jedné strané a postupné se propracovat k vyrazu na druhé strané,
presné jak jsme to udélali v piikladé 5a.a. Nejen Ze je to kratsi, zejména u nerovnosti jde casto o jediny rozumny
pristup (viz ptiklad 5a.e a pozndmka 5a.4), proto jej doporucujeme.

Podrobnéji o tomto problému pojednévéa poznamka 1b.6.

A

Priklad 5a.b: NeZ zacneme, tak si rozmyslime, Ze ¢isla typu 11, 1001, 100001, ... se daji zapsat zptsobem
102"+ + 1 pro n € Ny. Cislo n nam vlastné ¥ika, kolik dvojic 00 je uprostied.

Dokazeme pro n € Ny toto V(n): Cislo 10?"+! 4 1 je délitelné 11.

Pfipometime, 7e to vlastné znamen4 nasledujici: Cislo 102”1 4 1 Ize zapsat jako 11k pro n&jaké celé éislo k.

(0) Pro n =0 to plati: 10* +1=11=11-1.

(1) Mé&jme libovolné n > 0, predpokladejme platnost V(n), tedy ze 10*"*! + 1 = 11k pro néjaké k € N.
Pottebujeme ukéazat platnost V(n + 1), tedy Ze i éislo 102(*+D+1 11 = 10%"*3 4+ 1 je nésobkem 11. Abychom
mohli vyuzit indukéni predpoklad, musime si nejprve v tomto ¢isle najit ¢islo z V(n) chytrym pfepsanim. Mame
10271341 = 102" +142 11 = 100-102" 1 +1, jesté potiebujeme pridat na spravné misto +1, coz udélame oblibenym
trikem, Ze si to pfidame tam, kde to chceme mit, ale pak to musime také odebrat. Po malé tipravé pak uz mutizeme
pouzit indukéni predpoklad.

1023 +1 =100 (10*"** +1—1) +1 =100 (10***! +1) — 100 + 1 = 100 - 11k — 99 = 11(100k — 9),

kde &slo 100k — 9 je celé. Odvodili jsme, ze 102("tD+1 4 1 je nasobek 11 a tedy V(n + 1) plati. Diikaz je hotov.
Alternativa pti dekompozici je, Ze si nejprve upravime vztah z V(n) na 102"*! = 11k — 1 a pak uz staéi si ve

vyrazu z V(n + 1) vyrobit 102! coz jsme snadno udélali vyse. Nakonec to vyjde nastejno.

AN

Matematicka indukce je mocny néastroj, ktery lze aplikovat i na jiné situace nez dokazovani vzoreckd. Zhruba
fecCeno, o indukci zaciname premyslet, kdyz zkoumame situaci, kterou lze rozlozit do etap, ve kterych se néjak
prirozené vyskytuje parametr n coby pfirozené ¢islo, a existuje néjaky vztah mezi etapou soucasnou a naslednou,
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¢l jinak feceno mezi sou¢asnou a tou predchozi (zalezi, jak v dané chvili zrovna premyslime, zda dopfedu nebo se
vracime do minulosti).

Priklad 5a.c: UvaZujme turnaj, jehoz Gi¢astnici hraji kazdy s kazdym. Pro zjednoduseni budeme predpokladat,
ze kazdy s kazdym hraje pouze jednou, a budeme znacit x > y fakt, ze hrac¢ = porazil hrace y.

Kdyz se hry dohraji, radi bychom srovnali hrace podle vykonnosti. To se obvykle déla podle bodi, protoze délat
rozumné poradi jen na zékladé vysledki je nemozné. Jednim z moznych problémi jsou tzv. cykly, nelze rozumné
usporadat tri hrace podle vykonnosti, pokud prvni porazil druhého, ten tietiho, ale tieti zase porazil prvniho.
Obecnéji, cyklem délky n rozumime situaci, kdy mame hrace hi,... ,h, takové, ze hy = hy > --- = h,, ale
hy > hy. (Na nécem podobném je zaloZena znamé skautska deskova hra, kdy slon pobije tygra, tygr vlka, vlk psa,
pes kocku, kocka mys, ale my$ zaZzene slona).

Dokazeme indukei vlastnost V(n): Jestlize se ve vysledcich turnaje najde cyklus délky n, pak se tam najde i
cyklus délky 3.

Tato vlastnost ma smysl jen pro n > 3, protoze ze dvou (a méné) hraci cyklus pii vsi snaze nevyrobime.

(0) n = 3: trividlni, uz mame cyklus délky 3.

(1) Méjme libovolné n € N, n > 3. Pfedpokladejme platnost V(n), zajima néas platnost V(n + 1). Uvazujme
proto néjaky cyklus hy > hg > -+ > hy > hp41, kde také h, 41 > hi. Potfebujeme se néjak dostat k indukénimu
predpokladu, tedy k cyklu délky n. To se déla tak, Ze se zeptame, jak dopadl souboj hy a hg. Jestlize hg = hy, tak
mame 3-cyklus h1 = ho > hs a je hotovo.

Jestlize naopak hi > hg, tak lze ho z ptivodniho cyklu vynechat a dostaneme novz cyklus délky n hy > hs >
hg > -+ > hy > hpt1, v ném podle indukéniho pfedpokladu umime najit 3-cyklus. Tim je dikaz (1) hotov.

Podle (0) a (1) plati V(n) pro vSechna n > 3.

Pravé jsme vidéli aplikaci indukce v oblasti zvané teorie grafi.

A

Poznamka: Vsimnéte si jednoho dilezitého momentu. Oficidlné se indukce tvari, ze v ni jde o ,krok nahoru“.
Znéme soucasnost a ptame se, zda pomoci ni dokdzeme také zvladnout dalsi etapu. Kdyz ji ale vymyslime, tak nas
Casto zajima opacna otazka: ,,Pokousim se vyfresit ilohu na néjaké tirovni. Pomohlo by mi, pokud bych védél, ze
tu tlohu umim rozfesit o Groven nize?“ Jestlize si na tuto otdzku odpovim kladné a vymyslim zptsob, jak vyfesit
dany problém za predpokladu, Ze znam feSeni predchozi situace, tak jsem zaroven prisel na zptsob, jak provést
dukaz v (1). Jde tedy o rekurzivni zpisob pfemysleni, indukce a rekurze jsou tak propojeny, Ze je tézké rozlisit,
kde jedna konéi a druhé zacina.

Funguje to i naopak. Pokud najdeme dikaz (1), tak se obvykle stavd ndvodem, jak vytvofit algoritmus k prak-
tickému feseni studovaného problému, od indukéniho ditkazu byva tedy jen kriicek k rekurzivnimu algoritmu.

A

Priklad 5a.d: Uvazujme étvercovou Sachovnici se stranou o velikosti 2™ poli. (Jinak Fe¢eno, uvazujme étverec
zformovany z (2")? malych ¢tvercti, kde n € N.) Zacernéme jedno z poli. Tvrdime, Ze to, co zbyde, lze zcela pokryt
dlazdicemi slozenymi ze 3 ¢tverecku ve tvaru L (tzv. trimin, viz obrézek) tak, aby se nepfekryvaly.

Chceme dokézat V(n): Popsané pokryti je mozné pro Ctverec o strané 2" bez jednoho pole. Provedeme to
matematickou indukei.

(0) Je-li n = 1, pak jde o ¢tverec o strané 2! = 2. Po zacernéni jednoho pole ve ¢tverci 2 x 2 zbude pravé jedno

trimino, které samoziejmé triminy vydlazdime.

(1) Vezméme libovolné n € N a predpokladejme, ze umime vydlazdit ,¢tverec 2"
minus pole“. Potiebujeme ukézat, ze pak lze dlazdit i ,étverec 2"+ minus pole“.

Postupujeme nésledovné. Sachovnici o strané 2" (bez pole) rozdélime na stejné n
velké ¢tvrtiny. Pak vyjmeme jedno trimino hned u stfedu tak, aby zmizela pravé
tTi ze CtyT poli okolo stfedu, a to ta, ktera nejsou ve stejné ¢tvrtiné jako to chybéjici
pole. Timto zpusobime, Ze ted v kazdé ¢tvrtiné chybi jedno pole, a kazd4 z téch ‘
¢tvrtin je ¢tverec o strané 2™.

Podle indukéniho predpokladu dokézeme kazdou z téchto ¢tvrtin pokryt triminy,
pak jesté doplnime jedno navic do vynechaného stfedu a jsme hotovi, pokryli jsme
¢tverec o strané 2"t bez pole.

Dtikaz je hotov.

Praktické pokryti konkrétni Sachovnice mizeme udélat opakovanou aplikaci rekurzivniho kroku V' (n+1) — V(n),
tedy opakovanym ¢tvrcenim, dokud nedojdeme k velikosti 2 x 2, a pak naslednym zpétnym chodem. Mimochodem,
dobra otazka: Kolik je pro dané n potfeba trimin? Pokud tento pocet oznacime jako t,,, pak nam nase dekompozice
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déavéa nasledujici rovnici: t,11 = 4t, + 1. Takovéto rovnice se naucime fesit v kapitole o rekurentnich rovnicich, viz
priklad .
A

S 5a.3 Poznamka (a velice dulezita!): Pro spravné chapéani indukee je kritické si uvédomit, ze jsme v pfikladech

nikdy pfimo nedokazovali, ze by V' (n) platilo. Sice se tam fikalo ,pfedpokladejme, ze V(n) plati,“ ale to byl jen
predpoklad dokazované implikace, ktery miize a nemusi byt pravda. Také jsme v ditkazu fekli slova ,V(n + 1)
plati,“ ale to bylo pouze za ptedpokladu, ze platii V' (n). Je veliky rozdil mezi tvrzenim ,V (n+1) plati“ a tvrzenim
»V (n + 1) plati, pokud plati i V(n)“. Z druhého totiz o pravdivosti V' (n) ¢ V(n + 1) samotnych nic nevyplyva,
jen zZe jsou jejich pravdivosti néjak svazény. V kroku (1) tedy dokazujeme, Ze se pravdivost piendsi z V(n) na
V(n+ 1), pokud tam néjakd je. Cheete vidét priklad?
Uvazujme vlastnost V(n): n > 13. Tvrdime, Ze pro vSechna n € N plati nasledujici implikace:
Jestlize V(n) plati, pak i V(n + 1) plati.

Dtikaz je snadny. Vezméme si néjaké n € N. Jestlize plati pfedpoklad n > 13, pak také n+1 > 13+ 1 = 14, tedy
platiin+1 > 13.

Takze vidime, ze implikace V(n) = V(n+1) plati pro vSechna n € N, ale ur¢ité neni pravda, ze by n > 13 pro
pfirozend ¢isla. Finta je v tom, Ze tfeba n = 2 nespliiuje V(2), tudiz ndm (pravdivd) implikace V(2) = V(3)
nefekne viibec nic o pravdivosti V (3).

K dtkazu vlastnosti V' tedy pravdivost (1) sama o sobé nestaci, to jsme jen postavili domina jedno za druhé.
Teprve kdyz doplnime kriticky krok (0), tedy $touchneme do prvniho, tak se celd masinerie rozbéhne a pomoci (1)
uz tato pravdivost dojede libovolné daleko ¢ili viude. U naseho piikladu se to povede, kdyz dokazeme (0): Cislo
n = 14 splinuje n > 13. Tim se proces nastartuje a vlastnost V' pak uz plati pro vSechna n > 14. K tomuto tématu
se vratime v poznamce 5a.5.

Vyuzijme této situace k diskusi dalsiho problému, ktery studenti s indukci mivaji. Casto zapomenou v kroku (1)
napsat kvantifikator, tedy namisto spravného Vn: [V(n) = V(n + 1)] dokazuji jen V(n) = V(n + 1). Neni
pak jasné, co tim vlastné mysli.

Jesté horsi je, pokud ten kvantifikdtor Spatné umisti. Nékdy zacnou dikaz ¢asti (1) takto: ,,Predpokladejme, ze
pro vSechna n plati V(n).“ Dokazuji pak implikaci [Vn: V(n)] = V(n+ 1), kterd jednak neni formalné spravné
(jaké n se bere ve vlastnosti V(n + 1)7), navic to ani nedava smysl, protoze v zasadé neni co dokazovat. Jestlize
predpokladame, ze V plati pro vSechna ¢isla, pak samoziejmé musi platit pro n + 1. Pokud budeme predpokladat,
ze vsichni lidé maji hranaté hlavy, pak automaticky ma hranatou hlavu i Habala. Takovato implikace je tedy
tautologii, plati vzdy bez ohledu na to, jaka je vlastné vlastnost V.

7 pohledu indukce je ovSem daleko zavaznéjsi, ze tato implikace je na nic. Potfebujeme implikaci, ktera ze zndmé
platnosti V' pro jedno ¢islo dokaze tuto platnost posunout o krok dal. Pfedpokladem oné ,zprznéné“ implikace je
ovSem vyrok Vn: V(n), o jehoz platnosti nevime nic, pfesné tohle naopak chceme dokézat. Takova implikace je
proto zcela k ni¢emu.

Spravny zapis dikazl neni jen formalita, pomaha nam to spravné pochopit smysl toho, co se déje.

AN

Vidéli jsme (a jesté uvidime), ze indukci lze pouzit i v ,nematematickych“ situacich. Jeji speciélni schopnosti je,
Ze nam umoziuje pracovat s koneéné mnoha objekty, ale nakonec z té prace ziskat informaci o nekone¢né mnoziné.
7 toho ale také plyne omezeni jejiho pole piisobnosti, protoze takto obsdhneme jen véci ocislovatelné, jinymi slovy
situace spocetné. Jakmile mame nespocetnou situaci, tak je zbyte¢né o indukci uvazovat, do tak velkych mnozin
ani poradné nenakoukne.

Dalsi problém je, Ze i situace spocetné jesté nemusi byt zvladnutelné indukci, protoze sice ocislovatelné jsou, ale
to ¢islovani nemusi byt v souladu s problémem, ktery chceme fesit, takze mezi ptipadem s ¢islem n a pfipadem
s Cislem n + 1 nemusi byt pfimé souvislost. Tim ovSem pada nadéje udélat indukéni krok (1). Typické je to
u raciondlnich ¢isel. Je pravda, ze mnozinu Q jde ocislovat jak {r,}, ale to ¢islovini nemé zddnou rozumnou
pravidelnost (ze by tfeba r, Sly podle velikosti ¢i tak néco), proto se v Q s indukei viceméné nepracuje. Ale
dokonce i kdyz ¢islovani funguje rozumné a my vidime cestu, jak jit od pfipadu n k pfipadu n + 1, tak se muze
stat, ze indukce selze, viz poznamka 5a.6.

Dosti zasadni problém u indukce je, ze v okamziku, kdy ji pouzivame, jiz musime dopfedu znat odpovéd, kterou
jsme museli ziskat né€jak jinak. Klasicky priklad je dtkaz indukci, ze 1 +24---4+n = w, viz cviceni 5a.1 (ii),
ktery je velice snadny, ale onen vyraz na pravé strané se musel najit jinak, viz Fakt 9c.3 (ii) a obecné&jsi trik v
prikladé 10b.j.

Z pohledu studenta je velky problém indukce v tom, Ze vypada tak snadno. U lehkych problému tomu tak
opravdu je, ale ve skutecnosti se v indukci skryvaji kritickd mista, ktera pfi zanedbani mohou poradné potrapit.
Zacneme nékolika piiklady s nerovnostmi, které studentim tradi¢né ¢ini potize.

9a.3, da.e 4 5a.3, da.e



Diskrétni matematika Ha. Matematicka indukce pHabala 2012

1 Pfiklad 5a.e: DokdZeme, 7e pro kazdé n € N, n > 3 plati V(n): n? > n + 5.
(0) Jestlize n = 3, tak vlastnost V/(3) iika 32 > 8, coz urcité plati.
(1) Predpoklddejme, ze pro jisté libovolné n € N spliujici n > 3 mame n* > n + 5. Potfebujeme ukazat, ze
(n+1)2 > (n+1)+5, tedy Ze (n+1)? > n+6. Pouzijeme doporuc¢enou metodu, tedy za¢neme tieba levou stranou
a zkusime od ni dojit ke strané pravé, cestou nékde pouzijeme indukéni predpoklad. Na to si budeme muset v levé
strané néjak vyrobit n?, coz lze naptiklad roznasobenim té druhé mocniny.

(n+12=n’>+2n+1>n+5) +2n+1=n+6+2n.
My se ale potfebujeme dostat k vyrazu n + 6 a to takovym zptisobem, abychom pouzili jen rovnost ¢i nerovnosti
> a >. Zde je to nastésti snadné, diky n > 3 ur¢ité mame 2n > 0, lze tedy ve vyraze napravo 2n vynechat (¢i
nahradit nulou, divejte se na to, jak chcete) a tim jej zmensit.
n+1)*=n*+2n+1>Mn+5)+2n+1=n+6+2n>n+6.
Opravdu jsme dostali, co bylo tfeba, a dikaz je hotov.
Potvrdilo se, Ze u indukce s matematickymi vzorecky se obvykle vyplati zacit s dekompozici od komplikovanéjsi

¢asti dokazovaného vztahu.
AN

2

S 5a.4 Poznamka: Vracime se k poznamce po prvnim pfikladu. I zde jsme pii ditkazu nerovnosti pouzili metodu
postupnych kroku. Zacali jsme vyrazem na jedné strané dokazovaného, pak jsme jej postupné upravovali a dospéli
tak k zadanému. VsSechny kroky byly aritmeticky v pofadku, v zasad€ jsme pouzivali nasledujiciho prinicipu:
Maéame-li dvé ¢isla a + b a ted jedno z nich nahradime mensim, tfeba namisto a ddme mensi ¢, pak je celek mensi,
tedy a + b > ¢+ b. Podobné pokud mame ¢ < a, pak po nahrazeni dostaneme a + b > ¢+ b. Timto zptisobem se
nerovnosti v indukci dokazuji docela spolehlivé, jen nékdy da trochu problém se strefit do cilového vyrazu.

Naopak vibec nefunguje ona populdrni metoda postupnych tprav zaddané nerovnosti. Zkusme si to pro nas
priklad: NapiSeme zaddanou nerovnost a zkusime ji upravovat.

(n+1)>>n+6
n?+2n+1>n+6.

A tim jsme skonéili, indukéni predpoklad sice iika, ze n? > n + 5, ale my nemtiZzeme v nasi nerovnosti nahradit
¢ast n? vyrazem n + 5, protoze to neni korektni tprava! Jinymi slovy, pokud by nékdo jako dalsi iadek napsal
n+54+2n+1>n+ 6, tak by to mél Spatné, podrobnéji o tomto viz pozndmka 1b.6. U nerovnosti tedy tento
postup rozhodné nedoporucujeme. Pro dalsi detaily viz pozndmka 1b.6 a zejména piiklad na konci kapitoly 14.

A

Priklad 5a.f: Dokéazeme, ze pro kazdé n € Ny plati V(n): n < 2™,

(0) Necht n = 0. Urcité 0 < 2°, tedy V(0) plati.

(1) Pfedpoklddejme, Ze pro jisté (libovolné) n € Ny mdme n < 2". Potiebujeme ukdzat, ze n + 1 < 2"*1. Vime
uz, zZe postupné upravy této nerovnice nefunguji, musime zacit na jednom konci, tfeba na pravém, a propracovat
se k druhému. Nejprve potiebujme 2"+ upravit tak, abychom mohli pouzit indukéni hypotézu.

2"t =2.2" > 2.,
Ted se né&jak potfebujem dostat dalSimi Gpravami k n + 1, a aby cely Fetéz Uprav platil, mizeme pouzivat pouze
kroky s rovnosti = ¢i nerovnostmi > a >. Je viibec mozné se dostat od 2n k n + 1 timto zptisobem, jinymi slovy,
plati viibec 2n > n + 1?7 Ano, pokud n > 1, ale to my nemame. Tim se ukazuje, Ze jsme svou indukci zacali prilis
brzy. Je sice pravda, ze V' (0) plati, ale indukéni krok V(n) = V(n + 1) budeme umét dokazat az od n = 1.
Zacneme tedy s dikazem znovu, pfi¢emz indukce zacne az pro n > 1, pfipad n = 0 vyfeSime zv1ast.

TakZe nejprve pfimo ovéfime, ze V(n) plati pro n = 0 (uz jsme provedli vyse). Ted pro n > 1 pouzijeme dikaz
indukci:

(0) V(1) plati, urcits 1 < 21.

(1) Pfedpokladejme, Ze pro jisté n € N mame n < 2". Potiebujeme ukazat, ze n + 1 < 2"*!. Podle indukéni
hypotézy a z toho, ze n > 1, dostaneme

2" =2.2">2. n=n+n>n+1.
Dikaz je hotov.
A

5a.5 Poznamka:
Pro spréavné chépani indukce je tfeba ocenit, ze tvrzeni (0) a (1) jsou nezavislé véci, kazda si déla néco jiného a
jejich spojenim pak teprve vznikne platny dikaz.
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V prikladé 5a.e jsme méli situaci, kdy v (1) ten indukéni krok V(n) = V(n + 1) platil pro vSechna n > 0, ale
nebylo ndm to nic platné. Protoze V(0), V(1) ani V(2) neplati, nesla tato implikace vyuzit s malymi ¢isly a béh
indukce se dal zacit az od n = 3.

Naopak v pfikladé 5a.f jsme mohli v kroku (0) pouzit n = 0, ale nebylo to k ni¢emu, protoze indukéni krok
V(n) = V(n+ 1) se rumél rozbéhnout az pro vyssi n.

Pro dalsi priklady podobného typu se podivejte na cviceni 5a.4 a 5a.5.

A

Indukce sice vypada jako jednoducha véc, ale pokud ji ¢loveék dobfe nerozumi, poptipadé pokud neni dostateéné
opatrny, mtze snadno udélat chybu.

Piiklad 5a.g: ,Dokazeme“ indukci, Ze v kazdé (neprazdné) t¥idé maji vzdy vSichni zéci stejné pohlavi (muz/Zena).

Pro n € N uvazujme V' (n): V kazdé tiidé s n studenty maji vSichni studenti stejné pohlavi.

(0) Piipad n = 1 je zfejmy, ve t¥idé s 1 studentem to plati.

(1) Necht n € N je libovolné. Pfedpokladejme, Ze shoda pohlavi plati pro vSechny tfidy s n studenty. Ted méjme
néjakou t¥idu 7' s n + 1 studenty. Zvolme néjakého studenta a € T a uvazujme t¥idu A = T — {a}. Tato ma n
studentti, tudiz podle indukéniho predpokladu maji vSichni stejné pohlavi. Zbyva ukazat, ze i ¢ musi mit stejné
pohlavi jako studenti z A. Protoze n + 1 > 2, lze najit b € T takové, ze b # a. Uvazujme t¥idu B =T — {b}. I ta
ma n studentd, i v této tiidé musi mit vsichni stejné pohlavi.

Ted zvolme néjaké ¢ € T — {a, b}, ¢ili studenta, ktery je v. A iv B. ProtoZe ¢ € A, maji vSichni z A stejné pohlavi
jako c. Protoze také ¢ € B, maji i vSichni z B stejné pohlavi jako c. A protoze T'= AU B, maji vSichni z T stejné
pohlavi jako c. Dtikaz je hotov.

Kde je chyba? Rozhodné ne v indukci, struktura diikazu je zcela spravné. Problémy musime hledat v jednotlivych
argumentech. Prvni odstavec ¢asti (1) je spravné, tomu neni co vytknout. Problém je v druhém odstavci: Jak vime,
ze se takové ¢ da najit? Kdyby T = {a, b}, pak zadné ¢ neni, tudiz cely dikaz pada. Z toho je vidét, ze implikace
V(n) = V(n+ 1) plati pro vSechna n > 2, ale neplati pro n = 1 a to uz staci, aby cely dikaz indukci neplatil.

Zaroven se tim ukazuje, pro¢ v matematice vyzadujeme, aby byl kazdy krok v diikazu opravdu nécim podepfen.
Kdyz matematik v onom dikazu ¢te ,zvolme néjaké ¢, tak se okamzité pta: Opravdu miizeme? Chrani se tim
pfed chybami z pfehlédnuti.

A

Priklad 5a.h: ,Dokézeme“ indukci, Ze pro vSechna z,y € N plati z = y (tedy vSechna pfirozend cisla jsou si
rovna).

Pouzijeme indukeci podle toho, jak jsou x a y velkd, coz ndm 7ika hodnota max(z,y). Tu tedy pouzijeme v indukei
jako krokovaci parametr. Formalné:

Pro n € N uvazujeme V' (n): Jestlize z,y € N a max(z,y) = n, pak z = y.

(0) Jestlize x,y € N amax(xz,y) =1,pak 1 <z <lal<y<]1,tedy opravdu x =1 =y.

(1) Predpokladejme, zZe pro jisté (libovolné) n € N plati V(n), potfebujeme ukazat, ze plati i V(n + 1). Méjme
tedy néjaké x,y € N takové, ze max(x,y) = n + 1. Pak max(x — 1,y — 1) = n, tudiz dle indukéniho pfedpokladu
xr—1=y—1, proto x = y. Dtikaz je hotov.

Kde je chyba tady? Tu casto odhalime, kdyz si néjaky podeziely pripad zkusime projet rekurzivnim algoritmem,
ktery je vlastné v indukci schovany. Jak tfeba ukdzeme, ze 2 = 47 Mame max(2,4) = 4, podle indukéniho kroku
se pak odvolavame na pfipad max(1,3) = 3, z toho zase na pfipad max(0,2) = 2 a hned mame problém, protoze
nas postup s nulou nepocital. Kde je tento problém schovan v nasem ,dikazu*“? Pravé provedeny zpétny chod
naznacuje, ze je to nékde v aplikaci indukéniho predpokladu. Pokud chceme v dikazu néco pouzit, musime si
hlidat, zda ona véc nemé néjaké zabudované podminky. U indukéniho predpokladu to vzdy byva to, Ze jej miizeme
pouzit jen pro nase konkrétni n, ale uz ne pro jina c¢isla. Nékdy ma ale indukéni predpoklad zabudovany dalsi
podminky. Projdéme si to v nasem piikladé.

Pouzivame jej se zvolenym n, to je v poradku. Pak je tam ovSem omezeni, na které pary cisel jej muzeme
aplikovat. Je dvojice x — 1,y — 1 v porfadku? Ur¢ité plati max(z — 1,y — 1) = n, to je zdkladni algebra, takze tato
podminka je v pofaddku. Pak je tam ale jeSté jedna véc: mame mit + —1 € Na y — 1 € N. A jak jsme vidéli, v
tom je pravé zadrhel. Pro x = 1, popf. y = 1 se dostaneme k nule, kterd uz neni v N a indukéni pfedpoklad nejde
pouzit. Tim je cely dikaz Spatné.

A

Jako domaci kol matematickou indukci dokazte, ze do autobusu jezdiciho z koleji do skoly se vejde libovolny
pocet lidi.
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5a.6 Poznamka stranou: Nékdy indukce naraziiv situaci, ktera na prvni pohled vypada jako pro ni stvofena,
rizikovym faktorem byvaji nerovnosti. UkaZeme si to na nasledujicim prikladé: Zkusime indukci dokazat, ze pro
kazdé n € N plati vlastnost V(n): “=1 < 1 (coz je dozajista pravda).

(0) Pro n = 1 mame V(1): 0 < 1, coz plati.

(1) Méjme libovolné n € N a predpokldadame, Ze plati an < 1. Chceme dokazat, ze pak platii V(n+ 1), tedy

41 < 1. Za¢neme s vyrazem na levé strané, potiebujeme jej upravit tak, aby slo pouzit indukéni pfedpoklad.
2 2 2

no n n—1 n _n
ntl (m+D)n-1 n “m+Dm-1 n2-1
A mame problém, rozhodné uz se nam nepodaii tento Fetézec vyrazi zakoncit potfebnym krokem n?—il <1,
protoze to neplati.

Kde je zadrhel? Oznac¢me a,, = ”Tfl My jakoby vime, Ze a,, < 1, a chceme to pouzit k dikazu a,+1 < 1. Kdyz
se na ta cisla podivame blize, tak zjistime, Ze a,,+1 je mnohem blize k 1 nez vyraz a,,. Pokud tedy pfi Gpravach
¢lenu a,,+1 pouzijeme onen vétsi rozdil (coz pravé pii aplikaci indukéniho predpokladu délame), dostaneme se
okamzité nad jednickua je to v haji.

Zavér je, ze vlastnost V' (n) indukei takto pfimo dokéazat nejde.

Pro dalsi priklad viz cviceni 5a.7.

A

Ted se zase vratime ke spravnym dikaztim a ukdZeme trochu jiné pouziti.

1 Priklad 5a.i: V tomto pfikladé zabrousime do algoritmizace.

Definujeme rekurzivni proceduru, zdmérné se nedrzime néjakého konkrétniho jazyka.

procedure factorial (n: nezdporné celé ¢islo)
if n = 0 then factorial (n):= 1
else factorial (n):= n-factorial (n — 1);

Tvrdime, Ze vystup procedury je n!.

Dokézeme to indukei: V(n) je tvrzeni, ze vystup factorial(n) je n!.

(0) n = 0: ano, podle specifikace je factorial(0) =1 = 0!.

(1) Necht n € Ny. Predpokladejme, ze V' (n) plati, tedy vystup factorial(n) je n!. Pak vystup factorial(n + 1) je

roven (n + 1)-factorial(n), coz je (n+1) -n! = (n 4 1)

Dtikaz je hotov.
Pripomnéli jsme si faktorial, ktery se indukci definuje, obvykle takto:
(0) 0! =1.
(1) (n+1)!=n!-(n+1) pron>0.
Neni to prvni takovy objekt, se kterym jsme se setkali, jiz v prvnich kapitolach se induktivné definovala mocnina

zobrazeni T™ ¢i slozeni koneé¢né mnoha zobrazeni. Definovani objektti pomoci indukce se hloubéji vénujeme v dalsi
kapitole, berte tento piiklad jako reklamu.
A

5a.7 Poznamka:

Vyuzijme tento pfiklad k malé exkurzi do oblasti algoritmi. Kdyz néjaky algoritmus navrhneme, tak bychom

spravné méli dokazat, ze vzdy déla to, co mé. Pokud je to algoritmus rekurentni, pak je k tomu nejvhodnéjsim
nastrojem indukce, ostatné jsme se o vzajemné provazanosti rekurze a indukce jiz dfive zminili.

Obvykle se nezacina tim, co jsme délali v piikladu vyse, tedy zkoumanim vysledku po dobéhnuti algoritmu, ale

nejprve se musi dokazat, ze algoritmus viibec dobéhne. Zkusme si predstavit, Ze onen aloritmus vysSe postveme na
¢islo 1.7. Nas algoritmus zjisti, ze to neni nula, tudiz zavolad sam sebe znovu, tentokrate se vstupem 0.7. To zase
neni nula, tudiz se zavola se vstupem —0.3. A tak dale, program nikdy neskondi.

Ctenaf patrné namitne, Ze jsme $patni programatofi, protoze jsme zapomnéli doplnit vstupni filtr. To je pravda,

jenze jsme meéli snadny algoritmus. Pokud je komplikovanéjsi, tak vibec nemusi byt jasné, co je tim vhodnym
vstupnim filtrem.

Snad kazdy rekurentni algoritmus ma mnozinu zakladnich hodnot, které umi rovnou, vypise vysledek a skonci.

Pokud dostane hodnotu jinou, tak ji vSelijak upravuje a sam sebe spousti znovu a znovu, dokud se netrefi do
jedné z téch zakladnich hodnot. Neexistuje obecnd metoda, jak zjistit, kterymi vstupnimi daty je mozné zacit,
abychom se nakonec do téch zédkladnich dostali. Ukazeme dva piiklady, vesely a opravdovy matematicky, pfitom
velice jednoduchy.
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1) Mnoho autori knih o algoritmizaci ¢i programovani neodold a da do Rejstiiku fadek ,,Rekurze — viz Rekurze.“
Jde o rekurzivni algoritmus bez ukoncovaci podminky. Takovou chybu ovSem udéla jen zacatecnik, chytiejsi autoii
tam pisou toto:

»,Rekurze — pokud to jesté nechapete, viz Rekurze.“

Zde podminka pro ukonceni je, ale je asi hned jasné, ze u nékterého ¢tenare nemusi dojit k jeji realizaci.

2) Abychom si ukdzali poradny piiklad, pfedstavime si nejprve zobrazeni T: N — N dané pfedpisem

1

51, n sudé;
T(n) = -
3n+1, n liché,
viz cvifeni 2b.8. Ted se podivame, co se stane, kdyZ jej za¢neme aplikovat opakované (neboli kdyz uvazujeme
mocniny 7™ tohoto zobrazeni). Kdyz tfeba za¢neme s n = 13, tak to je liché, proto T(13) = 3-13 4+ 1 = 40. To
je sudé, takze dalsi aplikace T' dava T?(13) = T'(40) = $40 = 20. To je zase sudé, tedy T°3(13) = T'(20) = 10, pak
T%(13) =5 a tak déle, dostavame fetézec
13—40—20—10—5— 16— 8— 4+ 2 — 1,

tedy T°(13) = 1. Lidé si mysli, Ze af uz za¢neme jakymkoliv n, vzdycky diiv nebo pozdéji dojdeme k 1. Zatim to
ale nikdo neumél ani dokézat, ani vyvratit, takze se to prosté nevi. A ted kouknéte na tohle:

procedure T (n: piirozené ¢islo)

a:=T(n);

if a > 1 then T'(a);

Toto je jednoduchy rekurzivni program, ktery, pokud jej zavoldm jako T(13), skon¢i po deviti cyklech. Termina¢ni
podminku ma, jenze z toho, co jsme si o zobrazeni T fekli, vyplyva, Ze neni znamo, zda k ni pro vSechna vstupni
data tento program nékdy dojede. To je smutné, soucasnéd véda neumi u tohoto algoritmu dokéazat, ze vzdy skonci.

Pti zkoumani problému ukonc¢ovani béhu algoritmu je dobrym nastrojem tzv. variant, coz je néjaky parametr,
ktery nabyva prirozenych Cisel a pii kazdém volani rekurze se zmensuje. Protoze neexistuje nekonec¢na klesajici
posloupnost pfirozenych ¢isel (viz nize), musi algoritmus, u kterého se ndm podafi takovy variant identifikovat,
také nékdy skoncit. Naptiklad u procedury factorial mize jako variant slouzit n, zatimco u té procedury s 17" zatim
nikdo néjaky variant nevymyslel.

Protoze dokazat terminaci algoritmu je ¢asto vysoce narocny tkol, zkouma se u nich takzvana parciaini korekt-
nost, coz jsou vyroky typu ,,Pokud vibec algoritmus skon¢i, tak se stane toto.“ Naptiklad ten zajimavy algoritmus
s T je parcialné korektni ve smyslu ,Jestlize skonci, tak da jednicku.“ Ale to uz opravdu zabihdme do teorie al-
goritmil, kde je ovSem indukce jednim z oblibenych nastroju.

A

Po tolika prikladech uz asi neni tfeba vysvétlovat, Ze indukce je velice diilezita. Je proto kritické si polozit otazku,
nakolik je mozné ji vérit. Ctenaf si jisté v&iml, Ze jsme princip matematické indukce neuvedli jako vétu. Dvod je
jednoduchy, je to totiz jeden z axiomi@ matematiky, viz poznamka 4c.15. Vétsinou se ale do seznamii zékladnich
axiomi nezahrnuje, protoze je rovnocenny axiomu jinému, ktery jsme tu uz méli (viz Princip 4c.14).

Véta 5a.8.
Princip matematické indukce je ekvivalentni s principem dobrého usporadani.

Dukaz (drsny, pou¢ny): 1) Predpokladejme, Ze princip matematické indukce plati. Chceme ukazat, ze (N, <)
je dobie uspofddanad mnozina.

Necht je tedy M néjaka nepréazdnd podmnozina N. Definujme vlastnost V' takto:

V(n):{1,2,... ,n}NM = 0.

Kdyby toto platilo pro vSechna n, tak by pro vSechna n platilo n ¢ M, tedy M = (), coz je ve sporu s
predpokladem, ze M je neprazdna.

Vlastnost V' tedy neplati pro né€jaké n € N. Uvazujme tato dvé tvrzeni:

(0) V(1) plati.

(1) Pro kazdé n € N: Jestlize V' (n) plati, pak i V(n + 1) plati.

Kdyby platilo (0) a (1), tak by dle principu matematické indukce platilo V' pro vSechna n, my uz ale vime, ze
to nejde. To znamena, Ze alespon jedno z téchto dvou tvrzeni neni pravdivé.

Jestlize neni pravda V(1), tak neni pravda {1} N M = (). To znamena, ze 1 € M. Jelikoz M C N, tak 1 < z
pro vSechna z € M, tedy 1 je nejmensi prvek M.

Druhé moznost je, Zze neplati (1). To znamen4, Ze existuje n takové, ze neplati implikace V(n) = V(n+1).
Pro toto specidlni n tedy plati, Ze V(n) je pravda a V(n + 1) je nepravda neboli {1,2... ,n} N M = 0 a
{1,2...,n,n+ 1} N M # (). To mimo jiné ¥ikd, ze n + 1 € M.
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Protoze M neobsahuje ¢isla 1,2,...,n, tak pro vSechna z € M mame n 4+ 1 < z. Toto a zavér predchoziho
odstavce ukazuji, ze n 4+ 1 je nejmensi prvek M.

Rozborem moznosti jsme ukazali, Ze M mé za vSech okolnosti nejmensi prvek.

2) Opaé¢ny smér plyne z véty 5a.13, kterd zobecnuje indukei i na jiné mnoziny nez N.

U

Dobré otazka: Pro¢ jsme nepouzili obvykly trik a nedokazovali indukei V' (n): kazda n-prvkova podmnozina N mé
minimum? ProtoZe definice dobrého usporadani zahrnuje i minima nekoneénych podmnozin, takze by to nestacilo.
S tim se ale d& vyrovnat, moznych pfistupu je vic, takze lze poriznu najit i jiné dukazy této véty. Ten nas je
zajimavy tim, ze jakoby stavi indukci na hlavu.

Ted si ukdzeme jesté jednu aplikaci indukce, bude to reklama na novou verzi.

Priklad 5a.j: Uvazujme mnozinu M mést, vesnic a viibec osidleni vybranou portiznu po svété. Po svété také
existuji rozliéné Zelezni¢ni sité, které do nékterych z osidleni dosdhnou. Pro n € N uvazujme tvrzeni V(n):

Libovolnd mnozina M s n sidly se d& rozlozit na podmnoziny M; takové, ze M = | J M;, mezi osidlenimi ze dvou
riiznych M;, M; nevede Zelezni¢ni spojeni, naopak v kazdé M; jsou vzdy vSechna sidla navzajem propojena.

Ctenaie doufejme napadlo, Ze vlastné mluvime o rozkladu mnoziny na tiidy ekvivalence, sta¢i uvazovat relaci
na M danou spojenim a dokazat, ze jde o ekvivalenci. V této kapitole ale zkusime zadany rozklad vyrobit piimo,
bez pomoci jiné teorie.

Jak bychom takové skupiny M; vytvareli? Vezmeme libovolné osidleni a; € M a do mnoziny M; dame vSechna
osidleni z M, do kterych se z a; dostaneme vlakem. Je pak jasné, Ze se dostaneme i mezi libovolnymi dvéma
osidlenimi z této mmnoZiny, pfinejhor§im to vezmeme s prestupem v a;. A co ostatni osidleni? K tém jsme se
nedostali z a; a diky prestuplim je jasné, Ze se k nim nedostaneme ani z ostatnich osidleni v M;, takze tato M;
je opravdu odfiznuta od zbytku M. Logicky bychom dale vzali néjaké as z toho zbytku a tak dale, to vola po
indukci.

(0) Jestlize n = 1, pak médme mnozinu M = {a} s jednim osidlenim, coZ je zaroven mnozina M7, nebot z a do a
se dostanu a nikam jinam ne.

(1) Méjme libovolné n € N a predpokladejme, Ze se nam kazdé n-prvkova mnozina osidleni rozpadne dle predpisu.
Uvazujme ted néjakou mnozinu s n + 1 osidlenimi. Vezméme prvek a; a vytvoime mnozinu M;, presné jako jsme
to délali vyse. Ted uvazujme M’ = M — M;. A mame velky problém, protoze viibec nevime, jestli M’ ma n prvki.
Pokud ne (coz se d4 mimochodem ¢ekat), tak je ndm indukéni hypotéza na nic, my jsme totiz predpokladali jeji
platnost jen pro nase n, pro jina cisla ne.

A

Jaké je z toho pouceni? Ze obcas potiebujeme néco lepsiho nez obycejnou indukci.

5a.9. Silny princip matematické indukce.

Necht ng € Z, necht V' (n) je vlastnost celych ¢isel, kterd ma smysl pro n > ny.

Predpoklddejme, ze nésledujici predpoklady jsou splnény:

(0) V(no) plati.

(1) Pro kazdé n € Z, n > ng je pravdiva nésledujici implikace: Jestlize plati V (k) pro vSechna k = ng,ng +
1,...,n, pak plati i V(n + 1).

Potom V'(n) plati pro vSechna n € Z, n > ny.

Tomuto principu se také fika iplna indukce. Anglicky se tomu fikd Strong principle of mathematical
induction. Jeho interpretace je nasledujici. (0) fikd, Ze umime vylézt na prvni piicku zebiiku. (1) ¥ika, ze v
pripadé, Zze umime vylézt na prvnich n pricek, tak umime vylézt i o jednu vyse. Princip pak tvrdi, Zze umime vylézt
na cely zebfik. Ukazeme si, jak ndm to pomiize. Nejprve se vratime k prikladu vyse.

Piiklad 5a.k (pokracovani 5a.j): Dokazeme vlastnost V' (n) o rozkladu mnoziny osidleni pomoci silného principu
indukce.

(0) Jestlize n = 1, pak V(1) plati, to uz jsme délali.

(1) Necht n > 1 a pfedpokladejme, Ze umime pfislusnym zpusobem rozlozit vSechny mnoziny osidleni o velikosti
mezi 1 az n véetné. Méjme ted mnozinu M s n + 1 osidlenimi. Zvolime prvek a; a vybereme do mnoziny M;
osidleni a7 a také vSechna osidleni, do kterych se z a; dostaneme vlakem. Uvazujme M’ = M — M;. Pak je pocet
osidleni v M’ mensi nez v M, ¢ili je to urcité ¢islo mezi 1 az n véetné. Podle indukéniho predpokladu je tedy
mozné M’ rozdélit na navzdjem izolované, ale uvnitt propojené podmnoziny My, M3, . ... Pak je My, My, Ms . ..
zadany rozklad mnoziny M a dilkaz je hotov.

A
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Priklad 5a.l: Ukézeme si aplikaci z teorie her.

Méjme dvé hromadky zapalek a dva hrace. Ti se stiidaji, v kazdém tahu si hra¢ vybere jednu hromadku a z ni
pak odebere alesponl jednu zépalku. Hrac¢, ktery vezme posledni zapalku, vyhraje.

Ukazeme, Ze pokud je na zacatku v obou hromédkach stejné zépalek, tak méa druhy hraé vyherni strategii (tedy
algoritmus, ktery vede vZdy na vyhru, at uz déla prvni hraé cokoliv).

Dale ukazeme, ze pokud se pocet zapalek v hromadkach rizni, tak ma prvni hrac¢ vyherni strategii.

Poznamka: Je to tedy jedna z her, u které je jiz na zacatku rozhodnuto, jak to dopadne, pokud hraci hraji alespon
trochu inteligentné. Kupodivu i takové hry se hraji, naptiklad v Severni Americe tolik popularni piskvorky na
¢tverci 3 x 3 zvané tic-tac-toe.

1) Nejprve dokazeme V' (n): Pokud je na za¢atku v obou hromadkach n zapalek, pak méa druhy hra¢ vyherni
strategii.

(0) n = 1: Prvni hra¢ musi vzit jednu zépalku, nemtze vzit obé (jsou na rtznych hroméadkach), druhy pak vezme
druhou neboli posledni a vyhral.

(1) Necht n > 1. Pfedpokladejme, ze plati V (1), V(2), ..., V(n), tedy ze druhy hra¢ ma vyherni strategii na
hry, kde je na zacatku na obou hroméadkach stejné zapalek, a to nejvyse n. Chceme ukazat, ze pak ma i vyherni
strategii pro situaci s n 4+ 1 zapalkami na obou hromadkach.

TakZze mame dvé hromadky po n + 1 zapalkach. Nechme udélat prvniho hrace prvni tah, odebere r > 1 zapalek
z jedné hromadky. Pokud r = n + 1, tak uz vzal vSechny, druhy hrac¢ odebere druhou hromadku a vyhral. Pokud
r < n+ 1, tak v prvni hroméadce zbylo n + 1 — r zapalek, druhy hrac¢ pak na to reaguje tak, ze odebere r zapalek
z hromadky druhé. Ted je v obou hromadkach n + 1 — r zdpalek a je na tahu prvni hrag, ¢ili jakoby hra zacinala
znovu, a protoze maji obé hromadky po n + 1 — r zapalkich, kde 1 < n+ 1 —r < n, ma podle indukéniho
predpokladu druhy hra¢ vyherni strategii.

2) Pokud neni na hromadkach stejné, tak prvni hra¢ prvnim tahem odebere z vétsi hromadky tolik, aby srovnal
po¢ty. Ted je na obou hroméadkéch stejné a druhy hrac jakoby zacéind, ¢imz se role prohodily a prvni hra¢ ma
vyherni strategii.

Jako obvykle ndm nase ditkazy zaroven daly algoritmus k feSeni problému, v tomto ptipadé strategii pro vyhru.
Pokud miize, hrac¢ prosté vidy dorovnava hromadky na stejny pocet a nakonec vyhraje.

Teorie her je zajimava oblast matematiky s aplikacemi v mnoha oborech, u nékterych to nepfekvapi (ekonomie,
diplomacie, vojenské védy), u nékterych mozna ano (genetika).

A

Zda se tedy, Ze silny princip indukce je opravdu lepsi, protoze nam pomohl v situacich, kdy slaby selhal. Ve
skutecnosti ale silnéjsi neni, je jen pohodlnéjsi pro uzivatele. Pro nazornou ukazku se vratime k poslednimu
prikladu.

Priklad 5a.m: UvaZujme hru se zapalkami, ale definujme jinou vlastnost.

W (n): Pokud je na zac¢atku v obou hromadkach stejné zapalek, a to mezi 1 a n, pak ma druhy hra¢ vyherni
strategii.

Dokéazeme indukci platnost pro n € N:

(0) n = 1: Chceme ukézat existenci vyherni strategie druhého hréaée pro ptipad, kdy obé hromadky maji jednu
zapalku, to uz jsme udélali v predchozim feSeni.

(1) Necht n € N. Dokazujeme platnost implikace W(n) = W(n + 1).

Indukéni predpoklad je, ze druhy hra¢ ma vyherni strategie na vSechny hry se shodnym poctem zapalek na obou
hromadkach, a to po¢tem mezi 1 a n.

Potifebujeme ukézat, ze ma vyherni strategie na vSechny hry se shodnym poc¢tem zapalek na obou hromadkach,
a to poctem mezi 1 a n + 1.

Vezméme tedy dvé shodné hromadky. Pokud je pocet zépalek mezi 1 az n, pak pfimo aplikujeme indukéni
predpoklad W (n) a mame vyherni strategii pro druhého hréace. Pokud je ten pocet roven n + 1, tak v prvnim kole
poté, co prvni hrac¢ odebral néjaké zapalky, druhy hra¢ dorovnd hromédky na stejny pocet, ktery je jiz nejvyse
n. Pokud je to nula, druhy hrac¢ vyhral, takze vi jak na to, pokud ne, pouzije indukéni predpoklad a mé vyherni
strategii.

A

Tento dtikaz byl komplikovanéjsi, takze vidime, Ze silny princip nam opravdu miize uleh¢it praci. Myslenku pou-
zitou v prikladé lze pouzit obecné jako argument, Ze z pohledu teoretického jsou oba principy indukce rovnocenné.
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Véta 5a.10.
Slaby a silny princip matematické indukce jsou ekvivalentni.

Nejprve musime poiadné Fict, co tim vlastné myslime. Jednoduse fec¢eno to znamené, ze mnozina véci, které lze
dokazat slabym principem, je GipIlné stejna jako mnozina véci, které jdou dokézat silnym principem.

Dukaz (poucny, drsny): 1) Nejprve predpoklddejme, Ze vlastnost V pro ¢éisla n > ng lze dokdzat slabym
principem, tedy Ze jsme jeji platnost dokazali argumentem, ze spliiuje nasledujici tvrzeni:

(s0) V(no) plati.

(s1) Pro vsechna n > ng: Jestlize plati V(n), tak plati i V/(n + 1).

Musime ukazat, Ze ji 1ze dokazat také silnym principem, tedy chceme ukéazat, Ze plati nasledujici vlastnosti:

(S0) V' (no) plati.

(S1) Pro vsechna n > ng: Jestlize plati V(ng), V(no + 1) az V(n), tak platii V(n + 1).

Hned vidime, ze (S0) je pro V splnéno, protoze je to totéz jako (s0).

Je pro V splnéno (S1)7 Vezméme si néjaké libovolné n > ngy a predpokladejme, zZe plati V' (ng) az V(n). Takze
mimo jiné platii V(n) a o vlastnosti V' vime, Ze spliiuje (s1). Podle toho tedy plati V(n+ 1), éimz je pravdivost
(S1) dokéazana.

Takze vlastnost V splituje podminky (S0) a (S1) a tudiz je jeji platnost dokazéna pro vSechna n > ng pomoci
silného principu indukce.

2) Ted predpokladejme, ze vlastnost V' 1ze pro n > ng dokdzat silngym principem, tedy Ze spliiuje (S0) a (S1).
Musime ukazat, ze ji lze dokazat také slabym principem.

Splnuje (s0)? Ano, protoze je to totéz jako (S0).

Splnuje (s1)? Nejspise ne. Mame ukazat platnost implikace V' (n) = V(n+1) pomoci znalosti (S1), za¢neme
tedy predpokladat, ze V' (n) plati, ale to ndm nestac¢i k tomu, abychom dokazali pouzit (S1), protoze nevime nic
o platnosti V(ng) az V(n — 1).

Dikaz tedy takto jednoduse, jak tomu bylo v 1), nepiijde, musime pouzit trik. Definujme novou vlastnost W (n)
takto: W (n) plati, jestlize plati V (k) pro k = ng, ... ,n. DokdZzeme ted pomoci slabé indukce tuto vlastnost W.

(s0) Necht n = ng. W(ng) znamena, ze plati V (ng), coz je pravda dle (S0). Takze (s0) plati.

(s1) Necht n > ng a predpoklddejme, ze plati W (n). Podle definice této vlastnosti to znamena, ze plati V' (ny)
az V(n), odtud ale diky platnosti (S1) pro V odvodime, ze plati V(n + 1). Plati tedy V(ng) az V(n) a také
V(n+1), tedy plati W (n+1). Dokézali jsme pravdivost implikace W (n) = W(n+1), tedy (s1) plati pro W.

Podle slabého principu indukce dostéavame, ze W plati pro vSechna n > ng, proto podle definice W plati i
V(n) pro vSechna n > ng. Takze jsme V dokazali i pomoci slabého principu.

U

1 Kdy budeme chtit pouzit silnou indukci? Rozhodne rekurentni analyza. Pokousime se vyfesit dany problém na
ur¢ité arovni. Pokud jej dokazeme vzdy vyresit ¢isté pomoci znalosti predchozi etapy, pak si vystac¢ime se slabou
indukci. Pokud ale potifebujeme informaci i dale z minulosti, zejména pokud vlastné ani nevime presné, jak daleko
do minulosti mame zajit, pak musime pouzit silnou indukci.

Existuji ale situace, které jsou jesté trochu jiné. Tam sice musime jit dale do minulosti, takze slaby princip
indukce nelze pfimo aplikovat, ale vime, Ze pokazdé musime jit zpét jen o presné specifikovany (a stale stejny)
pocet krokt. Tato situace je velice specifickd, protoze pak na ni nelze pfimo aplikovat ani silny princip indukce.
Abychom to ukazali, pfipomeneme si jeden klasicky piiklad.

Jak vylozime podrobnéji v ptikladé 10b.b, jisty Fibonacci zkoumal kraliky a doSel k zajimavému zavéru, ze
chce-li predpovédét, kolik pari bude mit pristi rok, tak staci seCist pocet part z predchozich dvou let. Takze ke
znalosti poctu pari v roce 50 potfebujeme znat pocty v letech 48 a 49, ze znalosti z let 89 a 90 zase spocCteme stav
v roce 91 atd. Princip je velice jednoduchy, tak zkusme zac¢it. Reknéme, Ze je ted rok 1 a vime, ze mame jeden par
kraliki. Kolik jich budeme mit v pristim roce? Zatimco u slabé a silné indukce staci znat jednu vychozi hodnotu,
tady je to evidentné malo, protoze na vypocet potfebujeme znat dvé predchozi hodnoty!

Takze pfidejme vychozi informaci, ze pfisti rok (rok 2) budeme mit také jeden par, a dal uz to jde pocitat. V
roce 3 budou 1+ 1 = 2 pary, v roce 4 bude dle stavu v letech 2 a 3 celkem 1+ 2 = 3 pary, vroce 5 bude2+3 =5
paru a tak dale.

Vidime tedy, Ze pokud ke znalosti dalsi hodnoty potrebujeme vzdy znat m hodnot pfedchozich, tak k rozbéhnuti
procesu potfebujeme také znat m hodnot pocatecnich. Mame tedy situaci, ktera je indukéni, ale nehodi se k ani
jednomu ze zatim probranych principt. Abychom se s touto situaci uméli vyrovnat, pfedstavime si jeSté jednu
verzi indukce.
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5a.11. Modifikovany princip matematické indukce.

Necht ny € Z, necht V(n) je vlastnost celych ¢isel, kterd ma smysl pro n > ng. Necht m € N.
Predpokladejme, Ze nésledujici predpoklady jsou splnény:

(0) V(ng), V(no+1), V(nog+2), ...,V(ng + m—1) plati.

(1) Pro kazdé n € Z, n > ng + m — 1 je pravdivéa nasledujici implikace: Jestlize plati V (k) pro vSechna
k=n—m+1n—m+2,...,n, pak plati i V(n + 1).

Potom V'(n) plati pro vSechna n € Z, n > ny.

Indexy ve formulaci principu asi na prvni pohled vypadaji trochu divoce, pomuze, kdyz si predstavime konkrétni
aplikaci. Pro jednoduchost zvolime ng = 1, tedy pracujeme na N, a rozmyslime si situaci, kterd se odvolava na
m = 3 predchozi vysledky. K nastartovani procesu pak potiebujeme znat situaci pro n = 1,2,3, coz opravdu
odpovida indextim ng,ng +1,... ,n9g + m — 1.

Indukéni krok by nas mél zavést o krok dal, nez zndme. Po kroku (0) m4a posledni zndma4 situace (to, ¢emu v
indukénim kroku fikdme n) index 3, pak ocekavame informaci o n + 1 = 4, coz je prvni zatim neznama situace,
souhlasi to. Takze indukéni kroky nas zajimaji pro n > 3 neboli pro n > ng+m — 1, to odpovida zapisu z principu.
My ovsem nepotifebujeme znat jen tuto posledni situaci, ale i nékolik pfedchozich tak, aby jich celkem bylo m,
takze prvni situace potiebnd pro indukéni krok kupfedu musi mit index n — m + 1.

Obecna formulace tedy dava smysl. Nastésti se nemusime ty rozsahy indexid ucit, dilezité je znat princip a v
konkrétnim prikladé pak rozlicné hodnoty vyplynou prirozené z dané situace.

Poznamenejme, Ze ,,modifikovany princip“ je pracovni nazev, abychom se na néj mohli v tomto textu odvolavat,
tento princip nema univerzalné piijimany nazev.

I tento princip je ve skutecnosti ekvivalentni slabému principu. V jednom smeéru je to zjevné. Pokud vyse
pouzijeme hodnotu m = 1, tak dostavame prfimo slaby princip indukce, takZe ten nas modifikovany vlastné
zahrnuje slaby princip, tudiz toho dokéze pfinejmensim stejné.

Dtikaz opaénym smérem, ze véci dosazitelné modifikovanym principem jdou i pomoci slabého, se déla podobné
jako u Véty 5a.10. Definuje se pomocnéa vlastnost W, kdy W (n) plati pravé tehdy, pokud plati V' (n), V(n+1) az
V(n+m—1). Detaily nechdme na ¢tenafi. Ted si ukdzeme pfiklad, kdy je modifikovany princip indukce pfirozenym
nastrojem.

Priklad 5a.n: DokaZzeme, Ze pomoci minci s hodnotami 3 a 5 dokédZeme pfimo vyplatit libovolnou korunovou
¢astku vétsi nez 7. (Tim myslime, Ze tuto ¢astku rovnou dame, bez néjakych figla s vracenim, to pak jde zaplatit
jakakoliv éastka.)

Poznamka: Trikoruny opravdu existovaly, od roku 1953 papirova, od roku 1965 kovovéa, ta pak byla roku 1972
zrusena (protoze si Némci stézovali, Ze ji lze v jejich automatech pouzivat misto mnohem hodnotnéjsi mince
germanské).

Takze pro n > 8 dokdzeme V' (n): Je mozné vyplatit n korun tiikorunami a pétikorunami.

Pouzijeme modifikovany princip indukce, ktery pouzivd zpétného chodu o t¥i (tedy m = 3). Budeme proto
potfebovat také tfi pocateéni hodnoty.

(0) Snadno ovétime, ze plati V(8), V(9) a V(10).

Poznédmka: Dalsi hodnotu, kterou potrebujeme ovérit, je 11, tedy prvni indukéni krok musi mit n+1 = 11 neboli
n = 10. Tim je dan rozsah pro dalsi ¢ast.

(1) Necht n > 10, pfedpokladejme, ze plati V(n —2), V(n —1) a V(n). Potfebujeme ukazat, ze platii V(n +1).

Ale to je snadné. Jestlize n > 10, pak n — 2 > 8, proto podle indukéniho predpokladu dokdzeme vyplatit n — 2.
Pak jesté ptihodime t¥ikorunu a vyplatili jsme n + 1, pfesné jak jsme potiebovali.

Z (0) a (1) vyplyva pravdivost V(n) pro vSechna celd ¢isla n > 8.

Teoreticky vime, ze by tento piiklad mél jit fesit i slabou indukci. Zde to jde dokonce i bez néjaké pomocné
vlastnosti W jako v obecném dikazu, dokdzeme (slabou) indukei pfimo nasi V' definovanou vyse.

(0) Dokazeme vyplatit 8 = 3 4 5, tedy V' (8) plati.

(1) Mé&jme libovolné n > 8 a predpokladejme, ze V' (n) plati. Chceme ukazat, ze plati i V(n + 1).

Podle indukéniho predpokladu umime vyplatit n. Jestli je v tom vyplaceni také pétikoruna, tak ji nahradime
dvéma tiikorunami a vyplatili jsme n + 1, hotovo. Pokud by téch n bylo vyplaceno samymi tiikackami, tak diky
n > 8 musi byt nejméné t¥i. Vezmeme tedy tii konkrétni t¥ikoruny (celkem 9) a nahradime je dvéma pétikorunami
(celkem 10) a mame vyplaceno n + 1.

Tim jsme vycerpali vSechny moznosti a diikaz (1) je hotov.

Z (0) a (1) vyplyva pravdivost V pro vSechna cela ¢isla n > 8.
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Prvni zptisob byl jednodussi, coz neni prekvapujici, lépe se hodil k podstaté problému.
A

Tim jsme probrali vSechny zakladni podoby principu indukce a shrneme si praktické pouziti.

S Algoritmus 5a.12. pro dokazovani klasickou indukci.

1. Ujasnéte si, co vlastné chcete dokazovat, napiste to jako vlastnost V(n) zavisejici na celo¢iselném parametru
n, kde se n bere pro vSechna n > ng a ng je startovaci hodnota.
2. Napiste si tvrzeni V(n + 1) a zkuste najit zpusob, jak v tomto tvrzeni najit/vytvorit situaci z V(n) ¢i dalsich
ptredchozich V (k).
3. Podle 2. se rozhodnéte, kterou verzi indukce pouzijete. Pokud vam k V (n+1) sta¢i V(n), je slaby princip nejlepsi.
Pokud potiebujete vice predchozich hodnot, ale vzdy stejny pocet n —m+1, n —m+ 2 az n, modifikovany princip
muze byt tim nejlepsim. Pokud se vracite do minulosti nepravidelné, je to ptriklad na silny princip indukce.
4. Rozmyslete si, které hodnoty musite znat na pocatku, aby se proces indukce mohl rozbéhout. Pak si rozmyslete,
kterd hodnota n vam pro n + 1 da prvni nezndmou situaci. Tim je urcen rozsah pro indukéni krok.
5. Provedte vlastni dtukaz:

a) Dokazte platnost V(n) pro po¢ateéni hodnoty rozmyslené v bodé 4.;

b) Zvolte libovolné n z rozsahu rozmysleného pro indukéni krok v bodé 4., stanovte indukéni predpoklad a s
jeho pomoci dokazte platnost V(n + 1).
6. Zkontrolujte, ze dtikaz v ¢asti 5 b) je spravny, tedy vychdzi z toho, co predpokladate jako pravdivé, a po
korektnich krocich kon¢i tim, co chcete dokazat.
JAN

Predchozi ptiklady tento algoritmus snad dostatec¢né ilustrovaly, pokud ¢tenaii jesté nejsou nékteré iivahy tplné

jasné, tak si zkusi spocitat priklady tfeba ze cviceni 5a.15, 6a.13, 5b.4 a 5b.5.

Zakladni blok této kapitoly uzavieme doplnénim smeéru, ktery jsme vynechali v ditkazu véty 5a.8. Pfipomenime,
ze jsme jiz dokazali, ze ze slabého principu indukce plyne platnost principu dobrého uspotfadéani. ve Vété 5a.10
jsme pro zménu odvodili, Ze slaby princip plyne ze silného. Abychom kolec¢ko uzavreli, potfebujeme ukézat, ze
silny princip indukce plyne z principu dobrého usporadani. My ukazeme dokonce néco mnohem obecnéjsiho.

Véta 5a.13. (o dobie usporddané indukei)
Necht (A, <) je dobfe usporddand mnozina. Necht V'(a) je vlastnost prvki a € A.
Predpokladejme, Ze je splnéna nasledujici podminka zvand indukéni krok:
Pro v8echna a € A plati: Jestlize V (z) plati pro v8echna = € A spliwjici z < a, pak plati i V(a).
Pak plati V(a) pro vSechna a € A.

Dukaz (poucny): Nepiimy dikaz neboli dokdzeme obménu implikace ,indukéni krok = platnost V. Pfedpo-
klddejme, Ze neni pravda, ze V plati pro vSechna a € A. UkéZeme, Z%e pak neplati ani indukéni krok.

Jestlize neni V(x) vzdy splnéno, pak je mnozina M = {y € A; V(y) neplati} neprazdnd a diky dobrému
usporaddani ma svij nejmensi prvek, nazvéme jej a. Oznaéme X = {x € A; = < a}. Indukéni krok pro nase a
lze ted prepsat takto:

(I) Jestlize V(x) plati pro vSechna x € X, pak platii V(a).

Vsimnéte si, Ze a coby nejmensi prvek M spliuje a € M, tedy V' (a) neplati. Abychom tedy ukéazali neplatnost
této implikace, stac¢i ukazat, ze je splnén jeji predpoklad. To udélame rozborem podle toho, jaké je X.

Jestlize je X prazdna, tak je pfedpoklad implikace automaticky splnén a implikace neplati.

Druhd moznost je, ze X prazdnad neni. Tyto prvky ovSem nemohou byt z M, protoze kdyby bylo néjaké
x € M N X, tak a jako nejmensi prvek M spliiuje a < x, x € X zase dava z < a a mame spor, viz Lemma 4b.4
(ii).

To znamena, Ze prvky z X nejsou v M, jinak feceno, V(z) pro né plati. Takze zase je piredpoklad implikace
(I) splnén a implikace tim padem neplati.

Vice moznosti pro X (prazdna-nepréazdnd) neni, takze ve vSech piipadech (I) neplati a diikaz je hotov.

U

Opravdu jiz tato véta davé hledanou implikaci? Mnozina (N, <) je dobfe uspotadand, tudiz podle préavé dokazané
véty k dikazu platnosti néjaké vlastnosti V' na N staci dokézat nasledujici implikaci:

(I) Necht n € N. Jestlize V plati pro vSechna k < n, pak plati i pro V' (n).

Co to znamena? Pokud posuneme index o jedni¢ku (substituce n’ = n — 1, chcete-li, ted n’ € Np), pak to Fikd
nasledujici: ,,Jestlize V' plati pro vSechna k < n, pak plati i pro n + 1%, coz je pfesné krok (1) ze silné indukce.
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Pockat, fekne ted pozorny student, a co krok (0)?7 Ten je v tom schovan také, ale trikem. Co kdyz tu ptuvodni
implikaci (I) aplikujeme na n = 1 (popfipadé tu pfepsanou na n = 0)? Dostavame vyrok ,Jestlize V plati pro
vSechna k spliujici £ € N, k < 1, tak plati i V(1)%. Jsme tedy v situaci, kdy se snazime dokazat V(1) za pomoci
predchozich pfipadi, jenze ony zadné takové nejsou. Nezbyva tedy, nez dokazat V(1) pfimo, ¢imz vznikne zékladni
krok (0). Mame tedy celou silnou indukci.

Obecny princip silné indukce, tak jak jsme jej fomulovali, pak dostavdme obdobnou tvahou aplikovanou na
mnozinu ({ng,no + 1,70 +2,...}, <), pro ng € Z. Pouceni tedy je, Ze vlastné existuje jen jeden princip indukce,
velmi obecny (tak to vidi lidé zabyvajici se zadklady matematiky), ale pro pohodli praktického uzivatele si z néj
vytvafime rizné podverze, dalsi jesté pribude v nasledujici kapitolce.

Zajimavé je, ze indukci mtzeme pouzivat i na jinych mnozinach nez N. I pak se v konkrétnich ptipadech ovérovani
indukéni implikace rozpada fakticky na dva pripady:

(0) Necht m je nejmensi prvek m mnoziny A. Pak je mnozina {x € A; z < a} prdzdnd, coz znamend, Ze
predpoklad implikace ,Jestlize V() plati pro vSechna x € A spliiujici z < m, pak plati i V(m)“ je vzdy splnén
automaticky. Proto k dikazu jeji platnosti musime ukazat, ze V' (a) plati vzdycky, tedy dokazujeme to bez pomoci
ostatnich V' (k) jinymi slovy to je ten zékladni krok.

(1) Jestlize a neni nejmensi prvek mnoziny A, pak je {z € A; x < a} neprazdna a my mame pii dikazu implikace
k dispozici indukéni predpoklady, presné jak jsme zvykli u indukéniho kroku.

7 praktického pohledu tedy délame véci jako obvykle, nicméné matematici znalecky oceni, Ze se ndm to ve vété
podarilo chytfe vyjadrit jednou implikaci. Je to elegantni, je to presné, je to zdhadné, tak to mame radi.

Poznamka: Indukci lze dokonce pouZit i na mnozinich, na kterych nemame plnou silu ¢asteéného usporadéani.
Napfiiklad lze dokazat, Ze princip matematické indukce plati na ostfe usporadané mnoziné (A, <) praveé tehdy,
kdyz je tato mnozina fundovana (viz 4d).

Poznamka: Jak jsme jiz vidéli, indukci lze pouzivat i u jinych mnozZin nez N. V mnoha pfipadech je vcelku
zjevné, jak princip indukce modifikovat.

A) Chceme-li dokézat vlastnost V' o sudych nezapornych ¢islech, udélame to takto:

(0) V(0) plati.

(1) V(n) = V(n+ 2) plati pron > 0.

Pokud bychom chtéli jen kladna sudéa ¢isla, zacali bychom dvojkou.

B) Chceme-li dokazat vlastnost V' o kladnych lichjch ¢islech, udélame to takto:
(0) V(1) plati.
(1) V(n) = V(n+2) plati pron > 0.

C) Chceme-li dokazat vlastnost V' o ¢islech typu 13", udélame to takto:

(0) V(1) plati.

(1) V(n) = V/(13n) plati pro n > 1.

Opravdu? Dle (0) plati V' (1). Podle (1) pak plati i V(13-1) = V(13). A znovu (1) s pfedpokladem V' (13) dava
platnost V(13 - 13) = V(132). A znovu (1) s predpokladem V' (13%) dava V(13 - 132) = V(13%) a tak déle.

Pozor, pokud udélame toto:

(0) V(0) plati,

(1) V(n) = V(13n) plati,

tak tim dokazeme jen V(0)! Pro¢? Podle (0) dostanene platnost V' (0). Pak aplikujeme (1) a dostaneme platnost
pro V(13-0) = V(0), oops.

VAN

Tim uz se ale vlastné dostavame ke strukturalni indukci, coz je téma pristi kapitolky.

vvvvv

5a.14 Poznamka: Pro doplnéni jesté uvedeme jeden ekvivalentni indukéni princip, ktery se nékdy pouziva.
Cesky se mu iika ,sestupné indukce®, ale od indukce zatim probrané se lisi tim, Ze sestupnou indukeci platnost
vlastnosti vyvracime.

5a.15. Princip sestupné indukce (Infinite descent proof).
Necht V(n) je vlastnost pfirozenych ¢isel.
Predpokladejme, Ze je splnén nasledujici predpoklad:
(1) Pro kazdé n € N je pravdiva implikace:
Jestlize plati V'(n), pak existuje k € N takové, ze k < n a V (k) plati.
Potom V'(n) neplati pro zadné n € N.
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Argument, pro¢ toto funguje, je nasledujici: Kdyby ndhodou V(n) platilo pro néjaké n, tak by to podle (1)
muselo platit i pro mensi ¢islo, takze podle (1) pro jesté mensi ¢islo a tak dale, jenze problém mame v tom, ze v N
neni pro takovyto nekoneény fetézec zmensujicich se ¢isel misto, protoze je ta mnozina ,dole“ useknuté. Redeno
formalné, princip sestupné indukce je ekvivalentni faktu, ze neexistuje nekone¢na klesajici posloupnost prirozenych
Cisel, ¢imzZ jsme u pojmu fundovanosti z kapitoly 4d. neni tézké dokazat, ze i tento princip je ekvivalentni ostatnim
principtim indukce a principu dobrého uspotradani.

Jako piiklad si ukéZeme, jak se da timto principem zapsat znamy Euklidév dikaz, Ze v/2 neni racionalni &islo.
Definujme tuto vlastnost:

V (n) k4, ze existuje piirozené &islo p splitujici v2 = £.

To, ze v/2 ¢ Q, je ekvivalentni pravé tomu, ze V(n) neni splnéno pro zadné n € N.

Abychom to dokézali, ukdZeme pravdivost (1). Pokud by platilo V(n), tak /2 = 2. Pak 2 = fTZ neboli p? = 2n2.
To znamena, ze 2 déli p?, a protoze je 2 prvocislo, musi délit rovnou p. Mame tedy p = 2a pro néjaké a € N. Pak
4a? = 2n? a stejnym argumentem ukazeme, ze také 2 dé&li n, tudiz n = 2k pro néjaké k € N. Pak jde ve zlomku
zkrétit a mame /2 = 2. Nagli jsme tedy k € N takové, ze k < n a V(k) plati.

Tim je tedy (1) ovéfeno a podle principu sestupné indukce to jiz dokazuje, Ze zadné V(n) nemuize platit.

Je samoziejmé mozné pomoci tohoto principu také vlastnosti dokazovat jednoduchym trikem, kdy si jako V'
vezmeme negaci dokazované vlastnosti, pak V vyvratime a tim ta ptivodni vlastnost musi platit.

A
A to uz bylo opravdu to posledni z této kapitoly.

Cviceni
Cviceni 5a.1 (rutinni, zkouskové): Dokazte, ze nasledujici vzorce plati pro vSechna n € N:
i)24+4+6+---+(2n) =n(n+1);

i) 1+2+3+ - +n=in(n+1)

i) 12 +22 + 32+ 4+ n? = tn(n+1)(2n + 1);
1 n

(

(

(

i)y +35 +57+ -+ @n—1)-2n+1) — Zntl’

v)y1-1'+2-21+---4n-nl=Mn+1)! -1,

Vi) 14+ g 4a 4+ 4 <2—

(Vi) 1+3+ 5+ + L <244

(viii) n! < n™ (toto pro n > 2).

Cviceni 5a.2 (poucné): Pro redlna (i komplexni) ¢isla (a dokonce pro vektory) je dilezitd zndma ,trojuhelnikova
nerovnost“ |z + y| < |z| 4 |y|. Dokazte jeji nasledujici zobecnéni:

n n
Jestlize z1,... ,z, € R, pak | Y xr| < > |zil.
k=1 k=1

Cviceni 5a.3 (poucné): Najdéte chybu v nasledujicim ,dikazu“, Ze pro vSechna nenulova realné a a pro vSechna
n € Ny plati a™ = 1.
(0) Pro n = 0 evidentné plati a® = 1.

(1) Necht n > 0, predpokladejme a™ = 1. Pak a"*! = % =4 =1

Cvigeni 5a.4 (poutné): Uvazujte vlastnost V(n): 1+2+3+---+n=3(n—1)(n+2).
Ukazte, ze V(n) = V(n+ 1) pro vSechna n € N.
Plati V(n)?

Cvigeni 5a.5 (pou¢né): Uvazujte vlastnost V(n): 2+4+6+---+2n=n?+n — 13.
Ukazte, ze V(n) = V(n + 1) pro vSechna n € N.
Plati V(n)?

Cviceni 5a.6 (pou¢né): Pokusime se secist vSechna ¢isla typu % Definujme
Hn)=1+14+3+ .. +1

Dokazte, ze pro vsechna n € N plati nasledujici:
i) H1)+H2)+---+H(n)=(n+1)H(n) —n.
(ii) H(2") <1+n.

(iii) H(2") > 1+ 3.

2 S a- 1 1 1 1 1 1 1 _ 1
Napoveda' 2n+1 2 2n+1 ) 2n+2 Z 2n+1 9ttt 2n+2n,1 Z 2n+1 9 2n+2n - 2n+1 .
Poznamka: Z (iii) hned vidime, ze nekoneény soucet 1 + % + % + - -+ nemuze byt koneéné éislo.

15



Diskrétni matematika Ha. Matematicka indukce pHabala 2012

Cviceni 5a.7 (poucné):

(i) Uvazujme V(n): 3 -2 ... 22=1 < \/%

Ukazte, ze V(1) plati.

Ukazte, ze standardni indukéni dikaz V(n) = V(n + 1) nelze provést.
(ii) Uvazujme W(n): 5 -3 ... 2221 < \/ﬁ Dokazte, ze plati pro n > 2.
(iii) Dokazte, ze V (n) plati pro vSechna n € N.

Cviceni 5a.8 (rutinni, pou¢né): Necht n € N, n > 2. Uvazujme mnoziny Ai,...,A,, A,+1 a zobrazeni T;:
A; — A;yq proi = 1,... ,n. Dokazte, Ze jestlize jsou vSechna tato zobrazeni invertibilni, pak je invertibilni i
Tpo---oTya(Tho---oT)) P =T o 0T, (viz Véta 2b.6 a 2b.7).

Cvi¢eni 5a.9 (rutinni, pou¢né): Necht T: A — A je invertibilni zobrazeni. Dokazte, ze pro n € N plati (T")~! =
(T=1)" (viz Véta 2b.7).

Cviceni 5a.10 (rutinni, pouéné): Necht n € N, n > 2. Uvazujme mnoziny Ai,...,A,, A,+1 a zobrazeni T;:
A;— Ajyq proi =1,... ,n. Dokazte nasledujici:

(i) Jestlize jsou vSechna tato zobrazeni prostd, pak je prosté i T, o---oTj.

(ii) Jestlize jsou vSechna tato zobrazeni na, pak jenai T, o---oTj.

(iii) Jestlize jsou vSechna tato zobrazeni bijekce, pak je bijekce i T}, o --- o T7.

(Viz Fakt 2b.10.)

n
Cviceni 5a.11 (zkouskové): Dokazte, ze jsou-li A; pro i = 1,2,... ,n koneéné mnoziny, pak je i |J A; kone¢nd a
n n i=1
U Ai| < >0 Al
i=1 i=1

= > Al

i=1

U A

=1

Jsou-li navic navzajem disjunktni, tak
(Viz Véta 2c.7 a 2c.8.)

Cviceni 5a.12 (poucné): Dokazte tzv. Bernoulliho nerovnost: Jestlize h > —1, pak (1+h)™ > 14 hn pro vSechna
n € Np.

Cvi€eni 5a.13: Dokazte indukei, ze (a — b) déli (a™ — b™) pro vSechna n € N.

a 0

0 b)’ kde a,b € R. Dokazte, ze pak pro vSechna k € N

Cvi€eni 5a.14 (zkouskové): Uvazujme matici A = (

r ok CLk 0
plati A® = ( 0 bk>'
Cviceni 5a.15 (poucné): Hra Nim se hraje takto. Na zacatku je hromédka s n zdpalkami. Hraji stfidavé dva
hraci, kazdy z nich v jednom tahu odebere 1,2 nebo 3 zapalky. Hrac, na kterého zbyde posledni zapalka, prohrava.
Dokazte, zZe jestlize n po déleni 4 da zbytek 1, tak mé druhy hrac¢ vyherni strategii. Jinak mé vyherni strategii
prvni hrac.
Néapovéda: Rozmyslete si, ze jestlize je na tahu souperf a je tam presné 5 zépalek, tak at uz udéla cokoliv, dokézete
zahrat tak, aby v dalsim tahu prohral.

Cviceni 5a.16 (poucné): Ted si trochu pohrajeme se §ifenim neoficidlnich informaci. Pfedstavme si n osob,
kazda z nich zné na zacatku urc¢itou informaci, kterou ostatni neznaji. Tyto osoby zac¢nou spolu portiznu po dvou
hovorit, a vzdy kdyz dvé osoby spolu hovori, tak si sdéli vSe, co zrovna znaji.

Ozna¢me jako G(n) nejmensi pocet takovych vzajemnych rozhovort nutny k tomu, aby nakonec vsichni védéli
vsechno.

Je snadné si rozmyslet, ze G(1) =0, G(2) = 1, G(3) = 3, G(4) = 4.

Dokazte, ze G(n) < 2n — 4 pro vSechna n.

Poznédmka: D4 se ukéazat, Zze ve skutecnosti je tam rovnost, neni mozné to provést za méné nez téch 2n — 4 hovort.
To uz je ale tézky problém.

Reseni:

5a.1: (i): (0) V(1) k4 2 =12, plati. (1) Necht n € N. Predpoklad: 2+ 4+ 6 +---+ (2n) = n(n + 1).

Dokazat: 2+4+46+---+ (2n+2) = (n + 1)(n + 2). Dekompozice:

244464+ (2n+2) =[24+446+ -+ (2n)]+ (2n+2) = [n(n+1)]+ (2n+2) =n?+3n+2 = (n+1)(n+2).
(ii): (0) V(1) fika 1 = 1 -2, plati. (1) Necht n € N. Piedpoklad: 1+2+3+---+n = in(n+1).
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Dokazat: 14+2+3+---+ (n+ 1) = 3(n + 1)(n + 2). Dekompozice:
14243+ +(n+1)=[14+2+3+-+n]+(n+1) = [In(n+1)] +(n+1) = 1(n®>+3n+2) = 2(n+1)(n+2).
(iii): (0) V(1) ¥ikd 12 = £1-2-3, plati. (1) Necht n € N. Predpoklad: 1% + 2%+ 3% 4 -+ n? = tn(n+1)(2n + 1).
Dokézat: 12422 + 3% 4 + (n+1)? = 2(n + 1)(n + 2)(2n + 3). Dekompozice:
12+22+32+---+(n+1)2= 12422432+ +n?l+ (n+1)2=[tn(n+1)2n+1)] + (n+1)% =

=1@2n®+ 92 +13n+6) = t(n+1)(n+2)(2n + 3).
(iv): (0) V(1) fika & = 1, plati. (1) Necht n e N. Piedpoklad: &5 + 55 + -
Dokéazat: 1

Sl Gy 1) @D = = i1

1 1
Dekompozice: 13 + 555 + -

1 1
3tz tot (2n+1)-(2n+3) 2n+3 -t (2n+1) (2n+3)

_ra 1 1 _ 1 _ _20°43n+1  _ n41
- [ﬁ tas oot (2n—1)~(2n+1)] + (2n+l)-(2n+3) - [2n+l} + @n+1)-(2n+3) — (2n+1JS(2n+3) - 271,—:-3'

(v): (0) V(1) fikd 1-1 =2 — 1, plati. (1) Necht n € N. Pfedpoklad: 1- 1! +2-21+.--+n-nl=(n+1)! - 1.
Dokéazat: 1-114+2-2!+---4+n-nl4+(n+1)- (n+ 1) = (n+ 2)! — 1. Dekompozice:

1142214 4nenl+(n+1)- (n+1)! = [1-1142-2!4+- - -4 n-nl]+(n+1)-(n+1)! = = [(n+1)! =1]+(n+1)-(n+1)! =
m+D)+n+1)-n+D)N—-1=n+2)(n+1)!—-1=n+2)! -1

(vi): (0) V(1) fikd 1 < 2 — 1, plati. (1) Necht’ n € N. Pfedpoklad: 1 + > + FHot+h<2-

pl= H
Dokazat: 1+ % + % + -4 m <2- (n+1)' Dekompozwe 1+ 2, + 3, + -4 (n+1)' =

_ 1 1 (n+1)—-1 _ 1

=[l+g+g++u]+ (n+1)' <[2-a]+ (n+1)' =2- "o =2 (n+1)' <2y
(vii): (0) V(1 ) rlka 1<2-1, platl (1) Necht n € N. Predpoklad 1 + +5+- '+ L <2-1
Dokéazat: 1 + 1 ity L. <2- Dekompozice: 1 + +3 + + (n+1)2
1

+
(n+1) n+1
= 1 1 1 1 — ("+1) -n _ n’4n+1 n’4n 1

=[l+3+5+ -+ F} taar S2-n e =2 anr =2 hohr S 2 ntealr =2 i

(viii): (0) V(2) iikd 2 < 4, plati. ( ) Necht n > 2. Pfedpoklad: n! < n™. Dokdzat: (n + 1)! < (n + 1)"*1.
Dekompozice: (n+1)! = (n+1)n! < (n+ 1)n" < (n+ 1)(n+1)" = (n+ 1)"TL

5a.2: (0) Pro n = 1 ur¢ité plati |x1| = |x1|, plati. (1) Necht n € N. Pfedpokladejme, ze plati xk‘ < Z ||
k=1
n+1 n n n n+1
Pak | 3 ax| = |rus + 2 o < foasa| + \ > | < feal + 3 foul = 3 Joul
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
5a.3: V indukénim kroku je pouiito a = 1 coz ale nemusi platit, indukéni predpoklad dava jen a™ = 1.
5a.4: Predpokladejme 1 +2+3+4---+n = (n —1)(n+ 2) Pak
1+2+3+---+(n+1):[1+2+3+ +nl4+(n+1)=L1n-1)(n+2)+ (n+1) = 1(n? +3n) = tn(n+3).

V(n) ale neplati pro zadné n € N.

5a.5: Piedpokladejme 2 +4+6+---+2n=n?>+n—13. Pak2+4+6+---+2(n+ 1)
=24+44+6+---+2n]+(2n+2)=[n2+n—13]+2n+2=n?+2n+1)+(n+1)—13=(n+1)?2+(n+1) —13.
V(n) ale neplati pro zadné n € N.

5a.6: (i): indukei: () n=1dava1=2-1—1.

(1 )PfedpokladH(l)+H(2)+-~+H(n) (n+1)H( )—n Pak H1)+ H2)+---+ H(n+1) =
=HL)+H2)+-+Hn)]+Hn+1)=n+)1+3i+ -+ —n+(1+3+- +n—+1):

=+ D)(1+54++75) -+ 1) - +(1+§+ H o) =+2)A+ 5+ ) —n—1=
=(n+2)H (n+1) (n+1).

(ii): Indukei: (0) n =1: H(2) <1+ 1 znamend 1+ 1 < 2, pravda.

(1) Piedpoklad H(2") < 1+n. PakH(2"+1)—1+ toot =ttt gt ot e
§11+n41—ﬁ+21n+ —1—2n :1+n—|—2”21n =1+ (n+ 1), nebot téch zlomkuJe presné 2", jdou odﬁpo

T = 2w = g
(iii): Indukef: (0) n=1: H(2) > 1 + 5 znamend 1+ 5 > 1+ 3, pravda.

(1) Predpoklad H(2") > 1+ 2. Pak H(2"*!) = 1+1+~--+2,,% =[l4+3+ +]tmgtomt T
>14+2+ A+t =1+ 42 Sy =14 2L

5a.7: (i): V(1): 1 < % plati.

Zkusime dokazat indukéni krok: Predpoklad % .
1.3, . .2n41 _ 1 3.  2n—1 2n4l

2 4 2n+2 2 4 2n 2n+2

3 2n—1 1
1" Ton <—%Pak

1 2n41 : 1 2n+1 1
< 75 ni2 Chceme, aby platilo Von 22 S 5T

(2n + 1)y/3(n+1) < (2n + 2)v/3n, odtud umocnénim n + 1 < 0. Toto neplati nikdy, a protoze kroky byly
ekvivalentni, nemohla platit ani vychozi nerovnost. Indukéni krok se tedy dokazat nepovede.
(ii): (0) W(2): 32 < f plati.

neboli

. (1o 7.§“ 2n—1 1 3 . 2n4+l1 _ 1.3 2n—1  2n+l 1 2041
Predpokladejme 53 5 < 3n+ . Pak s =33 S 242 < UBnTT 2ni2- Chceme, aby
platilo 2ntl < L

\/3 12042 = J3(nr)41

17
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Zkusime postup od konce: pfepiSeme nerovnost na (2n + 1)y/3n +4) < (2n + 2)v/3n + 1, odtud umocnénim a
po tpravé 0 < n. To plati, nebot zde médme n > 2. VSechny kroky byly ekvivalentni véetné umocnéni, protoze
se umocnovala kladna c¢isla. Postup lze proto obratit a z pravdivého faktu 0 < n lze korektné dojit k zadané

nerovnosti, pomoci ni dokoné¢ime diikaz indukéniho kroku:
1.3, 2nfl _ <1 2n4l 1
. V3n+1l 2n+2 — \/3(7’L+1)+]_ .

2 4 2n+2

(iii): V(1) uz bylo ovéfeno v (i). Pokud n > 2, pak pomoci W (n) méme 3 - 3 ... 22=1 < \/?ﬂllﬁ < \/%

5a.8: Indukce: (0) n = 2: Ty 0 T} je invertibilni a (Ty 0 T1)~' = T, ' o T, ! plati podle Véty 2b.6.

(1) Ptedpoklad: Pokud Ti,...,T, spliuji predpoklady, pak T} o --- o T} je invertibilni a (T}, o --- 0 T})"! =
Tflo-noT,;l.

Méjme Ti,...,T,,Th+1 spliujici pfedpoklady, oznaéme S = T,, o --- o T, podle indukéniho pfedpokladu je S
invertibilni a mame vzorec pro S~!. Podle Véty 2b.6 je pak i T}, 1 o S invertibilni a (T},4109)"t =S~ 1o T;_:l,
kdyz dosadime, dostaneme, 7e T}, ;1 0T, 0---0T} je invertibilni a (7,107, 0-- 0 Tl)_1 = T1_1 0---0 Tn_1 o Tn_ﬁl.
5a.9: (0) V(1) k4 (T1)~ = (T1)! neboli T~ = T—1, coz plati.

(1) Predpoklddejme, ze (T")~! = (T~1)" pro T invertibilni. M&me ted invertibilni T', ozna¢me S = T™. Pak
je dle indukéniho piedpokladu S invertibilni a S~ = (T~1)". Podle Véty 2b.6 je potom T o S invertibilni a
(ToS)t=S5"1oT71 podosazeni (T"*1) "t =(ToS) t=S"toTt=(T"HYnoT 1 = (T 1)+,

5a.10: Hromadny dikaz pro (i) az (iii).

Indukéni krok: Predpoklad pro n. Necht dény 71, T, ... , Ty, Ty41, které maji ptislusnou vlastnost (prosté pro (i),
na pro (ii), bijekce pro (iii)). Podle indukéniho pfedpokladu ma i S = T,, o--- o Ty piislusnou vlastnost, pak podle
Faktu 2b.10 tu vlastnost méa i 7,11 0 .S neboli T}, 1 0T, 0---0T7.

5a.11: Indukce, pro n = 1 evidentné plati.

Indukéni predpoklad: tvrzeni plati pro n mnozin. Méjme kone¢né mnoziny As,... , Ay, Apy1. Podle indukéniho
n n

predpokladu je koneénd mnozina B = (J A; a plati |B| < ) |A;|. Pak podle Véty 2c.7 je koneéna i mnozina

i=1

= =1

n+1 n+1 n+l
BU An+1 = U Az a plati U Al = ‘B U An+1‘ < ‘B’ + |An+1‘ < Z ’Az’
i=1 i=1 i=1

n
Pokud jso navic disjunktni, pak podle indukéniho predpokladu |B| = ) |A;|, mnoziny B a A, 11 jsou disjunktni
i=1

n+1 n+1
‘U1 A;| = 21 | Ail.
5a.12: Indukce: (0) Pro n = 0 nerovnost iika (1 + h)° > 1+ 0, coz plati.
(1) Ptredpoklad: Dano n € Ny, pro kazdé h > —1 plati (1 + h)" > 1+ hn. Pak
14+n)"=0+h)(1+h)">1+h)(1+hn)=1+h(n+1)+h*>>1+h(n+1).
5a.13: " — b’ =a" —a" " b+ a" b — 0" =a" " (a —b) —bla™t — b7 7L,
5a.14: (1) Piedpokladejme, ze V(n) plati. Pak A"l = A . AF = <a 0> . (ak 0 > = <ak+1 0 >

o ’ ' 0 b 0 oF 0 o)
5a.15: V(n): Jestlize je 4n + 1 zapalek, tak mé druhy hra¢ vyherni strategii.
(0) n = 0: Je jedna zapalka, zbyla na prvniho hrace, ten prohral.
(1) Pfedpoklad: Druhy hra¢ umi vyhrat hru s 4n + 1 zapalkami. Pfedpoklddejme hrus 4(n+ 1)+ 1 =4n+5
zapalkami. Prvni hra¢ vezme zapalky, povoleny pocet je 1,2, 3. Cokoliv vezme, druhy hra¢ muaze vzdy vzit tak, aby
zbylo 4n + 1 zapalek a je na tahu prvni, tedy hra znovu zaciné s 4n + 1 zapalkami a druhy méa vyherni strategii.
Diikaz, Ze jinak méa vyherni strategii prvni hrac: Jestlize je pocet zapalek 4n + 2, 4n + 3 nebo 4n + 4, tak prvni
hrac¢ odebere tak, aby zbylo 4n+ 1 a je na tahu druhy hrac. Za¢na hra s 4n + 1 zapalkami, ve které ptivodné prvni
hrac¢ hraje roli druhého a ma vyherni strategii.
5a.16: 1) Dikaz indukci: (1) Méjme n € N, pfedpokladejme G(n) < 2n—4. Ted uvazujme n+1 osob. Jedna z nich
nékomu ze skupiny fekne svou informaci. Pak se odpoji, zbyvajici skupiné o n lidech sta¢i G(n) hovori k tomu,
aby v ni uz vSichni védéli vSechno, véetné informace prvni osoby. Podle indukéniho predpokladu na to staci 2n —4
hovort. Pak nékdo ze skupiny jesté fekne vSechny informace té prvni osobé. Celkem staci 1+ (2n—4)+1 = 2n—2
hovorti. Nevime ale, jestli zrovna tato strategie je optimélni, takze je to horni odhad, mame tedy G(n + 1) <
2n—2=2(n+1) —4. (1) je dokazano.
2) Diikaz pfimy: Pro 1,2, 3,4 to plati. Necht n > 5. Oznacime si néjaké ¢tyfi osoby jako 1,2,3,4. VSichni ostatni si
promluvi s nékym z této ¢tverice. Pak tedy tato ¢tverice jako skupina vi vSechno.
Pak si informace navzajem vymeéni, na to staci ¢tyfi rozhovory 1-2, 3—4, 1-3, 2—4, tim kazdy ze skupiny vi vSechno.
Nakonec tfeba 1 promluvi s témi n — 4 mimo skupinu. Celkem tedy sta¢i (n —4) +4 + (n — 4) = 2n — 4 hovort.
Poznamka: Kolik by bylo tieba hovorti, kdyby vSech n — 1 feklo svou informaci ¢lovéku 1, ten pak zna vse, tak to
fekne ostatnim?

a proto obdobné
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Kolik by bylo t¥eba hovorti, kdyby v té specialni skupiné byli 2, popfipadé 3 1idi? A pét lidi?

5b. Rekurze a strukuralni indukce

Indukce a rekurze (jak jsme jiz vidéli, jde vlastné o dva pohledy na jednu véc) se ¢asto pouziva i k definovéani
riznych objektd. S definicemi indukci jsme se jiz setkali v kapitole o mnozinach, naptiklad v definici mocniny 7™
pro zobrazeni, v predchozi kapitole jsme vidéli indukci tfeba v definici faktorialu. Pti dikazu korektnosti takové
definice hraje obvykle zasadni roli indukce.

Piiklad 5b.a: Definujme funkci f: Ny — Z takto:
(0) £(0) = 1.
(1) f(n+1) =—f(n) pron > 0.

Tvrdime, ze f je takto dobfe definovana pro vSechna n € Ny. Pro ilustraci si to vyzkousime. Mame f(0) =1
pfimo z definice. Pomoci indukéniho kroku pouiitého s n = 0 vidime, ze f(1) = f(0+ 1) = —f(0) a f(0) jiz
zname, tedy f(1) = —1. Ted lze pouzit (1) s n = 1 a dostavame f(2) = f(1 4+ 1) = —f(1) = 1, podobné
fB=f2+1)=—-f2)=-1, f(4) = f3+ 1) f(3) =1 atd. Zda se, ze opravdu dokazeme najit hodnoty f
na Ny, zdroven si mizeme tipnout, Ze plati f(n) = ( 1)™ pro n € Ny. Jak se da ¢ekat, takové tvrzeni se da nejlépe
dokazat matematickou indukei.

Pro ng € Ny dokdZzeme indukci vlastnost V(n): Funkce f je dobfe definovana v n a f(n) = (—1)".

(0) Pro n = 0 to evidentné plati dle (0) v definici.

(1) Necht n € Ny. Pfedpokladejme, ze f(n) je definovano a f(n) = (—1)". Pak podle (1) v definici je definovéno
if(n+1)aplati f(n+1)=—f(n) = —(-1)" = (=1)"*+L.

Ditikaz je hotov.

A

Priklad 5b.b: Definujme funkci f: N — Z takto:
(0) F(1) = 3, (2) =
(1) f(n+1)=2f(n) — f(n—1) pron > 2.

Spocitame si néjaké hodnoty. Pokud pouzijeme (1) s n = 2, dostaneme f(3) =2f(2) — f(1) =2-5—-3 =7, pak
uz muzeme pouzit (1) s n = 3 a dostaneme f(4) =9, podobné f(5) = 11 a tak dale. Z téchto hodnot odhadneme,
ze f(n) =2n+1 pro n € N a coby tvrzeni V(n) to dokdzeme indukci. Protoze k ziskani f(n + 1) potfebujeme
znalost dvou predchozich krokt, musime pouzit modifikovany princip s dvéma vychozimi hodnotami.

(0) Pron =1 an =2 je funkce definovana a vzorce f(1) =2-1+1, f(2) =2-2+ 1 plati dle (0) v definici.

(1) Necht n € N, n > 2. Pfedpokladdejme, ze f(n) a f(n — 1) jsou definovany a spliiuji vzorce z V(n), tedy
fn)=2n+1a f(n—1)=2(n—1)+1=2n— 1. Pak je podle (1) v definici dobfe definovano i f(n + 1) a plati
(zase dle (1) z definice a podle indukéniho predpokladu), zZe

fin+1)=2f(n)—f(n—1)=22n+1]-2n—-1]=2n+3=2(n+1) +1,
coZ je presné vzorec, ktery jsme potiebovali dokazat.

A

Induktivné lze definovat i mnoziny. Za¢neme s prirozenymi ¢isly, které se také musi néjak zavést a Peano je kdysi

zadefinoval induktivné takto:
(0) 1 e N.
(1) Jestlize n € N, pak n +1 € N.

Existuje zajimava souhra mezi induktivni definici mnoziny a moznosti na ni dale budovat nové objekty indukci,
popiipadé na ni indukei néco dokazovat. Napiiklad pokud pfijmeme Peanovu definici N jako platnou (tedy jako
axiom), pak z toho dostaneme platnost principu matematické indukce. V klasické teorii mnozin se ale pfirozena
Cisla délaji jinak, takze princip indukce je tfeba prijmout jako samostatny axiom, jak uZ jsme o tom psali v
predchozi kapitole.

Souhru mezi definici mnoziny a indukci si ukdzeme na prikladeé.

Piiklad 5b.c: MnozZinu A vSech kladnych sudych ¢isel Ize definovat takto:
(0) 2 € A.
(I)neA = n+2€ A
Podrobnéji se timto zptisobem definice budeme zabyvat za chvili, zatim nam bude stacit intuitivni pfedstava, ze
by to mélo fungovat, opakovanim kroku (1) do a postupné doddme vSechna kladna sudé ¢isla.

5b.c 19 5b.c
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Kdyz tedy mame induktivné definovanou mnozinu A, mtzeme na ni definovat novy objekt, tfeba funkci, pficemz
bude tfeba zachovavat stejnou indukéni strukturu jako v definici A, tedy zakladni krok musi definovat hodnotu v
2 a indukéni krok must jit ob dva. Vypada to tfeba takto:

(0) £(2) = 1.
(1) f(n+2) = f(n) + 1.

Dostavame pak napiiklad f(4) = f(2+2) = f(2)+1=2, f(6) = f(4+2) = f(4)+1=3, f(8) = f(6+2) =
f(6) +1 =4 atd.

Tvrdime, Ze tato induktivni/rekurzivni definice (vyberte si, které s téch slov se vam vic libi) definuje f na
mnoziné vSech kladnych sudych ¢isel a tato funkce spliiuje f(n) = 4 pro vechna n € A.

Dukaz provedeme indukci, kterou ale zase musime prizptsobit tomu, jak byla mnozina A definovana.

(0) n = 0: funguje to, dle definice f(2) = 2.

(1) Necht n € A. Pfedpoklddejme, Ze f(n) je definovano a Ze f(n) = 5. Pak je podle (1) v definici definovéno i
f(n+2)a

+1=12£2

fn+2)=f(n)+1= 3

0|3

Diukaz je hotov.

Pro¢ by toto mélo stacit? Vsechny prvky mnoziny A (kromé dvojky) se do ni dostaly pfi¢tenim dvojky k nécemu,
co uz v A bylo. Piedstavime si tedy, jak se mnozina A postupné rozristd. My jsme udélali to, Ze jsme hned v
zékladnim kroku zaroven s pridanou dvojkou pro tu dvojku néco udélali, jmenovité definovali funkci a pak ukazali
ur¢itou vlastnost (funkce je déna péknym vzoreckem). Zarover jsme nastavili mechanismus, Ze se pii kazdém
pridani dalsiho prvku do mnoziny A na tento novy prvek rozsifi definice funkce, a jesté jsme rovnou dokazali, Ze
kdyz uz mame dotyénou vlastnost (pékny vzorecek) pro stavajici prvky z A, tak se tato vlastnost pienese i na
ten novy, ktery tam pravé pridavame. Je tedy dobré si to predstavit jako soubézny jev, mnozinu A zvétsujeme a
zaroven si hliddme, ze nové prvky jsou stejné ,dobré“ jako ty predchozi. Selsky rozum naznacuje, Ze by pak v A
meélo byt uvdobré vSechno, platnost takovéhoto principu indukce si budeme muset potvrdit fadné matematicky.

Nez se do toho dame, tak poznamenejme, Ze platnost vzorce f(n) = § lze dokazat i jinak. Opét ptjde o dikaz
blizky tomu, jak mnozinu A vniméme. My totiz vime, Ze lze napsat A = {2k; k € N}. Muzeme tedy dokazovat
vlastnost V(k): f(2k) = k pro k € N, coz se snadno udéla slabym principem indukce.

A

Ted si pfesné zformulujeme induktivni zptisob vytvafeni mnozin.

5b.1. Induktivni definice mnoZin.

P1i definici konkrétni mnoziny M uvazujme nésledujici dva druhy specifikaci:

(0) Zakladni pravidla definuji pfimo, které prvky jsou v mnoziné M.

(1) Induktivni pravidla uréuji, jak lze pomoci prvki, které jiz v mnoziné jsou (tzv. predpoklady pravidla),
vytvaret dalsi prvky z M (tzv. zavér pravidla).

Mnozina M se pak skldda ze vSech prvki, které 1ze obdrzet koneénym poc¢tem pouziti pravidel (0) a (1) (tedy
prvky, které lze takto ziskat, lezi v M, a ty, které takto ziskat nelze, pak v M neleZi, ¢imz je mnozina M
jednozna¢né urcena).

Priklad 5b.d: Vymyslime pravidla, ktera definuji mnozinu vSech nepréazdnych (a kone¢nych) binarnich fetézci,
tedy objektt, které vypadaji jako treba 010010110. Myslenka je jednoduchd, zac¢ne se jednim znakem a k nému
budeme prilepovat dalsi, naptiklad zprava.
0)0eM,1e M.
(1) Jestlize je r binarni Fetézec, pak Fetézce r0 a rl jsou také binarni Fetézce.
Zd4 se zfejmé, ze mnozina M neprazdnych bindrnich fetézcii je pravé mnozina dana induktivnimi pravidly (0)
a (1). Napriklad k fetézci ,,00101¢ dojdeme takto:

9,09, 00 2, 001 2 0010 2 00101.
Zde je trochu nepfijemné, ze ze zapisu vzniku dotyéného Fetézce vlastné nevime, které ze dvou pravidel v (1)
jsme pouzili. Byva tedy dobré to rovnou v definici udélat poradné.
(0a) 0 € M.
(Ob) 1 € M.
(layre M = r0e M.

(IbyreM = rle M.

Pak uwz mame 2 0 %% 00 X2 001 £ 0010 2 00101.

5b.1, 5b.d 20 5b.1, 5b.d
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Aby byla definice plnd, méli bychom ted spréavné dokdzat, Ze opravdu mnozina vytvorend pomoci pravidel
(0) a (1) je pravé mnoZina vSech bindrnich fetézcti. To se obvykle déla ve dvou krocich, jednak se ukaze, ze
kazdy objekt vytvoreny pravidly dava neprazdny binarni retézec, a naopak se ukaze, ze kazdy neprazdny binarni
Fetézec lze ziskat pomoci dotyénych pravidel. Obvykle se vyuziva klasickd indukce, ukdZeme si to na néjakém
komplikovanéjsim prikladé.

JAN

Induktivni definice objektti pomoci pravidel se pouziva ve vice oborech computer science a mnohé z nich si
zavadéji své vlastni formélni zapisy. My se zde spokojime se zapisem predvedenym vysSe, ale pro zajimavost si
ukazeme nékolik jinych formalism.

1) Pfi praci s datovymi typy se definice zapisuji pomoci tzv. Bakchus-Neurovy formy, jejiz matematicka verze
by pro nasi mnozinu vypadala takto:

R::=01] 1] RO | R1
2) Dalsi zajimavy zapis je pomoci odvozovacich pravidel. Definice by se u naseho ptikladu znacily takto:

—© | — | s | s
o (0) 1 (1) <0 (-0) o1 (-1) .
Odvozeni retézce ,,110“ by se pak napsalo takto:

—(1)
TR
10
Pokud se pouziva tento jazyk, tak se zdkladnim pravidlim riké axiomy.

Pomoci pravidel se da vybudovat napriklad vstupni filtr, ktery pfijme jen spravné utvorené vyrazy urcitého
typu, casto nam je zaroven predpripravi pro dalsi pouziti tim, ze ukaze vnitini strukturu vstupnich dat, naptiklad
vytvofenim stromového schématu. Ukdzeme to na necem, co vSichni dobfe zname.

Piiklad 5b.e: Mmnozinu M korektnich algebraickych vyraz skladajicich se z ¢isel a malych pismen anglické
abecedy lze definovat naptiklad takto:

(0a) ae M,be M, ..., ze M.

(Ob) a eR = a € M.

(1) Jestlize a, B € M, pak (a) + () € M, (o) = (8) € M, (a) - (8) € M, § € M, ()P € M, Ja€ M.
Podle této definice je t¥eba (1) + (%) spravné utvoreny zapis, ale ((1 + a);5) & 3z + —7+-v/3 nejsou z M.
Ctenafe asi napadlo, Ze nase pravidla vyzaduji zbyte¢né mnoho zévorek, napiiklad vyraz 2 - a + z je spravny,

ale podle nasi definice vytvofit nejde, ta umi jen ((2) - (a)) + (z). Abychom se zbavili zbyteénych zavorek, museli

vvvvvv

(I)a+bc+deM = (a+0b)-(c+d) € M (zde jsou zavorky potiebné)

a

(1) a+b,c+deM = a+b+c+de M (zde zavorky nejsou tfeba).

Je zfejmé, ze pokud bychom chtéli vytvaret vyhradné ,pékné“ vyrazy, tak by se takovych pravidel musela
vytvorit spousta, jsou i dalsi problémy. Naptiklad nelze pfimo zadefinovat pravidlo a,b = a + b, protoze kdyby
bylo b zaporné, dostali bychom véci jako 23 4+ —13. Vytvareni pravidel je obCas naroc¢né.

Takovéto ,gramatiky“ se pouzivaji naptiklad v teorii jazyki (matematickych, programovacich). Ta mé zajimavé
predchtidce. Jiz cca 500 pf.n.l. se hindsky ucenec jménem Panini rozhodl sepsat gramatiku sanskritu. Pouzil na
to strukturalni indukci a vysla mu z toho basen o 3959 versich. Byl to prvni forméalni popis pfirozeného jazyka v
historii.

A

Priklad 5b.f: Vymyslime pravidla, ktera by definovala mnozinu M vsSech pfirozenych éisel, my se ale na né ted
nebudeme divat jako na ¢isla, misto toho je budeme vnimat jako obrazky, tedy fetézce urcitych znacek. Abychom
nemuseli psat dvacet pravidel, zavedeme si mnozinu znaktt C = {0,1,2,3,...,8,9}. Cisla pak budeme vytvaret
podobné jako v prikladé s binarnimi fetézci, tedy prilepovanim znaki z C, ale bude tu jedna vyjimka: Nebudeme
ochotni pfijmout vSechny mozné retézce, nebyva totiz zvykem zacinat ¢isla nulami. Pravidla tedy musime upravit.
(0)ce C—{0} = ce M.
I)reMANceC = rce M.
Protoze pridavame dalsi cifry zprava a prvni cifra je nenulova, vznikaji tak zdsadné fetézce nezacinajici nulou.
V tom je jedna z velkych vyhod induktivnich definic, daji se (nékdy) relativné snadno upravit, aby se vysledné
mnoziné vnutila néjaka struktura.
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Zajimavé je porovnani s onim piikladem 5b.d. Tam bylo v zasadé jedno, jestli se nové znaky ptilepovaly zprava
nebo zleva, my jsme zvolili zprava ¢isté proto, Ze jsme tak zvykli psat rukou, ale slo by klidné do (1) dat Or € M
a 1r € M. Naopak v tomto pfikladé bylo pridavani zprava rozhodujici vyhodou, protoze jsme hned v zakladnim
kroku zajistili, ze nebudeme mit na levém konci nuly. Pokud bychom se rozhodli pifidavat nové znaky zleva, tak
bychom museli zajistit, ze po kazdém pfidani nul se nasledné objevi néco nenulového, coz se ale induktivnimi
pravidly dle naseho vzoru nedd rozumné zajistit. Jak by to vypadalo?

V kroku (1) by ur¢ité bylo pravidlo r € M & ¢ € C —{0} = c¢r € M. Pak bychom mohli zkusit pravidlo
reM & ce C—{0} = cOr € M, jenze tak bychom neuméli vyrobit dvé po sobé jdouci nuly. Bylo by proto
tfeba pridat i pravidlo s c00r € M, ale co tii nuly? ProtoZe je mozné vyrobit ¢isla s libovolnym pocétem po sobé
jdoucich nul uprostied, potfebovali bychom nekoneéné mnoho takovych indukénich pravidel, coz je zjevné slepa
ulicka.

A

Piiklad 5b.g: Predchozi piiklady nas pfivadi k zajimavé oblasti zvané teorie jazyku. Ta pracuje obecné s
néjakou abecedou ¥, coz je mnozina pouzivanych znaki, tieba ¥ = {0,1} jako v prvnim ptikladé, C' v druhém
nebo tfeba 26 pismen anglické abecedy. Z téchto znakt pak vytvaiime slova nad tuto abecedou, coz jsou fetézce
znakid z abecedy X. V teorii jazykl se uvazuje i slovo prazdné, oznacované A.
Mnozina v8ech slov nad danou abecedou X se znaci ¥.* a definuje takto:
(0) XA € X*.
(1) Jestlize s € ¥* a x € 3, pak sz € ¥*.

V teorii jazyki je zakladni operaci tzv. konkatenace neboli spojovani, coz uz jsme vlastné pouzili v definici, kdy
se dva Tetézce spoji za sebe. Napriklad konkatenaci slov ,auto“ a ,drom“ vznikne slovo ,,autodrom®.
Vétsinou nepotiebujeme mnozinu %* vsech slov, ale zajimaji nas jen slova né€ktera, takze se zavadéji kompliko-
vanéjsi pravidla a gramatiky a teorie jazykt pak zacne byt velice zajimava.
Jiz jsme se zminovali, ze na mnoziné definované indukci lze definovat dalsi struktury pomoci indukce stejné
formy. Ukézeme si dva zajimavé objekty na mnoziné vsech slov.
1) V teorii jazykt se definuje délka slova, a to néasledovné:
(0) d(A) = 0.
(1) Jestlize s € ¥* a x € 3, pak d(sx) = d(s) + 1.
Tim je délka slova definovana pro vsSechna slova a snadno si rozmyslime, ze funguje presné tak, jak bychom
¢ekali. Vlastné jsme tak definovali funkci na X*.

2) Ted zadefinujeme operaci na ¥*. Operace na mnoziné je procedura, kterd vezme jeden ¢i vice objekt z dané
mnoziny a vrati néjaky objekt z téze mnoziny. Nas bude zajimat operace, kterd dané slovo prevrati, takze bude
pozpatku. Pro dané slovo s se vysledek takové operace zna¢i s, fikdme tomu obrdcené slovo a definujeme to
takto:

(0) AR = A.
(1) Jestlize s € ¥* a x € ¥, pak (sz)F = xs®.

Zkusme si obé definice na né&jakém piikladé. Vezméme ¥ = {a, b, c,t} a slovo s = bat € ¥*. Jakou mé délku?

Neplati s € X, proto musime pouzit (1) a napsat si s jako spojeni s;1 = ba a x = t. Podle definice d(bat) = d(ba)+1.
Volame rekurzivné (1) a napiSeme si s; jako spojeni so = b a © = a, tedy d(ba) = d(b) + 1, nakonec si vyjadfime
s9 coby spojeni s3 = A a b, koneéné se dostavame k né¢emu, co umime. Podle (0) je d(\) = 0, zpétnym chodem
pak d(b) =0+1=1,d(ba)=1+1=2ad(bat) =2+ 1=3.

Jak vypada s? Struktura rekurze je obdobna, nejprve podle (1) najdeme (bat)? jako t(ba)%, pak zase podle
(1) je (ba)®* = ab®, nakonec se dostaneme k b = (A\b)® = bAE = b\ = b. Zpétnym chodem pak (ba)? = ab a
(bat) = t(ab) = tab. Zd4 se, 7e to funguje.

A

Na induktivné definovanych mnozinach ¢asto potfebujeme néco dokézat, naptiklad Ze objekty, které jsme na nich
definovaly, spliiuji néjaké podminky. Nikterak prekvapivé se to déla indukci, ale upravenou tak, aby odpovidala
definici doty¢né mnoziny.
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5b.2. Princip strukturalni indukce (structural induction).

Uvazujme mnozinu M definovanou induktivné pomoci néjakych zékladnich pravidel (0) a induktivnich pravidel
(1). Uvazujme vlastnost V(m), kterd mé smysl pro vsechna m € M.

Predpokladejme, Ze jsou splnény nasledujici podminky:

(0) V je splnéna pro vSechny prvky, které jsou do M dodény zdkladnimi pravidly.

(1) Pro kazdé induktivni pravidlo plati: Jestlize je V' splnéna pro prvky z jeho pfedpokladii, pak je splnéna i
pro prvek z jeho zavéru.

Pak je vlastnost V' splnéna pro vSechny prvky m € M.

To je nas posledni indukéni princip a ve skutec¢nosti zase nejde o nic nového, Princip strukturdlni indukce je
ekvivalentni principtim z kapitolky ba. Jesté ale nejsme pripraveni to dokézat, nechame si to na konec této kapitoly.
Zatim se podivame na ruzné piiklady a také si predstavime néjaké nové myslenky.

Piiklad 5b.h: V tomto piikladé budeme definovat mnozinu vSech Fetézci ze symbolu C' = {1,2,3}, které
neobsahuji ¢islo 11. Hlavni myslenka je, ze postupné pridavame dislice zprava, ale beztrestné muzeme pridavat jen
2 a 3, protoze pak nehrozi nebezpeci vzniku 11. S jednickou musime byt opatrnéjsi, tu muZzeme pridat jen za 2
nebo 3, takze je rovnou pfidame jako dvojice. Tim je jasné, jak bude vypadat (1). Mame ale problém, fetézec ,1¢
vyhovuje definici, ale nedostaneme jej pridavanim 21 ani 31. Tak tento fetézec zahrneme jako specialni pripad do
zékladniho pravidla. Dostéavame tedy nasledujici definici mnoziny M:

(0a) A € M.
)1le M.
JweM = w2e M.
yweM = w3 e M.
c)weM = w2l e M.
1d) we M = w3l € M.

Je tato definice spravna? Pfesnéji fec¢eno, pokud budeme uvazovat mnozinu M definovanou induktivné nasimi
pravidly, bude rovna mnoziné ze zadani? To se obvykle dokazuje dvéma kroky.

1) Dokazeme, Ze zadny prvek w ze vzniklé mnoziny M nemiize obsahovat ,,11“, ozna¢ime tuto vlastnost W (n) a
podle o¢ekavani pouzijme strukturalni indukci. P¥i ni musime sledovat stejnou strukturu jako pfi definici mnoziny
M, viz Princip strukturalni indukce.

(0) Zadny z prvki A ¢i 1 ze zakladnich pravidel neobsahuje 11, proto je splnéno W (\) a W (1).

(1) V tomto kroku potfebujeme ovéfit u vSech induktivnich pravidel, ze se platnost W pro prvky z pfedpokladu
prenasi i na prvek ze zavéru.

Nejprve uvazujme induktivni pravidlo (1a). Predpoklddejme, Ze fetézec w z jeho pfedpokladu spliuje W (w),
takze neobsahuje 11. Pfidanim znaku 2 na konec se to nezméni, tudiz i W (w2) je splnéno.

Podobné ukazeme pravdivost implikaci W (w) = W (w3), W(w) = W (w2l) a W(w) = W{(w31) pro
zbyvajici pravidla v (1).

Podle principu strukturdlni indukce tedy W plati pro vSechny prvky mnoziny M.

2) Ted potiebujeme naopak ukazat, ze kazdy fetézec nad C neobsahujici 11 je i v mnoziné M. Udélame to indukei
na délku fetézce. Dokazeme tedy pro n € Ny silnou indukei tvrzeni V' (n), ze Fetézce délky n nad C neobsahujici
11 1ze vytvofit pomoci (0) a (1). Budeme muset udélat specialni krok pro délku n = 1, protoze jeden z téchto
Fetézcll, jmenovité 1, nelze vytvorit z fetézce kratsi délky, ¢imz se vymykéa indukci.

(0) Evidentné dokazeme ziskat fetézce délky 0 a 1, protoze fetézec A je v kroku (0a), fetézec ,,1“ je v kroku (0Ob)
a ostatni o délce 1, tedy ,2“ a ,,3“ dostaneme kombinaci (0a) a (1a) popt. (1b).

(1) Mé&jme ted n € N, n > 2 a pfedpoklddejme, Ze umime pomoci pravidel (0) a (1) vyrobit libovolny fetézec
délek 0 az n. Uvazujme libovolny fetézec r délky n + 1.

JestliZe je jeho posledni znak 3, pak r = r’3 pro néjaky fetézec r’ délky n, ktery uz podle indukéniho predpokladu
umime ziskat pomoci nasich axiomd, z néj pak fetézec r ziskdme axiomem (1b). Takze r koncici na 3 lze vyrobit
pomoci pravidel (0) a (1).

Podobné se vyrovname s ptipadem, ze r konéi na 2.

Jestlize r kon¢i na 1, pak predchozi znak (ktery existuje, n > 2) musi byt bud 2 nebo 3, protoze r neobsahuje 11.
Predpokladejme prvni pfipad, pak r = 21 pro n&jaky fetézec v’ délky n — 1. Odvolame na indukéni predpoklad
(tady jsme potfebovali indukei silnou) a pravidlo (1c) a mame r odvozeno, pfipad r'31 se déla obdobné.

Vycerpali jsme vSechny moznosti, libovolny prvek délky n + 1 lze odvodit, tedy V' (n + 1) plati. Dtikaz je hotov.

Neékdy je ndm povoleno do pravidel v definici vkladat podminky. Neni to ale tak jednoduché, protoze pokud si
vezmeme slovo w, tak nemame nastroj, jak se zeptat na jeho posledni znak. D4 se to elegantné vyresit tak, ze
bereme v tivahu jen fetézce jistého typu, napiiklad 1w3 je fetézec, ktery zacina jednickou a konci trojkou, pod
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jménem w pak mame k dispozici jeho prostfedni ¢ast. Diky tomu je pak mozné vyjadiit induktivni podminky (1)
nasledovné:
(la) we M = w2 e M.
(Ib)we M = w3 e M.
(Ic) w2 e M = w2l € M.
(1d) w3 e M = w3l € M.
V nékterych piipadech je to vyrazné vyhodnéjsi, ale ne vzdy je nam toto povoleno aplikaci, kde induktivni
definici pouZivame.
A

Priklad 5b.i: Mégjme abecedu C' = {0, 1,2,3}. Zajima nis mnozina vSech fetézcii ze znaki z C, které neobsahuji
vic nul nez jednicek. Abychom ji vybudovali, zkusime vyjit z klasického postupu, tedy budujeme fetézce postupné,
tfeba pridavanim zprava. Ze zadani je jasné, ze znaky 1, 2 a 3 lze prilepovat bez omezeni, ale s pfilepovanim 0
je tfeba byt opatrny, musime zajistit, ze za kazdé pridani se piida i jednicka. Nelze to ovSsem udélat pridanim
dvojznaku 01, protoze odpovidajici jednicka muze byt v konecném slové klidné nékde jinde, za i pfed nulou.
Nabizi se moznost, ze budeme ptilepovat 0 na jeden konec a 1 na druhy konec dosavadniho fetézce, tedy dvé rizna
pravidla.

Tim ovSem narazime na dalsi problém, timto zptisobem nepiijde vyrobit tfeba 3120, protoze po prilepeni 1 zleva
a 0 zprava ke dvojce uz neumime pfilepovat zleva. Takze se to budeme muset naucit a pridat i pfilepovani znakt
1, 2, 3 zleva.

Jak bude vypadat zakladni krok? Za¢neme fetézci 1, 2 a 3 (fetézec 0 nevyhovuje pravidlim). Dochazime tak k
nasledujicim definicim.

(0a) 1 € M.

Ob)2e M

0c) 3 € M.

la)re M = rle M.

Ib)re M = r2¢€ M.

le)re M = r3e€ M.
= 1r0 e M.

e)reM = 1lre M.
f)yreM = 2re M.
g)reM = 3re M.
lh)yre M = 0rl e M.

Je to uz dobra definice? Ctenai ted m4 piilezitost si trochu pohrat a piemyslet, zda vSechny fetézce daného
typu, které jej napadnou, dokaze vytvorit pomoci pravidel vyse.

Ja jsem si docela dlouho myslel, Ze ano, ale pak mé napadl fetézec 0110, ktery evidentné pomoci danych pravidel
neuklohnime (zZadné z nich nema na krajich nuly).

Jediné rozumné vychodisko je néjak zaridit, abychom mohli pfidavat nulu a jednicku nékam doprostred fetézce.
To zni jako dobry népad, ale mé& problém, Ze kdyZ induktivni pravidlo zaéneme ,necht w € M*, tak to je
jeden objekt a my neumime sahnout do jeho stfedu. Budeme tedy rovnou muset zacit s jednotlivymi tseky, mezi
které chceme vsazovat, tedy tiemi fetézci. Jenze co kdyz nékdy budeme chtit pracovat jen se dvéma segmenty
(¢i jednim)? To hravé vyfe$ime zahrnutim prazdného Fetézce do nasi mnoziny, ¢imz si také elegantné zkratime
zékladni krok.

(0) A e M.
la)re M = rle M.
Ib)re M = r2e M.
Ie)yreM = r3e M.
1d) r,s,t € M = rlsOt € M.
(le) r,s,t € M = r0slt € M.

Maéame novou definici a starou otazku: D4 nam vSechny retézce zkoumaného typu? Tentokrate se to opravdu
povedlo a ukézeme si alespon ¢astecné, jak by se to dokazovalo.

1) Vzhledem k tomu, ze vzdy pfiddavame alespoii tolik jednicek co nul, zd4 se jasné, ze vytvorené fFetézce spliuji
zadani. Formalni dikaz se déla strukturalni indukci a pomuZe pifi ném, kdyZ si zavedeme dvé pomocné funkce:
fo(m) udava, kolik je v fetézci m nul, a fi(m) udava, kolik je v fetézci m jednicek. Uvazujme vlastnost W (m),
ktera fika, ze fo(m) < f1(m). Chceme ukéazat, ze W plati pro vSechny prvky m € M.

(0) Evidentné fo(A) =0 = f1(A), tedy W plati pro vSechny prvky ze zédkladnich pravidel.

(
(
(
(
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(1) Ted si vezméme néjaké induktivni pravidlo z definice M a predpokladejme, ze W plati pro vSechny prvky z
jeho predpokladu. Rozebereme si pripady:

a) Pokud je to pravidlo (1a), tak pfedpokladame platnost W (r), tedy ze fo(r) < fi(r). Protoze fo(rl) = fo(r) a
fi(rl) = fi(r) + 1, dostavame fo(rl) = fo(r) < fi(r) < fi(r) +1 = f1(rl). Takze W plati i pro zavér r1 pravidla
(1a).

b) Pokud je to pravidlo (1b), tak pfedpokladame, ze fo(r) < fi(r). Protoze fo(r2) = fo(r) a fi(r2) = fi(r),
dostavame fo(r2) = fo(r) < fi(r) = f1(r2). Takze W plati i pro zavér pravidla (1b). Podobné se to dokaze pripad
(1c).

c) Pokud je to pravidlo (1d), tak pfedpokladame platnost W pro r,s,t, tedy ze fo(r) < fi(r), fo(s) < fi(s) a
fo(t) < f1(t). Dostavame pak fo(r1s0t) = fo(r) + fo(s) + fo(t) +1 < f1(r) + fi(s) + f1(t) + 1 = f1(rls0t). Takze
W plati i pro zavér pravidla (1d). Podobné se to dokaze pro (1le).

Podle principu strukturalni indukce plati W pro vSechna m € M.

2) Ted bychom méli ukdzat opacnou inkluzi, tedy Ze kazdy Tfetézec nad C obsahujici alespon tolik jednicek,
kolik mé nul, lezi v nasi mnoziné M vytvotené pravidly (0) a (1). Jinymi slovy, pro dany objekt musime vytvorit
zpusob, kterym jej 1ze odvodit pomoci pravidel (0) a (1), pfi¢emz ale nevime, ktery konkrétni objekt mame, ¢imz
se situace evidentné dosti dramatizuje. TakZe tento smér byva obvykle dosti naro¢ny, zde to proto nedokazeme,
spis zkusime naznacit, kde je problém.

Obvykle se podobné tvrzeni dokazuji indukci, zde bychom pouZili silnou indukci na pocet nul ve vysledném
fetézci. Chtéli bychom dokazovat pro n € ng tvrzeni V(n), ze kazdy fetézec nad C, ktery obsahuje n nul a alespon
n jednicek, 1ze dostat pomoci pravidel (0) a (1).

(0) n = 0. Mé&jme Fetézec w, ktery neobsahuje nuly. Je tedy slozen ¢isté ze znaki 1,2,3. Protoze ndm pravidla (1)
dovoluji pravé tyto znaky zcela libovolné spojovat za sebe, bude mozné vytvorit i fetézec w. To je tfeba dokazat
a neni to prili§ obtizné, snadno se to udola indukci na délku w.

(1) Mé&jme n € Ny. Pfedpokladejme, Ze umime pomoci pravidel sestavit vsechny fetézce nad C, které obsahuji
0 az n nul a alespon stejné jedni¢ek. Musime ukazat, Ze umime sestavit i fetézce s n + 1 nulami a alespon n + 1
jednickami. Vezméme si tedy néjaky takovy fetézec w.

Zakladni myslenka je jasna, chceme vyuzit pravidlo (1) a pfejit k podfetézctim, které uz budou mit méné nul,
pro né pak vyuzit indukéni predpoklad. TakZe si v nasem Fetézci najdeme néjakou nulu a néjakou jednicku, tfeba
napravo od té nuly. Nase slovo pak lze napsat jako w = r0slt. Pokud bychom byli schopni aplikovat indukéni
predpoklad na ¢asti r, s, t, pak bychom védéli, ze je 1ze pomoci pravidel (0) a (1) vytvotit, dalsi pravidlo (1) uz
nam dava zkoumané slovo w.

Mame ale velky problém. ProtoZze w mélo n + 1 nul a my jsme pfi vytvareni r, s,t jednu nulu z w odebrali, je
jasné, ze vSechny tyto tfi ¢asti obsahuji nejvyse n nul. Neni ale zadny dtvod, pro¢ by kazda z téchto ¢asti méla
mit alespon tolik jednicek, kolik ma nul. Jednicky totiz mohly byt ve w rozlozeny v zasadé libovolné, takze se
klidné mohlo stat, ze po rozdéleni w na C¢asti se vSechny dostali do jedné z nich, zatimco jina ¢ast méa nuly, ale
jednicky uz na ni nezbyly, na takovou c¢ast pak ale nelze aplikovat indukéni predpoklad.

Klicem k tispéchu je tedy vyfesit tento problém déleni w na cCasti. Je tfeba ukazat, Ze lze w rozdélit tak, aby
zadné vysledna cast neméla méné jednicek nez nul. To je kombinatoricky problém, ktery neni trivialni, takze jim
nebudeme tuto kapitolu natahovat.

JAN

Kdyz mame mnozinu M definovanou indukci, tak se kazdy prvek z M vytvoril néjakym koneénym poctem pouziti
pravidel z (0) a (1), ik4 se tomu deriva¢ni postup a lze jej pékné znazornit derivaé¢nim stromem ¢i odvozovacim
stromem (anglicky parsing tree). Prvek je kofenem dole, podle indukénich pravidel (znac¢i se zkratkou vedle
hran) se postupné dojde k listim, tj. prvkam ze zékladnich pravidel (0). Pocet Grovni stromu (pfesnéji feceno
nejvétsi pocet kroki, ktery je ve stromu mozné jednim smérem udélat) je vyska stromu, takze prvky ze zakladnich
pravidel maji vysku 1 (nejprve je nic, jednim krokem dle pravidla (0) se pak dojde k dotyénému prvku). Ma to
ale maly zadrhel, mtze se totiz snadno stat, Ze se ke zkoumanému prvku dokézeme dostat pomoci pravidel z (0)
a (1) vice zpusoby.

Pro priklad se vratime k predchozi definici fetézct s alespon tolika jedni¢kami co nulami, najdeme si dva odvo-
zovaci stromy pro fetézec 1303312:
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(0)
(1c)

(0) (0) (1c)
033
(0) (1a)

) 331
(1b)
3312

Stat se to tedy snadno mtize. Protoze jsou ale vysky vSech stromt alespon jedna, da se hledat nejnizsi mozny
z nich. Definujeme vysku prvku jako nejmensi moZnou vysku odvozovaciho stromu pro dotyény prvek. Tim se
ale zase poné€kud zkomplikuje praktické uréovani vysky prvku. Nahofe mame dva odvozovaci stromy pro 1303312,
mensi z nich ma vysku 4, ale to jesté neznamenad, ze prvek 1303312 mé vysku 4. Museli bychom dokazat, ze
neexistuje zadny nizsi strom pro 1303312 (coZ je mimochodem pravda).

Posledni priklad ukazal, ze strukturalni definovani mnozin nemusi byt zase tak snadné. Nékdy dokonce staci jen
maléd modifikace zadani a mame problém, pro ukézku se vratime k ndmétu prikladu 5b.h.

Priklad 5b.j: V tomto pfikladé se pokusime definovat mnozinu vSech fetézcti ze symbola C' = {1,2, 3}, které
neobsahuji ¢islo 13. To vypadéa obdobné jako ptriklad 5b.h, proto pouzijeme stejnou myslenku a budeme postupné
pridavét éislice zezadu (zprava) s tim, Ze beztrestné muZzeme pfidavat jen 1 a 2, protoze pak nehrozi nebezpeci
vzniku 13. S trojkou musime byt opatrnéjsi, tu mizeme pridat jen za 2 nebo 3. Pro zacatek si ukazeme, jak muize
vypadat definice, pokud je ndm povoleno pouzit podminky.

(0a) A € M.
(0b) 3 € M.
(la) we M = wle M.
(Ib)we M = w2e M.
(Ic) w2 e M = w23 € M.
(1d) w3 e M = w33 € M.

Da se dokazat, ze tato definice déla to, co po ni chceme.

Ne vzdy je ovSem toto mozné, takze mnohem zajimavéjsi je vytvaret definice bez podminek. Problémem je
pridavani trojky. V prikladé 5b.h jsme toto fesili tak, ze jsme pridavali dvojznaky, coz by naznacovalo nasledujici
definici.

(0a) A € M.
(Ob) 3 € M.
)
)

la
1b
1lc
1

(la)we M = wle M.
(Ib)we M = w2e M.
(Ie)we M = w23 € M.

Pro¢ jsme nezahrnuli pravidlo w € M = w33 € M? Protoze pokud by fetézec W kon¢il jednickou (coz
miize), tak by vzniklo 133 a mame tfindctku. Tim ovSem vznikl zdsadni problém, protoze fetézec 233 je dozajista
korektni, ale nasimi pravidly jej vytvorit nejde. Pro¢ tedy neptidat pravidlo?

(Id) we M = w233 € M.
To je sice p€kné, ale zase neumime vytvorit 2333. P¥idanim
(le) we M = w2332 M

zase nevyTresime problém fetézce 23333 atd., potfebovali bychom nekoneéné mnoho pravidel.

Tudy tedy cesticka nevede. Pomohlo by, pokud bychom povolili pfidavani i zleva?

(0a) A € M.
)3 e M.
JweM = wle M.
JweM = w2e M.
c)weM = w23 M.
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(ld)we M = 2we M.
(le)we M = 3we M.
(Iff)we M = 12we M.
Ted uz libovolny fetézec typu 23333 vytvofime, nejprve opakovanim (le) dodame ty trojky a pak zakonéime
pomoci (1f). Ale pofdd neumime Fetézec 11233.
Pfiznam se, ze se mi nepodafilo vymyslet rozumné kratky soubor axiomt bez podminek pro fetézce bez 13.
Takze strukturalni definice je nastroj mocny, ale obcéas pfekvapivé obtizny na pouziti.

A

Priklad 5b.k: Dokonce ani u nékterych ,,péknych“ mnozin neni jasné, jak je efektivné definovat indukci. Ty-
pickym prikladem jsou cela ¢isla. Kdyz se nechame inspirovat Peanovym pohledem na ¢isla prirozend, dostaneme
toto:

(0) 0 € Z.

(layneZ = n+1€Z.

(Ibyn€eZ = n—1€LZ.

To samoziejmé funguje, ale ma to jednu nevyhodu, kazdé ¢islo je definované mnohokrat, dokonce nekonecéné
mnohokrat. Napiiklad abychom odvodili éislo 13 z nuly, tak nejprve zopakujeme pravidlo (1a) tfeba milionkrat
a pak dame pravidlo (1b) milion minus 13 krat. Je to tedy velice plytvava definice. Mimochodem, jde docela
zajimavé smrsknout:

(0a) 0 € Z.
(Ob) 1 € Z.
(I)mneZ = m-—necZ.
Potad ale straslivé plytvame. Jde to lépe? Ano, pokud si dovolime logiku.
(0) 0 € Z.
(layn€ZAn>0 = n+1€Z.
(layneZAn>0 = —necZ.

Ted uz viibec neplytvame, ale takovéto podminky se zase obtizné vyjadiuji nékterymi z pouzivanych formalism1,
takze bychom se jim méli spi§ vyhybat. Nékdy to prosté idealné nejde.

A

Ukazeme si jesté dva priklady, kde budeme mit nékolik prilezitosti si indukci vyzkouset.

Priklad 5b.1 (delsi pro pokrocilé, ale pouény): Dokazeme, ze kazdé symetrické ¢islo se sudym poctem ¢islic je
délitelné 11.

Moznych pristupa je vice, tady to zkusime pfes strukturalni indukci. Nejprve takova ¢isla nadefinujeme. Aby
se nam to lépe délalo, oznac¢me si C = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Zajimaji nas cisla jako 340043, 10377301 ¢i 1331.
Takovéa ¢isla budeme jisté vytvafet soubéznym pridavanim zleva i zprava.

Aby se nam pravidla lépe pilovala, budeme se zatim divat na ¢isla jako na fetézce cifer. Po troSe premysleni
¢tenafe jisté napadlo, ze pridavani je tfeba délat opatrné, problémem je nula. Kdyz tieba k 33 pfiddme nulu na
obé strany, dostaneme 330, coz uz neni symetrické ¢islo. Cisla s nulami ale jsou, problém vyfesime tak, ze kdyz
pridavame nulu, tak povinné pifidame i néco jiného.

Cim za¢neme? Nemfizeme zacit prazdnym Fetézcem (neni to ¢islo), takze v zdkladnim kroku budeme muset
nastrkat do M vSechny mozné dvojicky cifer z c. To ale nestaci, jak udélame ¢islo 20027 Nelze dat jako zakladni
¢islo 00 a pak ptripadné pfidat 2 na oba konce, protoze to 00 je vlastné 0. Musime tedy v zdkladnim kroku dodat
i ¢isla typu 2002.

(0a) ce C = cce M.

(0b) c€ C = c00c € M.

(la)y)re MAce C = crce M.
(Ibyre MAceC = c0r0c € M.

Tato definice je spravna a zaroven efektivni, kdyz dostaneme symetrické ¢islo se sudym poctem ¢islic, tak jej lze
coby fetézec vyrobit jedinym zpiisobem pomoci nasich pravidel.

Abychom s tim ted mohli pracovat matematicky (chce se po néas délitelnost), musime ty operace s fetézci
(spojovani neboli konkatenace) pfepsat do Feci ¢isel, coz znamend, Ze si budeme hrat se zapisem ¢isla v desitkové
soustaveé. Naptiklad chceme-li k ¢islu r ,prilepit na konec ,38¢, tak si nejprve musime na konci udélat na ty
znaky misto a ,,700“ dostaneme v Teci ¢isel jako 100 -r. Znaky pak dolepime pfi¢tenim: 100-r+3-10+ 8. Podobné
triky ted pouZijeme k piepisu pravidel vyse, ¢imz dostaneme opravdu mnozinu éisel, ne fetézcti. Oznacdime ji proto
jinak, tfeba S, a prvky z C' a 0 ted bereme jako ¢isla.

(0a) ce C = 10c+ceS.
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(0b) c€ C = 1000c+c € S.

(1a) Jestlize s = > 5;,10° € S, kde s,,, # 0, a c € C, pak ¢- 10™2 + 3" 5,10t + ¢ = 10 2c + 10s +c € S.
i=0 i=0

(1b) Jestlize s = >_ s5;10° € S, kde s,, # 0, a ¢ € C, pak 10mT4c +100s +c € S.
i=0

Nejprve si dokdzeme ze opravdu vysledna ¢isla maji sudy pocet cifer. Pouzijeme strukturalni indukci.
(0) To je jasné, pro ¢ € C jsou 10c + ¢ dvoucifernd a 1000c + ¢ ¢tyfciferna.

m )
(la) M&-1i s sudy pocet cifer, pak s = > s;10°, s,,, # 0 a m je liché (rozmyslete si to). Pak je ale i m + 2 liché a
i=0
proto ma 10™%2¢ + 10s + ¢ sudy pocet cifer.

Dtikaz pro (1b) je obdobny.

Vime tedy, ze kdyz si vezmeme né&jaké s = >_ 5;,10° € S, kde s,,, # 0, tak je m liché.
i=0
Ted uz strukturalni indukci dokdzeme to hlavni: Pro kazdé s € S plati, ze je délitelné 11.
0) Nejprve to dokdzeme pro prvky ze zékladnich kroki.
0a) Necht ¢ € C. Pak 10c + ¢ = 11¢, tedy ¢islo délitelné 11.
Ob) Necht ¢ € C. Pak 1000c 4+ ¢ = 1001c = 11 - 91¢, tedy ¢islo délitelné 11.

1) Ted probereme induktivni pravidla.

(
(
(
(

m .
(la) Necht s € S a predpokladejme, Ze je délitelné 11, tedy s = 11k. Vime, Ze kdyz si zapiSeme s = > ;10" € S,
i=0
kde s, # 0, tak je m liché, m = 2n—1. Pak pro ¢ € C je 10™+2¢c+10s+c = 10-(11k)+ (10> 1 +1)c. V pitkladé 5a.b
jsme dokézali, Ze ¢isla typu 10*"+1 4 1 jsou také délitelna 11, tedy 10™2¢c + 10s + ¢ = 11 - (10k) + 111 - ¢ = 11a, i

nové cislo je délitelné 11.

(1b) Necht s € S a predpoklddejme, Ze s = 11k pro k € Z. Podobné jako v (1a) zapiseme s = > ;10" € S, kde
i=0
m = 2n — 1, a pro ¢ € C mame 10™*%c 4 100s + ¢ = 11 - (10k) + (102 D+1 4 1)c = 11b, zase je i nové ¢slo
délitelné 11.
Dtikaz je hotov.

tento dikaz nebyl nejefektivnéjsi, ale pékné ukazal rizné aspekty prace s fetézci i Cisly a strukturalni indukci v
akci.

A

Priklad 5b.m: UvaZzujme Sachovnici ,nekoneénou smérem nahoru a doprava‘“, jejiz policka jsme si zakddovali
pomoci dvojic (i, j) pro i,7 € N, kde i ukazuje vodorovné doprava (tedy udava ¢islo sloupce) a j ukazuje nahoru.
Na levé dolni rohové policko, tedy na soufadnici (1,1), polozime Sachového koné. To je figurka s nejzajimavéjSim
pohybem, jsou ji totiZ povoleny jen tahy ve tvaru L. Presné feceno, tah koné se sklada z poskoku o dvé pole v
néjakém vodorovném ¢i svislém sméru, nasledovaného poskokem o jedno pole do pravého tihlu.

Tvrdime, Ze se kiin pomoci téchto taht dostane na zcela libovolné pole na nasi Sachovnici.

Evidentné je to tloha, kterou bychom radi fesili matematickou indukci. Problémem ale je, Zze Sachovnice je
dvourozmérna. S tim se da vyrovnat nékolika zptsoby, ukdzeme si ¢tyti.

1) Jedna moznost je si situaci zjednodusit tim, Ze si pohyb v rdmci Sachovnice rozlozime do dvou smért, takze
kdyz chceme nékam dojit, tak nejdiiv jdeme pofad napravo, dokud nebudeme ve spravném sloupci, a pak ptijdeme
nahoru na cilové pole. Pohyb napravo uz ma jen jeden parametr, stejné tak jako pohyb nahoru, takZze tam by méla
indukce pomoci.

Zkusime nejprve indukci slabou, ktera se odvolava jen na piedchozi situaci. Abychom uspéli, musime vymyslet,
jestli se d&4 nékam dostat za predpokladu, Ze uz jsme o polic¢ko vedle (to je ten rekurzivni zpisob mysleni). Umite
se néjak koném dostat o jedno pole doprava, popfipadé nahoru? Rozmyslete si to, ja uz to umim, a tak vim, ze
indukce projde.

la) Nejprve dokazeme, Ze se z pocatku (1,1) dokdzeme dostat libovolné daleko doprava. Formalné:

Pro ¢ € N dokazujeme V'(7): ktn se umi dostat z pole (1,1) na pole (4, 1).
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Udélame to matematickou indukci.

(0) i = 1: Na poli (1,1) uz ki je, takze se tam uréité umi dostat.

(1) Necht i € N a predpokladejme, Ze se kun umi dostat z (1, 1) na pole (7, 1).
Chceme ukazat, ze se dostane i na pole (i + 1,1). To se provede nasledujicimi

tfemi tahy: 3 — 1
tah 1: (4,1) — (i 4+ 1, 3), 2 . '
tah 2: (i +1,3) — (i +3,2), 1 TV

tah 3: (1 +3,2) — (i +1,1). Takze V(1) plati.
Dukaz V(i) je hotov.

1b) Ted bychom se potiebovali zase posunout nahoru a ¢tenaf by mél mit pocit, ze je to vlastné stejny problém,
¢ili dtikaz by mél byt stejny. Je tomu tak, az na jednu malickost, ted uz totiz nestac¢i dokazovat cestu vzhiiru jen
pro prvni sloupec, ale diikaz musi cestovani nahoru potvrdit pro sloupec libovolny, z mista (m, 1), kam jsme dosli
v prvni fazi.

1 1+l

Necht m € N je pevné zvolené ¢islo (parametr). Pro j € N dokazujeme W,,(7): kil se umi dostat z pole (m, 1)
na pole (m, j).

Udélame to matematickou indukeci.

(0) j = 1: Na poli (m,1) uz kun je, takze se tam umi dostat.

(1) Necht j € N a pfedpokladejme, Ze se kun umi dostat z (m, 1) na pole
(m, 7). Chceme ukazat, ze se dostane i na pole (m,j + 1). To se provede nasle-
dujicimi tfemi tahy:

tah 1: (m,j) — (m+2,j+1), G+ -

tah 2: (m+2,7+1)— (m+1,5+3), j o

tah 3: (m+1,7+3) +— (m,j+1). Takze V(1) plati.
Dukaz W,,(j) je hotov.

m

Ted to ddme dohromady. M&-1i se kil dostat na pole (m, n), pak se pomoci vlastnosti V(m) nejprve dostane na
pole (m, 1) a pak pomoci vlastosti W, (n) na pole (m,n). Hotovo.

Vsimnéte si jedné podstatné véci. Aby byl dikaz uplny, tak je tfeba ddvat pozor na to, Ze na ony tii tahy mame
vzdy na Sachovnici misto. To je pravda, protoze k presunu vyuZivame sméry doprava a nahoru, kde je Ssachovnice
neomezend. Jesté se k tomu vratime v poznamce na konci piikladu.

2) Nékdy je mozné se na vicerozmeérnou situaci podivat z jiného thlu
pohledu tak, ze uz se da popsat jednim parametrem. V tomto pfipadé k tomu
dojde, pokud se divame na pohyb po Sachovnici vzhledem k diagonalam. o
Kazda diagonala ma své cislo. DokaZzeme se dostat na libovolnou danou i+j=6—
diagonalu, pokud predpoklddame, Ze uz jsme na diagonéle, ktera je o jedno i+j=5—
bliz k poc¢atku? Ano, staci se posunout o jedno pole doprava ¢i nahoru a to 1+ =4—
uz jsme zvladli. Udé€lejme to poradné. i+j=3-
To, na jaké diagonéle stojime, kdyZ jsme na poli (i,7), se pozna podle
hodnoty sou¢tu i + j (viz obrazek). Tento parametr n = i + j pouzijeme
v nasi indukci. Nejmensi mozné hodnota je 1 +1 = 2. Budeme tedy pro
n > 2 dokazovat tvrzeni V' (n): Dokdzeme se koném dostat z pole (1,1) na
libovolné pole (i, j) spliujici ¢ + j = n.

it j =2

(0) Necht n = 2. Jsme v bodé (1,1), mame se dostat na bod (4, 7) spliiujici i + j = 2, takovy bod je jediny, (1,1),
a tam uz jsme.

(1) Necht n > 2. Pfedpokladame platnost V'(n), tedy Ze se umime dostat z bodu (1,1) do libovolného bodu
(u,v) splijiciho u + v = n. Potfebujeme dokazat V(n + 1), tedy Ze se z bodu (1,1) dostaneme i do libovolného
bodu (4, j) spliujictho i + j = n + 1.

Vezmémez si tedy néjaky takovy bod (7, 7). Jestlize i > 1, tak nejsme na levém kraji a mizeme se podivat na
bod (i — 1,7) o jedno doleva. Ten spliuje (i — 1)+ j = (i+j) —1=n+1—1 = n (je na pfedchozi diagonale),
tudiz se tam podle indukéniho predpokladu umime dostat. Zbyva posun o jedno policko doprava, coz uz tfemi
tahy dokézeme, viz pfedchozi ditkaz. Tento pripad je tedy hotov.

Jestlize j > 1, tak nejsme na dolnim okraji a miZzeme se podivat na bod (i,7 — 1) o jedno nize. Ten splituje
i+(j—1)=(+j)—1=n+1-1=n, tudiz se tam podle indukéniho pfedpokladu umime dostat. Zbyva tedy
posun o jedno policko nahoru, coz uz také tifemi tahy dokaZeme, viz pfedchozi diikaz. Tento pfipad je tedy také
hotov. Vsimnéte si, Ze pokud ndhodou nejsme na néjakém kraji, tak jsou splnény ob€ podminky, tudiz méame na
vybér, ktery zptisob si vybereme. To neni nikterak na zavadu, hlavni je, aby alespon jeden zptsob fungoval.
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Vycéerpali jsme tim vSechny moznosti? Mame n > 2, takze vlastné uvazujeme body (i, j) spliujici i+j = n+1 > 3,
takze alespon jedno z i,j musi byt vétsi nez 1. Jinymi slovy, témito dvéma moznostmi jsme pokryli moznosti
vSechny a dikaz je hotov.

3) Predchozi dikaz lze v jednom bodé zjednodusit. VSimneme si, Ze pokud jde kun tahem od dvé pole doli a
doprava, tak se ocitnul na diagonale s o jedno mensim ¢islem. K pfechodu mezi diagonalami v predchozim dikazu
tudiz viibec nemusime pouzivat trojskok, ale staci jeden zdkladni tah koném. M4 to ale drobny zadrhel, ne vzdy
na néj musi byt dost mista. MiZe se stat, ze se nedokdzeme vratit o diagonalu zpét? Ano, pokud neméme ani dvé
fady smérem doli, ani dvé fady smérem doleva. Jinymi slovy, problémova jsou pole o soufadnicich (2,1), (2,2) a
(1,2). Pokud bychom tedy chtéli dikaz 2) upravit na zakladni tah koné, musel by vypadat takto:

(0) V zakladnim kroku bychom ukéazali, ze se 1ze z (1,1) dostat na pole (i,7) se sou¢tem i + j rovaym 2, 3 a 4,
to se prosté jen najdou konkrétni tahy pro tato pole.

(1) V indukénim kroku bychom uvazovali n > 4. Mame koné na vychozim poli (i, 7) spliujicim i + j = n + 1,
tedy 7 + j je nejméné 5. Proto ur¢ité ¢ > 3 nebo j > 3. V prvnim piipadé uvazujeme pole (i — 2,5 + 1). To je na
diagonadle ¢islo (i — 2) + (j + 1) = n, proto se na néj dle indukéniho predpokladu dostaneme, jeden tah koné nas
pak doveze na (i,j). V druhém pfipadé pouzijeme pole (i + 1,j — 2).

4) Dalsi zajimavou moznosti je pouzit strukturalni indukci. Nejprve si musime zadefinovat mnozinu M = N x N
pomoci indukénich pravidel, pak se indukci se stejnou strukturou dokaze vlastnost V' (4, j): 1ze dojet koném z (1, 1)

na (,j).
Jednou z moznosti, jak definovat N x N, je tato:
(0) (1,1) e M.

(la) Jestlize (i,1) € M, tak (1 +1,1) € M.
(1b) Jestlize (i,7) € M, tak (i,j +1) € M.
Rozmyslete si, Ze témito pravidly dostanete libovolnou dvojici (i,7) € N x N. Princip strukturalni indukce pak
dovoluje dikaz vlastnosti V' provést nasledujicimi kroky:
(0) Plati V'(1,1).
(1a) Jestlize plati V'(i,1), pak plati V(i + 1,1).
(1b) Jestlize plati V (4, 5), pak plati V(i,7 + 1).
Zajimavou shodou okolnosti jsme pfesné tato tvrzeni dokézali v Feseni 1), takZe i onen diikaz §lo prezentovat
jako strukturalni indukci.
Jsou i jiné moznosti, jak zavést N2. Jak piiklad uvedeme nasledujici definici.
(0) (1,1) e M.
(1) Jestlize (m,n) € M, tak (m+1,n) € M a (m,n+1) € M.
Strukturdlni indukce pak vede na feSeni, které odpovida dikazim z 2) a 3).

A

Poznamka: Mame nékolik dikazi pro Sachovnici nekonefnou, zajimava otazka je, zda se s koném dokaZeme
dostat na libovolné pole Sachovnice konec¢né. Kritickym faktorem bude, zda mame dost mista na tahy nutné k
provedeni kroku indukce. Podivame se na prvni dikaz. Pokud se chceme posunout o jedno pole doprava, pak nase
tTi tahy vyzaduji alesponl dvé fady navic smérem nahoru a jeden sloupec navic smérem doprava. Pokud neni misto
vpravo, tak mame moznost jit v druhém tahu doleva, zase budeme potiebovat jeden sloupec navic. Podobné k
posunu nahoru potrebujeme alespon dva sloupce nalevo ¢i napravo a jednu fadu navic nad ¢i pod.

Po kratsi uvaze lze dojit k zavéru, ze dikaz indukci bude fungovat vzdy, kdyZz méa Sachovnice alespon 4 rady a
sloupce.

Zbyvaji pripady Sachovnic 1 x 1, 2 x 2 a 3 x 3, které jiZz snadno prozkouméame kratsi praci s tuzkou a papirem.
Zjistime, ze pfipad n = 1 je trividlni a v pfipadech n = 2 a n = 3 se nedokadzeme dostat na pole (2,2). Nakonec
tedy mame uplnou informaci, vime, Ze u vSech velikosti Sachovnic (v€etné nekoneéné) s vyjimkou 2 x 2 a 3 x 3 se
kian dokaze dostat kamkoliv.

A

Vyklad indukce ted zakonéime slibenym dtikazem ekivalence principt.

Véta 5b.3.
Platnost principu strukturalni indukce je ekvivalentni platnosti principu matematické indukce.

Dukaz (drsny): 1) Nejprve ukazeme, ze slaby princip indukce plyne ze strukturalni indukce.
Uvazujme tedy néjakou vlastnost V(n) celych ¢isel, kterd ma smysl pro n > ng a spliiuje tyto podminky:
(s0) V(no) plati.
(s1) Pro vSechna n > ng plati implikace: V'(n) plati = V(n + 1) plati.

5b.3, 5b.m 30 5b.3, 5b.m
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Ukéazeme, ze kdyz predpokladame platnost strukturalni indukce, tak V' plati pro vSechna n > ng. Uvazujme

mnozinu M definovanou predpisy
(O) ng € M.
(I)neM = n+1eM.

Pak M C Z, proto ma V smysl pro prvky M. Predpoklad (s0) ukazuje, ze V' je splnéna pro vsechny prvky
ze zakladniho pravidla (0). Predpoklad (s1) ukazuje, ze kdyz je V splnéna pro néjaky prvek z pfedpokladu
induktivniho pravidla (1), pak je splnéna i pro prvek z jeho zavéru. V tedy spliiuje predpoklady principu
strukturalni indukce, proto podle néj V' plati pro vSechny prvky M, pfi¢emz evidentné M = {n € Z; n > ng}.
Proto V(n) plati pro vSechna n > ng.

2) Ted ukézeme, Ze princip strukturalni indukce plyne ze silného principu matematické indukce. Uvazujme
tedy néjakou mnozinu M danou zdkladnimi pravidly (0¢) a induktivnimi pravidly (15). Uvazujme také vlastnost
V' definovanou na M a splnujici predpoklady strukturdlni indukce:

(s0) V plati pro vSechny prvky zdkladnich kroki.

(slj) Jestlize je V splnéna pro vSechny prvky z predpokladu j-tého pravidla, pak plati i pro prvek z jeho
ZAveru.

Ukazeme pomoci silného principu indukce, ze V pak musi platit pro vSechny prvky z M. Definujme proto
novou vlastnost W (n) na N takto: W (n) plati, jestlize je V splnéno pro vSechny prvky M s vyskou n.

Tvrdime, ze tato vlastnost W spliuje piredpoklady silného principu matematické indukce.

(S0): Necht n = 1. W(1) plati, pokud je V splnéno pro vSechny prvky M vysky jedna, tedy prvky ze zékladnich
pravidel. To ale plati dle (s0).

(S1): Predpokladejme, ze plati W (1) az W (n). To znamena, ze V plati pro vSechny prvky mnoziny M, jejichz
vyska je nejvyse n.

Plati W(n + 1)? Mame ukazat, ze V plati pro vSechny prvky mnoziny M vysky n + 1. Vezméme tedy jeden
takovy prvek m. Protoze je to prvek z M a mé vysku n + 1 > 1, tak se v .M ocitnul na zadkladé néjakého
induktivniho pravidla. Vezméme si tedy jeho derivacni strom, ktery dava vysku n + 1, a vidime, ze m vzniklo
pouzitim néjakého induktivniho pravidla (1j). Toto pravidlo ma ve svém piedpokladu néjaké prvky m; € M,
které se v nasem deriva¢nim stromé pro m objevi o troven vys. Maji proto deriva¢ni strom, jehoz vyska je urcité
mensi nez vyska pro m, tedy vSechny m; maji vysku nejvyse n. Podle indukéniho pfedpokladu pro né V' plati,
a proto podle predpokladu (s1j) strukturdlni indukce musi V' platit i pro prvek m, pfesné jak jsme potfebovali.

W(n+1) tedy plati. Ukézali jsme, ze W spliuje (S0) i (S1), proto podle silného principu matematické indukce
W (n) plati pro vSechna n, tedy V plati pro vSechny prvky M.

L]

Cviceni
i 5b.1 (rutinni): Najdéte f(1), f(2), f(3), f(4) pro f definované indukci jako
(1) f(n+1) = f(n)+ 2 pro n € Ny;
, (1) f(n+1) =3f(n) pron € Ny;
0) f(0)=1, (1) f(n+1)=f(n)*+ f(n) + 1 pro n € No;
) f 1 (1) f(n+1) =2/ pro n € N,.
i 5b.2 (rutinni): Najdéte f(2), f(3), f(4) pro f definované indukei jako
0 )

) =1 f(1) = -2, (1) f(n+1) = f(n—1)*f(n) pron € N;
) (0) f(0) =1, f(1) = =2, (1) f(n+1) = f(n—1) =2f(n) pron € §;

it) (0) f(0) =1, f() = -2, (1) fln+1) ==V pron e N,

Cvi€eni 5b.3 (rutinni, zkouskové): Uvazujte funkce definované induktivné nasledujicimi vzorci. Pro kazdou z
nich spoditejte nékolik hodnot a zkuste odhadnout, jakym vzorcem je f(n) dano. Pak dokazte, Ze je to spravné.

(1) (0) f(0) =0, (1) f(n+1)=2f(n) pro n € No;

ii) (0) f(1) =0, (1) fln+1)=f(n)+1pron €N;

i) 00 = 1 (1) ftn D) =Sl g pron e T

0 0T =170)=% f(n+1)—2f( )= f(n—1)prom e N, n > 2

WO I =1, 1@ =1, f® =1, () fn+ 1) = F(n)+ fln—1) — F(n—2) proneN,n >3
O 0 =17 =078 =1 () Sl D= [0 fln 1) —fln2) prom e Nonz 5
vil) (0) F0) =1, 1) =3, () fn+1)={ 3 mellicé

9f(n—1), n € N sudé;
) =1, f(2) =2, (1) f(n+1)=2f(n—1)prone N, n> 2
) =2, (1) f(n)=2f(n—3) pron e N, n > 3.

~—
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Cviceni 5b.4 (rutinni, zkouskové): Uvazujte funkce definované induktivné nasledujicimi vzorci. Pro kazdou z
nich dokazte zadanou (ne)rovnost.

(i) (0) f(1) =1, f(2) =2, (1) f(n+1)= f(n)+n f(n—1) pron > 2; nerovnost f(n) < nl;
(ii) (0) f(1) =1, f(2) =2, (1) f(n+1) = 5 f(n) + f(n — 1) pro n > 2; nerovnost f(n) < n?;
(iii) (0) f(1) =1, f(2) =2, (1) f(n+1)=nf(n)+nf(n—1) pron > 2; rovnost f(n) =nl;
(iv) (0) f(1) =2, f(2) =3, (1) f(n+1) =n f(n) +n%f(n — 1) pro n > 2; nerovnost f(n) > n!.
Cviceni 5b.5 (rutinni, poucné): Uvazujme posloupnost danou predpisem
0) Fy=F, = 1.
(1) Foy1 =F,+ F,,_1 pron > 2.
(Je to tzv. Fibonnaciho posloupnost, viz piiklad 9a.c.)
a) Odhadnéte, kterd F;, jsou liché, a dokazte to.
b) Dokazte nasledujici vztahy:
() FE+F2+- -+ F?=F,F,,1 pron€N; (V) Fy —Fy+ - 4 Fyp g — Fyy, =1—Fy,_ 1 pron e€N;
(11) Fi+F3+ .-+ Fy, 1 =F5, pron € N; (Vl) F.F, + }’Zk—&—an—&—l = Fn+k+1 pro n,k € N;
(iii) Fop1F_1 — F?=(=1)" pron € N; (vii) <1 1) = <F"+1 Fn) pron € N.
10 F, 0

(IV) F1F2 4+ -+ an_lFQn = F22n pron € N,

Cviceni 5b.6 (poucné, zkouskové): Definujte mnozinu v8ech bindrnich slov, ktera:
(i) neobsahuji vice nul jdoucich po sobé;
(ii) kon¢i nulou;

(iii) nekon¢i nulou;

(iv) obsahuji nékde v sobé kombinaci 101.

Cviceni 5b.7 (poucné, zkouskové): Definujte mnozinu vsech slov nad abecedou C = {1, 2, 3,4}, ktera:

(i) neobsahuji vice trojek jdoucich po sobé;

(ii) zacinaji dvojkou;

(iii) nekonéi jednickou;

(iv) obsahuji stejny pocet sudych a lichych ¢islic.

Cviceni 5b.8 (pouc¢né): Napiste néjakou rekurzivni definici spravnych mnozinovych vyrazu slozenych z velkych
pismen, N, U, —,  a zévorek.

Cviceni 5b.9 (pouc¢né, zkouskové): Napiste néjakou rekurzivni definici mnoziny M vsech slov nad anglickou
abecedou C' (26 malych pismen), které jsou palindromy, tj. ¢tou se stejné zleva doprava a zprava doleva.

Cviceni 5b.10 (poucné): Napiste néjakou rekurzivni definici mnoziny vSech polynomu s realnymi koeficienty.
Napovéda: Indukce miize zvysSovat stupen.

Cviceni 5b.11 (poucné, dobré): Napiste rekurzivni definice téchto mnozin:
(i) M ={(a,b) € NxN; a+ b liché};

(ii) M = {(a,b) e Nx N; a|b};

(iii) M = {(a,b) € N x N; a nebo b liché}.

Dokazte, ze vaSe definice jsou spravné.

Cviceni 5b.12 (poucné, dobré): Uvazujte mnozinu M neprazdnych Fetézcti nad {a,b,c} zadanou pravidly
(0) aa € M.
(layre M = raa € M.
(1A)re M = ara € M.
(Ibyre M = rbe M.
(Ie)yre M = rce M.
(IB)re M = bre M.
(1C)re M = cre M.
Dokazte, ze kazdy fetézec z M obsahuje sudy pocet znakt a.
Navod: Uvazujte funkci f(r) na M udavajici pocet znakl a v fetézci r.

Cviceni 5b.13 (poucné, zkouskové): Uvazujte mnozinu ¢isel M definovanou induktivné takto:
(s0) 23 € M.
(sl)ymeM = 13-me M.

Dokazte, ze M = {n € N; 3k € No: n = 23 -13*} = {23 - 13*, k € Ny}.
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Cviceni 5b.14 (poucné): Pouzijte strukturdlni indukei k dukazu, ze ¢isla zadanéd
(0) a(0,0) = 0;
(1a) a(m +1,0) = a(m,0) + 1 pro m € Ny;
(1b) a(m,n + 1) = a(m,n) + 1 pro m,n € Ny

splnuji a(m,n) = m +n pro m,n € Ny.

Cvi€eni 5b.15 (pou¢né): Pouzijte strukturalni indukei k dtikazu, Ze ¢isla zadana
(0) a(1,1) = 5;
(1a) a(m+1,1) = a(m,1) + 2 pro m € N;
(1b) a(m,n + 1) = a(m,n) + 2 pro m,n € N

spliuji a(m,n) = 2(m +n) + 1 pro m,n € N.

Reseni:

5b.1: (1): f(1) = f(0) +2 =3, f(2) = fF()+2=5, f(3) =7, f(4) = 9; (ii): f(1) = 3f(0) =3, f(2) =3f(1) =9,
F(3) =27, f(4) = 81; (iii): f(1) = f(0)* + f(0) + 1 =3, f(2) = f(1)* + f(1) + 1 =13, f(3) = 183, f(4) = 33673;
(iv): f(1) = 2O =2, f(2) = 21 =4, £(3) = 16, f(4) = 65536.

5b.2: (i): £(2) = F02(1) = ~2, 1(3) = F(D?F(2) = —8, f(4) = —32; (ii): (2) = [(0) — 2/(1) = 5, f(3) =
F(1) = 2£(2) = —12, F(4) = 295 (i) £(2) = 490 = 1, $(3) = LB — 4, f(4) = 1

5b.3: (i): f(n) = 0. Slaby princip. (0) n = 0 funguje. (1) Nechf n € Ny. Pfedpoklddejme, Ze f(n) = 0. Pak
f(n+1)=2f(n) =0, souhlasi pro n + 1.

(ii): f(n) = n — 1. Slaby princip. (0) n = 1 funguje. (1) Necht n € N. Predpokladejme, ze f(n) = n — 1. Pak
fn+1)=f(n)+1=n—-1+1=(n+1)—1, souhlasi pro n + 1.

(iii): f(n) = 1. Slaby princip. (0) n = 1 funguje. (1) Nechf n € N. Pfedpoklddejme, Ze f(n) = 1. Pak f(n+1) =
f(n)niJrl = % = n}rl, souhlasi pro n + 1.

(iv): f(n) = n. Modifikovany princip. (0) n = 1 a n = 2 funguje. (1) Necht n € N. Pfedpokladejme, ze f(k) =
pro k=n—1,n. Pak f(n+1) =2f(n) — f(n—1) = 2n — (n — 1) = n+ 1, souhlasi pro n + 1.

(v): f(n) = 1. Modifikovany princip. (0) n = 1, n = 2 a n = 3 funguje. (1) Necht n € N. Predpokladejme, Ze
f(k)=1prok=n—-2n—1,n. Pak f(n+1)=f(n)+ f(n—1)— f(n—2)=1+1—1=1, souhlasi pro n + 1.
1, n liché;

(vi): f(n) = { . Modifikovany princip: (0) Pro n = 1,2, 3 to funguje.
0, n sudé.
, ' 1, k liché;
(1) Necht n € N, n > 3. Pfredpokladejme, ze f(k) = Cprok=n—2n-—1n.
0, Kk sudé

a) Je-li n sudé, pak n—2 je sudé, zato n—1 a n+1 jsou liché. Pak f(n+1) = f(n)+f(n—1)—f(n—2) =0+1-0=1,
souhlasi pro liché n + 1.

b) Je-li n liché, pak n—2 je liché, zato n—1 a n+1 jsou sudé. Pak f(n+1) = f(n)+f(n—1)—f(n—2) = 1+0—1 =0,
souhlasi pro sudé n + 1.

Alternativa: f(n) = 3(1 — (—1)"), pak lze piimo, z indukéniho predpokladu vyjde

Fn-+1) = f() + fln—1) = F0 = 2) = 11— (-1)) + 50 = (1)) = 51 - (-1)"~?) =

LA ()P L (S - T (1)) 2 31 (D)) = (- (C1)).

(vii): f(n) = 3". Modifikovany princip. (0) n = 1 a n = 2 funguje. (1) Nechf n € N. Pfedpokladejme, ze f(k) = 3*
pro k =n — 1,n. Uvazujme n + 1.

Je-li n+ 1 sudé, pak f(n+1)=9f(n—1) =931 = 3n+1,

Je-li n + 1 liché, pak f(n+1) =3f(n) =3 3" =3"TL

(viii): f(n) = %bz/%. Modifikovany princip. (0) n = 1 a n = 2 funguje. (1) Necht n € N. Pfedpokladejme, ze
flk) = { 2(k21)/2: Z iliflz pro k =n — 1,n. Uvazujme n + 1.

Je-li n 4 1 sudé, pak jein — 1 sudé a f(n+1) =2f(n —1) =2.20"1/2 = 2(n+1)/2,

Je-li n + 1 liché, pak jein — 1 liché a f(n+1) = 2f(n — 1) = 2-2(071=1/2 = 9n/2 — 9((n+1)=1)/2,

(ix): Jak zapsat 1,0,2,2,0,4,4,0,8,8,0,16,16,0,...? Napad: f(n) = { 2“%1)/3?: Z;;: i 1

Diukaz modifikovanou indukci podobny predchozimu, ale ted se musi Fesit tfi pripady.

5b.4: (i): Modifikovana indukce (0) Pro n = 1,2 to plati. (1) Necht n > 2, pfedpoklad platnosti V(k): f(k) < k!
prok=n—1n.Pak f(n+1)=f(n)+nf(n—1)<nl+n-(n—1)!=2n! < (n+1)n!=(n+1).

(ii): Modifikované indukce (0) Pro n = 1,2 to plati. (1) Necht n > 2, pfedpoklad platnosti V (k): f(k) < k? pro
k=n—1,n.Pak f(n+1) = £+ f(n)+ f(n—1) < In?4+(n—1)? = n+n?—2n+1 =n?—n+1 < n?+2n+1 = (n+1)2.
(iii): Modifikovana indukce (0) Pro n = 1,2 to plati. (1) Necht n > 2, pfedpoklad platnosti V' (k): f(k) = k! pro
E=n—-1,nPak f(n+1)=nfn)+nf(n—1)=n-nl4n-(n—!'=n-nl+nl=Mn+1)-nl=Mn+1)L
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(iv): Modifikovana indukce (0) Pro n = 1,2 to plati. (1) Necht n > 2, pfedpoklad platnosti V' (k): f(k) > k! pro
k=mn—1,n.Pak f(n+1) =n f(n)+n®f(n—1) =n-n!+n?-(n—1)! =n-nl+n-n! =2n-n! > (n+1)-n! = (n+1)\.
5b.5: a): F3, sudé, F3,11 a F3,2 liché. Dikaz najednou indukci: (0) n = 0 funguje, pokud doplnime F = 0. (1)
Predpoklad: n € Ny a F3, sudé, F3,11 a F5p,19 liché.

Pak F3(,41) = F3n43 = F3p42 + F3n41. ProtoZe jsou dle indukéniho piedpokladu F3, 12 a F3p,41 liché, je Fz(,41)
sudé.

Déle F3(n41)+1 = F3nt+4 = F3n43 + F3n42. ProtoZe je dle indukéniho predpokladu F3j, 42 liché a jiz jsme dokazali,
ze F3p13 je sudé, je F3(,41)41 liché.

Déle F3(,41)4+2 = F3n15 = F3n44 + F3,43. Protoze jsme dokdzali, Ze F3,,14 je liché a F3, 13 je sudé, je Fz(,41)42
liché.

b) (i): Slabé indukce: (0) n = 1 funguje, 12 =1 - 1.

(1) Pfedpoklad: Plati to pro jisté n € N. Pak

FY+F3+-+ Fly =[Ff+F+ -+ Bl 4+ Fly = FaFos + Fly = Foga(Fu + Fag1) = FagaFoge.
Zbytek podobné.

5b.6: (i): (0a) 0 € M. (Ob) 1 € M. (0c) 10 € M.

(la) we M = wle M. (Ib) we M = wl0 € M.

Poznamka: Bez (Oc) nelze ziskat 101.

(i1): (0) 0 € M.

(la) we M = 0w e M. (Ib)we M = 1lwe M.

Poznamka: Nutno pridavat nalevo, zprava nejde zarucit spravné ukonceni.

(iii): (0) 1 € M.

(la) we M = Owe M. (Ib)we M = lwe M.

Poznédmka: Nutno ptidavat nalevo, zprava nejde zarucit spravné ukonceni.

(iv): (0) 101 € M.

(la)y w e M = Ow € M. (Ib) w e M = 1w € M. (Ie) we M = w0 € M.
(Ild) we M = wle M.

5b.7: (i): (0a) c€e C = ce€ M. (0b) ce C— {3} = 3 € M.

(la)  we MANce C—{3}] = wce M. (Ib) [we M ANce C—{3}] = we3 € M.

Poznamka: Bez (0b) nelze ziskat 13.

(ii): (0) 2 € M. () weMAceC] = wce M.

(iii): (0) ce C —{1} = ce M. HweMAMANceC] = cwe M.

Poznamka: Nutno pridavat nalevo, zprava nejde zarucit spravné ukonceni.

(iv): (0a) A e M (0b) [c€ {1,3} Nd € {2,4}] = cd € M. (0c) [ce {1,3} Nd € {2,4}] = dce M.
(1a) [r,s € MAce {1,3} Ad € {2,4}] = resd € M. (1b) [r,s € M Ac e {1,3}Nd € {2,4}] = rdsc € M.
Poznamka: Piidavame napravo, vzdy nékam doprostied vsuneme ¢islo opac¢né parity. Je to dobie? Uvaha pfes
rekurentni postup, od daného fetézce vzdy odebereme pravy krajni znak a s nim i néjaky znak opacné parity ze
zbytku fetézce. Je pak nutné umoznit odebirani zevnit¥, viz fetézec 11222211, ale lze se obejit bez odebirani z
druhého kraje. Méa-li fetézec alespon 4 znaky, pak v ném musi existovat alespon dva znaky parity opacné nez je
ta na pravém konci, tudiz alespon jeden znak spravné parity je nékde uprostied a da se odebrat.

Podminku (0a) jsme museli pfidat, jinak bychom nedokézali vytvofit tfeba 1122.

5b.8: (0) A, B,...,Z € M.

(la)veM = 1€ M. (Ic) vi,v2 € M = (v1 Uvg) € M.

(1b) v,V EM = (’Ulﬂvg)GM. (1(21) v,V EM = (1}1—1)2) e M.
5b.9: (0a) ce C = ce€ M. (Ob) ce C = cce M.

(D) weMAnceC] = cwece M.

5b.10: (0) a e R = a € P. (1) [pePNaeR] = x-p+acP.

Alternativa (méné elegantni): (1) [pe PANa € RAneN] = p+ax" € P.

Pozndmka: Pro¢ by nefungovala definice (1) [p € PAa € R] = (x —a)-p € P? Coz takhle 22 + 17

5b.11: (i): (0) (2,0) € S, (2,1) € S.

(1a) (a,b) € S = (a+2,b)e Ses. (1b) (a,b) € S = (a,b+2) € S.

a) S C M strukturalni indukei: (0) 14 2 = 3 liché, proto (1,2),(2,1) € M.

(1) Predpoklad: (a,b) € S spliuje (a,b) € M. Pak a + b je liché a tudiz je i a + b+ 2 liché, proto prvky ze zavéru
(1a) a (1b) spliuji (a + 2,b) € M a (a,b+2) € M.

b) M C S nejlépe silnou indukei na a + b. Vlastnost V(n): Kazda dvojice (a,b) € N? s vlastnosti a +b = 2n + 1
lezi v S. Protoze a,b > 1, je nejmensi mozny lichy soucet 3, proto bereme n > 1.

(0) n = 1: Jestlize a + b = 1, pak z a,b € Ny plyne, ze (a,b) = (1,0) nebo (a,b) = (0,1), kazdopadné dle (0) v
definici (a,b) € S.
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(1) Pfedpokladame platnost pro jisté n € N. Necht (a,b) € NZ spliiuje a+b=2(n+1)+1=2n+3. Paka+b>5
a proto je alespoi jedno z ¢isel a, b v&tsi nez 2. Moznost a > 3: Pak (a —2,b) € N? a (a—2)+b = 2n+1, proto dle
indukéniho pfedpokladu (a —2,b) € S. Pak ale dle (1a) také (a,b) = ((a —2) +2,b) € S. Moznost b > 3 obdobné.
(ii): (0) (1,1) € S.

(1a) [(a,b) €e SAce N] = (ac,bc) € S. (1b) [(a,b) € SAceN] = (a,bc) € S.

a) S C M lehce strukturalni indukci. a b) M C S nejlépe ve dvou krocich. V prvnim kroku indukei na a dokézat,
%e (a,a) € S. V druhém kroku silnou indukei na & dokézat M C S.

(iii): (0) (1,1) € S, (1,2) € S, (2,1) € S.

(1a) (a,b) € S = (a+2,b) € S. (1b) (a,b) € S = (a,b+2) € S.

a) S C M lehce strukturalni indukeci. b) M C S nejlépe silnou indukci na a + b, protoze a + b — 2 znamena, ze
a — 2 ¢i b— 2 ma stejnou paritu jako a ¢i b, tedy z lichého bude liché.

5b.12: Uvazujme f(r) na M udavajici pocet znaku a v Fetézci r. Dokézeme, ze f ma v M sudé hodnoty.

Silna indukce. (0) V pravidle (d0) vznikaji prvky aa, pro né f(aa) = 2.

(1) Necht r je prvek z M, indukéni predpoklad je, ze f(r) je sudé.

Pak pro prvek vznikly z (1a) plati f(raa) = f(r) + 2, coz je také sudé. Pro prvek vznikly z (1A) plati f(ara) =
f(r) + 2, coz je také sudé. Pro prvek vznikly z (1b) plati f(rb) = f(r), coz je také sudé. Podobné pro ostatni
pravidla.

5b.13: Dvé inkluze

1) W(k): 23 - 13* € M indukci (slabym principem):

(0) k=0:23-13° =23 € M dle (s0).

(1) k € Ny, necht W (k) plati, tedy 23 - 13¥ € M. Pak podle (s1) je v M i 13-23-13F = 23 .13+ tedy W(k + 1)
plati.

Proto W plati pro véechna k € Ny a {23 -13%; k € No} C M.

2) V(m) vlastnost, Ze pro m € M existuje k € No: m = 23 - 13%. Diikaz strukturdlni indukei, ze V (m) plati pro
vsechna m € M.

(0) Zékladni pravidlo obsahuje jen 23, a 23 = 23 - 13°. V plati pro prvky ze zakladniho kroku.

(1) Vezméme prvek m € M z predpokladu induktivniho pravidla. Pfedpoklad: V' pro néj plati, tj. existuje k € Ny
spliiujici m = 23 - 13%. Zavér pravidla do M déava prvek 13m. Pro néj mame 13m = 13-23-13%F = 23 . 13%*1 tedy
i pro néj plati V.

Podle (0), (1) a strukturalni indukce V' plati pro viechna m € M, tedy M C {23 -13%; k € Ny}.

5b.14: Definujme mnozinu M = N2 strukurdlni indukei takto:

(d0): (0,0) € M.

(dla): (m,0) e M = (m+1,0) € M.

(d1b): (m,n) e M = (m,n+1) € M.

Vlastnost V(m,n) na mnoziné M: pro (m,n) € M plati a(m,n) = m + n. Platnost dokdzeme strukturdlni indukeci
dle definice M:

(0) Pro prvek a(0,0) = 0 to plati.

(1) Pravidlo (1a): Predpoklddejme, ze V' (m,n) plati pro prvek (m,0) € M, tedy a(m,0) = m + 0 = m. Pak dle
(1a) plati a(m +1,0) = a(m,0) +1 = (m + 1) + 0, tedy V(m,n) plati také pro prvek (m + 1,0).

Pravidlo (1b): Predpokladejme, ze V' (m, n) plati pro prvek (m,n) € M, tedy a(m,n) = m + n. Pak dle (1b) plati
a(m,n+1) =a(m,n)+1=m+ (n+ 1), tedy V(m,n) plati také pro prvek (m,n + 1).

5b.15: (1b) a(m,n+ 1) = a(m,n) + 2 pro m,n € N

spliuji a(m,n) = 2(m +n) + 1 pro m,n € N.

Definujme mnozinu M = N? strukuralni indukei takto:

(d0): (1,1) € M.

(dla): (m,1) e M = (m+1,1) € M.

(d1b): (m,n) e M = (m,n+1) € M.

Vlastnost V' (m,n) na mnoziné M: pro (m,n) € M plati a(m,n) = 2(m + n) + 1. Platnost dokdzeme strukturdlni
indukeci dle definice M:

(0) Pro prvek a(1,1) =5 to plati.

(1) Pravidlo (1a): Pfedpoklddejme, ze V (m,n) plati pro prvek (m,1) € M, tedy a(m,1) =2(m+1)+1=2m+ 3.
Pak dle (1a) plati a(m +1,1) = a(m,1) +2 =2m +5 = 2((m + 1) + 1) + 1, tedy V(m,n) plati také pro prvek
(m+1,1).

Pravidlo (1b): Pfedpokladejme, ze V (m, n) plati pro prvek (m,n) € M, tedy a(m,n) = 2(m+n)+2 = 2m+2n+2.
Pak dle (1b) plati a(m,n+1) = a(m,n) +2 =2m+2n+4 = 2(m + (n + 1)) 4+ 2, tedy V(m, n) plati také pro
prvek (m,n + 1).
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