Diskrétni matematika 6a. Délitelnost pHabala 2014

6. Délitelnost a prvocisla

Tato kapitola mé jednak vyznam vysoce prakticky pro computer science, zaroven je to také jemny tvod do
oblasti zvané teorie Cisel, ktera se zabyva mimo jiné prvocisly a méa za sebou tctyhodnou historii a zajimavé a
hluboké vysledky, o nékterych se zde obcas lehce zminime. Velice tizce souvisi s kapitolou nasledujici, dokonce to
puvodné byla jedna kapitola, nez narostla tak, Ze uz to na jednu bylo moc.

6a. Délitelnost

Zde se porddné matematicky podiviame na situace, kdy jedno ¢islo déli druhé, mnohé z toho ¢tenaf jisté zna.

Definice.
Necht a,b € Z. Rekneme, Ze a déli b, znaceno a b, jestlize existuje k € Z takové, ze b =k - a.
V takovém piipadé fikdme, Ze a je faktor b a Ze b je nasobek a. Také fikdme, Ze b je délitelné Cislem a.

Let a,b € Z. We say that a divides b, denoted a|b, if there is k € Z such that b =k - a.
Then we say that a is a factor of b and that b is a multiple of a.

Priklad 6a.a: Evidentné 3|12, protoze 12 = 4 - 3, na druhou stranu neplati 5|13.
JAN

Deélitelnost je velice dulezity pojem v teorii Cisel a pro nékterd a existuji algoritmy, jak snadno poznat, zda
déli urcité b, ¢tenar jisté zna kritérium pro délitelost dvéma (¢islo je sudé), pro dalsi viz cviceni 6a.11 a Ta.4 a
poznamka 7a.14. Ted se podivame, jaké vlastnosti pojem délitelnosti spliiuje, nékteré véci jsou jasné hned.

Fakt 6a.l1.

Pro kazdé a € Z plati:
(i) 1fa;

(i) ala;

(iii) a]O0.

Dtikaz je tak snadny, Ze jej s diivérou nechdme jako cviceni 6a.2. Zacatecnika muze zarazit, ze Fakt lze aplikovat
ina a = 0. Opravdu déli nula nulu? Podle definice by mélo existovat k € Z tak, aby 0 = k - 0, coz se ndm hravé
podaii splnit, tieba k = 13 bude fungovat. Takze ano, 0|0.

Toto ukazuje, ze pojem délitelnosti se zasadné lisi od déleni jako matematické operace, protoze samoziejmé
nulou délit nelze nic, ani nulu. Pojem délitelnosti a|b se pté, zda lze jedno ¢islo néjak ziskat z druhého, zkoumame
tedy jisty vzajemny vztah. Na druhou stranu kdyz napiseme §, tak nas zajima vysledek jakési operace, coz nas
(az na par vyjimek) nebude v této kapitole zajimat. Silné ¢tenafi doporucujeme se zlomktim vyhybat, zejména v
dtikazech, protoze svadi na zcesti. I my je zde pouzijeme vyjimecné.

Priklad 6a.b: Zvolme si néjaké d € N. Kolik existuje nasobku d, které jsou mensi nez néjaké n € N7 Jinymi
slovy, kolik z pfirozenych ¢isel z {1,2,... ,n} je délitelnych d?

Pomiize postteh, ze jesté v mnoziné {1,2,... ,d — 1} neni zddné, v mnozinach {1,2,... ,d} az {1,2,... ,2d — 1}
je jedno, v mnozinich {1,2,...,2d} az {1,2,...,3d — 1} jsou dvé a tak déle. Rozmyslete si, Ze se to d4 vzorcem
vyjadrit snadno takto: Téchto cisel je L%J

A

Préci s délitelnosti ndm usnadni uziteéna pravidla.

Véta 6a.2.

Necht a,b,c € Z.

(i) Jestlize a|b a al|c, pak a|(b+ c).

(ii) Jestlize a|b, pak a|(nb) pro vSechna n € Z.
(iii) Jestlize a|b a b|c, pak a|c.

(iv) a|b pravé tehdy, kdyz |al||b].

(v) Jestlize a|b a b # 0, tak |a| < |b|.
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Dukaz (rutinni, pouény): (i): Z pfedpokladu a|b mame b = ka pro néjaké konkrétni k € Z, podobné ¢ = la pro
néjaké [ € Z. Pak b+ c= (k+l)a a (k+ 1) € Z, proto podle definice a|(b+ ¢).
(ii) a (iii) viz cviceni 6a.3.
(iv): Viz cviceni 6a.4, ukazuje se tam, ze na znaménku opravdu nezalezi.
(v): a|b dava b = ka pro néjaké k € Z. Jestlize b # 0, tak také k # 0, tudiz |k| € N. To znameni, ze |[k| > 1 a
proto |b| = |k| - |a| > |al.
U

S 6a.3 Poznamka o dukazech: Diukazy byly velice snadné a vysoce pou¢né. Mély stejné schéma: Zacalo se

danymi predpoklady, z nich se ziskala néjaka informace podle definice délitelnosti. Pak se tato informace pouzila
k bliz§imu nahlédnuti na objekt, ktery jsme méli zkoumat (tfeba na b+ ¢ v prvnim tvrzeni). Toto schéma bude
¢tenafi dobfe slouzit v dikazech jednodussich tvrzeni ze vSech obort matematiky.

Vyuzijeme dikazu tvrzeni (i) k upozornéni na dva faktory, které nékdy pusobi zac¢ateénikim potize.

1. Aby se ze studenta stal zkuSeny dikazovnik, musi se mimo jiné naucit, kdy méa svobodu volby pismenka a kdy
ne. Obcas je u studenta mozné vidét takovyto zacatek dukazu: Mame déno, ze b = k-a a ¢ = k - a. To prvni je
dobfe, druhé ne. Ve chvili, kdy piSeme ten prvni vztah, miZzeme na misté k dat libovolné pismeno (kromé a,b),
zde méame svobodu, pro¢ tedy nevzit tradi¢ni k.

Jakmile ale napiSeme, ze b = k-a, tak uz k ziskalo néjakou pevnou hodnotu, kterou sice nezndme, ale ona existuje
(zévisi na a, b), takze k uz neni k dispozici. Proto kdyz za¢neme pracovat s ¢islem ¢, musime nutné zvolit v definici
délitelnosti jiné pismenko. Jinak bychom totiz dostali b = k-a, ¢ = k-a a tedy vynutili b = ¢, coz rozhodné nemusi
byt pravda.

2. V dtikazech tohoto typu se ¢asto objevuje klasickd zacatec¢nicka chyba, kdy diikaz za¢ne slovy ,necht b+c = k-a“.
Pokud jesté student nasledné napise, ze z predpokladu ziskd b = k - a, tak najel do slepé ulicky, protoze jedno k
hraje dvé rozdilné role a to uz nerozchodi.

Predstavme si tedy studenta trochu chyttejsiho, ktery k predpokladu b + ¢ = ka jesté prida, Zze b = za a ¢ = ya
pro néjakd z,y € Z. Jednoduchou tpravou pak ziskd rovnost £ = z + y, tu dvakrat podtrhne a je spokojen.
Bohuzel vSak nemé platny dikaz. Zacal totiz néc¢im, co nemé k dispozici, co naopak chce ziskat na konci.

Samoziejmé Ze kdyz dikaz vymyslime, tak si polozime otdzku, kam chceme dojit, a odpovéd b+ ¢ = ka nds pak
navadi spravnym smeérem, Po rozmysleni situace je pak ale tfeba zacit psat pofadné dikaz, tedy zacit tim, co je
dano, a skoncit tim, co chceme dokézat, jak jsme to udélali v dukazu Faktu vyse.

A

Vratme se k tvrzenim z Faktu. Bod (iv) ukazuje, Ze u délitelnosti stac¢i dobfe rozumét, jak funguje na Ny, a
uz ji rozumime vsude. Néktefi autofi by tuto kapitolu délali vyhradné pro ¢isla z N, ¢imz by se také elegantné
vyhnuli problémiim s nulou, ktera se obc¢as musi délat jako zvlastni pripad. Bylo by to pak snazsi, ale my budeme
potfebovat nékteré z poznatkt pro vSechna d¢isla ze Z, tak to tu probereme v plné obecnosti.

Zkusenost naznacuje, ze smér v (i) nejde obecné obratit, naptiklad 3| (2 + 4), ale neplati 3|2 ani 3|4. Trocha
experimentovani ukéze, ze kdyz plati a| (b + c), ale neplati vyrok ,a|b a a|c*, tak se musi pokazit obé jeho ¢asti,
nelze to zkazit jen u jedné. To se obcas hodi, tak si to vyjadfime. Pfidame i zajimavou kombinaci tvrzeni z (i) a
(ii), mohlo by vam to pfipomenout linedrni kombinace z linearni algebry.

Dusledek 6a.4.

Necht a, b, c € Z.

(i) Jestlize a|b a a|c, pak a|(mb+ nc) pro vSechna m,n € Z.
(ii) Jestlize a|(b+ ¢) a a|b, pak a|c.

Druhé tvrzeni plyne hned, protoze z a|b diky Vété 6a.2 (ii) dostaneme a|(—b) a tudiz podle Véty 6a.2 (i) musi
a délit ¢islo (b + ¢) + (—b) = c¢. Nemusime tedy jit do hloubky, do detailt, stacilo chytie poskladat jiz dokdzané
vysledky. Tomuto se nékdy fika ,mékky dikaz* a mame je radi, je samorejmé efektivni nedélat véci znovu, kdyz
uz muzeme vyuzit plodd nasi predchozi prace. Zde by mimochodem dikaz pres definici také nebyl tézky, zkuste
si to jako cviceni.

Ted si pfipomeneme néco z kapitoly 4b.

Véta 6a.5.
Relace a|b je ¢asteéné usporadani na N a na Nj.
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Dukaz (rutinni): Dikaz provedeme spoleéné pro obé mnoziny. Reflexivita plyne z Faktu 6a.1 (ii), tranzitivita
zase z Véty 6a.2 (iii). Zbyva antisymetrie.

Necht a,b € Ny spliwuji a | b a b|a. Pak b = ka a a = Ib pro néjaké k,l € Z. Pokud by alesponi jedno z ¢isel
a,b bylo nula, pak z nasich dvou rovnosti okamzité dostdvame, Ze i druhé je nula. Dostavame tedy a = b a
antisymetrie pro tento pripad funguje.

Zbyvéa prozkoumat situaci, kdy jsou obé€ a,b kladné, tudiz musi byt kladné i k,[, tedy k,! € N. Kdyz z prvni
rovnosti dosadime do druhé, dostaneme a = kla, také a # 0, tedy ki = 1. Protoze k > 1, mdme 1 =kl > > 1,

tedy [ = 1, odtud k = 1. Proto a = b. Antisymetrie dokdzana.
L]

Rozhodné neplati, Ze by relace a|b byla uspofadanim na Z, tam ztracime antisymetrii. Napfiklad 13| (—13) a
(—13) |13, ale neplati —13 = 13. To je jeden z divodu, pro¢ se s délitelnosti pracuje lépe jen na N. Pfipomenime
také, ze v kapitole jsme vidéli, ze usporadani délitelnosti neni linedrni ani dobré.

Pti praci s délitelnosti se vyplati umét délit se zbytkem, tedy pro dané a,d umét spocitat § = q + 5. Protoze
zde se déleni a zlomkim vyhybame, prepiSeme tento vztah do jazyka nasobeni.

Véta 6a.6. (o déleni se zbytkem) (division theorem) (division algorithm)
Necht a,d € Z, d # 0. Pak existuji ¢ € Z a r € Ny takové, ze a =qd +r a 0 <r < |d|.
Cisla g a r jsou jednozna¢éné uréena.

Dukaz (dobry, pouény): Neprve dokdzeme existenci ¢ a r pro d > 0, a to hned dvakrat za cenu jednoho dukazu,
no neberte to.

1) Prvni verze zac¢ind ditkkazem, Ze to umime pro a,d > 0, a to indukci. Vhodna formulace vyzaduje trochu
experimentovani, autorovi prijde jako dobré vychodisko tato vlastnost:

V(n): Pro kazdé a € {1,2,... ,n} a pro kazdé d € N existuji ¢, r dle pfedpisu.

DokézZeme ji pro n € N.

(0) n = 1: Plati tvrzeni pro a = 1?7 Bud d = 1, pak ¢ = 1 a r = 0 spliiuji zadéni (1 =1-1+0 a r < d), nebo
d>1,pakg=0ar=a=1(ano,1=0-d+1ar <d). Plati.

(1) Pro n € N pfedpokladejme platnost V' (n), tedy ze umime délit se zbytkem ¢isla a = 1,2, ... ,n. Dokazeme
ted V(n + 1). Vezméme tedy libovolné a € {1,2,... ,n,n + 1}. Jestlize a < n, pak délit umime dle indukéniho
predpokladu. Co kdyz a =n + 1?7

Jestlize d > a, pak ddme ¢ =0, r = a a je hotovo,a =0-d+aaa < d.

Jestlize d = a, pak dame ¢ = 1, » = 0 a je hotovo.

Jestlize d < a, pak uvazujme b = a — d. Mame 1 < b < n, proto dle indukéniho predpokladu b = ¢'d + r, kde
0<r<d PakovSema=b+d= (¢ +1)d+r aje to hotovo, porad 0 < r < d.

Tim je dokadzéna moznost déleni se zbytkem pro a,d > 0. Pro a = 0 je to trividlni (¢ = r = 0), zbyva pfipad
a<0,d>0.

Uvazujme (—a) > 0. Podle prvni ¢asti dukazu je —a = ¢'|d| + . Jestlize —a = ¢'d, pak a = (—¢')d a je to
hotovo, 7 = 0. Druh4 alternativa je, ze 0 <’ < d. Paka = (—¢')d—7" = (—¢')d—d+d—r" = (—=¢' —1)d+(d—1")
ar=d—r' spliiuje 0 < r < d, hotovo.

2) Ted to zkusime jinak: Budeme postupné odeéitat d > 0 od a a ¢ekat, az to dopadne dobfe. To se nejlépe
udéld najednou chytrou definici mnoziny. Uvazujme tedy mnozinu M = {a — qd; q € Z, a — qd > 0}. Tato
mnozina je neprazdné: Jestlize je a > 0, tak volba ¢ = 0 ukazuje a € M. Jestlize a < 0, pak staci zvolit ¢ = —a
a mame a — qd = a(1 — d) > 0, nebot diky d > 1 mame (1 —d) <0.

Uz z definice jsou vSechny prvky M nezaporné, jsou to samoziejmé celd ¢isla. Mame tedy neprazdnou pod-
mnozinu Ny, vezmeme jeji nejmensi prvek r. Evidentné r > 0 a a = god + r pro néjaké qo € Z. Plati r < d?
Kdyby ne, pak a — qod > d, proto r1 = a — (g0 + 1)d > 0, tedy 1 € M a r1 < r, spor s tim, Ze r je nejmensi
prvek M. Proto r > d nemtize nastat.

3) Mame tedy dokazanu existenci pro d > 0. Pokud d < 0, pak —d > 0 a dle prvni &asti 1) nebo 2) najdeme
q,r tak, aby a = q(—d) + r, pak a = (—q)d + r.

4) Jednoznacnost: Predpokladejme, ze a = qd +r = ¢'d + ', kde 0 < r,7’ < |d|. Pak qd + r = ¢'d + 1/, proto
(¢ —q")d=r—r'".Jelikoz |[r —r'| < |d|, musi byt i |¢ — ¢’| - |d| < |d|, coz znamend |¢ — ¢'| < 1. Ale (¢ — ¢’) € Z,
proto ¢ — ¢ =0 a tedy i ¢ = ¢'. Pak také r = r’.

L]

Vsimnéte si, ze prvni diikaz potfeboval k platnosti princip matematické indukce a druhy existenci nejmensiho
prvku pro M C N. My uz vime, Ze tyto dvé véci jsou ekvivalentni, viz Véta 5a.8.
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Definice.

Necht a,d € Z, d # 0. Cislu r z Véty 6a.6 iikame zbytek (remainder) pti déleni a ¢islem d a znadime jej
r = a mod d, ¢teno ,r je a modulo d“.

Cislu ¢ ikédme ¢4steény podil (quotient).

Pro ¢ znaceni zavadét nemusime, protoze mame nasledujici.

Fakt 6a.7.
Necht a,d € Z, d # 0, necht je ¢ ¢asteény podil a a d. Pak ¢ = L%J prod>0aq= [%W pro d > 0.
Dukaz (rutinni, pouény): Méame a = gd +r a 0 < r < |d|. Pak % =q+ C%, pficemz q € Z a 0 < }%‘ < 1. Cisla

gae= !g‘ pak spolu s Faktem 2b.15 (i) a (ii) davaji zadany vysledek.
U

Déale se budeme pro jednoduchost soustfedit na piipad d > 0. Fakt nabizi moznost, jak se k ¢islim z Véty 6a.6
dostat, nejprve spocitame (pro d > 0) g = L%J, pak r = a — qd. Z hlediska rychlosti vypoctu je klicové to déleni,
kdy je tradi¢ni skolni algoritmus zoufale pomaly pro vétsi ¢isla. Da se mu zcela vyhnout metodou z dikazu Véty,
kdy prosté nechame od ¢isla a > 0 odecitat ¢islo d tak dlouho, dokud nedostaneme 0 < a—d—---—d < d. U
a < 0 zase pri¢itdme d, dokud nebude d > a + d + --- + d > 0. Pocet pficteni/odecteni da ¢. To ale znamen4, ze
tento algoritmus funguje rychle jen pro a,d podobné, v pfipadé velkého ¢ by téch cykla bylo prili§ mnoho.

Obecné se tedy déleni vyhnout nelze a zajimavy pristup je najit nejprve néjak chytie é, protoze nasobeni a - é uz
rychle umime. Popularni je tfeba tzv. Newton-Raphsonovo déleni, které hleda aproximaci é pouzitim Newtonovy
metody na nalezeni kofene funkce f(z) = 1 —d. Vychézi itera¢ni schéma 11 = 2, (2—dx,,), které je kvadratického
tfadu, priblizné feceno s kazdou iteraci zdvojnasobi pocet spravné nalezenych desetinnych mist. Jako u mnohych
numerickych recepti, i zde ¢ihaji nebezpecéné zakruty a je dobré si to nastudovat, napriklad se ukaze, Ze dobra
inicia¢ni hodnota je x¢ = ‘11—? — i’%d.

To uz se ale dostavame nékam daleko, zde nebudeme technické nalezeni ¢ a r Fesit, prosté ozndmime ,necht

r = a mod d“ a volbu implementace nechame na uzivateli.

Priklad 6a.c: Zkusime si déleni se zbytkem pro a = 13 a d = 3. Uhodneme, 7e 13 =4-3+ 1 a 1 < 4, proto je
1 zbytek po déleni ¢isla 13 ¢islem 3 ¢ili 1 = 13 mod 3, ¢aste¢ny podil je ¢ = 4. Nebo mtizeme pocitat L%J =4a
13—-4-3=1.

Délit kladna ¢isla se zbytkem umime jiz ze zékladni $koly, napiiklad povédomy vipocet napravo 4147 : 37 = 112
ukazuje, ze 4147 mod 37 = 3. U mensich &isel to vidime na prvni pohled, tieba 48 mod 16 =0 44
nebo 48 mod 15 = 3. Jak to bude fungovat, kdyz a < 07 7

Pro a = —13 a d = 3 hravé uhodneme, ze —13 = (—5) - 3+ 2, tedy = —13 mod 3 = 2. Neplati 3
tvaha —13 = (—4) -4 — 1, tedy zbytek —1, konec koncii ¢ = | 32| = [-4.33...] = —5.

Obecné se da dokézat, Ze jestlize pro a > 0 méme a mod d = r > 0, pak (—a) mod d = d — r (viz Cviceni 6a.6).
Je tedy mozné pouzit bézné déleni se zbytkem pro kladna ¢isla a pak modifikovat zbytek.

A

Priklad 6a.d: Deéleni se zbytkem nabizi efektivni algoritmus, jak najit zapis ¢isla n vzhledem k zakladu b.
Ukéazeme dvé verze, jednu s koeficienty pro matematickou préaci a druhou efektivni pro programovani. Nebudeme
preferovat néjaky existujici jazyk, radéji pouzijeme pseudokdd srozumitelny snad kazdému.

Verze 1. nebo Verze 2.
Iniciace: qg :=n, k:= —1. procedure conversion (n, b: positive integer)
Krok: k:==k+1, gy = qx+10+ ay. q:=n; k:=—1;
Opakovat dokud nenastane g = 0. repeat
Pak n = (ak ...a1a0)p k=k+1;

ar = q mod b;

¢=1];

until ¢ =0;

output: n = (ag...a1a9)p;

7 praktického hlediska je lepsi pridat registr a usetfit operace, tedy
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k:=k+1;
e =[]
ag = q — xb;
q:=1;

Jako priklad si pfevedeme 86 do trojkové soustavy.

Iniciace: g =86, b=3, k = —

Krok 1: k=0, z = 3J—28 a0_86mod3—86—28 3=2,q=28.

Krok2: k=1,z=|2]=9,a1 =28mod3=28—-9-3=1,¢=09.

Krok3:k:2,:1:— 2]=3,a2=9m0od3=9-3-3=0, ¢=3.
3]=1,a3=3mod3=3-1-3=0,¢=1.

Krok 5: k=4, z=|3] =0

Konec, 86 = (10012)s.

Zkouska: 1-3*+0-33+0-32+1-3' +2-3°=81+342=86.

,a4=1mod3=3-0-3=1,¢q=0.

Zajimavou otazkou je, jak prevadét (kladnd) desetinna ¢isla. Jejich celou ¢ast prevedeme algoritmem vyse, zbyva
vymyslet, jak prevést ¢ast za desetinnou ¢arkou. K tomu je dobré nejprve pochopit, jak vlastné dotyény algoritmus

pro celd ¢isla funguje. Pfedstavme si ¢islo n € N vyjadiené vzhledem k zakladu b, tedy n = (ay...a1a9)p. To
n

znamend, ze n = Y. a;b’. Chytie si to rozepiSeme:
k=0
n=apb® + -+ ab®> + a1b + ag = (akbk_1 + - +azb+ay) b+ aop.

Pottebujeme, aby se nam cifra ag z toho davu néjak vydélila, aby ziskala jiny charakter. To se stane, pokud n
vydélime cislem b. Dostaneme totiz ¢islo 7 = apb* T4 fasb+ar + ¢, piicemz vsechny C4sti az na tu posledni
jsou celé cisla, zatimco diky ag < b je to posledni desetinné, mensi nez 1. Jinymi slovy, ag je pfesné zbytek po
déleni n cislem b.

Ted totéz zopakujeme s axb* 1 + -+ agb + ay = (axb* "2 + - + az)b + a1 a dostaneme a; atd.

Nyni se podivejme na kladné cislo ¢ mensi nez 1. Takové ¢islo se v b-soustaveé napise jako

1 1
c—Za kb b+a 2b2+a_3b73+.”

(rozvoj muze a nemusi byt nekonecny). Potiebujeme vypreparovat cifry a_j; pomoci pocitani s celymi disly.
Dokazeme néjak zaridit, aby se ta prvni ¢ast s a_; néjak vydélila svou povahou od ostatnich? Ano, staci c
vynasobit ¢islem b. Dostaneme pak ¢b =a_; + a_g% + a_3bi2 + .-+, priCemz prvni ¢islo a_1 je celé a ostatni ¢asti
jsou mensi nez 1, dokonce i po seéteni (to je tfeba trochu prozkoumat matematicky, neni to tak tézké). Cifru a_;
tedy vidime jako celou ¢ast ¢isla cb, zatimco desetinna ¢ast nam da ten zbytek.

Ten lze zapsat jako cb —a_1 = a_Q% + a_g,bi2 + --- a méame ted Sanci vyseparovat cifru a_o tim, Ze toto ¢islo
zase vynasobime ¢islem b. Tak pokracujeme bud donekonecéna, nebo dokud nedostaneme jako zbytek nulu.

procedure conversion (c: real € (0, 1), b: positive integer)
r=c, k:=0;
repeat
k:=k—1;
ar = |xb;
T :=xb— ay;
until x = 0;
output: ¢ = (0.a_1a_2a_3...)p;
A

Priklad 6a.e: Zde si ukdzeme nékolik praktickych aplikaci modula.

1) Knizni kéd ISBN je navrzen tak, aby ¢asteéné fungoval jako opravny kéd, presnéji feceno tak, abychom
snadno a s vysokou pravdépodobnosti poznali, Ze ndm pii jeho predavani vznikla chyba. Jeho starsi verze méla
10 cifer. Prvnich 9 cifer identifikuje jazyk, nakladatele a ¢islo knihy dle katalogu nakladatele. Jako posledni ¢islo
se vzdy dava zbytek po déleni pocatecniho devitimistného cisla jedenacti, je samoziejmé tieba vyresit problém
zbytku 10, to se pak dava znak X. Tvrdime, ze vysledné ¢islo je pak jiz vzdy délitelné jedenacti.

Oznacéme n = 10a + r, pfiCemz a je to pocatecni devitimistné ¢islo a » = a mod 11. Pak a = 11k + r, proto
n = 110k 4+ 10r 4+ r = 11(10k + r), tedy ¢islo délitelné jedenacti. Jiny dikaz, mozna rychlejsi (viz pristi kapitola):
Podle definice mame a = r (mod 11), také 10 = (—1) (mod 11), proto 10a +r = (—=1)r +r =0 (mod 11).
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To znamen4, Ze kdyz nam nékdo da ISBN ¢islo, my jej zkusime vydélit 11 a nevyjde to, tak uz vime, Ze se nékde
stala chyba. Pokud by to vyslo, tak je bud ¢islo dobfe, nebo se pokazila vic nez jedna cifra a zrovna tak Sikovné,
ze to délitelnost nezkazilo.

Mimochodem, pro¢ jsme pouzili zrovna jedenactku? Pokud pouzijeme mensi ¢islo, pak chybu v jedné ciffe nemusi
odhalit. Napfiklad pokud bychom pouzili délitelnost desiti, tak nepozname spravné ¢islo 20 od chybného cisla 30.
Podobné kdyz se rozhodneme testovat délitelnost ¢tyimi a spravné cislo je 36, pak chyba v ciffe v ¢isle 32 neni
délitelnosti poznatelna.

Cislo 11 je tedy nejmensi (tudiz nejpraktictéjsi), které v testu délitelnosti umi odhalit chybu v jedné é&islici
(rozmyslete si, ze zaména jedné Cislice v ¢isle nutné vede ke zméné zbytku po déleni jedenécti).

2) Hashovaci funkce. Piedstavte si, Ze chceme uklddat data o lidech, ktefi jsou kédovani rodnymi ¢isly, ale méame
jen n pamétovych adres. Hledame funkci h, kterd nam fekne, Ze data ¢lovéka s rodnym éislem a se maji dat na
adresu h(a). Jednim z moznych feSeni je pouzit funkci h(a) = a mod n.

Vyhody: h je na, rychle se pocita.

Nevyhoda: h neni prosta, vznikaji tzv. kolize. Jsou nutné strategie, co pak (napf. metoda ,prvni nasledujici
volné misto®).

3) Kdyz uz mluvime o rodnych ¢islech: Rodné ¢isla se délaji nésledovné: Prvni dvoudisli je rok narozeni, druhé
meésic narozeni zvySeny u zen o 50, tfeti dvoucisli je den narozeni, dalsi tfi pak identifikuji oblast a poradové ¢islo
ditéte v ramci této oblasti. Jako posledni cifra rodného ¢isla se d4 bud zbytek po déleni poc¢ateéniho devitimistného
¢isla jedenacti, pokud vyjde mensi nez 10, nebo 0, pokud ten zbytek vyjde 10.

Co to znamena? Ze kazdé rodné ¢islo nekonéici nulou musi byt délitelné jedenicti, u ¢isel nulou konéicich uz
to ale nemusi byt pravda. Moc jich nebyva: statisticky kazdé jedenécté, ale zejména v poslednich desetiletich se
takovym ¢islim pfi pridélovani snazi vyhybat, takze jich je vyrazné méné nez jedenactina. Diky tomu preziva
fama, ze se délitelnosti jedenactkou daji kontrolovat spravna rodna disla.

4) Od rodnych ¢isel prejdeme k ndhodnym. Pro rizné simulace a samoziejmé také hry je potfeba mit zdroj
nahodnych ¢isel. To ale neni tak snadné zafidit, protoze tento zdroj musi byt algoritmicky (poéita¢ ma naprogra-
movanu metodu, jak to délat). Nevznikaji tak ¢isla ndhodnd, ale pseudonahodné, jejich zdroji se fika generator.

Kdyz uz se tedy smifime s tim, ze médme generator jen pseudonahodnych d¢isel, tak bychom alespon chtéli, aby
ten algoritmus z dlouhodobého hlediska nezvyhodnioval Zadna cisla ani nevykazoval pravidelnosti. To je velice
naro¢ny ukol, u méné naro¢nych aplikaci (tfeba her) se da od striktnich naroku ¢asteéné ustoupit a pak ptichazi
vhod tzv. linearni kongruentni generator.

Funguje to nasledovné. Zvolime modulus n € N. Pak zvolime multiplikdtor a € N spliiujici 2 < a < n a posun
¢ € N spliyjici 0 < ¢ < n. Jako ndhodnd ¢isla pouzivame posloupnost zx+1 = (a - zx + ¢) mod n. Je nutno ji
nastartovat pomoci zdrojové hodnoty o € N. Vychézi pak z toho ¢isla z rozmezi 0 az n— 1, ktera se tvaii nadhodné
(ale nejsou, protoze se opakuji, nejdelsi mozny fetézec mé délku n, ale mize se zacyklit diive, zabranime tomu
tak, ze zvolime jako n prvodislo).

Napfiiklad pokud zvolime n = 6, a = 4, ¢ = 1, dostavame vzorec zj4+1 = (4zx + 1) mod 6. Kdyz se rozhodneme
zacit dvojkou, dostaneme posloupnost 2,3,1,5,3,1,5,3,..., délka cyklu je 3.

Kdyz si zvolime n =9, a = 7, ¢ = 4, pak ze vzorce xy11 = (7Tz + 4) mod 9 uz vyjde fetézec délky 9.

Casto chceme &isla z intervalu (0, 1), pak bereme zj /n. P¥i volbé hodné velkého n a a to vychazi docela zajimave.

Casto se voli ¢ = 0, tzv. ¢isté multiplikativni generator, pak nechceme x;, = 0 a je snaha volit n, a tak, aby vznikl
opravdu fetézec délky n — 1. Typicka volba je tieba n = 231 — 1 a a = 7° = 16807, kdy pak opravdu dostaneme
231 — 2 = 4294967294 hodnot. To uz je pro praktické ucely docela dost.

A

Nasledujici fakt by mél byt ¢tenari po mensim zamysleni jasny.

Fakt 6a.8.
Necht a,b € Z, a # 0. Pak a|b pravé tehdy, kdyz b mod |a| = 0, tedy zbytek po déleni b ¢islem |a| je 0.

Diikaz nechdme jako cviceni 6a.5. Mimochodem, absolutni hodnota u a v textu tvrzeni neni nutna, protoze jsme
ve vété o déleni se zbytkem pracovali i se zapornymi déliteli a neni s nimi problém, ale v praxi stejné znaménko
ignorujeme, takze jsme zvolili prakticky pohled na véc.

Ted zavedeme nové uzitecné pojmy.

Definice.

Necht a,b € Z.

Cislo d € N je spoleény délitel (common divisor) ¢isel a, b, jestlize d|a a d|b.
Cislo d € N je spoleény nasobek (common multiple) &isel a, b, jestlize a|d a b|d.
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Napriklad ¢islo 1 je urcité spolecnym délitelem cisel 40 a 60, zatimco 40 - 60 = 2400 je urcité jejich spolecnym
nasobkem. Ctenaf ale asi tusi, Ze nas budou zajimat trochu méné trividlni odpovédi, tfeba 20 jako spolecny délitel
a 120 jako spolecény nasobek. Jak vlastné mnoziny vSech spoleénych nasobkt a spole¢nych déliteli vypadaji?

Pro kazda dvé ¢isla a,b € Z je 1 spoleénym délitelem, tudiZz mnozina spoleé¢nych délitelti je neprazdna. Pokud
je jedno z ¢isel a,b nenulové, naptiklad a, pak kazdy spoleény délitel d musi spliiovat d < |al, viz Véta 6a.2 (v).
Proto je pak mnozina spolecnych délitelti konecné a tudiz mé v N nejvétsi a nejmensi prvek.

Kdyby ale bylo a = b = 0, tak je spole¢nym délitelem libovolné d € N, takze vlastné mnozina spolecnych déliteli
je N. To je nepfijemné a budeme se s timto piipadem opakované nuceni vypoiadévat zvI1ast.

U spoleénych nasobki je rovnéz tieba hlidat nuly, ale trochu jinak. Pokud jsou obé a,b nenulové, tak je a - b
spole¢nym nasobkem. Mnozina spole¢nych nasobki je shora neomezend, protoze mame-li spoleény nasobek d, pak
je i kd spoleénym nésobkem pro libovolné k£ € N. Mnozina spoleénych nasobki tedy nemé nejvétsi prvek, ale jako
neprazdnd podmnozina N ma urcité prvek nejmensi (vSimnéte si, Ze i pro zaporna a, b bereme v definici jen kladna
¢isla jako jejich spolecné délitele ¢i nasobky).

Pokud je alespon jedno z ¢isel a, b nulové, tak mame problém, protoze jedinym nasobkem nuly je zase nula, coz
definice spole¢ného nasobku nepfipousti. Mnozina spoleénych nasobkt je v tomto pripadé prazdna.

Definice.

Necht a,b € Z.

Definujeme jejich nejvétsi spoleény délitel (greatest common divisor), znaceno ged(a,b), jako nejvétsi
prvek mnoziny jejich spoleé¢nych déliteli, pokud je alespon jedno z a, b nenulové.

Jinak definujeme ged(0,0) = 0.

Rekneme, 7e &isla a, b € Z jsou nesoudélna, jestlize ged(a,b) = 1.

Definujeme jejich nejmensi spoleé¢ny nasobek (least common multiple), znac¢eno lem(a, b), jako nejmensi
prvek mnoziny jejich spoleénych nasobki, pokud jsou obé a, b nenulové.

Jinak definujeme lem(a,0) = lem(0,b) = 0.

Tyto pojmy se daji zobecnit na vice ¢isel, viz cviceni 6a.19.

Volby gcd a lem pro vyjimecné piipady jsou vedeny snahou zachovat uziteéné vlastnosti. V obou piipadech je
zachovan smysl, ¢islo 0 opravdu déli 0 a je ndsobkem 0. U nejvétsiho spolecného délitele je takovych kandidatt
nekonec¢né mnoho (to uz jsme vidéli), tam byla nase volba rozumnd napiiklad proto, ze ted mame obecné ged(a, b) <
la| a ged(a, b) < |b] pro vSechna a, b véetné nulovych, coz je jisté piijemné. U spole¢ného nésobku to bohuzel nevyslo,
jediny nasobek ¢isla 0 je zase 0, tudiz jsme v definici neméli na vybér a musime se smifit s tim, ze |a| < lem(a,b)
a |b] <lecm(a,b) plati jen pro nenulova a,b (musime byt proto opatrni).

Je to dalsi ponouknuti, abychom pracovali jen s ¢isly a,b € N, ¢asto to bude mozné a mame po problémech, ale
ne vzdy to jde.

Protoze ged(a,b) déli a i b, tak pro nenulové a,b mame — % _cZa € Z. To je zjevné, ale budeme

_ b
ged(a, b) ged(a, b)
to opakované pouzivat, tak na to upozoriiujeme. Vtélime to do tvrzeni s jesté jednim pozorovanim.

Fakt 6a.9.

Necht a,b € Z, a # b. Pak jsou nesoudélnéa celd ¢isla.

a a b
ged(a,b) — ged(a,b)

5 © N, Dy - . . Y 11 a b I
Dukaz (rutinni): Pfedpokladdejme, Ze ¢islo d € N je spole¢ny délitel gcd(a,0) a scd(a,b)’ To znamena, Ze pro
i 1.4 ‘ a _ b _ _ _ L1
néjaka k,l € Z mame acd(ad) kd a wcd(ab) ld. Pak a = k[dgcd(a,b)] a b = l[dged(a,b)], ¢ili dged(a,b)

je spole¢ny délitel a,b. Protoze ged(a,b) je mezi spoleénymi déliteli nejvétsi, musi byt d < 1, coz pro d € N
znamena nutné d = 1.
Takze jediny spolecny délitel téch dvou c¢isel je 1, jsou tedy nesoudélna.

L]
Intuitivné je to jasné, kdyz vydélime obé ¢isla tim, co maji spole¢né, tak uz v nich nic spole¢ného zbyt nemtze.

Dalsi zkoumani téchto pojmil za¢neme pomocnym tvrzenim, které ¢tenar jisté zna z vlastni zkusenosti. Pokud
je néjaké ¢islo d délitelné ¢isly a, b, tak jesté to d nemusi byt délitelné ¢islem a - b, ale urcité pijde vydélit ¢islem
lem(a, b).
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Lemma 6a.10.
Necht a,b € Z. Jestlize je d spoleény nasobek a, b, pak lem(a,b) déli d.

Dukaz (pou¢ny): Jestlize a = 0 nebo b = 0, pak spoleéné ndsobky neexistuji a tvrzeni plati automaticky.
Predpokladejme tedy dale, ze a,b # 0.

Protoze je lem(a,b) nejmensi spoleény nasobek, musi platit d > lem(a,b). Necht podle véty o déleni d =
glem(a, b) +r. Protoze a déli lem(a, b), tak déli i glem(a,b), déli rovnéz d, proto podle Disledku 6a.4 (ii) musi a
také délit r. Stejné ukazeme, ze i b déli r, navic r € Ny, takze bud r = 0 nebo je r spoleény nasobek a, b. To druhé
je ale nemozné, protoze lcm(a, b) je nejmensi spole¢ny nésobek a r < lem(a,b). Takze r = 0 a d = glem(a, b)
pro néjaké q € Z.

L]

Da se to ¢ist i jinak, ukazuje to, Ze mnozina spole¢nych nasobk® dvou ¢isel mé zajimavou strukturu, vSechny
pochazeji od jednoho zakladniho, nemize se objevit néjaky Gplné jiny. Lemma to dokazalo pro ¢isla kladna, plati
to i obecné.

Fakt 6a.11.
Necht a,b,n € Z. Jestlize a|n a b|n, pak lem(a, b) |n.

Dukaz (rutinni, mozna poucny): Jestlize je a = 0 ¢i b = 0, tak nutné i n = 0 a lem(a, b) = 0, tvrzeni pak plati.
Zbyva probrat pripad, kdy a,b # 0.

Jestlize a |n a b|n, pak také a||n| a b||n| (viz cviceni 6a.4), takze |n| je spoleénym nasobkem a,b. Podle
Lemma 6a.10 tedy musi platit lem(a, b) | |n|, proto i lem(a, b) | n.

U

Ukézeme jesté jedno zajimavé ¢teni tohoto faktu. Pro a,b # 0 je lem(a, b) definovan jako nejmensi prvek mno-
ziny spole¢nych nasobkt, pficemz ,nejmensi® je ve smyslu nerovnosti. Pravé jsme se dozvédéli, ze lem(a,b) je
také nejmensim prvkem mnoziny spoleénych nasobkt vzhledem k relaci délitelnosti. Obdobné tvrzeni plati i pro
ged(a, b), ale tam je dikaz t€z81 a postupné se k nému propracujeme.

Nasim cilem ted bude odvodit praktické postupy k nalezeni gcd(a, b) a lem(a, b). Nejprve si riznymi pozorovanimi
zredukujeme obecnou situaci na pfipad 0 < b < a. Zacneme tim, Ze sta¢i umét hledat oba pojmy pro cisla z Ny.

Fakt 6a.12.
Necht a,b € Z. Pak ged(a, b) = ged(|al, |b]) a lem(a, b) = lem(|al, |b]).

Dukaz (rutinni): Piipady s a = 0 ¢ b = 0 se snadno rozmysli, zaméfime se na pfipad a,b # 0.

Spoleéni délitelé a, b jsou kladné éisla d spliiujici d|a a d|b, coz jsou podle Véty 6a.2 (iv) pfesné ¢isla spliiujici
d||a| a d||b]. Mnozina spoleénych délitelt a,b je tedy stejnd jako mnozina spoleénych délitelu |al, |b|, tudiz se
museji rovnat i jejich nejvétsi prvky.

Dukaz pro lem(a, b) je obdobny.

L]

Hodnoty gecd(0,0) = 1 alem(0,0) = 0 zndme z definice, snadno nalezneme i hodnoty pro dalsi specifické pfipady.

Fakt 6a.13.
Necht a € N. Pak gcd(a,0) = a, lem(a,0) =0 a ged(a,a) = lem(a,a) = a.

Druhé tvrzeni je pfimo definice, ditkaz ostatnich je snadny a nechdme jej jako cviceni 6a.10. Ted si dale zjedno-
dusime situaci.

Véta 6a.14.
Necht a,b € Z. Pak lem(a, b) - ged(a, b) = |al - |b].

Dukaz (pou¢ny): 1) Nejprve budeme predpokladat, ze a,b € N.
ab

ged(a,b)’

nasobek b, a symetricky také z =

Oznaéme z = chceme ukazat, ze je to lem(a,b). Mame z = € Z, tedy z je

a a
ged(a,8)” ™ acd(a,0)

b o AN
Wa a z je nasobek a. Podle Lemma 6a.10 tedy musi platit z = qlcm(a, b)
pro néjaké g € N. Potfebujeme ukézat, ze ¢ = 1.
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Vsimnéme si, ze lem(a,b) = £ = __ab Kdyz vyuzijeme toho, ze a i b déli lem(a,b), dostavame

q¢  qged(a,b)
qgcda(a, i lcméa, b) € Z, tedy qged(a,b) déli a, a symetricky qgcdb(a,b) = lcmga, b)
déli b. To znamend, Ze qged(a,b) je spoleény délitel a, b, tudiz z definice ged musi platit ¢ ged(a, b) < ged(a, b).
Zaroven ale ¢ € N, coz znamena, ze nutné q = 1.

2) Jsou-li a,b nenulové, ale nékteré z nich je zdporné (¢i obé), pak vysledek vyplyva z Faktu 6a.12.

3) Pripady s a = 0 nebo b = 0 se snadno ovéfi.

€ Z, tedy gged(a,b)

L]
1 Tato véta ndm dava vzorec pro vypocet nejmensiho spolecného nasobku, v pocitaci je ale samoziejmé lepsi namisto
lem(a,b) = ﬁz,b) pouzivat lem(a, b) = m b ¢i lem(a,b) = ﬁa,b) a, protoze tento postup nevyzaduje

ukladani velkého ¢isla ab.

Zustava otazka, jak najit ged(a,b), podle Faktt 6a.12 a 6a.13 uz vime, Ze to musime hlavné vyfesit pro pfipad
a,b > 0, a # b. Pro mala ¢isla se to ¢asto déla rozkladem na prvocisla, jenZe ten jsme jesté neprobrali a hlavné
to je ukrutné vypocetné naro¢na tloha, tudiz neperspektivni. Existuje lepsi zptisob, popularni a mocny Euklidtv
algoritmus. Je zalozen na nasledujicim pozorovani.

Lemma 6a.15.

Necht a,b € N, necht r = a mod b. Pak plati nésledujici:

(i) d € N je spole¢ny délitel a, b pravé tehdy, kdyz je to spoleény délitel b, r.
(ii) ged(a, b) = ged(b, ).

Dukaz (pou¢ny): Necht r = a mod b. (i): =>: Je-li d spoleény délitel a a b, pak déli a i ¢gb, tedy podle

Dusledku 6a.4 (ii) musi délit také r a je to spolecny délitel b, r. <=: Ditikaz je obdobny.

(ii): Podle (i) se mnozina spole¢nych déliteli a, b rovnd mnoziné spoleénych délitela b, r, proto se musi rovnat

i jejich nejvétsi prvky.

L]

Toto lemma je klicem k algoritmu. Namisto hledani ged pro dvojici @ > b ndm stac¢i hledat ged pro odpovidajici
éisla b > r, nic ndm ale nebrani aplikovat naSe lemma znovu, najit v’ = b mod r a namisto dvojice b > r hledat
ged pro r > r’. Takto miizeme pokracovat.

Protoze se v kazdém kroku to mensi ¢islo dale zmensi, ale nikdy neni zaporné, tak tento postup nemuze trvat
do nekonecna, ale musi se zarazit. Kdy se tak stane? Kdy vlastné nemiizeme Lemma pouzit? Kdyz nékteré z Cisel
(¢i obé) opusti N, coz se nejdiive stane tomu mensimu, tedy zbytku po déleni. Zbytek po déleni opusti N tehdy,
je-li nulovy, takze opakujeme Lemma tak dlouho, dokud nenarazime na nulovy zbytek, ged(x, 0) pak hravé uré¢ime
podle Faktu 6a.13. Tim dostavame algoritmus k nalezeni ged(a,b) pro a > b. Ukdzeme jej na prikladé.

Priklad 6a.f: Chceme najit ged(408, 108).
Maéame 408 = 3 - 108 + 84, proto gcd(408,108) = ged(108, 84).
Méme 108 =1 - 84 + 24, proto gcd (408, 108) = gcd(108,84) = ged(84,24).
Méme 84 = 3 - 24 + 12, proto gcd (408, 108) = gcd(108,84) = ged(84,24) = ged(24, 12).
Méme 24 = 2 - 12 + 0, proto gcd (408, 108) = gcd(108,84) = ged(84,24) = ged(24,12) = ged(12,0) = 12.
Jako obvykle jsme nefesili, kde se ty rozklady berou, ja jsem si je délal tuzkou pies g = L%J
AN
Algoritmus ukézeme ve dvou podobach. Jedna si pamatuje, co se kdy délo. Ta bude vyhodna pii dikazu, ze
algoritmus dél4 to, co ma. Druhé verze se nestard o minulost, coz je samoziejmé verze, kterou bychom pouzili v
praxi. Jak uz jsme zminili po Faktu 6a.7, budeme pfedpokladat néjakou implementaci procesu nalezeni ¢, r.

S Algoritmus 6a.16. Eukliduv algoritmus pro nalezeni ged(a,b) proa > b € N.

Verze 1. nebo Verze 2.
Iniciace: rg :==a, 1 := b, k:= 0. procedure gcd (a, b: integer, a > b > 0)
Krok: k:=k+1, rp—1 = qr - Tk + Tht1 repeat
Opakovat dokud nenastane r;+1 = 0. r:= amod b;
Pak ged(a,b) = rg. a:=b; b:=r;
until b= 0;

output: a;

A
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Ted dokézeme, ze algoritmus dél4, co ma.

1) Algoritmus skon¢i: Variantem je 7y, to spliiuje 1 > ro > r3 > --- a zaroven 1, € Ny, proto musi dojit k
terminac¢ni podmince 7, = 0.

2) Algoritmus mé na vystupu ged(a, b): Pomoci indukce dokdzeme nasledujici
V (k): Jestlize r, > 0, pak ged(rg, rx+1) = ged(a, b).
(0) Pro k = 0 to plati, nebot ro =a ar; =b.
(1) Necht k € Ny a predpokladejme, ze ged(ry, rx+1) = ged(a, b) a ri, > 0.
Necht také rry1 > 0. Pak rp = qri41 + 742 podle véty o déleni a podle Lemma 6a.15 mame ged(rg41, 7k+2) =
ged(rg, re41), spolu s indukénim pfedpokladem pak ged(rgy1,7k+2) = ged(a, b), tedy V(k + 1) plati.

V (k) je dokdzéno. V okamziku terminace mame r > 0 a rp11 = 0, tedy podle V (k) a Faktu 6a.13 je ged(a,b) =
ng(Tk, Tk+1) = ng(Tk, 0) =Tk-

6a.17 Ruéni vypocet.

P1i ruénim pocitani zachycujeme stavy registrt tabulkou, existuje nékolik verzi. Za¢neme verzi podrobnou, ktera
presné ilustruje béh algoritmu. Kazdy jeho krok déla dvé véci, nejprve spocita r a pak si pfipravi ptidu pro nové
kolo posunem dat v registrech. TotéZz udélame v tabulce, nejprve si spocitame r a zapiseme jej do nového radku
jako novou hodnotu b, pak doplnime na novy fadek starou hodnotou b jako nové a a tim se pripravime na dalsi
kolo. Ukazeme si to pro nas predchozi ptiklad.

Najdeme gcd (408, 108) pomoci Euklidova algoritmu.

a b | 408 mod 108 =84 — a b a b
408 | 108 408 | 108 408 | 108
84 108 84
108 mod 84 = 24 — a b a b | 8 mod24 =12 — a b a b
408 | 108 408 | 108 408 | 108 408 | 108
108 84 108 84 108 84 108 84
24 84 24 84 24 84 24
12 24 12
24mod 12 =0 — a b a b
408 | 108 408 | 108
108 84 108 84
84 24 84 24
24 12 24 12
0 12e 0

Kdyz pocitame takto ru¢né, tak se nemusime presné drzet algoritmu a lze vynechat tu posledni tabulku. Jakmile
se nam objevi na fadku nula, tak si pfe¢teme hodnotu ged(a, b) v policku nad tou nulou.

Zasadni nedostatek tohoto algoritmu je, Ze se v ném kazdé ¢islo objevuje dvakrat, coz je zbytecné. Mnohem
jednodussi je pouzit jen jeden sloupec a pracovat vzdy se dvéma poslednimi ¢isly. Opét si najdeme ged(408,108).

ab| = |ab| =] ab| =] ab| = | a,b
408 408 408 408 408
108 108 108 108 108
84 84 84 84
24 24 24

12 12e
0

Samoziejmé neni duvod psat pod sebe, nejjednodussi je rovnou psat Cisla za sebe, zacneme s Cisly 408 a 108, z
nich odvodime dalsi.

408 108 84

|

408 mod 108 = 84
Takto pokracujeme:
408 108 84 24 0
Tato metoda je evidentné nejpohodInéjsi, ale my si tento algoritmus brzy dale rozsifime a pak mnozi davaji
prednost tomu predchozimu svislému zapisu.
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408-108 _ ;g 108

gcd (408, 108) 1o = 4089 =3672.

Pro tplnost si jesté dopocitame lem (408, 108) =
A

Jak je tento algoritmus rychly?

Véta 6a.18. (Lamého véta)
Necht a > b € N. Pak Euklidav algoritmus pro gecd(a, b) vyzaduje nanejvys tolik krok, kolik je pétkrat pocet
cifer v b.

Dukaz (drsny, poucny): Nejprve si v§imnéme néasledujiciho. V kazdém kroku pocitdme ry_; = qi - + 7, kde
r < rx. Kdyby bylo ¢ = 0, tak dostavame r = ri_1, coz by znamenalo r;_; < rg, jenze v nasem algoritmu je
to pfesné naopak, my mame 7;_1 > 7. Proto musi byt vzdy ¢ > 1.

Je to vidét i jinak. Protoze je rp_1 > 7, tak pfi hledani zbytku po déleni musime 75 alesponn jednou odecist
od rp_1.

Kazdopadné mame 11 = qi - 7k + Tht1 > Tk + Tk+1-

Jak to vypada pro ptipad, kdy rx11 = 0, tedy posledni krok algoritmu? Pak ry_; = qi - ri. Kdyby bylo ¢, = 1,
pak dostavame ry_1 = 7, coz zase neni mozné. Je tedy ¢r > 2 a mame pro posledni nenulové r; nerovnost
Tk—1 2 2rg.

Uvazujme ted béh algoritmu pro konkrétni a > b a predpoklddejme, Ze skoncil pro jisté n € Nsr,,1 =0 a
rn = ged(a, b). Tvrdime néasledujici:

Pro k =1,...,n plati V(k): rp,—k4+1 > Fi41, kde Fy, jsou Fibonacciho éisla, viz pfiklad 9a.c. Dokazeme to
indukeci na &k (modifikovanym principem s navratem o dva kroky).

(0) Pro k = 1 rovnost ¥iké r,, > Fs, tedy r, > 1, coz je pravda, r, je posledni nenulovy zbytek.

Pro k = 2 tvrzeni tika, ze r,_1 > F3, tedy r,—1 > 2. To je pravda, protoze pro posledni krok jsme odvodili
T'n—1 > 2rn > 2.

(1) Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro 1,...,k, kde k > 2. Chceme odhad pro r,_(44+1)4+1 = "n—k- Pouzi-
jeme nerovnici odvozenou na zacatku dikazu, dava rn,—x > Tn_k4+1 + Tnok12 = Tn—k+1 + Tn—(k—1)+1. Pomoci
indukéniho predpokladu a vlastnosti Fibonacciho ¢isel pak dostaneme

Tn—(kt1)4+1 = Tn—k = Fry1 + Fle—1)41 = Fet1 + Fr = Frp2 = Flrea1)41-
V(k+1) atim i krok (1) jsou dokézany. Indukce potvrdila, ze V (k) plati pro k =1,... ,n.

Z V(n) mame r > F,, 1, tedy pocet krok programu n spliiuje nerovnost F, 11 < b. Co z toho plyne pro n?

1+5

2
mené, Ze a" < b, proto nlogio(e) < logyo(b). Kalkuliho pristroj potvrdi, Ze log;o(cr) > &, z EehoZ dostaneme

n < 5log;,(b). Dtkaz je hotov.

Z vysledkt prikladu 9a.c mame nasledujici. Kdyz oznacime a = , pak F,, > o™~ !. Pro nas to zna-

U

Rikdme tim vlastné, Ze vypodetni ndroénost algoritmu je fadové log(b), jenze jsme nezapoéitali ndroky na vypodet
rozkladu a = gb+ r, zvolena implementace vyslednou naroc¢nost dost ovlivni. Pouzivané algoritmy maji obdobnou
naro¢nost (zavisi na délce délitele), takze obecné lze Fici, Ze celkova vypocetni nédro¢nost Euklidova algoritmu je
fadove [log(b)]?. Z hlediska computer science je jednodussi hovoiit o bitech zapisu é&isla, mfizeme naptiklad Fict,
Ze pii praci s n-bitovymi ¢isly je potfeba zhruba n? zékladnich operaci. V kapitole 9b si o naro¢nosti povime vic,
pak budeme iikat, Ze naroénost Euklidova algoritmu je O(n?).

Mimochodem, zajimavé je, ze efektivni implementace déleni celych ¢isel dokdZzou primérnou naroc¢nost hledani
zbytku, takze postup pies ¢ = L%J zase neni tak Spatny. Da se ale ukazat, ze pti vypoctu Euklidova algoritmu
vznikaji s vysokou pravdépodobnosti malé ¢ (pravdépodobnosti pro g = 1,2, 3, 4 jsou po fadé 41.5%, 17.0%, 9.3%,
5.9%), jinymi slovy v poloviné pfipadi lze ¢ekat ¢ = 1 ¢i ¢ = 2 a to uz se hledani ¢ a r odecitanim opravdu vyplati.

Zajimavou alternativou je pouziti rtiznych fint, napriklad je mozné pouzit tyto rovnosti:

e gcd(a,b) = 2ged(a/2,b/2), jsou-li obé suda,

e gcd(a,b) = ged(a/2,b), je-li a sudé a b liché,

e gcd(a,b) = ged(a — b,b), jsou-li obé licha.

TakZe nejprve opakovanym délenim dvéma (coZ je relativné levna operace) dosdhneme situace s jednim ¢i dvéma
lichymi ¢isly, pak aplikujeme opakované druhy ¢i tieti vzorec, dokud nedostaneme dvé sudéa cisla, to zase reduku-
jeme délenim dvéma a potad dokola. V zasadé lze ale Fict, Ze lépe nez k n? se stejné nedostaneme.

Tak jsme se naucili hledat efektivné nejvétsi spolecny délitel (tedy i nejmensi spole¢ny nasobek) a vratime se
zase k teorii.
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Véta 6a.19. (Bezoutova véta/rovnost) (Bezout’s identity)
Necht a,b € Z. Pak existuji A, B € Z takové, ze ged(a,b) = Aa + Bb.

Dukaz (drsny, poucny): Nejprve poznamenejme, ze pokud a = 0, pak ged(0,b) = b =0-a+ 1-b, podobné
identita plati pro b = 0. Déale tedy budeme predpokladat, ze a,b # 0.

Uvazujme mnozinu M = {Aa + Bb; A,B € Z, Aa + Bb > 0}, tedy vSechna kladné ¢isla, ktera lze dostat
jako linedrni kombinace a,b. Pak evidentné M # (), tieba |a| + |b| € M, protoZe toto ¢islo dostaneme se¢tenim
840+ spb pro vhodné zvolend s,, s, = 1. Je to neprazdna podmnozina N, proto dle principu dobrého usporadani
(4c.14) existuje jeji nejmensi prvek c. Tvrdime, Ze ¢ = ged(a, b).

1) Podle Dusledku 6a.4 (i) kazdy spoleény délitel a a b déli vSechny prvky M, mimo jiné také c.

I ged(a, b) je spoleény délitel a, b, proto ged(a, b) | ¢, tedy ged(a,b) < c.

2) Ukézeme, Ze c je spoleény délitel a a b. Necht a = gc+r, kde 0 <r < ¢. Mdme r = a—gc = a— (Aa+ Bb) =
(1— A)a+ Bb, takze kdyby platilo r > 0, tak uz r € M a zaroven r < ¢, coz je spor s tim, Ze ¢ je nejmensi v M.
Proto r = 0 a ¢|a. Obdobné také ukdzeme, zZe c|b. Takze c je spoleény délitel, proto musi spliiovat ¢ < ged(a, b).

Spojenim 1) a 2) dostavame, Ze opravdu ¢ = ged(a, b). Ale ¢ € M, proto se da ged(a,b) coby prvek M napsat
jako ged(a,b) = Aa + Bb.

L]

Kdyz vime, ze ¢ = ged(a, b), tak 1ze pozorovéni z 1) formulovat takto:

Dusledek 6a.20.
Necht a,b € Z. Jestlize je d spoleény délitel a, b, pak d déli ged(a,b).

Takze opravdu je ged(a, b) nejvétsim spoleénym délitelem i viéi usporadani délitelnosti. Tim jsme splnili jeden
dlouzek z pocatku této kapitoly.

Jak se takovd kombinace najde? Nékdy se to d4 uhddnout. Vime napiiklad, ze ged(24,60) = 12, a uhddneme
12 =3-24+ (—1) - 60. Je ovSem také mozné zkusit t¥eba 12 = (—2) - 24 + 1 - 60. Bezoutova véta netvrdila, ze je
jedind moznost, ve skutecnosti je jich nekone¢né mnoho, viz Diofantické rovnice 6¢. Z hlediska aplikaci mezi témito
moznostmi neni rozdil, cilem je najit néjaké takové vyjadieni pro ged(a,b). Existuje na to algoritmus vychéazejici
ze zpétného chodu Euklidovym algoritmem. Vratme se k predchozimu piikladu.

Priklad 6a.g: Zjistili jsme, ze ged (408, 108) = 12. Jak vyjadiime 12 jako linearni kombinaci 408 a 1087 Pfecteme
si béh Euklidova algoritmu od konce.

Mame d = 12 a posledni rozklad iiké, Ze 84 = 3 - 24 + d, tedy d = 84 — 3 - 24. Radek predtim da 108 = 84 + 24,
tedy 24 = 108 — 84, a proto d = 84 — 3 - (108 — 84) = (—3) - 108 + 4 - 84. Prvni radek da 408 = 3 - 108 + 84, tedy
84 = 408 — 3 - 108, a proto d = (—3) - 108 + 4 - (408 — 3 - 108) = 4 - 408 + (—15) - 108.

Méme ged(408,108) =4 - 408 4+ (—15) - 108.

A

Takto to samoziejmeé délat nechceme, radéji hledani A, B zabudujeme primo do Euklidova algoritmu, dostaneme
tak jeho rozsifenou verzi. V tomto algoritmu jiz nebudeme moci pouzivat » = a mod b, protoze i ¢astecny podil
qr bude hrat roli. Opét uvedeme jednu verzi indexovanou pro dikazy a jednu verzi pocitaci.

S Algoritmus 6a.21. Rozsifeny Euklidav algoritmus pro nalezeni ged(a,b) = Aa + Bb pro a > b € N.

Verze 1. nebo Verze 2.

Inicializace: r¢ :=a, r1 := b, k := 0, procedure gcd-Bezout (a, b: integer, a > b > 0)
Ag:=1, A1 :=0, By:=0, B; := 1. Ag:=1; A1 :=0; By:=0; By :=1;

Krok: k:=k+ 1, rg—1 = qx - "k + Tk+1, repeat
A1 = Ap—1 — qpAgk, Bry1 = Br—1 — qu Bk a=q-b+r;

Opakovat dokud nenastane r;+1 = 0. a:=b; b:=r;

Pak ged(a,b) = ri, = Ara + Byb. rq 1= Ay — qA1;

By := B1; By :i=ryp;
until b = 0;
output: a, Ay, By;

6a.21, 6a.g 12 6a.21, 6a.g



Diskrétni matematika 6a. Délitelnost pHabala 2014

Vsimnéte si, Ze novy zbytek pocitame jako rpy1 = rp—1 — qx - Tk, COZ je presné stejny vzorec jako pro Agxiq a

e P e e Th— U w s
By 1, dokonce pouzivaji stejné ¢islo qi. To znamend, ze jakmile si zjistime g = L ’; IJ, tak uz vsSechna tri ¢isla
k

z nové generace pocitame stejnym zpisobem.

1 procedure gcd-Bezout (a,b: integer, a > b > 0)
Ag:=1; A1 :=0; By:=0; By :=1;

repeat
q¢:= 3]s
r:=a—gq-b;
Ta ::AO_qu;
1y i= Bo — qBu;
a:=b; b:=r;

Ay := A1 AL =1y
By := B1; B1 :=1p;
until b = 0;
output: a, Ag, Bo;

Tento postup je idedlnim vychodiskem pro ruc¢ni vypocet. Znamend to totiz, ze jakmile doplnime policko s ¢,
tak do dalsiho fadku dopocitavame ,nové b“, ,nové A:“ a ,nové B1“ pomoci stejného cestovani tabulkou.

S 6a.22 Ruéni vypocet. Najdeme ged(408,108) a vyjadiime jej jako linearni kombinaci 408 a 108. Za¢neme verzi

se svislym zépisem (do Fadku).

Nejprve je tieba vytvorit dva iniciaéni Ffadky. Hodnoty 408 a 108 jsou jasné, hodnoty pro A, B si je tfeba
pamatovat, naptiklad tak, ze vypadaji jako jednotkova matice. Pak spocitdme ¢ = 3 jako castecny podil a zapiSeme
do tabulky.

a,b|lqg| A| B a,bl gl A| B
408 110 408 110
108 0 1 108131 0] 1

V normalnim Euklidové algoritmu nasledné najdeme zbytek 408 — 3 - 108 = 84, ktery zapiSeme pod 108. To
znamena, ze kdyz se podivame na prvni sloupec, tak délame postup ,c¢islo v pfedposlednim minus ¢ krat ¢islo v
poslednim, vysledek zapiSeme na novy fadek“. Pfesné tento vzorec pak aplikujeme na dvojici sloupct pro A a B,

dostavame 1 —3-0 = 1 jako ,nové A“ a 0 —3-1 = —3 jako ,nové B“. Tim jsme zkompletovali novy radek a jsme
pripraveni cely algoritmus opakovat. To délame tak dlouho,dokud v levém sloupci nebude nula.
a,bl gl A| B a,bl gl A B a,b | ¢ A B
408 110 408 1 0 408 1 0
108 0] 1 1081310 1 108 | 3 0 1
84 1] -3 84 | 1 1| -3
24 -1 4
a,b | q A B a,b | g A B
408 1 0 408 1 0
108 | 3 0 1 108 | 3 0 1
84 | 1 1 -3 84 | 1 1 -3
24 1 3| —1 4 24 1 3| —1 4
12 4 | —15 12e] 2 4e| —15e
0

Vysledek najdeme jako obvykle v fadku nad nulou, opravdu 12 = 4 - 408 + (—15) - 108.

Vsimnéte si, Ze stejny vztah plati i pro fadek pred tim: 24 = (—1) - 408 + 4 - 108. A také ten pred tim atd., az
se dostaneme na prvni dva fadky: 108 = 0-408 + 1 -108 a 408 = 1-408 + 0 - 108. To pro nékoho muize byt dalsi
mnemotechnickd pomiticka, jak si pamatovat vychozi hodnoty pro A, B. Zaroven to bude niZe vychodiskem pro
dikaz spravnosti rozsifeného Euklidova algoritmu.

Tento vypocet svislou tabulkou se zda byti vhodnym kompromisem mezi prakticnosti a zaroven nazornosti,
budeme jej proto v této knize pouzivat. Pro uplnost ukdzeme jesté jeden algoritmus, ktery je graficky tisporné;jsi,
vychéazi z vodorovného zapisu Euklidova algoritmu. Probihd ve dvou fazich, za¢neme tak, Ze prosté provedeme
Euklidav algoritmus s tim, Zze do prvniho fadku piSeme hodnoty a,b a pod to odpovidajici hodnoty gq.

a,b| 408|108 |84 |24]12]0
¢ [3]1l3[2]

Ted vytvorime tieti fadek, ten ale délame zprava doleva. Nejprve pod posledni hodnoty ¢ napiseme (zprava) 0

al.
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a,b|408 108 8424|120

q 3 11]13]2
110

Jsme pfipraveni k druhé fazi algoritmu, kterd funguje nasledovné: Vezmeme posledni éislo v t¥etim fadku (ted
0) a odec¢teme od néj predposledni ¢islo (ted 1) vynéasobené koeficientem ¢ nad predposlednim ¢islem (ted 3),
dostaneme 0 — 1 -3 = —3 a napiseme to doleva od ptredposledniho ¢isla, tedy pod jednic¢ku. Proces opakujeme, jen
se vzorec presune v tabulce o pole doleva. Vezmeme druhé ¢islo zprava (jednicku), odeéteme ¢islo nalevo (tedy
—3) vynésobené ¢islem nad nim (jednickou), vysledek 1 — (—3) -1 = 4 zapiSeme jesté o jedno doleva. V poslednim

kroku pocitame —3 — 4 - 3 = —15 a zapiSeme zcela doleva.
a,b| 408 |108| 84 |24 [12]0
q 311132
—15] 4 |=-3|1]0

Co ted s tim? Zaénéme zprava, v hornim a dolnim fadku vidime napravo dvojice 12 <> 0 a 24 + 1. Kdyz
hodnoty z dolniho fadku prohodime, dostaneme 12 <> 1a 24+ 0a 12-1+24-0 = 12 = gcd(408, 108). Posuiime
se o jedno doleva. Porovnadnim horniho a dolniho fddku méame dvojice 24 <+ 1 a 84 <+ —3, prohodime 24 < —3
a 84 <» 1 a dostaneme 24 - (—3) + 84 - 1 = 12. Dalsi posun si zkusite sami. Happy end: V levych dvou sloupcich
mame 408 <+ —15 a 108 > 4, prohodime 408 <> 4 a 108 <+ —15 a dostaneme 408 - 4 4+ 108 - (—15) = 12, coz je
presné hledana Bezoutova identita. Nahoda? Nikoliv, takto to funguje vzdy.

Tento zptlisob je bezesporu nejuspornéjsi, ale je to uz docela ¢erna magie, je tedy vice nachylny na chybu. Je
napiiklad snadné zapomenout na to, Ze se maji na konci vysledna dvé ¢isla prohodit. Pokud ma ¢tenar pocit, Ze
mu chyby nehrozi (ani na pisemce, kde pfijde nervozita, nevyspéani atd.), pak tento postup samoziejmé mize s
uspéchem pouzivat. V této knize nicméné budeme po mnoha zkusenostech se studenty u zkousek radéji pouzivat

Yevs

Poznamka dukaz spravnosti algoritmu:

Potvrdime spravnost naseho pozorovani o tabulce. Pfesné feceno, dokazeme modifikovanym principem indukce
(zpétny krok o dva) nésledujici tvrzeni pro k € Ny:

V(k): Jestlize ry, > 0, pak 1, = Aga + Byb.

(0) k=0: 79 = a, Apa + Byb = a, v poradku.

k=1:7r1 =b, Aja + B1b = b, v poradku.

(1) Necht k£ > 2, predpokladame, ze V plati pro k a k — 1. Pak

Tkl = Th—1 — qk - "k = (Ar—10 + Br_1b) — qp(Ara + Byb)
= (Ap—1 — @ Ar)a + (Br—1 — quBr)b = Apr1a + Bjq1b.

Diikaz spravnosti algoritmu je hotov.

Pro aplnost jesté dokazeme, Ze ten kratsi a adrenalinovéjsi algoritmus opravdu funguje. Nejprve se vratime
ke znaceni z dikazu spravnosti Euklidova algoritmu, kde jsme zvolili g = a, 1 = b a poté definovali rekurzi
qr = V"'*lj, Tk+1 = Tk—1 — qx7g. Toto se opakuje, dokud nenastane r,, .1 = 0, pak r, = ged(a, b).

Tk

Nyni definujeme sg =0, s1 =1 a Sg41 = Sk—1 —Gn—kSg prok =1,... ;n—1. Tvrdime, Ze pro kazdé k =1,... ,n
plati 7115k + "n—kSk—1 = Tn, dokdzZeme to indukci.
(0) Pro k = 1 za¢neme levou stranou vzorce: 111151 + Tp—150 =T+ L + r—1 - 0 = 75, souhlasi.
(1) Necht k£ € {1,... ,n — 1}, pfedpokladejme, Ze 7,115k + rn_kSk—1 = Tn. Dosadime za 7,41 z rekurentni
definice a po upravé dostaneme vzorec, ktery potiebujeme pro k + 1:
Tn = Tnk+15k + TnkSk—1 = (Tn—k—1 — Gn—kTn—k)Sk + Tn—kSk—1 = Tn—k—15k — Gn—kTn—kSk + Tn_kSk—_1
= Tn—k—15k + Tn—k(Sk—1 = Gn—k5k) = Tn—k—15k + Tn—kSk+1 = Tn—kSk+1 + Tn_k—15k
= Tp—(k+1)+15k+1 T Tn—(k+1)S(k+1)—1-
Tim je naSe tvrzeni dokazano. Ted jej pouZijeme pro k = n:
ged(a,b) =1y =718, +70Sn—1 =b S, +a- Sp_1.
Opravdu tedy Bezoutovu identitu ziskdme pomoci poslednich dvou ¢isel zpétného chodu, kdyz je prohodime.

A

Bezoutova identita byla dokdzana pro vSechna cela ¢isla a, b, ale nas algoritmus funguje jen pro a > b > 0. Jak
se najde vyjadreni ged(a,b) = Aa + Bb pro jiné moznosti? Pokud je nékteré z ¢isel nulové, tak je to trividlni, viz
dukaz Bezoutovy identity. Pokud |a| = |b|, pak taky neni co Fesit, viz Fakta 6a.12 a 6a.13. Zbyva piipad, kdy je
la| # |b] > 0, ale to uz se snadno udéld s trochou selského rozumu.

6a.22, 6a.h 14 6a.22, 6a.h
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Piiklad 6a.h: Chceme najit gcd(—108,408) a vyjadiit jej Bezoutovym zpusobem.

Vime, ze gcd(—108,408) = ged(| — 108],]408|) = gcd(408,108), tou druhou rovnosti jsme si to upravili, aby
a = 408 bylo vétsi nez b = 108. Nyni aplikujeme bézny Euklidiv rozsifeny algoritmus (viz vyse) a dostaneme
gcd(408,108) = 12 =4 - 408 + (—15) - 108. Ted uz jenom vyrobime spravna znaménka u ¢isel:

ged(—108, 408) = ged (408, 108) = 12 = 15 - (—108) + 4 - 408.

A
Dal by se napsat obecny algoritmus, ale snad to neni nutné.

Bezoutova identita je velice mocny nastroj pro praktické vypocty, jak jesté uvidime zde nize i dalSich kapitolach,
ale také se ndm bude hodit v dtikazech. Jako ukazku si pomoci této identity ukazeme tvrzeni, zZe kdyz umime
¢islem d vydélit soucin ab, ale ¢islo d nema nic spole¢ného s a, pak uz musime to d najit celé v b. To zni jako néco,
co je evidentné pravdivé, ale bez pomoci Bezouta by se to dokazovalo prekvapivé obtizné.

Lemma 6a.23.
Necht a,b € Z a d € N. Jestlize d|ab a ¢isla d, a jsou nesoudélnd, pak d|b.

Dukaz (rutinni): Podle predpokladu existuje k € Z takové, ze ab = kd. Protoze jsou d,a nesoudélnd, musi
existovat Cisla A, B € Z takové, ze 1 = ged(d,a) = Dd + Aa. Pak b = Ddb + Aab, tedy b = Ddb + Akd, tedy
b= (Db+ Ak)d. To ukazuje, ze d déli b.

L]

Cviceni
Cvi€eni 6a.1 (rutinni): Najdéte ¢asteény podil a zbytek pro 2002/87, —1030/13, 0/7, 2/17, —3/7, 8/2.
Cviceni 6a.2 (rutinni): Dokazte, ze pro kazdé a € Z plati 1|a, a|a a a|0 (viz Fakt 6a.1).

Cviceni 6a.3 (rutinni, zkouskové): (i) Necht a,b € Z. Dokazte, zZe jestlize a|b, pak a|(nb) pro vSechna n € Z.
(ii) Necht a, b, c € Z. Dokaite, Ze jestlize a|b a b|c, pak a|c (viz Véta 6a.2).

Cviceni 6a.4 (rutinni, pou¢né): Necht a,b € Z. Dokazte, Ze nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) alb,

(i) (—a)lb,

(iii) a|(=b),

(iv) (=a)[(=b),

(v) la[[b].

Népovéda: Vytvoite z implikaci néjaky uzavieny cyklus zahrnujici (i) az (iv), tieba (i) = (i) = (iil)) =
(iv) = (i) a dokazte jej. Rozmyslete si, ze pak uz z toho plyne libovolna implikace mezi néjakymi dvéma
podminkami z téchto ¢tyf, jsou tedy vSechny ekvivalentni. Pak toho vyuzijte k dikazu ekvivalence (i) a (v).
Cviceni 6a.5 (rutinni): Necht a,b € Z, a > 0. Dokazte, Ze a|b pravé tehdy, kdyz b mod a = 0.

Cviceni 6a.6 (poucné, zkouskové): Dokazte, ze pro kazdé a,d € N takové, ze r = a mod d # 0, plati (—a) mod d =
d—r.

Jak to funguje pro pfipad a mod d = 07

Cviceni 6a.7 (rutinni, zkouskové): Necht a, b, c,d € Z. Dokazte, Ze jestlize a|c a b|d, pak ab|cd.
Cviceni 6a.8 (rutinni, zkouskové): Necht a, b, c € Z. Dokazte, ze jestlize ac|bc a ¢ # 0, pak a|b.
Cviceni 6a.9 (poucné): Necht a,b, c € Z. Dokazte/vyvratte, ze jestlize a|bc, pak a|b nebo a|c.

Cviceni 6a.10 (rutinni, pou¢né): Dokazte, ze pro a € N plati ged(a,0) = a a ged(a,a) = lem(a,a) = a (viz
Fakt 6a.13).

Cviceni 6a.11 (poucné): Necht n € Ny.
(i) Dokazte, ze n je délitelné péti pravé tehdy, je-li jeho posledni cifra rovna 0 nebo 5.
(ii) Dokazte, Ze n je délitelné ¢tyfmi pravé tehdy, je-li jeho posledni dvouéisli délitelné 4.

Cviceni 6a.12 (poucné): Dokazte, ze soucin libovolnych tii po sobé néasledujicich celych ¢isel je vzdy délitelny 6.

15
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Cviceni 6a.13 (rutinni, poucné, zkouskové): Dokazte, ze pro kazdé n € Ny plati nasledujici délitelnosti:

(i) 2| (n? — n); (ili) 3] (n® + 2n); (v) 6] (n* — n);

(i) 2| (n? + n); (iv) 5|(n® — n); (vi) 21| (4" 4 52771) (zde n > 1).
Népovéda: Indukce to jisti.

Cviceni 6a.14 (rutinni, zkouskové): Pro nasledujici dvojice a,b € Z najdéte ged(a, b) faktorizaci, pak rozsifenym
Euklidovym algoritmem a napiSte pfislusnou Bezoutovu identitu. Pak najdéte lem(a, b).
(i) a = 420,b = 231; (i) @ = —60,b = —156; (iii) @ = 118,b = —131.

Cviceni 6a.15 (poucné): Necht a,b € Z. Dokazte, ze jestlize ged(a, b) = 1, pak lem(a,b) = |a| - |b].

Cviceni 6a.16 (rutinni): Dokazte, ze pro kazdé a, b, k € N plati:
(i) ged(ka, kb) = k ged(a,b).

.. .y “1s . a cd(a,b

(ii) Jestlize k déli a i b, pak gcd(f é) = %.

Cviceni 6a.17 (dobré): Dokazte, ze pro kazdé a, b, c € N plati, ze ged(a, be) déli ged(a, b) - ged(a, ¢)

Cviceni 6a.18 (drsné): Dokazte: Vybereme-li n+ 1 riznych ¢éisel z mnoziny {1,2,3, ... ,2n}, pak mezi nimi musi
byt dvé takové, ze jedno déli druhé.
Viz také priklad 11b.k.

Cviceni 6a.19 (drsné): Jak zobecnime pojem gecd a lem pro vice éisel? Jsou dva obecné pfistupy.

Jedna moznost je pfes indukci. Pro tii ¢isla a,b,¢ € N muzeme definovat ged(a,b,¢) = ged(ged(a,b),c) a
lem(a, b, ¢) = lem(lem(a, b), ¢), ged i lem se pokazdé aplikuji jen na dvé ¢isla.

KdyZ to umime pro tfi, mizeme pro ¢&tyfi éisla a,b,c,d € N definovat ged(a,b,c,d) = ged(ged(a,b,c),d) a
lem(a, b, c,d) = lem(lem(a, b, ), d), atd., indukei tak dokdzeme zadefinovat oba pojmy pro libovolny (koneény)
pocet Cisel.

Druhy piistup je vyznamovy, ged(aq, ag, ... ,a,) definujeme jako nejvétsi pfirozené ¢islo d spliujici vlastnost, ze
d|a; pro vSechna i, obdobné lcm(aq, as, ... ,a,) definujeme jako nejmensi pfirozené ¢islo d spliujici vlastnost, ze
a;|d pro vSechna i.

Da se ukazat, ze oba pristupy davaji stejné vysledky. To by bylo na jedno cviceni trochu moc, dokazte tedy
nasledujici:

Necht a,b,c € N jsou libovolna. Necht d je nejvétsi pfirozené ¢islo takové, ze d | a, d | b a d | c. Pak d =
ged(ged(a, b), c).

Cviceni 6a.20 (pou¢né): Necht ay,as,...,a, € N.
Rozmyslete si, zda plati lem(aq, az, ... ,a,) = %
Rozmyslete si, zda plati, ze kdyZ jsou a; po dvou nesoudélné, pak lem(ay,az,... ,an) = a1 -az - ay.

Pro ptipadny dtkaz platnosti viz cvi¢eni 6b.4

Reseni:

6a.l: =23, r=17,9q=—-80,r=10;¢=0,r=0;¢9¢=0,r=2;g=-1,r=4;9g=4,r=0.
6a.2:a=a-1,a=1-a,0=0"a.

6a.3: (i): b=ka = bn = ... (ii) podobné.

6a.4: (i) = (ii):a|b = b=kak€Z = b=—-k-(—a)N—k€Z = —alb. (ii) = (iii), (iii) = (iv),
(iv) = (i) obdobné.

(i)= (v)ialb = b=ka,ke€Z = |b|=|k| |a|N|k| €Z = |a]]||b]-

(v) = 7 |a| | |b] = |b] = kl|a|. Zbavime se absolutnich hodnot, podle znamének a a b se ve vztahu objevi
plusy ¢i minusy +b = k(=+a), tedy dikaz se rozpadne na ¢tyfi piipady, pokazdé se skonéi néjakou konkrétni situaci
(£a) | (+£d) neboli jednim z tvrzeni (i) az (iv).

6a.5: Jestlize a|b, pak b = ka = ka + 0, tedy r = 0.

Jestlize bmod a =0, pak b =qga+0=qga a g € Z.

Jestlize » = a mod d, pak a = gd + r pro néjaké ¢ € Ny a 0 < r < d. Pfedpoklad dale dava r» > 0. Pak také
(—a)=(—qg)d—ra—-d< —r<0,proto (—a) = (—¢g—1)d+(d—r). Ted (—¢g—1) € ZalO0<d—r<d,cislod—r
proto spliiuje podminku z definice (—a) mod d.

Jestlize r = 0 neboli d|a, pak (—a) mod d =0 =r.

Cviceni 6a.6 (poucné, zkouskové): Dokazte, ze pro kazdé a,d € N plati: (—a) mod d = d — a mod d.
Napovéda: Oznacte si r = a mod d.

6a.7: c=ka,d=1bNkl€Z = cd=(kl)abA (kl) € Z — ab|cd.

6a.8: aclbc = bc=kacNke€Z = b=kaNke€Z = alb.
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6a.9: Neplati, 6](4-9), ale neni 6|4 ani 6]9.

6a.10: Libovolné d € N déli 0, proto je mnozina spolecnych délitelt a, 0 totozna s mnozinou déliteld d € N ¢isla
a. Takovi délitelé nutné spliuji d < a a vime, Ze také a|a, tudiz a nalezi do mnoziny spoleénych délitelt a je tam
nejvetsi.

ged(a, a) ma byt nejvétsi délitel a, coz je samoziejmé a. Dikaz pro lem(a, a) je obdobny.

6a.11: (i) Ozna¢me n = 10a + b, tedy b je posledni cifra. Protoze 10a = (2a) - 5, tak (podle Disledku 6a.4) 5|n
pravé tehdy, kdyz 5|b. Pro jednociferné ¢islo b ale 5|b jen prob=0a b= 5.

(ii): Oznacte n = 100a + b, kde b je dvouciferné.

6a.12: Jedno z nich musi byt sudé, jedno z nich musi byt délitelné tfemi, viz Fakt 6a.11.

6a.13: Vse indukci.

(i): (0)n=0 = n?—-n=0, 2]0.

(1) Necht n € Ny libovolné, piedpoklad: 2| (n? —n) = (n? —n) = 2k, k € Z. Pak
m+1)2—(n+1)=n*+n=m0N>-n)+2n=2k+2n=2(k+n)an+keZ, tedy 2|[(n+ 1) — (n+1)].

(vi): (0) n=1 = 21|(16 4 5) plati.

(1) Necht n € N libovolné, piedpoklad: 21| (4"+! + 52n~1) — (47+1 4 52n=1) = 21k pro k € Z. Pak

4(n+1)+1 4 52(n+1)—1 — 4. 4n+1 1+ 95. 52n—1 —4. 4n+1 1+ 4. 52n—1 4+921- 52n—1 — 4(4n+1 =+ 52n—1) +921- 52n—1
=421k + 215271 = 21(4k + 52"~ 1), kde (4k + 5°"~ 1) € Z.

6a.14: (i):
420 1 0 gcd(22-3‘5‘7,3-7~11):3-7221
231 | 1 0 1 lcm(22-3~5-773~7-11):22'3-5-7-11:4620
189 | 1 1| —1
42 1 4| -1 2
21e| 2 5e| —9e
0

ged(420,231) = 21 = 5- 420 + (—9) - 231.
(ii): Hledat ged(] — 60|, | — 156]) = gcd (156, 60).

156 1 0 ged(—22 -3 -5,-22-3-13) = 22.3 = 12
60 | 2 0 1 lem(—22-3-5,—22-3-13) =22-.3-5-13 = 780
36 | 1 1| -2
24 | 1] -1 3
12¢] 2 2¢| —5e

0

ged(—60, —156) = 12 = 2 156 + (—5) - 60;
(iii): Hledat ged(| — 131|,118) = ged(131,118).

131 1] 0 ged(~131,2 - 59) _ 1
18] 1| o] 1 lem(—131,2 - 59) = 131 - 2 - 50 — 15458
13 1| -1

le] 13 | —9e| 10e

0
ged(118, —131) = 1 = (—9) - 131+ 10- 118 = 10- 118 + 9 - (—131).
6a.15: Stadi pouzit lem(a,b) = g(lr(él('clzl?‘b)'

Spravny matematicky pfistup je vyuzivat jiz odvedené prace.

6a.16: (i): Oznac¢me d = ged(a,b) a e = ged(ka, kb). Pak d déli a,b, proto kd déli ka, kb, plati tedy kd < e.
Naopak: Podle Bezouta d = Aa + Bb, proto kd = Aka + Bkb, e déli obé napravo, proto déli i kd a tedy e < kd.
(ii) Podobné jako v (i) nebo piimo, aplikujte (i) naa’ = ¢ a b/ = 2.

6a.17: Podle Bezouta gcd(a,b) = Aya + Bb a ged(a,c) = Aca + Ch.

Pak gcd(a,b) ged(a, c) = a(ApAca + ApCb+ A.Bb) + bcBC'. ged(a, be) déli a i be, tudiz musi délit i ten soudin.
6a.18: Indukci na n.

(0) n = 1: Vybereme dvé ruzna ¢isla z {1,2}, pak to jsoula2a1|2.

Ze zvédavosti n = 2: Vybereme tfi rizna ¢isla z {1,2, 3,4}, pokud je mezi nimi 1, tak ta ur¢ité déli néjaké dalsi.
Pokud mezi nimi 1 neni, tak jsme nutné vybrali 2,3,4 a 2|4.

(1) Predpokladejme platnost pro néjaké n € N. Ted vyberme (n+1)+1 = n+2 ¢éisel z mnoziny {1,2,...,2n,2n+
1,2n +2 =2(n + 1)}. Dvé moZnosti:

a) Jestlize je alesponi n + 1 z téchto ¢isel vybrano z mnoziny {1,2,...,2n}, tak aplikujeme indukéni predpoklad
a najdeme mezi nimi dvé, Ze jedno déli druhé.
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b) Z téch n + 2 ¢isel je v mnoziné {1,2,...,2n} jen n. To znamen4, Ze jsme nutné vybrali ¢isla 2n + 1 a 2n + 2.
Pokud jsme vybrali i ¢islo n + 1, tak jsme hotovi.

Zbyvé nasledujici situace: Vybrali jsme ¢isla 2n+1, 2n+2 a jesté mnozinu M obsahujici n riznych ¢isel z mnoziny
{1,2,...,2n}, pficemz M neobsahuje n+ 1. Pak je M U{n+ 1} mnozina obsahujici n 4 1 rtiznych ¢isel z mnoziny
{1,2,...,2n}, proto podle indukéniho pfedpokladu v této mnoziné existuji a, b takova, Ze a|b. Z toho plyne a < b,
proto a nemize byt n + 1. Pokud ani b neni n 4+ 1, pak a,b € M, jsou tedy i v puvodnim vybéru a jedno déli
druhé, hotovo.

Zbyva moznost, ze b = n + 1, pak je v. M Cislo, které déli n + 1, coz zase déli 2n + 2, které taktéz je v nasem
vybéru, takze v nasem pivodnim vybéru je ¢islo délici 2n + 2, hotovo.

6a.19: Ozna¢me D = ged(ged(a,b),c). 1) Z definice D |c a D |ged(a,b), odtud pak zase D|a a D |b. Takze D je
spole¢ny délitel vSech &isel a, b, ¢, tudiz D < d, nebot d je nejvétsi takovy.

2) Pokud je d nejvétsi spoleény délitel a, b, ¢, pak je to i spoleény délitel a, b, tudiz musi platit d|ged(a,b). Také
d|c, takze d je spole¢ny délitel ¢isel ged(a,b) a ¢, tudiz d < D.

6b. Prvocisla

Ted se budeme soustiedit na ¢isla z N. Podivame se na speciélni druh ¢isel, kterd jsou z hlediska délitelnosti
zakladnimi stavebnimi bloky vsech cisel.

Definice.

Necht a € N, a # 1.

Rekneme, 7e je to prvocéislo (prime), jestlize jedina piirozena ¢isla, kterd jej déli, jsou 1 a a.
Rekneme, 7e a je slozené &islo (composite number), jestlize to neni prvoéislo.

Prvodisla tradi¢né znacime jako p, popf. ¢. Vidime, ze 1 neni prvocislo ani slozené ¢islo, je to néjaké jiné cislo.
Obcas si na to budeme muset dat pozor.

Vsimneme si, ze ¢islo a € N je slozené, jestlize existuje k € N takové, ze k|a a 1 < k < a. Jesté jinak: Cislo a je
slozené, jestlize existuji z,y € N takové, ze a = zy a x < a, y < a.

Piiklad 6b.a: Prvocisla byla zkouména uz od nepaméti a kazdy urcité néjaka zna. Mezi prvni stovkou priroze-
nych ¢isel jsou tato prvocisla (je jich 25):
2,3,5,7,11,13,17,19,23, 29, 31,37,41,43,47,53,59,61,67,71, 73,79, 83, 89, 97.
Dalsi je pak 101.
A

Prvoéisla najdeme ve vSech ¢islech (skoro, kromé jednicky).

Fakt 6b.1.
Necht n € N, n # 1. Pak existuje prvocislo p takové, ze p|n.

Dukaz (pou¢ny): Dokézeme to silnou indukei na n pro n > 2.

(0) n = 2: Ano, existuje prvocislo p = 2, které déli n = 2.

(1) Necht n € N, n > 2. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna ¢isla 2,3, ... ,n. Uvazujme ¢islo n + 1.
Pokud je to prvocislo, tak ddme p = n + 1 a jsme hotovi.

Pokud to prvocislo neni, pak musi existovat k € N takové, ze k|(n+1) a1 < k < n+1. Pak je ale k z mnoZiny
2,3,...,n, tudiz existuje prvocislo p takové, ze p| k. Spolu s k| (n + 1) a tranzitivitou této relace dostavame

p|(n+ 1) a jsme hotovi.
O

P1i manipulaci s délitelnosti mame obcas problém, ze ndm ¢islo d déli soudin a - b, ale my z toho nejsme schopni
nic Fict. Tfeba 6| (4 - 9), ale neplati ani 6 |4, ani 6 |9, intuitivné se kousek Sestky schoval do 4 a druhy kousek do
9. S provocisly takové problémy nenastanou.

Lemma 6b.2.
Necht ay,... ,a, € N a p je prvocislo. Jestlize p|(ajaz - - - an), pak existuje i takové, ze p|a;.

6b.2, 6b.a 18 6b.2, 6b.a
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Dukaz (pou¢ny): Dokdzeme to indukei na m.

(0) Jestlize m = 1, tak pfedpokladame p|a;, z ¢ehoz plyne i = 1 a je to.

(1) Predpokladejme, Ze pro néjaké m > 1 tvrzeni Lemma plati pro libovolné ai,... ,a,, € Z. Mé&me ted
A1y . A, i1 € Z takové, ze p|(ay - amamy1). Protoze jedini délitelé p jsou p a 1, tak je i ged(p, am1)
bud p nebo 1. V prvnim pfipadé je p délitelem a,,+1, tedy p|am+1 a jsme hotovi.

V opa¢ném piipadé ged(p, amy1) = 1. Oznaéme b = ag - - - a,,, mame tedy situaci, kdy p | (am+10) a také
ged(p, ame1) = 1, tudiz Lemma 6a.23 11k, ze p | b, tedy p| (a; - - - ar,). Pak ale podle indukéniho predpokladu
musi existovat i takové, ze p|a;.

U

Jako rychly dtsledek si dokazme jednu uzitecnou ekvivalenci.

Lemma 6b.3.
Necht d,a,b € N. Pak ged(d, ab) = 1 pravé tehdy, kdyz ged(d,a) =1 a ged(d,b) = 1.

Dukaz (pou¢ny): 1) =: Predpokladejme, Ze ged(d, ab) = 1. Necht x € N je spole¢ny délitel d a a. Pak podle
Véty 6a.2 (ii) x déli také d a ab, tedy plati z < ged(d, ab) = 1. Jediny spoleény délitel a a d je tedy 1, proto
jsou nesoudélna. Dikaz pro d,b je obdobny.

2) Druhy smér dokdzeme obménou. Pfedpokladejme, Ze ged(d, ab) > 1. Pak existuje ¢islo k£ > 1, které déli
d i ab. Podle Faktu 6b.1 tudiz musi existovat i provocislo p, které je spolecnym délitelem d a ab. Lemma 6b.2
ovSem tvrdi, Ze si p musi vybrat, feknéme, Ze p|a. Pak ale p déli d i a, proto ged(d,a) > p > 1. Neplati tedy
vyrok ,gcd(d,a) =1 a ged(d,b) = 1¢.

Ll

Lemma 6b.2 bude hrat hlavni roli pfi dikazu nasledujici véty.

Véta 6b.4. (Fundamentalni véta aritmetiky) (Fundamental theorem of arithmetics)
Necht n € N. Pak existuji prvocisla pi,pa,... ,pm a exponenty ki, ks, ... , Lk, € Ng takové, ze

m
_ .k k km ki
n_pll .p22...pm _lel
=1

Jestlize pro n > 2 pridame podminky p; < p2 < ... < pm, a k; > 0, tak je tato dekompozice jednoznacné urcena.

Dukaz (pouc¢ny, drsny): 1) K dikazu existence dekompozice pouzijeme silny princip indukce na n € N.
(0) Jestlize n = 1, tak zvolime libovolné prvoéislo, tieba p = 13, a k1 = 0, dostavame 1 = p°.
(1) Pfedpokladejme, ze rozklad existuje pro vSechna ¢isla 1,2, ... ,n. Uvazujme nyni ¢islo n + 1.
Jestlize je to prvocislo, pak zvolime p; =n+ 1 a k; = 1, hotovo.

Jinak je to ¢islo slozené, tedy existuji a,b € N takové, ze n+1 = a-baa,b < n+1. Podle indukéniho predpokladu
M N M N

mame a = [] qzk ab=]] rf pro néjaka prvocisla ¢;,r;. Pak n+1 = [] qZK I riLi, takze je to opravdu souéin
i=1 i=1 i=1 i=1

mocnin prvocisel. Aby to odpovidalo formélné, provedeme pfejmenovani: Oznac¢ime m = M + N, p;, = ¢; a

m
ki =K;proit=1,... M,dalep, =r,_py ak; =L;_py proi =M+ 1,... ,m a dostavime n + 1 = prl
Dtikaz je hotov. =
m M
2) Ted jednoznacnost: Necht n € N, n > 2, a pfedpokladejme, ze n = [] pfi an=[] qfi, kde p1 < -+ < pm,
i=1 i=1
g <---<qm akiJj > 0.

a) Nejprve ukazeme, ze p; = ¢; pro kazdé i takové, ze p; ¢i ¢; existuje. Dokazeme to silnou indukei na éislo .

(0) Protoze je p1 prvocislo a déli n, musi podle Lemma 6b.2 délit i jedno z ¢isel g;. Jenze ¢; méa jen délitele
1 a g; a p1 coby prvocislo neni 1, proto p; = ¢;. ProtozZe jsou prvocisla srovnana dle velikosti, vyplyva z toho
také, ze 1 < qj = p1.

Naopak prvocislo ¢; déli n, proto symetricky musi existovat p; takové, ze ¢; = p;, a tedy p1 < p; = q1.

Tyto dvé nerovnosti davaji p; = q;.

(1) Predpokladejme, ze uz mame p; = q1,...,p; = ¢;. Pokud p;y1 existuje, pak déli n a musi existovat g¢;
takové, ze p;+1 = ¢;. Jenze ¢i1,...,q; jsou uz obsazena jinymi p, musi platit j > i + 1 (takze existuje i gj+1
a moznéa néjaka dalsi). Mame tedy ¢;+1 < ¢j = pi+1. Symetrickym argumentem z existence ¢;; dostaneme
Pi+1 < git1, tedy i pit1 = giy1.

Tim je dokoncen indukéni krok, zaroven z toho vyplyva nemoznost situace m < M & M < m.
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m m
b) Ted jiz vime, Ze oba rozklady zahrnuji stejné prvoéisla, tedy méame n = [] p¥ a n = [] p'. Potiebujeme
i=1 i=1
ukazat, ze k; = [; pro vSechna ¢ = 1,... ,m. Vezméme néjaké takové i a ze symetrie situace predpokladejme, ze
k; < l;. Vydélime oba rozklady c¢islem pf a dostaneme dva rozklady pro cislo % V tom prvnim se p; viilbec

7
nevyskytuje, v tom druhém je s exponentem [; — k; > 0. Ale podle ¢asti a) aplikované na tyto dva vydélené
rozklady musi mit oba stejna provocisla, coz nastane jediné v pripadé, ze [; — k; = 0, tedy k; = [;.
Dtikaz pro n > 2 je hotov.
L]

Jednoznacnost vlastné plati i pro n = 1, ale je to trikem, proto jsme to do véty nezahrnuli. Jak se viibec vyjadii
1 pomoci prvoéisel, kdyz mame podminku & > 07 Zvolime m = 0 (prvocisla zadna nevybirdme), pak se v soucinu
H?:1 nasobi pres prazdnou mnozinu, coz je podle definice pravé 1. Jind moznost neni.

Vyjadreni ¢isla n jako ve vété fikdme prvoéiselny rozklad. V mnoha situacich mame radi jednoznacnost z ¢asti
b), ale nékdy je pro zménu vyhodné si dovolit ptidat do rozkladu prvoéisla s mocninou 0 (tieba 13 = 13-3° =
13 - 23° . 33%), coz napiiklad umozni sjednotit pouzita prvoéisla pro vice ésel. Dobrym piikladem je nasledujici
aplikace prvociselného rozkladu na délitelnost.

Lemma 6b.5. -
Necht a € N je &slo s prvoéiselngm rozkladem [] pF, necht d € N. Cislo d déli a pravé tehdy, kdyz existuji
i=1
m
¢isla K; € Ny spliujici pro vSechna i podminku 0 < K; < k; takova, 7ze d = [] sz
i=1

PreloZeno do lidstiny, aby ¢islo d délilo ¢islo a, nemtze mit v rozkladu prvocisla jina, nez jsou v a, a prvocislo,
které v d je, tam nemuze byt vicekrat, nez je v a.

Ditikaz je variaci na dikaz predchozi Véty. Pokud d déli a, tak se pro kazdé p z rozkladu d ukéaze, ze musi byt v
rozkladu a, nacez se vydélenim p* ukaze, 7e v &isle @ musi byt exponent alespoii tak velky jako u d. Pokud naopak
néjaké prvocislo p z rozkladu a chybi v daném rozkladu d, tak jej tam prosté pfiddme s mocninou 0.

Odtud hned dostaneme néasledujici tvrzeni, které matematicky potvrdi oblibeny zptisob hledani ged a lem pro
mensi ¢isla. Obé ¢isla napiseme pomoci prvociselného rozkladu, ged se pak ziska pomoci nejmensich mocnin a lem
pomoci nejvétsich mocnin u prvoéisel (pokud néjaké prvocislo z jednoho rozkladu chybi v druhém, dodame jej
tam s mocninou 0). Formalné feceno:

Fakt 6b.6.

m
Necht a,b € N. Predpoklddejme, ze mame prvocisla p; < --- < p,, a €isla k;,[; € Ny takova, ze a = [] pf a
i=1

b= 11 pil Pak ged(a,b) = [] pmin(k:i,li) a lem(a,b) = [] p;naX(kq:,li)‘
=1 i=1

- i
1 =1

min(k;,

l; . , ) . e
i ). Protoze mé n ve svém rozkladu stejna prvocisla jako a

m
Dukaz (z povinnosti): 1) Oznaéme n = [[ p

=1
i b a jejich exponenty spliiuji min(k;,l;) < k; a min(k;,1;) < l;, podle pfedchoziho Lemmatu n|a a n|b. Je to
tedy spole¢ny délitel. Zbyva ukazat, Ze je nejvetsi.
Necht d je néjaky spoleény délitel a,b. Pak podle predchoziho Lemmatu musi existovat ¢isla K; takova, ze
m
d=1] piK" a ptritom K; < k; a K; <; pro vSechna i. To pak ale znamend, ze K; < min(k;,[;) pro vSechna i,
=1
tudiz zase podle Lemmatu d|n.
Takze n je opravdu nejvétsi spoleény délitel a, b.

2) Dtikaz vzorce pro lem(a, b) je obdobny.
U

Z toho hned dostaneme zajimavy dtkaz Véty 6a.14. Pro vSechna k,! € Ny plati max(k,[) + min(k,l) = k +1
(zkuste si to rozmyslet, staci rozebrat varianty podle toho, které z técho cisel je vétsi), coz dava

gcd(a, b) . lcm(a’ b) — sznln(k“ll) . Hp;:nax(k“ll) — Hp;nln(k“lz)—‘rmax(kl,lq)
=1 =1

=1
m m m
=] = 11w Ipi =a-b
=1 =1 =1
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Pro uplnost ukdzeme nékolik ptiklad na hledani ged a lem pomoci rozkladu.

Piiklad 6b.b: Uvazujme ¢isla 24 a 60. Jejich prvoéiselné rozklady jsou 24 = 23 -3 a 60 = 22 - 3 - 5, takZe mame
ged(24,60) = ged(23-3-5%,22.3.5) =22.3 =12 a lem(24,60) = 23 - 3.5 = 120.

Podobné ged(2-3%-5-7%3-74-13) =3 -7 alem(2-32-5-72,3-7-13) =2-3%2.5- 7. 13.

A

Tento postup je ovSem jako obecny piistup neperspektivni, protoze prvocéiselny rozklad daného ¢isla je jednim z
nejnaroc¢néjsich problémt.
6b.7 Rozklad na prvodéisla. Zéasadnim problém je najit k danému ¢islu n néjaké prvoéislo p, které jej déli. Po-
kud toto umime, tak aplikaci téhoz postupu na ¢islo n/p atd. ziskdme nakonec rozklad. Budeme se tedy soustfedit
na problém nalezeni prvociselného délitele.

Jako prvni metoda se nabizi prosté zkouset délit rozkladané ¢islo n ¢isly 2,3,4,.... To asi ¢tenaf zna. Vezme
45, zkusi vydélit dvojkou, nic, zkusi trojkou, zdsah, méame 45 + 3 = 15. Pokracujeme s patnéactkou, zkusime zase
trojku, bingo, 15 + 3 = 5, rozklad hotov, 45 = 32 - 5.

U malych ¢isel toto mize fungovat efektivné, zejména kdyz si vzpomeneme na rozlicna kritéria délitelnosti, viz
napiiklad cviceni 6a.11 a 7a.4.

Pro vétsi ¢isla je tento piistup totalni katastrofa, protoze pokud méme smulu (n je prvodcislo), tak musime
projit vSechna ¢isla 1,2,... ,n, ndrocnost algoritmu je tedy n, a to jsme jesté ani nevzali v Gvahu, ze samotné
rozhodovani, zda néjaké cislo d déli n, také néco stoji. Jisté zlepseni se nabizi.

Fakt 6b.8.
Jestlize je n slozené ¢islo, pak existuje jeho prvoéiselny délitel mensi ¢i roven éislu y/n.

Dukaz: Pfedpokladejme, ze n = ab a a,b > 1. Tvrdime, Ze bud a < y/n nebo b < \/n. V opacném piipadé
bychom totiz méli ab > v/n - /n = n.
Takze predpokladejme, Ze tfeba a < \/n. Vezméme libovolné prvocislo z p z prvoéiselného rozkladu a, to pak
spliiuje p < a < y/n a déli n.
L]

To znamen4, ze pokud dané ¢islo n nedéli nic az po /n, tak uz vime, ze je to prvocislo. Podobné lze ukazat, ze
pokud né&jaké ¢islo n vzniklo jako soucin tif prvocisel, pak to nejmensi z nich nesmi byt vétsi nez 3/n, a tak dale.

Néro¢nost naseho naivniho algoritmu (kterému se také fika ,direct search algorithm® ¢i ,trial division“) je tedy
v/n krokt, kdyZz do toho zapo¢itdme naroénost déleni, budeme na tom jesté hir. V praxi se ¢asto velikost ¢isla
soudi podle poc¢tu cifer m = log,(n), pak n = 2™ a lze fici, ze v nejhorsim pfipadé potfebujeme pro m-ciferné
&islo pouzit 2™/2 kroki, coz je hodné.

Pri postupném déleni ¢isly 2,3,4,... by pomohlo, kdybychom méli tabulku prvocisel, protoze pak bychom
nemuseli délit n v8emi ¢éisly aZ po y/n, staéilo by brat jen prvoéisla. Téch je relativné malo, napfiklad jsme vidéli,
ze je jen 25 prvocisel mensich nez 100. To znamend, ze kdybychom chtéli udélat rozklad ¢isla 10003, tak bychom
nemuseli zkouset délit vSemi ¢isly az po /10001 ~ 100, ale jen onémi 25 prvodisly.

Takovou tabulku nastésti nemusime tvoiit postupnym testovanim ¢isel, existuje metoda, ktera to zvlada relativné
efektivné.

Priklad 6b.c: Pokud potiebujeme identifikovat v8echna prvoéisla v rozmezi 1 aZ n, pak miZeme s tspéchem
pouzit metodu zvanou Eratosthenovo sito (sieve of Eratosthenes). Funguje to néasledovné.
Nejprve si vSechna ¢isla od 2 do n napiseme na papir, tfeba do tabulky nebo za sebe, to je jedno:
2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18, ...
Zacneme s a = 2. Je to prvocislo, tak jej oznacime a pak ze seznamu vysSkrtneme vSechny jeho nasobky:
(23, .5, ,7,,9, ,11, ,13, ,15, ,17, ,...
Podivame se do seznamu a najdeme prvni dalsi nevyskrtnuté a neoznacené ¢islo, je to a = 3. Musi to byt prvocislo,
tak jej oznacime a pak ze seznamu vyskrtneme vsechny jeho nasobky, které tam jesté zbyly:
ii, b, 7, ., 11, 013, 17, ..
Podivame se do seznamu a najdeme prvni da151 neoznacené ¢islo, tedy a = 5. Ooznacime jej coby prvocislo a pak
ze seznamu vyskrtneme atd.: i ., ,., O B A B O I
Takto pokracujeme, dokud nedojdeme k /n. VSimnéte si, ze nemusime délit, jen séitame (3, 3+ 3, 6+ 3, 9 + 3,
. ), coz je mnohem lepsi, a jesté hezéi je, ze k vyfazeni kazdého neprvoéisla jsme potiebovali jen jednu operaci.
Je to tedy velmi efektivni metoda.

A
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Metoda je to sice pékna, ale my vétsinou potiebujeme faktorizovat ¢i testovat na prvociselnost ¢isla radu tfeba
10299 a vyrabét si kvili tomu tak velké monstrézni sito by bylo porad nepiedstavitelné drahé. Tak ¢i onak, pokud
zkousime najit rozklad n-ciferného (n-bitového) ¢isla pomoci podobnych piimocarych metod, tak se v zisadé
divame na néaro¢nost okolo e™/? operaci.

Faktorizaci uz ted opustime, poznamenejme jen, %e nejpouzivanéjsi vefejné Sifrovani na Internetu je zaloZeno na
tom, ze faktorizovat velké ¢islo by i dneSnim superpocita¢im zabralo desitky az stovky let. Vratime se k tomu v
kapitole 7a, v prikladé 7a.m si popovidame i o dokazovani, ze néjaké ¢islo je ¢i neni prvocislem.

Ve zbytku této sekce se podivame blize na prvocisla. Za¢neme jednoduchou odpovédi na otézku, kolik jich je.

Véta 6b.9.
Procisel je nekone¢né mnoho.

Dtikaz (pou¢ny): Ukazeme si klasicky Euklidiv dikaz, takze jdeme az ke starym Rekfim, cca 300 pi.n.l. Déla
se sporem, predpokladame, Ze existuje jen koneéné mnoho prvodisel p1,ps, ... , Pm-

Vezmeéme ¢islo a = py-ps-. .. -pm+1. Podle Faktu 6b.1 existuje prvocislo p takové, ze déli a. Podle predpokladu
to ale musi byt jedno z téch p;, proto také p déli ten souéin p; - p2 - ... pp. Mame pla, p|(p1-p2 - ... Pm),
proto nutné p déli jejich rozdil, viz Disledek 6a.4 (ii). Takze p|1 a to je spor, nebot p > 2.

Ll

Zajimavé je, ze ve skutecnosti jsou ¢isla typu a = p; -pa2 - ... py, + 1 docela casto prvocisla, tieba 2-3+1 =7,
2-3-54+1=31nebo2-3-5-7+ 1= 211. Znadma cisla tohoto typu se pouzivaji pro testovani kvality novych
superpocitaci.

Vime, zZe prvocisel je nekoneéné mnoho, coz samoziejmé uz po staleti neda lidem spat a snazi se najit co nejvetsi.
Je to véc prestize, vysledky jsou kombinaci brutalni vypocetni sily a vysoce sofistikovanych matematickych metod
(viz tfeba piiklad 7a.m). Ma to ale i praktické dusledky, tfeba pro bezpecnost Sifrovéni. Poslednich 300 let byla
nejvétsi nalezend prvodisla ve tvaru 2P — 1 pro prvocislo p. Samoziejmé ne kazdé takové Cislo je prvocislem, to
by bylo moc snadné, napiiklad 22 —1 =3, 23 —1 = 7, 2> — 1 = 31 jsou prvoéisla, ale 21 — 1 = 2047 = 23 - 89.
Rik4 se jim Mersennova prvoéisla a jsou popularni diky tomu, Zze vyrazy typu 2P — 1 se relativné dobie testuji na
prvociselnost.

Sice jsme odpovédéli na otazku, kolik je prvocisel, ale to byla snadnd odpovéd. Lepsi otdzka je, kolik jich je
relativné, tfeba takto: Oznacme pro n € N jako m(n) pocéet prvocisel p spliujicich p < n (sezndmek 2,3,5,7
ukazuje, ze m(10) = 4, uz t¥eba vime, ze 7(100) = 25). Jak rychle tato funkce roste? Hluboké vysledky fikaji, ze
pro velka n je m(n) pfiblizné rovno % (M4 to dost komplikované dukazy, jako hypotéza se to objevilo v 19.

stoleti, prvni dikaz 1896.) Znamena to tedy, Ze relativni hustota prvocisel mezi prvnimi n ¢isly je pfiblizné ln(ln)’
takze se zvétsujicim se n klesd, tedy prvocisel je ¢im dél relativné méné.

Tento vysledek se da interpretovat riznymi zpusoby, tfeba takto: Jestlize si mezi ¢isly 1 az n zvolite ndhodné
jedno, tak je pravdépodobnost ﬁ, ze to bude prvocislo. Jesté jinak: Tato pravdépodobnost je nepiimo iimérna
poctu cifer ¢isla n (¢im vic cifer, tim mensi pravdépodobnost). D4 se také Fict, Zze priumérnd vzdélenost mezi
prvodisly okolo ¢isla n je zhruba In(n).

o

Pfesto je prvocisel v jistém smyslu dost. Pfipomenime si zndmou divergentni harmonickou fadu % = oo. Kdyz
k=1

z té fady vynechame relativné dost ¢lentt (neboli nechame si jich relativné malo), tak zacne konvergovat. Pokud

napiiklad oznac¢ime jako M mnozinu vSech druhych mocnin pfirozenych cisel, tak jiz > % konverguje. Kdyz si
kEM
ale vezmeme mnozinu P vSech prvodéisel, pak > % = 00 (Eulertuv vysledek). Takze jich zase tak malo neni.
pEP

Vime, zZe prvocisla nam daji vSechna pfirozené ¢isla prostiednictvim nésobeni. Zajimava otézka je, jestli je jich
dost na to, aby nam dala pfirozend ¢isla prostfednictvim s¢itani. K tomu se vaze Goldbachova hypotéza (1742),
ktera tika: Kazdé liché n € N vétsi nez 5 je souctem tii prvocisel. Tato hypotéza ma i ekvivalentni vyjadfeni:
Kazdé sudé n € N vétsi nez 2 je sou¢tem dvou prvocisel. Nevi se, zda toto plati, zatim je dokazano, ze kazdé sudé
n € N vétsi nez 2 je souctem nejvyse 6 prvocisel, coz je od cile dost daleko.

Hodneé tsili slo do odhalovani rtiznych pravidelnosti ve vyskytu prvocisel. Hned na zacatku je tieba rict, Ze celkové
v jejich vyskytu zddna pravidelnost neni. Mohou se ale vyskytovat zajimavé pravidelnosti docasné, lokalni. Nékolik
vysledki:
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e Kdykoliv zvolime a, b nesoudélné, pak v aritmetické posloupnosti {an+ b} najdeme nekone¢né mnoho prvocisel
(Dirichletova véta).

e V opac¢ném sméru je tu hypotéza: Pro libovolné m existuje a,d € N takové, ze a,a + d,a + 2d,... ,a + md
jsou prvocisla. Kratce rfeceno, lze vytvorit konecné aritmetické posloupnosti libovolnych délek, které se skladaji z
prvocisel. Zda se, ze je to pravda, v roce 2004 byl prezentovan dikaz, ale byl tak hrozny, ze jesté v dobé psani
tohoto skripta nebyl poradné provéren.

Urcité ale vime, Ze nejde najit nekoneénou aritmetickou posloupnost z prvocisel.

e Pro libovolné n € N existuje mezi prvocisly nékde mezera délky alespon n. Ekvivalentné, existuje n po
sobé jdoucich ¢isel takovych, Ze jsou slozena. Toto je vlastné snadné, zacne se ¢islem (n + 1)! 4+ 2 a skonéime
(n+ 1)1+ (n+1). Pro kazdé 2 < k < n+ 1 totiz plati, ze k déli (n+ 1)!, proto jsou pak ¢isla (n + 1)! 4 k délitelna
k a tedy slozena.

e Hodné by pomohlo najit funkci takovou, aby f(n) bylo prvoéislo pro vsechna n € N. Zatim ji nikdo nenasel,
i kdyZ se zajimavé véci nasly, naptiklad funkce f(n) = n? — n + 41, kterd dava prvocisla pro n = 1,... ,40, ale
pak uz ne, f(41) = 412. Jenze takovéto polynomy jsou stejné slepa ulicka, pro kazdy polynom p s celo¢iselnymi
koeficienty existuje y € N takové, ze p(y) je slozené.

I to je vlastnd snadné. Necht p(x) = an,a™ + --- + ag. Jestlize ag # 0, pak f(|ag|) = ao(£anaf * +---+1) a
mame ¢&islo slozené, v piipadé ag = 0 pak p(z) = z(a,z™ "t + -+ + 1) a staci dosadit jakékoliv a € N.

e Neni znamo, zda existuje nekoneéné mnoho prvoéisel typu n? + 1. Zatim je znamo, Ze pro nekone¢né mnoho
n je n? + 1 bud prvoéislo, nebo souéin dvou prvoéisel.

e Neni znamo, zda existuje nekoneéné mnoho dvojic p, p + 2, kde obé jsou prvocisla (zndme t¥eba dvojice 3 a 5,
11 a 13, 17 a 19 atd).

Takto by se dalo pokracovat jesté dlouho, ale jako ivod do teorie ¢isel to staci.

Cviceni
Cviceni 6b.1 (rutinni): Najdéte faktorizaci néasledujicich ¢isel: (i) 156; (ii) 165; (iii) 504.
Cviceni 6b.2: Dokazte/vyvratte: Existuji t¥i po sobé jdouci licha éisla, kterd jsou prvodcisla, tj. p, p + 2, p + 4.

Cviceni 6b.3 (drsné): Najdéte néjaky predpis pouzivajici prvocisla a prvociselné rozklady pro nasledujici po-
sloupnosti:

(i) 0,1,1,0,1,0,1,0,0,0,1, ...

(i) 1,2,3,2,5,2,7,2,3,2,11,2,13,2, ...

(iii) 1,2,2,3,2,4,2,4,3,4,2,6,2,5, ...

(iv) 1,2,3,3,5,5,7,7,7,7,11,11,13,13, ...

(v) 1,2,6,30,210,2310, 30030, 510510, 9699690, 223092870, ...

Cviceni 6b.4 (pouc¢né): Necht ay,as,... ,a, € N. Dokazte, Ze kdyz jsou a; po dvou nesoudélna, pak
lem(ay,ag,... ,an) = a1 -az---ay,.
Reseni:

6b.1: (i): 156 = 22-3-13;

(i): 165 =3 -5 - 11;

(iii): 504 =23 .32 . 7.

6b.2: 3,5, 7.

6b.3: (i): prvocislo ano/ne; (ii): a,, je nejmensi prvociselny délitel n; (iii): pocet kladnych déliteli; (iv): a,, je

nejvétsi prvocislo < n; (v): soudin prvnich n — 1 prvoéisel.

6b.4: Oznac¢me a = ay - as - - - a,. Protoze a; |a, pak také lem(aq, as,. .. ,a,)|a. Potfebujeme opacny smér.

Necht a = [] p?j je prvociselny rozklad. Zvolme néjaké j. Pak podle Lemma 6b.2 musi existovat ¢ takové, ze
J

p; | a;. Protoze jsou vSechna a; po dvou nesoudélnd, tak uz zadné jiné a, nemize mit p; jako délitele, tudiz
dokonce p?j |a;, tedy i p?j |lem(aq, as, ... ,a,). Ukdzali jsme, ze vSechny prvocislé faktory p?j z rozkladu a déli
lem(ay, asz, ... ,a,), tedy a déli lem(ay,as,... ,a,).

6¢c. Diofantické rovnice
Ted si ukdzeme jedno praktické pouziti toho, co jsme se zatim naudili. V mnoha aplikacich pracujeme zcela
prirozené ve svété celych Cisel, coz je ale problém, protoze nase obvyklé metody feSeni rovnic pracuji v mnoziné
realnych cisel. Ilustruje to nasledujici priklad:
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Priklad 6c.a: Predstavme si letadlo, kde sedadlo v turistické t¥idé zabird 6 decimetrt délky trupu, zato sedadlo
v business class zabird 8 dm. Celkova délka trupu je 305 dm. My potfebujeme rozdélit letadlo na turistickou a
lepsi tfidu, ¢ili vybrat, kolik fad bude turistickych (ozna¢me to ¢) a kolik bude pro business class b. Samoziejmé
nechceme plytvat prostorem, takze dostavame rovnici 6¢ + 8b = 305.

Takovéto rovnice umime fesit. Vime, Zze ma nekonec¢né mnoho feseni, snadno se zjisti, ze pro libovolnou hodnotu
parametru t je dvojice (757 % — %t) FeSenim.

My ale tézko budeme do letadla cpat tieba tfi ¢tvrtiny sedadla. Zajimaji nas tedy vyhradné celociselna reSeni.
Nabizi se napad zacit zkouset, jestli pro néjakou hodnotu ¢ nevyjdou t a b celé, ale zrovna u tohoto prikladu by
to trvalo docela dlouho, protoze to nikdy nevyjde.

Je tedy jasné, ze omezit se na cela ¢isla miize znamenat, ze bézné postupy zacnou selhavat. Je potfeba vyvinout
specializované nastroje.

JAN

Rovnice, kde mame koeficienty i o¢ekdvana feSeni celd, se nazyvaji diofantické rovnice (Diophantine euqations).
Jmenuji se podle ¢lovéka jménem Diofanus z Alexandrie, ktery je zkoumal ve 3. stoleti, ale najdeme je tfeba i
ve starych textech indickych (uz od 800 pf.n.l s dilezitymi aplikacemi v astronomii, okolo roku 800 zase jisty
Brahmagupta zkoumal rovnici 22 + y? = 22 neboli pravouhlé trojihelniky s celo¢iselnymi stranami). Vétsinou
byly zkoumény izolované, ucelenda teorie piisla teprve ve 20. stoleti.

Mohou se zkoumat bud rovnice velice obecné, pak se toho nevyzkoumé moc, nebo se omezujeme na p&knéjsi
poddruhy. Jednou zkoumanou t¥idou jsou rovnice polynomialni, tedy rovnice ve tvaru p(z1, za,... ,z,) = 0, kde
p je polynom. Dobrym piikladem je rovnice o tfech proménnych x™ 4 y™ = 2™, o jejiz celociselné Feseni se zajimal
v 17. stoleti Fermat a tvrdil, Ze pro n > 3 Zddna nejsou, coz je ona slavnd Fermatova véta. My se zde zaméiime
na rovnice typu, ktery jsme potkali v leteckém prikladeé.

Definice.
Pojmem linearni diofanticka rovnice oznac¢ujeme libovolnou rovnici typu ax + by = ¢ s nezndmymi z, i, kde
a,b,c € Z a vyzadujeme také feseni z,y € Z.

Takovéto rovnice nAm mohou odpovédét tfeba na tyto otazky:
e Lze vyplatit ¢ korun pomoci minci o hodnotéach a a b?

e Lze vymérit ¢ litri pomoci nadob o objemu a a b7

O fesitelnosti ma konecéné slovo nasledujici tvrzeni.

Véta 6c¢.1.
Linearni diofanticka rovnice azx + by = ¢ ma alespoii jedno feSeni pravé tehdy, kdyZ c je ndsobkem ged(a,b).

Dukaz (pou¢ny): 1) =: Predpokladejme, ze existuji x,y € Z takové, ze ax + by = c. Protoze ged(a, b) déli a i
b, musi podle Dusledku 6a.4 (i) délit i c.

2) <=: Predpokladejme, ze ¢ = kgcd(a,b) pro néjaké k € Z. Podle Bezoutovy rovnosti existuji A, B € Z
takové, ze Aa + Bb = ged(a,b). Pak kAa + kBb = kged(a,b) neboli a(kA) + b(kB) = ¢, tedy celd ¢isla x = kA,
y = kB Tesi ax + by = c.

[

Vime tedy, kdy mé takové tloha feseni, diikaz nam dokonce dava navod, jak jedno najit pomoci Bezouta.
S Algoritmus 6c.2. pro nalezeni néjakého celoc¢iselného feseni x,y rovnice ax + by = c.

0. Jestlize ¢ neni nasobkem ged(a, b), tak FeSeni neexistuje.
1. Jestlize ¢ je nasobkem gcd(a,b), tak napfiklad rozsifenym Euklidovym algoritmem najdéte A, B € Z takové,

ze ged(a,b) = Aa + Bb. KdyZ tuto rovnici vynasobime (celjm) &islem m’ tak hned vidime, Ze ¢isla = =
¢ c e . . :
= B ]
ged(a, b)’ Y ged(a, b) jsou feSenim dané rovnice
A

Priklad 6c¢c.b: Lze vyplatit 1250 korun pomoci minci o hodnotiach 6 a 157 Zajimé nas tedy feSeni rovnice
6x + 15y = 1250. Vime, ze ged(6,15) = 3, a ¢islo 1250 neni délitelné tfemi, proto to podle Véty nejde.
A
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Priklad 6c.c: Lze odméfit 1251 litrd pomoci nddob s objemem 6 a 15 litra?
Doplnujici otazka: Ve kterém filmu se fesila podobné tloha?
Hleddme feseni rovnice 15z 4+ 6y = 1251, dali jsme si vétsi ¢islo jako a, abychom to méli pfipraveno na roz-

sifeny FEuklidiv algoritmus. Hned vidime, ze ged(15,6) = 3, a protoze % = 417 € Z, je tato tloha FeSitelna.
Pottrebujeme koeficienty Bezoutovy identity.
a,blq| A| B a,b |l gl A B a,bl gl A B
15 1 0 15 1 0 15 1 0
6 0 1 6 | 2 0 1 6 | 2 0 1
3 1| =2 3e| 2 le| —2e
0

Méme 3 =115+ (—2) - 6. Tuto rovnost vynasobime ¢islem 417, u téch soucini opatrné, potiebujeme, aby tam
zustaly koeficienty rovnice 6 a 15. Dostéavame 1541746 - (—834) = 1251. Porovnanim se zadanou rovnici vidime,
ze x = 417 a y = —834 je hledané Teseni. Takze nejprve do nadrze pridame 417 krat obsah patnactilitrové nadoby,
pak odebereme 834 krat obsah Sestilitrové a ztistane nam 1251 litrd. Z praktického pohledu asi bude lepsi nalévani
a vybirani stfidat, abychom nepotiebovali nadrz o objemu 417 - 15 = 6225.

Poznamka: V ptipadé, ze vidime ged(a, b) hned a déli ¢, tak se miize vyplatit celou rovnici timto ¢islem pokratit,
¢imz samoziejmé vznikne ekvivalentni tloha, kterd se fesi stejné, ale pfi vypoctech pouzivame mensi cisla. V
nasem pfiikladé bychom z rovnice 15x + 6y = 1251 délenim trojkou dostali rovnici 5z + 2y = 417, na kterou pak
aplikujeme stejny postup. Rozsifeny Eukliduv algoritmus aplikovany na ¢isla 5,2 (s ged rovanym 1) dé rovnost
1=1-54(—2)-2, vynasobime ji ¢islem 417 a dostaneme 417 = 5-417+2-(—834), odtud pak mame hledand feSeni
x =417 a y = —834. Dokonce ani nemusime pouzivat Euklidiav algoritmus, protoZze rovnost 1 =1-54 (—2) -2 lze
snadno uhodnout.

Dopliujici odpovéd: Die Hard 3 (with a Vengeance). Bruce Willis neznal diofantické rovnice a mélem na to
doplatil.

A

Toto feseni neni tplné uspokojivé, nabizi se otazka, zda nahodou neexistuje i jiné a spornéjsi, v idealnim pripadé
takové, které by vodu jen nalévalo. U Bezoutovy véty vysSe jsme zminili, Ze moznosti, jak ged vyjadfit pomoci
a, b, je obecné hodné, z nich dostavame vice feseni diofantické rovnice. Takze odpovéd zni, Ze ano, méme si z éeho
vybirat. Posouvame se tedy k dalsi otdzce: Mame-li feSitelnou linearni diofantickou rovnici, chceme urcit mnozinu
vSech jejich feseni.

Na to se budeme muset hloubéji zamyslet nad tim, jakou mé tato mnozina strukturu. V této chvili bude lepsi divat
se na urcité feseni jako na vektor (x,y) € Z?2, napiiklad v piipadé s vodou bychom mohli napsat, ze (417, —834)
je feSenim dané rovnice. MnoZina vsech feSeni je pak urcitou podmnozinou postoru Z?2.

Ctenaie obeznameného s linearni algebrou nasledujici pasaze jisté neptekvapi, protoze uz néco podobného vidél
u soustav linearnich rovnic. Linearita je mocna vlastnost, a jakmile ji mame, spousta véci uz vyplyne.

Definice.
Je-1i dana linearni diofantickd rovnice az + by = ¢, pak definujeme jeji pfidruZzenou homogenni rovnici jako
ax + by = 0.

Nasledujici tvrzeni je klasikou pro linedrni rovnice a umozni ndm redukovat problematiku hledédni vsech feSeni
jen na pripad homogennich rovnic.

Véta 6¢.3.

Uvazujme linearn{ diofantickou rovnici az + by = c. Necht (x,,y,) € Z? je néjaké jeji fesen.

(z,y) € Z* je FeSeni této rovnice pravé tehdy, kdyz existuje (zn,yn) € Z? takové, ze (z,y) = (Tp, yp) + (T, yn)
a (zp,yp) Fesi pridruzenou homogenni rovnici.

Dukaz (pou¢ny): Méjme néjaké feseni (x,,y,) dané rovnice.

2) <=: Piedpokladejme, Ze (z,yn) € Z* Tesi pridruzenou homogenni rovnici. Dosadme tedy = = x, + z;, a
Yy = yp + yn do dané rovnice, zacneme levou stranou a uvidime, co se z ni vyvrbi:

ax + by = a(x, + xp) + b(yp + yn) = (azp + byy) + (azp, + byn) = ¢+ 0 = ¢. Ano, (z,y) je opravdu feSenim
dané rovnice.

1) =: Predpokladejme, ze (z,y) Fesi danou rovnici. Definujme z), = z, — z a y, = y, — y. Pak (z,y) =
(T, Yp) + (Th,yn) a (zh,yn) € Z2, zbyvéa ukazat, ze (zp,yn) Tesi pfidruzenou homogenni rovnici. Zkusime
dosadit do jeji levé strany, vyuzijeme pak toho, ze (xp,y,) i (x,y) jsou FeSeni:
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axp + by, = a(z, — ) + by, —y) = (ax, + byy) — (ax +by) = ¢ — ¢ = 0. Ano, (zp,yp) Fesi pridruzenou
homogenni rovnici.

U

Takze jakmile uz jedno konkrétni feSeni (x,,y,) dané diofantické rovnice mame (tomu pak fikdme partikularni
FeSeni a umime ho najit tim algoritmem vyse), tak 1ze mnozinu vSech (celo¢iselnych) feseni ziskat takto:

{(@p,yp) + (@n,yn); (Tn,yn) € Z*> A amp, + by, = 0}.

Zbyvé vymyslet, jak zcela fesit homogenni rovnice, tedy jak najit vSechna celociselna reseni takovych rovnic. To
nam prozradi nasledujici véta, ale nejprve si to zkusme rozmyslet. Rovnici ax + by = 0 lze pfepsat jako ax = —by.
Snadno pak uhadneme jedno feseni, staci dat tfeba x = —b a y = a. VSimnéme si také, ze jakmile mame jedno
feSeni (xo, yo), tak ziskdme dalsi vynasobenim ¢isel g, yo libovolym celym ¢islem k, protoze toto k lze po dosazeni
do rovnice ax = —by na obou stranach vykratit. Reseni tedy bude nekoneéné mnoho, naptiklad vsechna ve tvaru
x = —bk, y — ak pro k € Z. Kritickd otazka ovSem je, jestli jsou i jina.

Predstavme si na chvili, Ze a,b v rovnici ax = —by jsou nesoudélna. Koeficient b déli levou stranu az, ale je
nesoudélny s a, takze (viz Lemma 6a.23) musi délit z. Jinymi slovy, feseni = hleddme jen mezi nasobky b. Obdobné
budeme hledat y jen mezi nasobky ¢isla a. Ona feSeni z predchoziho odstavce tedy budou (pro a,b nesoudélnd)
jedind mozné.

Co kdyz a,b nesoudélnéd nejsou? Pak jsou i feSeni jind nez (—kb, ka). Napfiklad u rovnice 4z + 6y = 0 nadm
predchozi postup déva feseni ve tvaru x = —6k, y = 4k neboli (—6k,4k) pro k € Z, ale vidime také feseni z = 3,

Nastésti existuje jednoduchy trik: Kdyz rovnici ax = —by vydélime ¢islem ged(a, b), vznikne ekivalentni rovnice
m:c = —my, kterd uz ma (celé) nesoudélné koreny a tudiz dokdzeme najit vSechna feSeni postupem
predvedenym vyse. Dostaneme se tak k nasledujicim tvrzeni.

Véta 6¢.4.
Uvazujme rovnici ax + by = 0 pro a,b € Z. Pak mnozina vSech jejich celociselnjch feseni je

{(kgcd(ba, b)’ _kgcdzla, b)); ke Z}'

b SN S B
kW7 Yy = kgcd(a, b) jsou opravdu feseni ze Z.

jsou celé ¢isla, po dosazeni x,y do rovnice pak okamzité

Dukaz (poucny): 1) Nejprve ovéfime, ze dvojice x =

b a a
ged(a,b) — ged(a, b)
(s _ b _ a _ . .
dostavame azx + by = akgcd(a, 5 bk gcd(a,b) 0. Takze to souhlasi.
2) Zbyva ukéazat, ze FeSeni dand timto pfedpisem jsou vSechna, tj. Ze zadné jiné neexistuje. Necht je tedy
x,y néjaké feseni rovnice ax + by = 0. Vydélime ji ¢islem ged(a,b) a prevedeme jeden ¢len na druhou stranu:
a

o e . b . a . ,
gcd(a,b)y = " ged(a,b) b)a:. Vidime, ze celé cislo zed(a,b) musi délit gcd(a b) b)x, jenze podle Faktu 6a.9 jsou
b

Celociselnost plyne z toho, ze

nesoud€lnd c¢isla, tudiz musi podle Lemma 6a.23 &islo délit x. Existuje tedy

a b
ged(a, b) & ged(a, b) ged(a, b)
k € Z takové, ze x = km, z rovnice by = —ax pak snadno dostaneme prislusny vzorec pro y.
’ O

Pozorny ¢tenar si jisté vSimnul, Ze ve znéni véty je znaménko minus u y, zatimco v tvahéach pred vétou bylo u
x. Vysvétleni je snadné, nas zajimé mnozina vSech fesSeni a tam na umisténi znaménka nesejde. Pokud bychom
napiiklad pii feseni rovnice 3z + 4y = 0 pouzili intuitivni pfistup predvedeny pred Vétou, dostaneme mnozinu
x = —4k, y = 3k pro k € Z. Volbou k = 3 pak dostaneme konkrétni feseni x = —12, y = 9 neboli (—12,9). Pokud
bychom pouzili vzorec (4k, —3k) z véty, pak totéz feSeni dostaneme volbou k = —3. To ukazuje, pro¢ v pfipadsé, ze
nechame k probéhnout vsemi celymi ¢isly, dostavame nakonec v obou pfipadech shodné mnoziny dvojic. V praxi
vétginou volime tu variantu, kterd nam pfijde pfijemnéjsi, napfiklad u rovnice 102 — 15y dostavame bud FeSeni ve
tvaru (3k,2k), k € Z nebo ve tvaru (—3k, —2k), k € Z, prvni se mi libi vic.

Podobné podle situace volime i zapis. V teoretickych tvahéch je lepsi pracovat s vektory, u praktickych tloh
byva casto prijemnéjsi pouzivat zapis ¢ = ..., y = ...

Ted uz umime Fesit homogenni linearni diofantické rovnice. Kdyz shrneme nase dosavadni vysledky, dostavame
nasledujici.
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! | Dusledek 6c¢.5.
Uvazujme linearni diofantickou rovnici azx + by = c. Pfedpokladejme, Ze ¢ je ndsobkem ged(a, b). Necht A, B € Z
spliuji ged(a, b) = Aa + Bb. Pak mnozina vSech feSeni dané rovnice je
& b & a .
{<Agcd(a, b) + kgcd(a, b)’ Bgcd(a, by kgcd(a, b))’ ke Z}'
1 Priklad 6c.d (pokracovani 6c.c):  Resili jsme rovnici 15z + 6y = 1251 a zjistili jsme, ze ged(15,6) = 3 =

115+ (—2) - 6, coz déli pravou stranu ¢ = 1251. Podle Dusledku mame mnozZinu feSeni
{(1-417 — kS, (-2) - 417+ k22); k€ Z} = {(417 — 2k, 5k — 834); k € Z}

neboli x = 417 — 2k, y = 5k — 834 pro k € Z (znaménko u k jsme umistili tak, aby u kazdé nezndmé byl alespon
jeden kladny ¢len, protoze nam to tak pfislo hezéi, ale klidné si to udélejte jinak).

Miizeme udélat zkousku, jako obvykle dosazenim do rovnice:

15 (417 — 2k) + 6 - (5k — 834) = 6255 — 30k + 30k — 5004 = 1251.

Vysla.

Jestlize nas zajimaji feSeni z oboru Ny, tak potiebujeme, aby 5k — 834 > 0 a 417 — 2k > 0 neboli k a
k< %. Takové k existuji, jmenovité jde o vSechna k € N splnujici 167 < k < 208. Mohli bychom si tedy vypsat
vSechna feSeni (z,y) € N3, ale je jich docela dost, tak se spokojime s jednim. Zvolime tfeba k = 200 a vidime, ze

1251 litra ziskdme naptiklad tak, ze do nadrze nalejeme 17 patnactilitrovych nddob a 166 Sestilitrovych.
A

834
=75

S Prakticky vypocet. Pii praktickém vypoctu je moZné postupovat vice zpusoby, jedna moznost je pouZit
pravé predvedeny postup, kdy pouzijeme vysledny vzorec pro mnozinu vsech feseni. Na tom neni nic Spatného,
mé ale jednu nevyhodu: Je zcela zavisly na zapamatovani vzorce, ktery je v latce ponékud izolovany a tudiz se
snadno zapomene. Mnoho lidi déva prednost postupu vicekrokovému, jehoz hlavni struktura vychazi z obecné
teorie linearnich rovnic, je to tedy postup, ktery se zde jesté nékolikrat objevi a ¢tenar jej jiz muze znat z linearni
algebry. Jmenovité, nejprve se najde partikularni feseni dané rovnice a pak se vyfesi homogenni rovnice. Tento
postup vychézi z pochopeni fungovani rovnic, takze pokud ¢tenar latku zna, v zasadé si uz skoro nic navic nemusi
pamatovat. Oblibenym trikem, ktery se mize a nemusi pouzit, je také vykraceni rovnice co nejdfive, zejména
pokud dokazeme ged(a, b) hned uhodnout.

Moznych pristupt je tedy nékolik, ¢tenai si vybere dle toho, v jakém bodé na skale mezi pamatovanim a
porozuménim se nejlépe citi. My zde uvedeme (a budeme pouzivat) algoritmus pfemysleci a strukturovany, ktery
autorovi prijde nejlepsi.

S Algoritmus 6¢.6. pro nalezeni vSech celociselnych feseni rovnice ax + by = c.
Verze 1 bez hadéni.
0. Pomoci napiiklad rozsifeného Euklidova algoritmu najdéte ged(a,b) = Aa + Bb.
1. Jestlize ¢ neni nasobkem gcd(a,b), pak feSeni rovnice neexistuje.
2. Pripad ged(a, b) déli c:

a) Ziskanou rovnici aA 4 bB = ged(a, b) vynasobte ¢islem ¢ = ¢ ] € Z tak, aby se zachovaly koeficienty a, b,

cd(a, b
a dostanete a(Ac’) + b(Bc') = ¢, tudiz i jedno partikuldrni feée%ai :E“p = Acd, y, = B¢ neboli vektor (A, Bc').
b) Pfidruzenou homogenni rovnici ax 4+ by = 0 zkratte ¢islem ged(a, b) na tvar o’z + 'y = 0 neboli o’z = —b'y,
coz dava feseni x, = —b'k, y;, = a'k neboli dvojice (—b'k, a’k) pro k € Z.
¢) Se¢tenim partikularniho a obecného homogenniho Feseni ziskadte mnozinu vSech celoc¢iselnych feseni

{(Ad — kV',Bd + kd'); k € Z} neboli x = Ac' — kb, y = Bd + ka’ pro k € Z.

Verze 2 s hadanim.
1. Uhodnéte ged(a, b) a danou rovnici zkratte timto ¢islem. Pokud to nejde, tedy jestlize ¢ neni nasobkem ged(a, b),
pak feSeni rovnice neexistuje.
2. Pripad ged(a, b) déli c:
Vydélte danou rovnici ¢islem ged(a,b), dostanete novou diofantickou rovnici o’z + b'y = ¢/, kde ted o',V jsou
nesoudélné.
a) Pomoci naptiklad rozsifeného Euklidova algoritmu najdéte 1 = ged(a’,b') = Ad’ + BY'. Ziskanou rovnici
a’ A+ b’ B = 1 vynasobte ¢islem ¢’ tak, aby se zachovaly koeficienty, dostanete a(Ac’') 4+ b(Bc') = ¢’ a tudiz i jedno
partikularni feSeni x, = Ac’, y, = B¢ neboli vektor (Ac’, Bc').
b) Pfidruzenou homogenni rovnici o’z + b’y = 0 si pfepiste jako o’z = —b'y, coz napovi Feseni z), = —b'k, y, = d'k
neboli dvojice (—b'k,a’k) pro k € Z.
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c) Se¢tenim partikuldrniho a obecného homogenniho feSeni ziskdte mnozinu vSech celoéiselnych feseni
{(Ac — kb',Bd' + kad'); k € Z} neboli x = Ad — kb, y = Bc' + ka' pro k € Z.

U obou verzi je mozné dat minus k y; namisto k x,.

A

Neékteri studenti u homogenni rovnice a’x + b’y = 0 uz zadné tpravy nedélaji a prosté si pamatuji, Ze prohozené
koeficienty (s jednim minusem) dévaji feseni.
Bd

/
Pokud chceme ziskat feseni z N2 a mame o/, > 0, pak k musi spliiovat podminky _/ll)/c <k< Pt

I tento algoritmus si ukazeme na tloze s nddobami.

Ptiklad 6c¢.e (pokracovani 6¢.c):  Rovnici 15z + 6y = 1251 vyfesime strukturované. Cislo ged(15,6) = 3 umime
uhadnout, tfeba tak, ze 6 mé netrividlni délitele 2 a 3, jen jeden z nich déli i 15. Rovnici tedy vydélime ¢islem 3 a
dostavame rovnici bx + 2y = 417, déleni probéhlo bez problémt a tudiz je rovnice Fesitelna v celo¢iselném oboru.

Snadno pomoci rozsifeného Euklidova algoritmu najdeme popfipadé uhodneme, ze ged(5,2) =1 =1-5+(—2)-2.
Rovnici 1 =5-1+2-(—2) vynasobime ¢islem 417 a dostaneme 5-417 + 2 - (—834) = 417, mame tedy partikuldrni
feseni x, = 417, y, = —834.

Pridruzend homogenni rovnice 5z + 2y = 0 neboli 5 = —2y méa obecné feseni x, = —2k, y;, = 5k pro k € Z.

Sectenim dostavame obecné celociselné feSeni x = 417 — 2k, y = 5k — 834 pro k € Z.

Jiz jsme odvodili, ze pokud bychom cht€li feSeni jen z Ny, tak pouzijeme 167 < k < 208. Je mozné zkusit i dalsi
optimalizaci.

Predstavme si naptiklad, ze pro nas neni vdhovy rozdil mezi 15 a 6 litry az tak velky, ale vadi ndm béhéani pro
vodu. Ocenili bychom feseni, u kterého béhdme nejméné, coz znamena fesSeni s co nejmensim poctem pouzitych
nadob. Matematicky to znamen4, Ze chceme minimalizovat z+y = (417 —2k) + (5k —834) = 3k —417, ale zajimaji
nas jen hodnoty k mezi 167 a 208. ReSenim je evidentné& volba co nejmensiho mozného k, tedy k = 167. Nejméné
se nabéhame, pokud pouzijeme x = 83 patnéactilitrovek a jednu Sestilitrovku.

A

7Zd4 se, ze je to takto ptfijemnéjsi nez feseni predchozi, ale rozhodnuti, ktery algoritmus pouzivat, je samoziejmé
na ¢tenari. Na zavér dva priklady, prvni pfijemny a druhy standardni pisemkovy.

Priiklad 6c¢.f: Dostali jste stokorunu s tim, Ze za ni mate nakoupit lizatka a bonbdény na détsky den. Lizatko
stoji Sest korun a bonbén dvé koruny. Jaké se nabizi moznosti, jestlize si nechcete nechat nic od cesty ani ndkup
dotovat ze svého?

Méme hledat feSeni rovnice 6/ + 2b = 100 z oboru Ny. Protoze hned vidime, ze ged(6,2) = 2, vydélime rovnici,
ono to jde, budou tedy feSeni.

Resime rovnici 3/ 4+ b = 50. K nalezeni partikularniho feseni potfebujeme najit vyjadieni 1 pomoci 3 a 1, tedy
1 = 3A + B. To snadno uhddneme, 3-1+ 1-(—2) = 1. Tuto rovnici vyndsobime padesati, af mame spravnou
pravou stranu. Dame si pfitom pozor, abychom na levé strané dali padesat na spravna mista, potfebujeme zachovat
koeficienty 3 a 1: 3-50 + 1 - (—100) = 50, tedy vidime Teeni I, = 50, b, = —100.

Pridruzend homogenni rovnice 3] + b = 0 neboli 3] = —b méa obecné feseni I, = —k, b, = 3k, dostavame tak
obecné celociselné feseni pro danou tlohu jako | = 50 — k, b = 3k — 100 pro k € Z.

Ktera feSeni spliuji [,b > 07 Dostdavame rovnice 50 > k a 3k > 100, coz dava rozmezi 34 < k < 50. Mame
tedy feseni (16,2), (15,5), (14,8), (13,11), (12,14), (11,17), (10,20), (9, 23), (8,26), (7,29), (6, 32), (5, 35), (4, 38),
(3,41), (2,44), (1,47), (0,50).

Na fesenich je mozné délat dalsi analyzy, napfiklad pokud bychom chtéli, aby bylo lizatek a bonbénu stejné,
fesili bychom rovnici 3k — 100 = 50 — k neboli 4k = 150, coz dava k = 37.5, takze hodnoty k = 37 a k = 38 davaji
vysledky nejblize rovnovaze, dostavame [ = 13, b = 11, piipadné [ = 12, b = 14. To druhé asi bude lepsi, protoze
bude vic sladkosti.

Mohl bychom také chtit koupit co nejvice véci, takze bychom maximalizovali funkei s(k) = z + y = 2k — 50 na
intervalu (34, 50). Funkce s rostoucim k roste, jeji nejvétsi hodnotu tedy dostaneme v co nejvétsim mozném k.
Nejvice sladkosti dava volba k& = 50, tedy zadna lizatka a 50 bonbénti.

Poznamka: Vime, ze Bezouttv rozklad neni jednozna¢ny, nékdo tieba uhodne 1 = 3-(—1) + 1 - 4. Pak bychom
dostali 3 - (—50) + 1 -200 = 50 a feSeni x = —50 — k, y = 200 + 3k pro k € Z. Zde by asi bylo lepsi volit v
homogennim feSeni znaménka naopak, fesSeni je pak elegantnéjsi, x = k — 50, y = 200 — 3k pro k € Z. Jsou to
sice jiné vzorecky, ale jako mnozinu vSech feseni dostavame totéz. Napiiklad vyrovnanou variantu 12 lizatek a 14
bonbént jsme predtim dostali volbou k& = 38, u novych vzorecktl ji dostaneme volbou k& = 62.
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To se samofejmé dalo ¢ekat, véta o struktufe FeSeni (viz 6¢.3 a poznadmka za ni) zarucuje, Ze pii vytvareni
mnoziny vSech feSeni lze to partikularni volit libovolné.

A

! Priklad 6c.g: Vyfesime rovnici 154z — 259y = 105.
Asi by se ged(154, —259) dal i uhadnout, ale zopakujeme si Euklidiv aloritmus na ¢islech 259 a 154.

—~

ab | g Al B Dostéavame ged (154, —259) = ged(259, 154) = 7, takze podélime rovnici: 22z — 37y =
259 1 0 15. Slo to, rovnice je Fesitelna.
154 | 1 0 1 Dostali jsme také vyjadieni 7 = 3 - 259 + (—5) - 154. Abychom méli na levé strané
105 | 1 1 | —1 | 105, vynasobime tuto identitu patnacti, na pravé strané si chceme zachovat ¢isla 154 a
9 1 2| -1 2 259: 105 = 45 - 259 + (—75) - 154. Jesté si tuto rovnost preorganizujeme, aby souhlasila
Te| 7 3e| —5e| znaménka a poradi: 154 (—75) — 259 (—45) = 105. Porovnanim s danou rovnici vidime
0 feSeni x, = —75, y, = —45.

Vykracenou rovnici upravime na homogenni: 22z — 37y = 0. Dostavame feSeni x; =
37k, yn = 22k pro k € Z.

Sectenim partikuldrniho a homogennich feseni dostavame obecné feSeni dané rovnice
x =37k — 75, y = 22k — 45 pro k € Z.

Kdyby to nékdo chtél mnozinové, tak mnozina vsSech feseni dané rovnice je

{(87k — 75,22k — 45); k € Z}.

Zkouska: Dosadime do dané rovnice: 154-(37k —75) —259- (22k —45) = 5698k — 11550 —
5698k + 11655 = 105.

Pokud bychom chtéli feseni z Ny, dostali bychom jich nekone¢né mnoho, x = 37k — 75,
y=22k—45prok € Z, k > 3.

Poznédmka: Pokud nékdo postupu dobfe rozumi, mize se od néj nékdy vyhodné odchylit. Podivejte se na tieti
fadek v tabulce algoritmu. Rika se tam, ze 105 = 1 - 259 + (—1) - 154. Tak#ze piimo v tabulce vidime kombinaci
koeficientl, kterd dava pivodni pravou stranu. Po tpravé 154 - (—1) —259- (—1) = 105 a hned vidime alternativni
partikularni feSeni z, = -1, y, = —1.

A

Cviceni
Cviéeni 6¢.1 (rutinni, zkouskové): Najdéte vSechna feSeni (x,y) € Z% a (z,y) € NZ pro nasledujici diofantické
rovnice:

(i) 62 + 9y = 204; (iii) 102 — 4y = 26; (v) 819z + 315y = 126;
(ii) 10z — 15y = 131; (iv) 105z — 75y = 0; (vi) 65z + 273y = 157.

Cviceni 6¢.2 (dobré): Mate k dispozici klasické vahy s dvéma miskami a libovolny pocet zavazi o vaze 15 nebo
55 gramu. Jakou nejmensi hmotnost jste schopni odvazit?

Cviceni 6c¢.3 (dobré): Mate dvé tyce, jedna ma délku 60 dm a druhd ma délku 25 dm. Jaka je nejmensi délka
latky, kterou pomoci nich dokazete odmérit, pokud si odmeérujete podél okraje a délate carky?

Reseni:

6c¢.1: (i): gcd(6,9) = 3 uhodneme, fesime 2z + 3y = 68: ged(3,2) =1 =1-3+ (—1) - 2, proto ged(2,3) =1 =
(—=1) -2+ 1-3, po vynasobeni 2 - (—68) + 3 - 68 = 68. Reseni (z,y) = (—68 + 3k, 68 — 2k) neboli x = 3k — 68,
y = 68 — 2k pro k € Z. ReSeni v Ny: 23 < k < 34.

(ii): ged (10, —15) = 5 nedéli 131. Nem4 TeSeni.

(iii): gcd(lO —4) = 2 uhodneme, feSime 5z — 2y = 13: ged(5,2) =1 =15+ (—2) - 2, proto ged(5,-2) =1 =
1-5+42-(—2), po vynasobeni 5-13 — 226 = 13. Reseni (z,y) = (13 — (—2)k,26 + 5k) neboli z = 2k + 13,
y = 5k + 26 pro k € Z. ReSeni v No: k > —5.

(iv): ged(105,75) = 15, 7z — 5y = 0 homogenni rovnice. ReSeni (z,y) = (5k, 7k) neboli x = 5k, y = 7k pro k € Z.
Reseni v Ng: k& > 0.

(v): ged(819,315) = 63, 13z + by = 2. gcd(819,315) = 63 = 2- 819 4 (—5) - 315, proto 819 - 4 + 315 - (—10) = 126.
Reseni (z,y) = (4 — 5k, —10 + 13k) neboli x = 4 — 5k, y = 13k — 10 pro k € Z. Reseni v Ny: nelze.

(vi): ged(65,273) = 13 nedéli 157. Nem4 Feseni.

6¢.2: Vahu ¢ odmétime, pokud 1ze napsat ¢ = 15z + 55y, kde z,y € Z a zaporné hodnoty znamenaji, zZe takovato
zavazi ddvame na stejnou misku jako dotyény pfedmét. Rovnice ma feSeni, pokud ged(15,55) déli ¢, tedy nejmensi
vaha je 5 gramil.
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6¢.3: Délku c odméiime, pokud lze napsat ¢ = 60x + 25y, kde =,y € Z a zaporné hodnoty znamenaji, Ze nanésime
na opacnou stranu. Rovnice méa feseni, pokud ged(60,25) déli ¢, tedy nejmensi délka je 5 dm.
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