Diskrétni matematika 7a. Kongruence, poc¢itani modulo pHabala 2014

7. Pocitani modulo
V této kapitole se podivame na téma, bez kterého se neobejde zddna diskuse o fungovani pocitact, nakonec
skonc¢ime u Internetu. Tato latka je pfirozené pokracovani kapitoly 6.
7a. Kongruence, pocitani modulo

V mnoha aplikacich se omezujeme na malou mnozinu ¢isel a pfi vyskoceni se do ni vracime cyklicky, tak jak to
délame bézné u hodin. Zde se na to podivame poiradné a matematicky.

Definice.
Necht n € N. Rekneme, Ze &isla a, b € Z jsou kongruentni modulo 7, znadeno a = b (mod n), jestlize n|(a—b).

Let n € N. We say that numbers a,b € Z are congruent modulo n, denoted a = b (mod n), if n|(a — b).

Priklad 7a.a: Z hodin vime, ze 21 =9 (mod 12). Zkouska podle definice: 21 —9 = 12, coz je délitelné dvanacti.
Jiny ptiklad: (—2) = 13 (mod 5), protoze (—2) — 13 = —15, coz je délitelné péti.
A

Nékdy se hodi poznavat kongruenci jinak nez podle definice.

Véta 7a.l.

Necht n € N. Pro ¢isla a,b € Z jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
(i) a = b (mod n),

(ii) existuje k € Z takové, ze a = b+ kn,

(iii) @ mod n = b mod n, tj. jsou si rovny zbytky po déleni ¢islem n.

Dukaz (rutinni, pou¢ny): (i)=-(ii): Jestlize a = b (mod n), pak n|(a —b). Proto existuje k € Z: (a — b) = kn,
tedy a = b+ kn.

(ii)==(iii): Pfedpoklddejme, ze a = b + kn pro néjaké k € Z. Necht r = b mod n (zbytek po déleni), tedy
mame rozklad b = gn + r spliujici ¢ € Z a0 < r <n.Paka=b+kn = (¢g+k)n+r,kde (¢+k) € Z a
0 < r < n, proto jde o rozklad z véty o déleni a r = a mod n.

(iii)=(i): Necht @ mod n = b mod n = r. Pak existuji p,q € Z takové, ze a = pn +r a b = gn + r. Odtud
b—a=(¢—pnaq—p€EZ, tedy n|(b— a), coz podle definice znamend a = b (mod n).

Uzavfeli jsme kruh, proto je libovolné z tvrzeni (i) az (iii) ekvivalentni s libovolnym jinym.

U

Zejména podminka (ii) je pi{jemnd pro rychlé poéitani s malymi ¢isly. Rik4, ze a = b (mod n), jestlize se od a
k b (¢i naopak) dokézeme dostat opakovanym pfic¢itanim/odéitanim éisla n.

1 Priklad 7a.b: Tvrdime, ze 21 =9 (mod 6). Podle definice mame ovéfit, ze 6 déli 21 — 9 = 12, coz tedy plati.

Podle podminky (ii) to vidime také, dvojim pfi¢tenim 6 k 9 dostaneme 21. I zbytky po déleni hravé spocitame,
21 mod 6 = 3 a 9 mod 6 = 3 se rovnaji a podminka (iii) dava 21 =9 (mod 12).

Podminka (ii) byva pro mnohé pohodlnd, kdyz dojde na zaporna ¢isla, nemusi si tolik ddvat pozor na znaménka.
Naptiklad dvojim odeétenim trojky od —68 dostaneme —74, proto ur¢ité —68 = —74 (mod 3), mnoha lidem to
ptijde pohodlnéjsi nez odecitat (—68) — (—74).

Podminka (iii) se hodi v pfipadech, kdy zbytky po déleni n vidime hned, coz je zejména piipad n = 5. Napiiklad
37mod 5 =2 a 12 mod 5 = 2, proto urcité 37 = 12 (mod 5).

Jakmile si na tohle ¢tenar zvykne, tak hned vidi, ze ve svété pocitani modulo 5 je 3=8=13=18=23=... a
také 3=-2=-7T=-12=-17=....
AN

Ze treti podminky okamzité dostavame nasledujici.

Fakt 7a.2.

Necht n € N. Pak plati:

(i) Pro kazdé c € Z je ¢ = ¢ (mod n).

(ii) Necht a € Z. a = 0 (mod n) pravé tehdy, kdyz n déli a.

Dtikaz nechavame jako cviceni 7a.13.

7a.2, 7Ta.b 1 7a.2, 7Ta.b



Diskrétni matematika 7a. Kongruence, poc¢itani modulo pHabala 2014

Kongruence spliiuje mnoho vlastnosti, které nam usnadnuji praci. Pfenesme se tedy do svéta, kde vSe funguje mo-
dulo néjaké konkrétni n. Vsechna ¢isla se tam rozpadnou do skupin podle toho, které je s kterym kongruentni. Na-
ptiklad ve svété modulo 2 to bude skupina zahrnujici ¢isla 0,2, —2,4, —4, ... (vSechna jsou navzdjem kongruentni,
lze se mezi nimi pfesouvat pfi¢itdnim/od¢itdnim dvojky) a druhé skupina zahrnujici ¢isla 1, —1,3,—-3,5,—5,...
(i mezi témi se lze pfesunovat pric¢itanim/odéitdnim dvojky). Formélné si to zavedeme pozdé&ji, nejprve si o tako-
vych skupinach néco ukazeme.

Dtlezité na téch skupinach je, Ze se v ramci jedné skupiny ¢isla mohou navzajem zastupovat. Jinak feceno,
pokud mame néjaké ¢islo a ono se nam nelibi (tfeba je moc velké a ndm se s nim nechce pocitat), tak si jej ve
svété modulo muzeme v mnoha situacich nahradit libovolnym jinym ¢islem z jeho skupiny a nic tim neovlivnime.
To je klicové tvrzeni, které si zaslouzi pfesnéjsi vyjadieni a také dikaz.

Véta 7a.3.

Necht n € N, uvazujme a, b, u,v € Z takové, ze a = u (mod n) a b = v (mod n). Pak plati nésledujici:
(i) a+b=u+v (mod n);

(ii) a —b=u—v (mod n);

(iii) ab = wv (mod n).

Dukaz (pou¢ny): (iii): Podle pfedpokladu a Véty 7a.l plati a = u + kn a b = v + In pro né&jaka k,l € Z. Pak
méme také ab = uv + uln + vkn + kin? = (uwv) + (ul + vk + kin)n a (ul + vk + kin) € Z, zévér zase plyne z
dotyc¢né Véty.

Dikazy (i) a (ii) nechame jako cviceni 7a.10, jsou obdobné.

U

Diky této vété napriklad ve svété modula 5 mizeme misto vypoctu 195376 - 16239 + 32532675 pocitat 1-44+0 =4
a vysledky se budou (modulo 5) rovnat. Zastupce jsme pfitom nasli velice snadno, jiz totiz vime, Ze se ¢isla ve
skupinach modulo poznaji podle zbytku a zbytek po déleni péti ur¢ime hravé podle posledni cifry v ¢isle.

Samozifejmé jsme mohli pouzit i jiné zastupce, napiiklad poéitat (—4) - 114 + 290, ale proé¢ pracovat, kdyz
nemusime. Potvrdime si ted obecné, Ze ve svété modulo n muzeme kazdé ¢islo nahradit tim nejjednodussim
kandidatem, tedy zbytkem po déleni.

Fakt 7a.4.
Necht n € N, uvazujme a € Z. Jestlize r = a mod n, tedy r je zbytek po déleni a ¢islem n, pak a = r (mod n).

Dukaz (rutinni): Zbytek splituje a = gn + r pro jisté ¢ € Z, proto a — r = gqn, tedy n déli a — r.
L]

Poznamenejme nicméné, ze ne vzdy je zrovna zbytek po déleni ten nejlepsi zastupce. Pokud potiebujeme spocitat
398-1243 modulo 100, pak pfechod ke zbytkim da 98-43, ale my uréité ddme pfednost vypoctu (—2)-43 = —86 = 14
(mod 100).

Ctenai jisté vi, Ze odéitani je vliastné pii¢itani opa¢ného éisla, takze jsme vlastné ani nemuseli dokazovat specialni
pravidlo (ii), stacilo by (i) a (iii). Jesté se k tomuto tématu vratime. Véta naopak nefesila komplikovanéjsi alge-
braické vypocty, ale k tém se snadno dostaneme, protoze je stejné vzdy délame postupné podle priorit. Mtzeme

vvvvvv

se jisté bude délat indukci.

Dusledek 7a.5.
Necht n € Z.
(i) Uvazujme ai,uy, ... ,Gm, Uy € Z takové, Ze a; = u; (mod n) pro vSechna i =1,... ,m.
m m m m
Pak Y a; = > u; (modn)a [[a; =[] w (mod n).
i=1 i=1 i=1 i=1
(ii) Uvazujme aq, by, U1, V1, ... , Qmy Oy U, U, € Z takové, Ze a; = u; (mod n) a b; = v; (mod n) pro vSechna
m m
i=1,...,m.Pak > a;b; = > wv; (mod n).
i=1 i=1

Dukaz (rutinni): (i): Dokazeme to indukci na m pro s¢itani, ndsobeni nechdme jako cviceni 7a.11.
(0) m = 1: Pfedpoklad a; = b; (mod n) je zaroven zavérem, tedy plati.
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(1) Predpokladejme, ze s¢itaci vzorec plati pro néjaké m € N a vSechna a;, u;. M&jme ¢isla ay, uq, ... , Gmi1, Umt1
m

m
spliujici a; = u; (mod n) pro vSechna i. Podle indukéniho predpokladu pak mame > a; = > u; (mod n), proto
i=1 i=1

m m m+1_ m+41
podle Véty 7a.3 (i) také (Z ai) + Qg1 = (Z u,) + Um+1 (mod n) neboli Y a; = > u; (mod n), dikaz
i=1 i=1 i=1 i=1

je hotov.
(ii): Podle Véty 7a.3 (iii) plati a;b; = u;v; (mod n) pro vSechna i, na tyto ¢isla pak aplikujeme ¢ast (i) a
secCteme je.

U

Strucéné feceno, v jakémkoliv algebraickém vyrazu poskladaném ze séitani (odéitani) a ndsobeni, piipadné zavorek
lze zGicastnéna cisla nahrazovat. Doplnime jesté jedno uzitecné vypocetni pravidlo.

Fakt 7a.6.
Necht n € N, uvazujme a,u € Z takové, ze a = u (mod n). Pak pro véechna k € N plati a* = v* (mod n).

¥ =a-a---a, plyne to hned z (i) v Diisledku vySe. Pro zajimavost ukdzeme jesté

Dukaz (pou¢ny): Protoze a
jeden dtkaz pro ptipad k > 2.
Predpoklad dava m € Z takové, ze a — u = mn. Pak

a" —uF = (a—u) (" +ad"Put a4l = m(d T P R a4 W T 0,

kde m(u*~ +a*2u + - + auF 2 + u¥~1) € Z. Proto n|(a* — u¥) a zévér nasleduje.
Dalsi alternativni dikaz (indukci) najdete jako cviceni 7a.12.

U

Priklad 7a.c: Vypocitame, ¢emu je kongruentni vyraz (3-5-17+6-3+9)%-(2+35—4-5) modulo 6. Podle vét

vime, ze muzeme prakticky vSechna éisla (kromé exponentu 8, pro ten jsme zatim pravidlo neméli) nahradit ¢isly

pfijemnéjsimi, ¢im mensi tim urcité 1épe. Proto podle Faktu 7a.4 zkusime davat rovnou zbytky po déleni Sesti, ke

kterym se Casto nejsnéze dostaneme odecitanim Sestky.

(3-5-17+6-3+10)®-(2+35-4-5)=(3-5-54+0-3+4)%-(2+5—4-5) (mod 6).
Ted si zapoditdme obyc¢ejnym zptsobem:
(3-5-54+0-3+4)%-(24+5-4-5)=(15-5+3)%-(7—20) (mod 6).
A zase muZeme nahradit, pak zase pocitat, napiSeme cely vypocet.
(3:5-17+6-3+10)% - (2+35—-4-5)=(3-5-5+0-3+4)°-(2+5—-4-5) = (15-5+4)®- (7 - 20)

=(3-5+4)% (1-2)=(15+4)%-(-1)
=198 (-1)=18-(-1)=1-(~1) = —1 (mod 6).

Vsimnéte si, jak v postupu peclivé rozliSujeme mezi béznou algebrou s ¢isly (znac¢enou rovnitkem) a misty, kde

nahrazujeme pomoci rozliénych pravidel pro kongruenci (znac¢eno =).

JAN

V aplikacich, kde se pracuje vyhradné modulo néjaké konkrétni n, se takové peclivé rozliSovani uz nedéla a
zkuSeni lidé prosté piSou rovnitko. Napftiklad pokud bychom pracovali ¢isté s hodinami, tak namisto spravného
3-16—-21=3-4—9 =3 (mod 12) prosté napiseme 3-16 —21 = 3-4 —9 = 3. Je to piijemné, ale tady zatim jesté
tak zkuSeni nejsme a navic se tu snazime pochopit i teorii, takze budeme peclivé psat kongruence, at v tom neni
zmatek.

Jisté jste si vSimli, Ze jsme zatim nezminili nékteré operace. Asi to nebude ndhoda.

e Neméme pravidlo pro nahrazovani v exponentu. Konkrétné, neni obecné pravda, ze kdyz k = (mod n), tak
a* = a! (mod n). Napiiklad poc¢itdme-li 2* modulo 3, pak by nahrazeni v exponentu dalo 2! = 2, coz ale neni
spravng, 2* = 16 =1 (mod 3).

Je to dano tim, Ze mocnéni ve skute¢nosti neni algebraické operace, ale zapis (zkratka) pro opakované nasobeni.
Tieba a* = a - a-a- a, zde jsou &isla a z uréitého svéta (ve kterém se pocitd modulo n nebo i jinak, mocnina
se zavadi mnohem obecnéji), zatimco to 4 (obecné exponent) do toho svéta nepatii, je vzdy ze svéta N a Fika,
kolik objektii ndsobime. Ned4 se proto ¢ekat, ze by pravidla ze svéta, odkud bereme a, platila i pro exponent (pro
exponenty mame jind pravidla). Blize se o tom do¢teme v kapitole 8.

Piesto by se nam ¢asto hodilo umét zmensovat exponenty, na to jsou triky jednoduché (viz nasledujici pfiklad
nize) i sofistikované, viz sekce o Eulerové vété.
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e Nemame pravidla pro déleni. My totiz dokonce ani nemame déleni. Je to podobné jako s od¢itdnim, déleni je
jen pohodlny pievlek pro néco jiného. Tak jako je 5 — 2 jen zkratka pro 5+ (—2), je i 6/2 jen pfijemny zpusob, jak
napsat 6 - % Takze by nam vlastné ani pravidla pro déleni neméla chybét, ale chybi, ona je to totiz moc pfijemna
zkratka. Budeme ale na to muset jit jinak, dame se do toho za chvili, az si k tomu pfipravime podminky. Jmenovité
si proces pocitani modulo zachytime pomoci specidlni matematické struktury.

Vidéli jsme, Ze si ve svété modula n pfi pocditani zahrnujicim operace séitdni a nasobeni (a taky to od¢iténi)
vystac¢ime jen s malou mnozinou ¢isel, coz je ohromné uziteéné tfeba pro pocitace, které umi ukladat jen konecné
mnoho dat. Nejtradi¢néjsi je pracovat Cisté se zbytky, tedy s Cisly z rozmezi 0 aZz n—1. Vznika pak novy matematicky
Svét.

Definice.
Necht n € N. Symbolem Z,, zna¢ime mnozinu Z, = {0,1,2,... ,n — 1}.
Pro vSechna a,b € Z,, definujme operace
a® b= (a+b)modn,
a®b=(a-b) mod n.

Takze chceme-li secist/vynésobit dvé ¢isla ze Z,,, tak za¢neme tim, Ze to udélame normélné, ¢imz se ale mizeme
dostat mimo tuto mnozinu. Vratime se do ni, kdyz vysledek nahradime oblibenym zastupcem neboli zbytkem po
déleni n.

Priklad 7a.d: Necht n = 5. Pak Zs = {0,1,2,3,4} a mame tfeba 2@ 1 = 3, nebot 2+ 1 =3 a 3mod 5 = 3.
Zajimavéjsi je 34 = 2, nebot 3+4 =7 a 7 mod 5 = 2. Mame také 1®4 = 0 (rozmyslete si) nebo tfeba 304 = 2,
nebot 3-4=12mod 5 = 2.

A

Ctenai se setkal s tim, Ze se tieba operace s¢itani, coz je uréity napad, jak kombinovat é&isla, dala pouzivat v
rozli¢nych svétech: Scitali jsme ve svété prirozenych ¢isel N, redlnych ¢isel R nebo tieba ve svété komplexnich ¢isel.
Nejde tedy o nic nového, ted pouzivame s¢iténi v dalsim svété ¢isel Z,, (museli jsme jej na to trochu upravit).
Posléze ukazeme, ze i v tomto svété plati pro ,s¢itani“ stejnd pravidla, na jakd jsme zvykli, obdobné pro nasobeni.

Priklad 7a.e: Chovani operaci u koneénych mnozin se da dobfe zachytit tabulkou. Ukazme si tabulky pro
operace @ a ® v Zg.

®l10|1(2(3|4]|5 ®l0]|1(1213|4]5 Ovéite si, ze se v tabulkach vyznate, takZe naptiklad umite v
010/1(2(|3[4]|5 0lolo(o|0|0]|0| levénajit,ze 3@ 4=1,av pravé 24 = 2.

11112[3]4|5]0 110/1(2]3|4]5 Vyzkousejte si také, ze takto umite pocitat, dokazali byste tu
212|3|4]|5|/0]1 210(2[(4]0[2]4| tabulku sami vyrobit?

313[4[5]/0]1]2 310[3[0[3/0(3

414]15/0]1[2]3 410/4(2]|0[4]|2

515/0]1]2[3|4 510|5|4]3]|2]1

A

Mozné véas ted napadlo, jaky je vlastné rozdil mezi poc¢itanim modulo n a po¢itanim v prostoru Z,? V podstaté
zadny, v obou pripadech lze zGcastnéna Cisla nahradit prijemnéjsimi a pocitame stejné, rozdil je az na konci, kde
si v pripadé pocitani modulo mtézeme pro vysledek vybrat libovolného zastupce, zatimco v pripadé pocitani v Z,
si musime vybrat zastupce z této mnoziny. D& se fict, ze pii pocitani v Z,, jsme vlastné pocitdni modulo pékné
zabalili.

Dalsi drobny rozdil je v tom, Ze nékteré malé triky bychom pf#i praci v Z, vlastné neméli pouzivat, ale ony se
tam daji udélat neoficialné, jak hned uvidime.

P¥iklad 7a.f: Hledame vysledek vyrazu (7 + 3 -5)'® modulo 8. Po¢itdme
(7T+3-5)8=(74+15)8=T7+7)'8=14"8=6" (mod 8).
Jiz jsme diskutovali, Ze mocninu 18 nahradit lepsim zastupcem nelze, a pfimy vypocet také neni nejlepsi strategie.
O zbytku po déleni totiz rozhoduje i posledni cifra, jinymi slovy neni mozné pracovat se zaokrouhlenymi ¢isly,
musime znat vSechny cifry. Tim se u vysSich mocnin vylucuje pouziti kalkulacky, protoZze tradi¢né vychazeji ¢isla
delsi, nez kalkulacka dokaze udrzet. Nezbyva nez pouzit néjaky trik, velice popularni je postupné odebirani malych
mocnin z exponentu, které pak snadno vypocitame. Bézna pravidla pro praci s exponenty totiz plati i obecné.
(7+3-5)8=6" =62 = (6%)? =36 =4 (mod 8).
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Ted uz dvojku oddélit neumime. Mohli bychom oddélit trojku a poéitat 42 = (43)3 = ..., ale druh4 mocnina je

prece jen hezci, tak pouZijeme jiny zptisob odebirani z exponentu.
(7T+3-5)8=4"=4"8=4.4»*=4.16*=4-0*=0 (mod 8).

Pomoci téchto dvou druhti odebirdni dokdzeme i velice vysokou mocninu zredukovat bez vétsich problémi, jen to

nékdy chvili trva.

Tento vypocet se da ovsem také interpretovat jako pocitani v prostoru Zg, kde operace uz v sobé zahrnuji jak
bézny vypocet, tak okamzity pfechod k idedlnim kongruentnim zastupctim:

(Te305)E =T =6%=(62)"=6061°=4"=404=40@)"=40M40d*=400"=0.
Vidime, Ze se to od vypocétu modulo opravdu lisi jen zapisem.

Zkuseni vypocetnici by pfi praci v Z,, psali obycejné plus a krat, ale my si v této kapitole musime dévat pozor
na teorii, tak si budeme specidlnim znacenim pfipominat, ze pouzivame specialni operace z prostoru Z,. Je to
o to dulezitéjsi, ze se ndm vlastné budou michat t¥i druhy operaci: obycejné, vypocty modulo a vypocty v Z,,
rozliéné znaceni ndm pomiize, at v tom neni zmatek.

Ted si ukadzeme priklad, kde jiz rozdil mezi pocitdnim modulo a poc¢itdnim v Z, bude. Pokud budeme chtit
spocitat 147 - 148 modulo 150, mtiZeme to provést takto:

147 - 148 = 21756 =6  (mod 150).

Vypocet v Zi50 by se délal stejné, 147 ® 148 = 21756 mod 150 = 6.
Jenze pii vypoctu modulo 150 mizeme zkusit jesté néco jiného, co cely vypocet vyrazné zjednodusi:
147148 = (-3) - (—2) = 6.
A tento trik v Zi50 udélat nelze, protoZe tam zadné zdpornd Cisla neexistuji. Ale to neni problém, v takovych
pfipadech si prosté na chvili odskoc¢ime do poditani modulo n a pak vysledek nahradime kongruentnim cislem
7€ Ly,.

A

7a.7 Dalsi operace v Z,: Od¢itani.

Na prvni pohled by se zdalo, Ze s odéitanim v Z,, nebude problém. Nabizi se definice a ©b = (a — b) mod n a ani
prakticky to nevypada spatné. Napiiklad bychom si tipli, Ze v prostoru Zg mame 5 3 = 2, coz potvrdi i zkouska:
2@ 3 = 5. Aby to bylo zajimavéjsi, zkusime si 26 5 = —3 mod 6 = 3 a zkouSka nam opét vyjde: 3E 5 =2 v Zg.

Nicméné se to takto nedéld. Jiz jsme se zminili, Ze odcitdni se nebere jako jedna ze zakladnich algebraickych
operaci, mimo jiné proto, ze nespliiuje né€které véci, které povazujeme za zasadni, naptiklad asociativni zakon. Ve
skutecnosti se odecitani bere jako ptijemnd zkratka pro pri¢itani opa¢ného prvku. Naptiklad opacny prvek k 5 je
—5, namisto 3 + (—5) piSeme 3 — 5.

Proto se od¢itani nezavadi ani ve svété modulo jako samostatna operace, misto toho se vytvori pojem opacného
¢isla. Protoze v Z,, zaporna ¢isla nejsou, musime na to trochu jinak. Za¢neme otazkou, co je to vlastné opacné
¢islo, jak jej zndme. Co maji spoleénd ¢isla 5 a —57 To, Ze se navzajem vynuluji, tedy 5 + (—5) = 0. Pfesné toto
nam muize fungovat i v Z,.

Podivejme se tfeba do svéta Zg. Dokazeme najit ¢islo opacné k 5 neboli ¢islo takové, ze po pricteni k 5 dostaneme
nulu? Podivame-li se do tabulky v priklad€ 7a.e, zjistime, ze 5 @ 1 = 0. Zkusmo tedy prohlasme, Ze opacné cislo k
5je 1 v Zg, pséno (—5) = 1 modulo 6. Letmy pohled na tabulku séitani v Zg odhali, Ze opac¢né ¢islo 1ze najit ke
metodou v kazdém 7Z,,.

Dobra otazka je, zda nam tato opacné ¢isla opravdu dokdzou nahradit od¢itani modulo. Pied chvili jsme zkusili
spocitat 2 — 5 modulo 6, vyslo —3 = 3 (mod 6). Pokud budeme pocitat v prostoru Zg, musime piejit k pric¢teni
opa¢ného €isla: 265 =2@ (—5) = 2® 1 = 3. Funguje to.

To samoziejmé mohla byt nadhoda, ale neni, jsme na spravné cesté. Dalsi povzbuzeni ndam doda, kdyZ se na
opa¢ny prvek podivame trochu jinou cestou. Rikali jsme si, Ze nékdy se vyplati ze Z,, vysko¢it k poé¢itani modulo,
tam dostat vysledek a nahradit jej spravnym zastupcem ze Z,,. Opacné ¢islo k 5 je —5, to plati i modulo 6, ted
najdeme spravného zastupce ¢isla —5 modulo 6, coz je 1, souhlasi.

Nez se dame do formalnich definic, poznamenejme, Ze modulo je zde stale zasadni. Pokud bychom chtéli pocitat
2 —5 v Zr, tak musime pouzit opacny prvek k 5 vzhledem k modulu 7, coz je evidentné jiné ¢islo nez ta 1 ze svéta
modulo 6.

Definice.
Necht n € N, necht a € Z,,. Rekneme, 7e b € Z,, je opaény prvek k a v Z,, jestlize a ®b =0 v Z,.
Pak zna¢ime b = (—a).
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Diskuse pred definici naznacila, jak opaéné prvky v prostorech Z, hledat v praxi, pro dané a € Z,, za¢neme s
—a a najdeme si jeho zastupce ze Z,, coz je (—a) + n = n — a. Mozna. Rozmyslete si, Ze to neplati uplné vzdy,
pak c¢téte dal.

Fakt 7a.8.
Necht n € N.
(i) (~0) = 0.

(ii) Jestlize a € Z,, a a # 0, pak (—a) =n — a.

Dukaz je snadny, nechame jej jako cviceni 7a.14.

S opa¢nymi prvky jsme se setkali i pfi praci s béznymi ¢isly napriklad p¥i feSeni rovnic.

Priklad 7a.g: UvaZujme rovnici t @5 = 2 v Zg. Kdyby to byla rovnice ,normélni“, tak bychom prosté od obou
stran odecetli 5 neboli pficetli —5. V Zg je to stejné, jen musime hledat opacny prvek jinak. Vime uz, ze v Zg je
(=5) = 6 — 5 = 1, takZe upravujeme:

r®5=2 = (z®5)®1=201 = 26601)=3 = 200=3 = z=3.
Postup je delsi, protoze jsme schvalné zdtraznili klicové kroky pfi feseni. Vidéli jsme tak, ze toto feseni zavisi
na moznosti zménit pozici zavorek na levé strané neboli na platnosti tzv. asociativniho zdkona. Jak vime, Ze v

prostoru Zg plati? To je dobra otazka a brzy se k ni vratime.
A

7a.9 Dalsi operace v Z,: Déleni.

Zde je obdobné situace jako u odéitéani. U redlnych ¢éisel bychom vypocet 4/2 prepsali jako 4 - %, kde souvislost
mezi 2 a % je zjevna, 2 - % =1. Vztah z - % = 1 lze zkoumat i ve svété Z,, tfeba si muZzeme vSimnout, ze 3-7 =1
(mod 10), tudiz bychom ve svété Z;o mohli psat, ze % =1.

To se zase hodi tfeba pfi feseni rovnic. V prostoru Zig lze rovnici 3z = 4 fesit timto postupem:
30r=4 = 3 '0B02)=3"104 = (7T03)02=704 — 102z=8 = =28

Zkuste si ale rozmyslet, ze k ¢islu 4 nenajdete zadné x, aby platilo 4- 2 = 1 (mod 10), staéi projit vSechna ¢isla
0 az 9 a vyloucit je. To ukazuje, ze tentokrate bude situace pon€kud jina nez u opacnych cisel.

Definice.

Uvazujme n € N.

Necht a € Z. Rekneme, 7e b € Z je inverzni prvek (inverse element) k ¢ modulo n, jestlize a - b = 1
(mod n).

Necht a € Z,,. Rekneme, 7e b € Z,, je inverzni prvek k a v Z,, jestlize a ® b= 1v Z,.

Pokud takovyto prvek b existuje, pak jej znacime b = a~! a fekneme, Ze a je invertibilni (invertible) modulo
n, resp. v Z,.

Jako obvykle plati, Ze nalezeny inverzni prvek v Z,, jiz dava inverzni prvek modulo n dle prvni definice, naopak
libovolny inverzni prvek modulo n ndm okamzité dé i inverzni prvek z prostoru Z,,, kdyz jej nahradime vhodnym
kongruentnim zastupcem. Jde tedy opét o stejnou myslenku, jen trochu jinak oblecenou.

Podobné jako u opa¢ného prvku, i zde na modulu zélezi, naptiklad v Zio jsme uhodli 37! = 7, ale v Zg jiz je
371 = 3 (oveite). A stejné jako u opa¢ného prvku se modulo ze znaceni nepozna, coZ je ze striktné matematického
pohledu nestastné, ale z praktického pohledu to zase takovy problém neni, protoze pouzivané modulo je vzdy
jasné z kontextu, prakticky nikdy nepracujeme s vice moduly najednou.

V této chvili ¢tenafi doporucime, aby si precetl kapitolu 8, pfinejmensim ¢ast 8a. Pochopi, pro¢ byla u definice
opacného prvku zrovna nula a u invezniho zrovna jednicka, a viibec celou tuto partii uvidi v trochu jiném svétle.

Invertibilni a inverzni prvky jsou velice uzitecné a musime se je naucit hledat, ptriklad vysSe ovSem ukazuje, zZe
nékdy to je nemozné. To vlastné neni nic nového, v prostoru R také neumime najit inverzni prvek k nule, ale v
Z,, téchto nepiijemnych situaci mtze byt vic.

Piiklad 7a.h: Podivame se na nékolik tabulek nésobeni v zajimavych Z,. Prvky, které maji inverzi (jsou
invertibilni), pozndme podle toho, Ze se v jejich fadku vyskytne vysledek jedna, v pfislusném sloupci pak nahote
dohledame onen inverzni prvek.

Nejprve si pfipomeneme piipad (Zg, ®).

7a.9, 7a.h 6 7a.9, 7a.h



Diskrétni matematika 7a. Kongruence, poc¢itani modulo pHabala 2014

®olo(1]2(34|5 Zde vidime, ze jediné invertibilni prvky jsou 1 a 5, plati 1=! =1 a 57! = 5.
ololololololo Zato tu mame ,délitele nuly“, tfeba 2 ©3=0¢ 3®4 = 0.

1]10[1(2(3|4]|5 Na to nejsme zvykli a ma to zase dopady na FeSeni rovnic. Zatimco v Z (a v R atd.) mé
210[2/4]0|2]4]| rovnice 2z = 0 automaticky jediné feseni x = 0, v Zg uz je i feseni x = 3. Z toho nékdy
310(3/0[{3]0|3| plynou zajimavé komplikace.

41042042

510[5]4]3]2]1

Toto byl asi extrémné pesimisticky pfipad. Ted si ukdZeme naopak nejlepsi mozny ptipad, zastoupeny piikladem

(ZEH Q)

olol1]|2]3]4 Vidime, Ze v Zs jsou viechny prvky kromé nuly invertibilni, méme 17! = 1,27 =3a371 =2
olololololo| nebot2©®3=1,4"1=4nebot 404 =1.

110[1(2[3]|4 Zde by tedy mnohé véci mély fungovat dost podobné jako ve svété redlnych cisel a dokonce
2 10[2]4|1]3] nekdy lépe nez ve svété Z. Napiiklad rovnici 3z = 4 nedokizeme ve svété Z vyftesit, zatimco
310[3[1[4|2| v Zs sta¢i rovnici vynasobit ¢islem 37! = 2 a dostdvame = = 3, coz je opravdu feseni dané
4 [0]4]3]2]1] rovnice.

Jen pro tplnost, (—0) =0, (-1) =4, (-2) =3, (-3)=2a(—-4) =1
Na takovéto vyrazné prijemné piipady se brzy podivame blize. Typicky prostor Z,, je nicméné nékde mezi prave
predvedenymi extrémy, pékné to ukazuje tieba Z4.

011234 ]|5|6|7|8|9](10|11|12]13 Vidime, Ze mame invertibilni prvky 1, kde 17! = 1,
olofolololololololololololo]lo]| dale3!=5 (kontrola: 3-5 = 15, modulo 14 to dava
1lolil2131a2a(51617/81910/11]12[13] opravdul5—14 =1),dale5 ! = 3,971 = 11 (kontrola:
olol 2416l 8]10/12/0/ 22168 l10l12] 9-11 =99, modulo 14 to dava opravdu 99—7-14 = 1),
slolsl6l9ol121]4l7(10/13] 2158 [11| dale 1171 = 9 a nakonec 1371 = 13.
410481212 |6|10|0[4|8|12]2 |6 |10

510|510 1|6 112|712 3 |8 |13|4 |9

6|0/ 6 (12,410} 2|8 |0|6 12| 4 |10| 2 | 8

710|710 (70| 7|O|7]O|7|O|7]0]|T7

8108|2104 (126 |0 8|2|10|4 (12|6

9109|4138 |3 (12|72 |11|6 |1 105

1010106 |2 (|12| 8 |4 (0|10 6 |2 |12|8 |4

110|118 | 5|2 (1310|714 | 1112|963

12101210 8 | 6 |4 |2 |0]|12{10| 8 |6 |4 |2

13101312 (11|10| 9 |8 |7|6 |5 |4 |3 |2 |1

A

Jak se pozné, které prvky v Z, jsou invertibilni? Pokud vam piiklady nenapovédély, tady je odpovéd. Opét
poskytneme dvé verze, jednu pro pocitani modulo a jednu pro pocitani v prostoru Z,, jako obvykle ptjde o
stejnou véc, jen jinak vyjadifenou.

Véta 7a.10.

Necht n € N.

(i) Necht a € Z. Existuje z € Z takové, ze ax =1 (mod n), pravé tehdy, kdyz ged(a,n) = 1.

Pak je toto = uréeno jednozna¢né az na modulo n a vSechna y s x kongruentni také spliiuji ay = 1 (mod n).
(ii) Necht a € Z,,. Inverzni prvek a=! v Z, existuje pravé tehdy, kdy% ged(a,n) = 1. Pak je tento prvek jediny.

Dukaz (poucny): (i): 1) Takové = existuje pravé tehdy, kdyz existuje k € Z takové, ze 1 — ax = kn. Jinymi
slovy, nalezeni prvku x je ekvivalentni tomu, ze umime najit feseni x,k € Z rovnice 1 = ax + kn. To je ale
diofanticka rovnice, kterou jsme se uz naudili Tesit, a podle Véty 6¢.1 to 1ze pravé tehdy, kdyz je 1 nadsobkem
ged(a,n). Takze Feseni existuje pravé tehdy, kdyz ged(a,n) = 1. Diikaz ekvivalence je hotov.

2) Jednoznacnost: Necht x,y € Z obé spliiuji dotyénou podminku. Pak existuji k,! € Z takové, ze 1 = ax + kn
a 1 = ay + In. Odectenim ziskdme ax — ay = kn — In, tedy a(x —y) = (k — [)n. To znamena, ze n déli a(x —y),
a protoze je n nesoudélné s a, musi podle Lemma 6a.23 n délit = — y, tedy x =y (mod n).

3) y =xmodn davd k € Z tak, aby y = = + kn. Pak ay = a(x + kn) = ax + (ak)n =1+ 0 = 1 (mod n),
pouzili jsme Fakt 7a.2 (ii) na nasobek (ak)n.

(ii): Cislo = € Z,, spliiuje a ®x = 1 pravé tehdy, kdyZ ax mod n = 1, coz je pravé tehdy, kdyZ ax = 1 (mod n),
coz je podle (i) pravé tehdy, kdyz ged(a,n) = 1.
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Jednoznacnost plyne bud z (i), nebo také z Faktu 8a.5.
O

Vlastné jsme v bodé (i) dokazali, ze jakmile je néjaky prvek a invertibilni modulo n, tak mnozina vSech jeho
inverznich cisel je pfesné mnozina vsech ¢isel kongruentnich s néjakym konkrétnim inverznim ¢islem x.

Uz umime poznat, kdy a~! existuje, ale jak jej najdeme? Uplné snadné to neni, zadny vzorecek totiz neexistuje.

Jediny rozumny postup vychézi z dikazu Veéty 7a.10, pres feSeni pfislusné diofantické rovnice. Na to mame
Algoritmus 6¢.6, postup lze ale zjednodusit, protoze ted nas vlastné jedna nezndmé nezajima.

S Algoritmus 7a.11. pro hledani inverzniho prvku k a vzhledem k néasobeni modulo n, popfipadé pro hledani

inverzniho prvku k a v Z,,.

0. Napfiklad pomoci rozsifeného Euklidova algoritmu najdéte ged(a,n) = Aa + Bn.

1. Jestlize ged(a,n) > 1, pak inverzni prvek k a v Z,, neexistuje.

Pokud umite ged(a,n) ziskat snadnéji nez Euklidovym algoritmem (tfeba pohledem) a vyjde ¢islo vétsi nez 1, je
mozné krok 0 preskodit.

2. Jestlize ged(a, n) = 1, pak Bezoutova identita ddvd 1 = a- A+ B -n. To znamend, 72e a- A=1modnaz = A
je hledany inverzni prvek.

Pokud hledate inverzni prvek v Z,, pak najdéte vhodného zastupce x z rozmezi 1,2,...,n — 1 bud pficte-
nim/odec¢tenim vhodného nésobku n, nebo délenim se zbytkem.

A

Priklad 7a.i: Najdeme inverzni prvek k a = 36 modulo 175.

Nejprve si to prelozime: Hleddme x spliujici 36z = 1 (mod 175) neboli = takové, aby pro néjaké m € Z bylo
36z 4+ 1756m = 1.

Neni jasné, zda vidime bez vétsi prace, kolik je ged(36,175), tak rovnou zkusime rozsiteny Euklidiv algoritmus
pro jeho nalezeni.

175 1 0 Dostéavame ged(175,36) = 1 =7- 175 + (—34) - 36. Kdyz se na obé strany Bezoutovy
36 | 4 0 1 | rovnosti podivaime modulo 175, dostavame 36 - (—34) +0-7 =1, tedy 36 - (—34) =1
31 | 1 1 —4 | (mod 175). Proto 36~! = —34 vzhledem k po¢itani modulo 175.

516 | -1 ) Ctenaf si samofejmé muze vybrat i jiného zastupce dle osobni preference, napiiklad
le| 5 7e| —34e| —34 =316 (mod 175).
0

Pokud bychom hledali inverzni prvek k 36 v Zi75, pak bychom také nejprve prelozili zadani: Hledame x spliiujici
36 ® x = 1 neboli 36z =1 (mod 175) neboli 36x + 175m = 1 pro néjaké m € Z.

Pak bychom postupovali stejné jako vyse, ale na konci bychom pro —34 museli najit zastupce ze Zi75, nejsnaze
pri¢tenim d¢isla 175.

Zavér: 36 je v Zirs invertibilni a 367! = 141.

Zkouska: 36 - 141 = 5076 = 1 (mod 175), nebot 5076 =29 - 175 + 1.

A

Vsimnéte si, ze pokud je n prvocislo, tak vlastné vSechny nenulové prvky Z, jsou nesoudélné s n a tudiz maji
inverzi. To uz je jako u realnych cisel. V mnoha aplikacich skute¢né tispésné nahrazujeme svét R svétem Z,, pro p
prvocislo.

Ted si ukdzeme jednu zajimavou aplikaci poc¢itani modulo.

Piiklad 7a.j: Uszky vztah mezi kryptografii a poéitanim modulo jde zpét minimalné ke starym Rimantim.
Takzvanou Césarovu Sifru si nejlépe predstavime takto: Mame dva soustfedné kruhy, jeden mensi nez druhy, a po
obvodu napiSeme na oba pismena, vzdy stejna proti sobé. Pak jeden kruh otocime o tii pozice a vznika tim Sifra,
namisto A piSeme D, namisto B piseme E a tak déle, tfeba Y prejde na B.

Matematicky se to simuluje jednoduse, nahradime pismena ¢isly 1,...,26 a pak pouzivame jako Sifru bijekci
T'(a) = (a+ 3) mod 26.

Obecné lze posouvat i o jiné ¢islo nez o tu Césarovu trojku. Zvolime si néjaké k mezi 1 a 25 a dostavame ,Sifrovani
posunem*: T'(a) = (a+k) mod 26. Toto se snadno desifruje, 71(b) = (b— k) mod 26, a pokud nechceme odecitat,
tak si najdeme opa¢ny prvek (—k) a mame T—1(b) = (b + (—k)) mod 26.

Naptiklad pokud zvolime ¢islo k = 8, tak pismeno 20 zasifrujeme jako 7'(20) = (20+8) mod 26 = 28 mod 26 = 2.
Opacny prvek ke £ = 8 modulo 26 je 18 (zkouska: 8 + 18 = 26 = 0 (mod 26)), proto bychom se posunem o 18
méli zase dostat zpét: T1(2) = (2 + 18) mod 26 = 20 mod 26 = 20. Zajimava volba je k = 13, pak T~ = T.
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Tato Sifra neni prili§ bezpec¢na. Protoze se dané pismeno vzdy kéduje stejné, je vysoce nichylna na frekvencéni
analyzu, kdy si prosté spoc¢itame, které pismeno se v zasifrované zpravé vyskytuje nejcastéji, a je vysoce pravdépo-
dobné, ze odpovidd nejcastéjsimu pismenu daného jazyka. Velice pékné toto popsal E.A. Poe v povidce Zlaty
skarabeus.

Lépe vypada sifrovani dané predpisem T'(a) = (ea + k) mod 26, kde e je zvoleno tak, aby T" bylo prosté (tedy je
tfeba zvolit néco nesoudélného s 26). Jak se takovy vzkaz dekdduje? Zvolili jsme e nesoudélné s 26, pak uz vime
(Véta 7a.10), ze k nému existuje inverzni prvek d modulo 26, tedy prvek spliujici ed mod 26 = 1. UkazZeme, Ze
T=Y(b) = d(b+ (—k)) dekdéduje zpravu:

T T(a)) = d(T(a) + (—k)) = d((ea + k) + (k) =d(ea+0) = (de)a=1-a=a (mod 26).

Zvolme tieba e = 7 a k = 3. Pak —k = 23 a jeSté potfebujeme vyfesit rovnici 7x + 26m = 1, bud algoritmem
nebo to zkusime uhadnout. Vyjde napiiklad x = —11 a m = 3, nas zajima x, ale z prostoru Zsyg, dostavame tedy
d=15.

Ted zakédujeme tfeba pismeno B odpovidajici hodnoté a = 2, takze vySleme zpravu 7'(2) = 7-24+3 mod 26 = 17
neboli pismeno . P¥ijemce na zpravu aplikuje 7 !:

T71(17) =15(17+23) =15-40=15-14 =210 =2 (mod 26).
Vyslo to.

Ale 1épe tato Sifra jen vypadéa, pofad je to détska Sifra zranitelnd pres frekvenéni analyzu. Zajimavé zobecnéni je

pouzit modularni aritmetiku na bloky ¢islic, nikoliv jednotlivé cislice, tam uz frekvence nepomohou. Pfesto jsou

ale Sifry tohoto typu porad zranitelné diky své pravidelnosti. K lepsim SifraAm se dostaneme brzy.
VAN

Problém inverznich prvkid jsme vytesili tak dobre, jak jen to jde. Vratime se jesté k problematice umocnovani.
Sice jsme vyvinuli metodu postupné redukce exponentu, ale po¢itat tak tieba 131946 modulo 17 nezni moc ldkavé.
Pokud je n prvoéislo (a uz vime, ze to je velice pfijemny ptipad), naskyta se jesté jinad zajimava metoda snizovani
mocniny.

Véta 7a.12. (mald Fermatova véta)
Necht n € N je prvodislo.

(i) Je-li a € Z nesoudélné s n, pak plati a =
(ii) Pro kazdé a € Z pak plati a” = a (mod n).

n—1

1 (mod n).

Dukaz (pouény): (i) Nejprve ukdzeme, ze ¢isla a, 2a, ..., (n — 1)a nejsou navzajem kongruentni modulo n.
Kdyz totiz ia = ja (mod n), pak n déli a(i — j), ale n je nesoudélné s a, proto (Lemma 6a.23) n déli i — j.
Nicméné |i — j| < n, proto i — j = 0, tedy ia = ja.
Kdyz tedy vezmeme a,2a, ... ,(n — 1)a modulo n, dostaneme v néjakém poradi vSechna ¢isla 1,2,... ,n — 1.
n—1
Kdyz je vSechny spolu vynasobime, coz lze psat jako [] (ia) mod n, dostaneme (n—1)!. Upravenim toho souc¢inu
i=1
mame (n — 1)! = a"1(n — 1)! (mod n). Protoze ged((n — 1)!,n) = 1, je prvek (n — 1)! invertibilni v Z,,, proto
vynéasobenim obou stran kongruence jeho inverzi dostaneme 1 = a™~! (mod n).
(ii) Necht a € Z, rozebereme dva piipady. Jestlize ged(a,n) = 1, tak lze aplikovat a) a dostaneme a” ! = 1
(mod n), takZe podle Véty 7a.3 (iii) je a® =a-a" ' =a-1=a (mod n).
Jestlize ged(a,n) > 1, pak existuje spole¢ny délitel d > 1. Jenze n je prvocislo, takze jediny jeho délitel (kromé
1) je d = n. Takze vlastné n|a, pak a =0 (mod n), tedy podle Faktu 7a.6 ™ = 0" =0 = a (mod n).

Alternativni dikaz se najde jako Poznamka 7a.21.
Ctenafe mozna napadne, pro¢ jsme vlastné uvadéli (i), kdyz je verze (ii) obecnéjsi a mozn4 i elegantngjsi. Dtivod

ey

vétu“ povazuji tvrzeni (i), budeme to tak délat i my.

Priklad 7a.k: Spocitame 13682 modulo 13. Nejprve pouzijeme nahrazeni v zékladu: 136'%? = 652 (mod 13).
Poznamenejme, ze ¢islo 6182 mé 142 cifer, takze by nam v této fazi kalkulacka rozhodné nepomohla. Musime
redukovat exponent, a protoze je 13 prvocislo, mizeme na to pouzit malého Fermata. Na to si tam ale musime

vyrobit mocninu 13 — 1 = 12, coz je snadné, 632 = 612'15+2, Podle malé Fermatovy véty pak mame 6'2 = 1
(mod 13), tedy

13652 = 6182 = (6'2)1° .62 =1 .36 =36 =10 (mod 13).
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Je to rozhodné lepsi, nez snizovani mocniny po dvou, coz by vypadalo néjak takto:
6'%2 = (6%)°' =10-10° = 10- (10*)* =10-9-9** = . ..
Chytfejsi by bylo pouzit 10 = —3 (mod 13) a pfi umocnovani na sudy exponent se dd znaménko ignorovat, tedy
6182 = (621 =10 (-3)° =10-(3*)* =10-9-9* =109 (—4H)* = ...
I tak by to bylo na dlouhé zimni vecery, ten Fermat byl vyrazné kratsi.
Vsimnéte si, ze pokud bychom chtéli pouzit tvrzeni (ii) vyse, dostali bychom
6182 = 61314 = (613)14 = 614 (mod 13).
Cekala nés dalsf préce, ta jednicka coby vysledek u verze (i) je pfijemn&;jsi.
A

Pro dalsi podobny ptiklad a poznamku s adernym trikem viz priklad 7a.o.

Ve vypoctu jsme pouzili postup, ktery lze vyjadrit obecné a je uziteény pfi praci s velkymi éisly.

Fakt 7a.13.
Necht n € N je prvoéislo a a € Z neni délitelné n. Pak pro kazdé k € Ny plati a* = a” (mod n),
kde r = k mod (n — 1) neboli zbytek po déleni k ¢islem n — 1.

V zésadé se da Fict, ze uz ve svété Z,, umime pocitat. Ted se podivame na dalsi aplikaci.

Priklad 7a.l (pokracovani 7a.j): Vratime se k problému Sifrovani. Pro zjednoduseni kazdou zpravu pfevedeme na
jedno cislo v zasadé libovolnym zptisobem, tfeba se rozhodneme, Ze kazdé pismeno ze zpravy nahradime dvoucislim
od 00 do 26 a dame je za sebe. Chceme tedy vytvorit metodu, kterd umi kédovat celd ¢isla.

Jako inspiraci si pfedstavme néasledujici kéd. Zvolime e € N. Zpravu M € N zasifrujeme jako T'(M) = M*€. Jak se
dostaneme k piivodnimu textu? Zobrazenim T—1(C) = Y/C. Tato &ifra je jiz vyrazné lepsi nez predchozi pokusy,
protoze se maskuji frekvence a ma obecné méné vnitinich pravidelnosti, ¢imz se protivnikovi ztézuje protittok.

Jeji nevyhodou je, Ze vypocet mocniny i odmocniny je velice nadro¢na operace, zejména vypocet odmocniny
znamena, ze metoda je v praxi nepouzitelnd. Proto si ted napad vylepsime.

Zvolime néjaké prvocislo n straslivé velké, aby byly zpravy vzdy o hodné mensi (dlouhé zpravy muzeme sekat).
Zvolme libovolné ¢islo e € N nesoudélné s n — 1, pak podle Véty 7a.10 existuje také d € N takové, ze de = 1
(mod n — 1), tedy ed = 1+ k(n — 1) pro néjaké k € Z. Mame pak k dispozici néasledujici zptisob Sifrovani.

Predpokladejme, ze M je zprava spliujici M < n. Zakédujeme ji zobrazenim T'(M) = M€ (mod n) (proto jsme
volili zkratku e jako ,encode®). Jak se déla desifrovani? Tvrdime, ze to déla zobrazeni T—1(C) = C¢ (mod n)
(proto d jako ,decode“). Ditkaz plyne z malé Fermatovy véty, zde je dobré si uvédomit, ze n je prvoéislo, proto
jej ¢islo 1 < M < n nemuze délit a jsou tedy nesoudélnd. Mame pak (pocitdme modulo n)

T-HT(M)) = (M) = M = MPHFO=D = pp (M YHr = 1k = ML
A je to. Nemusime odmocniovat, navic na mocnéni modulo mame pékné triky. Nejvétsi slabina této metody je
v praktickém provedeni, coz je mimochodem velkou slabinou vétsiny Sifrovacich schémat. Odesilatel musi néjak
dopravit dekédovaci kli¢ d pfijemci zpravy, jakdkoliv cesta je zranitelnd a hrozi tak nebezpeci, Ze si nasi zpravu
nékdo po zachyceni klice precte.

Sifra je zranitelna i opa¢nym smérem. Reknéme, Ze chceme, aby nam nékdo poslal tajnou zpravu. Pogleme mu
Sifrovaci kli¢ e a ¢islo n nutné k operaci modulo, sami si schovame desifrovaci kli¢ d. Jenze pokud nékdo nasi
zpravu odesilateli zachyti, tak si z hodnot e a n hravé nas deSifrovaci kli¢ d spocita, protoze najit inverzi k e
modulo n — 1 je pro rozsiteného Euklida relativné snadny tkol.

Vyrazné zvyseni bezpecnosti se da dosahnout, pokud néjakou fintou znemoznime, aby odposlouchava¢ dokéazal
z hodnot e a n odvodit nas desifrovaci kli¢ d. Tim se dostavame ke zlatému hiebu nasi prochazky kédovanim.

Jednim z nejrozsifenéjsich vefejnych Sifrovacich schémat na Internetu je v soucasnosti takzvané RSA Sifrovani
(nazvané podle autori jménem Rivest, Shamir a Adleman, napad publikovali v roce 1978, i kdyz v tajnych sluzbach
byl zndm i dfive, ale patrné nebyl pouzit). Na zac¢atku zvolime dvé prvodéisla p, ¢ (typicky o 200 cifrach). Necht
n = pq. Zvolime e € N tak, aby bylo nesoudélné s (p—1)(¢—1), pak najdeme (rozsifenym Euklidovym algoritmem)
d € N tak, aby de =1 (mod (p—1)(¢—1)), tj. d je inverzni prvek k e vzhledem k nasobeni modulo (p —1)(¢ —1).
Dvojici (n,e) sdélime tomu, kdo ndm ma zpravy posilat, je to tzv. ,vefejny klic“. Sami si schovame ,soukromy
klic“ (n,d).

Kédovani: Zprava M € N spliujici M < p, ¢ zaSifrujeme pomoci zobrazeni T'(M) = M€ (mod n). Tvrdime, ze
ji lze degifrovat pomoci zobrazeni T-1(C) = C¢ (mod n).
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Opravdu? Protoze je p prvocislo a diky M < p je s nim M nesoudélné, podle malé Fermatovy véty plati
(Me)E = MiTE(E-1(a-1) — pf. (Mp—l)k(q—l) = M.1Fe=D = M (mod p).

Cislo ¢ m4 ovsem stejné vlastnosti, proto stejné ukdzeme (M€)? = M (mod q). Podle Cvi¢eni 7a.16 tudiz musi
platit (M¢)% = M (mod lem(p,q)), a protoZe jsou p, q coby riizna prvocisla nesoudélné, mame dle Cviceni 6a.15
také (M€)? = M (mod n). Tim jsme dokézali, Ze ze zpravy M€ dalsim umocnénim na d a prechodem ke zbytku
po déleni modulo n dostavame piivodni text M.

Jak bezpeénd je tato metoda? Aby zpravu nékdo rozsifroval, musel by najit d, k tomu ale potfebuje znéat
(p — 1)(g — 1). Takze RSA kéd je tak bezpe¢ny, jako je ¢islo (p — 1)(¢ — 1). To se da ziskat jediné nalezenim
prislusné faktorizace n na p - g, coz uz jsme zde nékolikrat zminovali jako poradny problém. Existuji efektivni
metody pro urcité kombinace, naptiklad kdyz jsou p, q dosti blizké nebo kdyz je d relativné malé ¢islo, ale pro
dobte vybrané p, g se odhadovany c¢as faktorizace blizi tomu nejhorsimu scénari, narocnost faktorizac¢nich algoritmu
je horsi nez mocniny, patfi do skupiny a”, coz uz je hodné (viz kapitola 9b).

Mimochodem, pokud bychom prozradili zarovenn n a m = (p — 1)(¢ — 1), tak uz nejen muze kdokoliv zjistit e
feSenim ed = 1 (mod m), ale dokonce snadno zjisti nasi faktorizaci: Mdme m = pg—p—qg+1=n—p—q+1,
éisla p, g tedy Tesi rovnice pg =n, p+qg=n —m+ 1, coz je snadné algebraicka tloha. Naptiklad z druhé rovnice
vyjadifme ¢, ddme do prvni a dostavame p?> — (n —m + 1)p +n = 0.

A

Mame tedy kvalitni kédovéani, ale také novy problém: Kde vezmeme prvocisla o 200 cifrach?

Priklad 7a.m: Zde se vratime k problému, jak poznat, zda je ndjaké n € N prvocislo. Jiz jsme diskutovali, Ze
zkouset délit ¢isly mezi 1 a y/n je extrémné ¢asové naroéné, je nacase zapfemyslet nad lepSimi alternativami.

Mala Fermatova véta nabizi néasledujici zajimavou obménu:

Jestlize jsou ¢isla a € Z a n nesoudélna a neplati a”~! =1 (mod n), pak uz n nemtize byt prvoéislo.

Toto miize slouzit jako test prvociselnosti. Vezméme libovolné liché n > 2, chceme védét, zda je to prvocislo.
pouzijeme a = 2, protoZe pro liché ¢islo ur¢ité ged(2,n) = 1. Jestlize 2" ~1 # 1 (mod n), pak podle malé Fermatovy
véty n urcité neni prvocislo.

Bohuzel, mal4d Fermatova véta je jen implikace. Takze pokud by platilo 2°~! = 1 (mod n), pak n prvoéislo
byt mize, ale nemusi. Jsou zvlastni &isla, ktera 2"~ ! = 1 (mod n) spliuji, ale jsou slozend, fikdme jim pseu-
doprvoéisla. Dobra zprava je, ze pseudoprvoéisel je velice malo, napiiklad mezi prvnimi 10'© piirozenymi ¢&isly
je cca 450,000,000 prvocisel, ale jen cca 15,000 pseudoprvocisel. To znamend, Ze tento test je vysoce Géinny pri
vyfazovani ¢isel, kterd prvocisly nejsou, a pokud uz néjaké n timto testem projde, tak je vysoka pravdépodobnost,
ze jsme opravdu ulovili prvodislo, a vyplati se investovat dalsi ndmahu na skute¢né potvrzeni této skutecnosti.

Tato myslenka se d4 samoziejmé rozvést dale. Rekneme, Ze n je pseudoprvocislo vzhledem k zakladu a, jestlize
a" ! =1 (mod n). TakZe pokud néjaké pseudoprvoéislo piezije prvni test, zvolime néjaké nesoudélné a, napiiklad
dalsi prvoéislo a = 3, a zkusime, zda neplati a”~! =1 (mod n). To pfi trose $tésti zase vyfadi neprvoéislo.

Rekneme, Ze n je Carmichaelovské &islo, jestlize a”~' = 1 (mod n) pro vechna a € N s ged(a,n) = 1. Napf.
561 je takové cislo. Téchto je sice nekonecné mnoho, ale zase hrozné maélo, ¢ili kdyz zacneme s n a protestujeme
jej pro hodné a, tak v ptripadé aspéchu uz je skoro jisté, ze n je prvocislo.

Je to dobra strategie pro hledani velkych prvocisel, napfiklad pro kédovani RSA. Déla se to tak, Ze si prosté
zvolime néjaké vhodné dlouhé ¢islo (liché a nekonéici pétkou, samoziejmé). Testovat pfimo délenim, zda je to
prvocislo, by trvalo strasné dlouho (mluvime zde o desitkach let na téch nejvykonnéjsich pocitac¢ich). Misto toho
jej rychle proZeneme testy popsanymi vySe a ono asi vypadne jako slozené ¢islo. Tak zkusime jiné velké ¢islo (t¥eba
pri¢teme 2 k tomu netspésnému) a jedeme znovu. Nakonec néjaké ¢islo témi testy projde, pak je témér jisté, ze je
to prvocislo. Tak prosté z takového ¢isla zkusime RSA kédovani udélat, zkusmo néco zakédujeme a rozkédujeme
a pokud to vyjde, tak jsme nasli, co jsme potiebovali.

VAN

7a.14 Poznamka (kritéria délitelnosti): V kapitole 6 jsme se zminili o existenci kritérii délitelnosti, ale
poradné se na né podivame az zde, protoze pocitani modulo obcas nabidne pohodlny zépis. Vyuzijeme pak toho,
ze n déli a praveé tehdy, pokud @ = 0 (mod n). Znédma kritéria se daji rozdélit do skupin podle toho, z jaké myslenky
vychézeji. Ukazeme si n€kolik popularnich myslenek, obvykle nejprve na kritériu zndmém a pak se pokusime zjistit
néco o délitelnosti sedmickou.

Jedna skupina kritérii vychézi z toho, Ze si dané ¢islo a napiseme jako a = 1004 + r, kde r = a mod 100. Pti
pohledu vzhledem k pocitani modulo d obc¢as objevime zajimavé véci. Jako ukazku dokazeme kritérium délitelnosti
¢tytkou, viz 6a.11. Modulo 4 totiz mame

a=100A+r=0A+7r=r (mod 4).
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Vidime, ze a = 0 (mod 4) pravé tehdy, kdyz r = 0 (mod 4), jinak feceno, ¢islo a je délitelné étyikou prave tehdy,
kdyz je ¢tyrkou délitelné r neboli posledni dvojéisli ¢isla a. Podobné se dokazuje kritérium pro d = 25, pomoci
rozpisu a = 10A + r takto snadno dokdZeme kritérium pro délitelnost dvojkou nebo pétkou.

Co dostaneme, kdyz poc¢itame modulo 77 a = 10A + r = 3A + r. Chceme-li tedy védét, zda je cislo délitelné
sedmickou, oddélime posledni cifru a pricteme ji k trojnasobku ,zacatku“, pak otestujeme nové. To zni pékné,
ale je to pracné. Pokud bychom potfebovali znat délitelnost cisla a = 87654, toto kritérium nabizi testovat misto
toho ¢islo 3 - 8765 + 4, to se mi ani nechce podcitat. Je to ale vychodisko k zajimavému algoritmu. Cislo se d4 totiz
probirat principem 10z + y — 3z + y postupné zleva (detaily radéji vynechame), ¢imz vznikne tento postup:

e Vezmi levou cifru, vynasob tfemi a pfi¢ti druhou cifru zleva. Vysledné ¢islo vynasob tfemi a p¥icti tieti cifru
zleva, to vynasob tfemi a pri¢ti ¢tvrtou cifru zleva atd., dokud se nedojde k posledni (pravé) ciffe. Vysledné ¢islo
je délitelné sedmi presné tehdy, kdyz to ptvodni. Vzdy po ukonceni kroku (pfi¢teni, pfed ndsobenim tfemi) je
mozné prejit ke zbytku modulo 7.

Ukézeme pro a = 87654. Nejprve 3 -8 + 7 = 31, zbytek je 3. Pak 3-3 + 6 = 15, zbytek je 1. Pak 3-1+5 = 8§,
pak 3-8 + 4 = 28. Toto je vysledné ¢islo. Je délitelné sedmi, proto je i a = 87654 délitelné sedmi.

Dalsi popularni rodinka kritérii vychéazi z dekadického rozvoje ¢isla. Jako inspiraci si ukdzeme, pro¢ funguje
kritérium délitelnosti trojkou. KdyZ se na dané &slo v dekadickém tvaru a = >, a;10F podivdme modulo 3,
miizeme podle véty o kongruenci a operacich nahrazovat jednotlivé ¢asti.

a:Zakl()k EZak'(lo mod 3)* :Zak-lk :Zak (mod 3).
k k k k

Vidime, Ze ¢islo a je délitelné tfemi pravé tehdy, pokud je délitelny ciferny soucet. Podobny dikaz ukaze i zndma
kritéria pro délitelnost deviti a jedenacti. Dokonce bychom mohli aplikovat modulo i na cifry samotné, tedy
a =Y, (ar mod 3). Je tedy mozné rovnou s¢itat namisto cifer jejich zbytky po déleni t¥emi.

Pomohlo by to se sedmic¢kou? Modulo 7 dostévame a = Y, ax-(10 mod 7)* = >, ay-3*. Namisto ¢isla a = 87654
bychom mohli testovat &slo 8 - 3% +7-3% +6-3%2 4+ 5- 3% 4 4, ani to se mi nechce poéitat. Piesto to neni zcela
slepé ulicka. Pokud se podivame, jaké jsou zbytky ¢&isel 10% po déleni sedmi, dostavame cyklickou posloupnost
1,3,2,6,4,5,1,3,2... Mizeme tedy sc¢itat cifry daného a (brano zprava) ndsobené témito vahami. TakZe namisto
a = 87654 1ze testovat Cislo4-1+5-3+6-2+7-6+8-4 = 105. To délitelné sedmi je, coz ndm potvrzuje, ze
opravdu 7|87654. Toto kritérium je asi méné piijemné nez predchozi algoritmus, ale také se pouziva.

Lepsi trik dostaneme, kdyz dané ¢islo nebudeme délit na cifry, ale na vétsi skupiny cifer. Dvojice jesté moc
nepomohou, vedou na a = Y (aj mod 7) - 2¥ (mod 7). Kdy# dané ¢&islo rozlozime na trojéisli, a = Y, ax1000%,
dostavame modulo 7 rovnost

a= Z(ak mod 7) - (1000 mod 7)* = Z(ak mod 7) - (=1)¥  (mod 7).

Chceme-li tedy védeét, zda je ¢islo a délitelné sedmi, tak misto toho mizeme testovat ¢islo vytvorené takto: prvni
trojéisli zprava nahradime zbytkem po déleni sedmi a vezmeme se znaménkem plus. Od toho odeCteme zbytek
po déleni druhého trojcisli zprava sedmi. K tomu pficteme zbytek po déleni tfetiho trojcisli zprava sedmi atd. V
ptipadé a = 87654 bychom misto toho testovali ¢islo (654 mod 7) — (87 mod 7) = 3 — 3 = 0, to je délitelné sedmi
a potvrzujeme nezavisle, Ze 87654 je délitelné sedmickou.

Asi nejpouzivanéjsi kritérium pro délitelnost sedmi vypadé jesté jinak. ZapiSme zase a = 10A + r. Tvrdime, Ze
je délitelné sedmi praveé tehdy, pokud je sedmi délitelné ¢islo A — 2r. Dikaz by vypadal tfeba takto. Protoze je 2
nesoudélna se sedmi, pak ma ¢islo 2a stejnou délitelnost sedmi jako a. Kdyz od ¢isla odec¢teme nasobek sedmicky,
také jeho délitelnost sedmi nezménime, takze ¢islo 2a — 21A = 2r — A mé zase stejnou délitelnost jako a. Z
praktického divodu je pak lepsi jesté zménit znaménko.

Obvykla ukazka: Chceme znat délitelnost ¢isla a = 87654, misto toho koukneme na 8765 — 2 - 4 = 8757, pak na
875 —2-7 =861, pak na 86 — 2 -1 = 84 a zde jiz vidime, ze jde o cislo délitelné sedmickou.

Toto kritérium méa obdobu i pro délitelnost tfinacti, sedmnacti a podobné, tak si ukadzeme obecny mustr.

Odvodime kritérium pro délitelnost a = 10A + r Cislem d € N. Zacneme tim, Ze najdeme Cislo ¢ tak, aby bylo
nesoudélné s d, ale aby d délilo 10c + 1. Diky nesoudélnosti vime, Ze d|a pravé tehdy, kdyz d|(ca). Pak si sikovné
napiseme

ca =10Ac+cr = (10c+1)A — (A —cr).

Vyraz nalevo je nasobkem d pravé tehdy, pokud je jim vyraz napravo. ProtoZe ale podle predpokladu d déli
(10c + 1) A, tak o vSem rozhodne vyraz A — cr.

Volba ¢ = 2 d4 jiz vySe zminéné kritérium pro sedmicku, ¢ = —4 zase vede na kritérium pro t¥inactku a podobné.
Ponékud jednodussi a zndma kritéria pfipomindme ve cviceni 7a.4.
A

7a.15 Strukturalni teoreticky pohled na pocitani modulo
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Existuji dva pohledy na svét zvany Z,,, kazdy ma své vyhody a nevyhody a autofi si voli ten, ktery se jim 1épe

vvvvv

vvvvv

obcas usSetii trochu prace a prednost mu déavaji autori, ktefi se na Z, divaji jako na zajimavou matematickou
strukturu. Ted si jej pfedstavime, myslim, Ze pro pokrocilejSiho ¢tenafe to mize byt zajimava alternativa, ale pro
ty, ktefi maji méné vyvinuty smysl pro abstrakci, to mtze byt spi§ matouci. Pokud by ¢tenaf pii cetbé zacinal mit
pocit, Ze se topi (pokud jej uz tedy nemad), nic se nestane, kdyz sko¢i bud k Eulerové vété 7a.22, nebo dokonce
rovnou na cviceni. Pfesto doporucuji, aby se alespon zastavil u Véty 7a.19.

Jdeme na to.

Fakt 7a.l6.
Pro kazdé n € N je relace ,,byt kongruentni modulo n“ ekvivalence na Z.

Dukaz (rutinni): Reflexivitu a symetrii nechdme jako cviceni 7a.31, zde ukdZeme tranzitivitu.
Jestlize a = b (mod n) a b = ¢ (mod n), pak a = b+ kn pro n&jaké k € Z a b = ¢+ In pro néjaké [ € Z. Odtud
a=c+(k+l)na(k+1)€Z, tedy a =c (mod n).
Ll

Muzeme ted aplikovat teorii z kapitoly 4a a vidime, Ze se ndm mnozina Z rozpadne na t¥idy ekvivalence, kterym
fikdme zbytkové t¥idy. Zbytkovou tf¥idu ¢isla a vzhledem k relaci kongruence modulo n budeme znacit [al,,.

Napfiiklad pfi volbé n = 4 mame tieba [1]4 = [5]ls =[-3]s=---={...,=7,-3,1,5,9,...}. Obecné samoziejmé
[a], = {a+Ekn; k € Z}, mimo jiné vzdy a € [a],. Vysledky z kapitoly 4a fikaji, Ze je tplné jedno, kterého zastupce
si vybereme, také vime, zZe [a],, = [b],, pravé tehdy, kdyZz a = b (mod n) neboli kdyz daji stejny zbytek pii déleni
n neboli kdyz je a — b délitelné n neboli kdyz se od a k b dokdzeme dostat opakovanym pfi¢itanim/od¢itanim n.

MnozZina Z se nam rozpadla na presné n zbytkovych tiid, ¢imz nam vznikl novy objekt, mnozina téchto zbytko-
vych tiid. Nasim cilem je s touto mnozinou normalné pracovat, tedy brat zbytkové tiidy jako objekty, se kterymi
normalné manipulujeme, jako jsme to zvykli délat s ¢isly. To je oblibend matematicka véc, vezme se néjaky treba
i dosti komplikovany objekt (v nasem pfipadé nekoneénd mnozina navzajem kongruentnich ¢isel) a ten se vhodné
zabali a oznaci pismenkem, takze se navenek tvari jako néjaka obycejna véc, se kterou pak v pohodé manipulujeme
pomoci odvozenych pravidel.

V tomto pripadé bychom se zbytkovymi tfidami radi provadéli bézné algebraické operace. K tomu vyuZijeme, Ze
na kazdou zbytkovou tf¥idu se Ize odvolat néjakym zastupcem. Je ¢as zadefinovat hlavni pojmy.

Definice.
Prostor Z,, definujeme jako mnozinu vSech tifid ekvivalence v Z vzhledem k relaci byt kongruentni modulo n,
tedy Z, = {[a]n; a € Z}.
Pro [a]n, [b]n € Z,, definujeme
[a]n, @ [b]n = [a+ b]n,
[aln, © [b]n, = [a - by

Dalsi ¢asté znacdeni pro tuto mnozinu tiid ekvivalence je Z/nZ. Je lepsi z hlediska formélniho, protoZe je to
obecné znaceni pro faktorovou mnozinu (coz zde vlastné déldme), na druhou stranu je delsi. Nakonec jsme zvolili
pohodlnéjsi verzi Z,,, zejména proto, Ze zahy ukazeme, Ze je to vlastné nase stard dobra Z, v jiném prevleku.

Nez zacneme s touto definici pracovat, je tfeba hned vyjasnit jeden potencionalni problém. Neni totiz viibec
jasné, jestli jsme operace na zbytkovych tr¥idach definovali tak, aby to mélo smysl. Napfiklad umime vypocitat
[5]s ® [6]s = [30]s, ale vime, ze tfeba [5]s = [13]s, je to tentyz objekt, tatdz tfida. Co kdybychom tedy ve vypoctu
pouzili 13 namisto 57 Bude [13]s ® [6]s dévat stejny vysledek, tedy stejnou tfidu jako puvodni vypocet? Ano,
protoze [13]s ® [6]s = [78]s = [30]s, nebot 8| (78 — 30). Takze to vyslo, ale to byl jen jeden piiklad. Aby byla
definice korektni, musime ukazat obecné, Ze konkrétni volba zastupce nemé vliv na vysledek operace.

Véta 7a.l17.
Necht n € N. Uvazujme a, b, u, v € Z takové, ze [a],, = [u], a [b], = [v],. Pak [a+b], = [u+v], a [a-b], = [u-v],.
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Dukaz (rutinni): [a], = [u], znamend a = u (mod n), podobné pro b a v, pak ndm Véta 7a.3 dava

a+b=u+v (mod n) neboli [a+ b, = [u+ v],.
Dikaz pro soucin je obdobny.

Takze uz vime, Ze definice neni sporna, zkusime si to.

! Priklad 7a.n: Napiiklad v Zs mame [3]5 © [4]5 = [3 - 4]5 = [12]5. Komu se nelibi tento zastupce, mize udélat

tieba [3]5 O) [4]5 == [12]5 == [2]5 == [*3]5 == [].27]5 e
Nebo t¥eba v Z13 je [8]13 @ [5]13 = [13]13 = [0]13, tohle mimochodem ukazuje, ze —[8]15 = [5]13.
A

Maéame ted zajimavou situaci, mnozina Z, je definovdna dvakrat. Samoziejmé se ukéze, ze vlastné jde o totéz.
Zacneme tim, ze kazda zbytkova tfida je dédna néjakym svym zastupcem. MuZeme se rozhodnout, Ze budeme
jako zastupce zasadné vybirat pravé zbytky po déleni ¢islem n, pak dostavame Z, = {[0],, [1]n,...,[n — 1], }.
Kdybychom zavedli ,,k“ jako symbol pro [k],, tak méme pfesné mnozinu Z, = {0,1,2,... ,n—1}. Je to ale zatim
jen podobnost vizudlni. Abychom ukézali, Ze jde opravdu o zcela stejné struktury, musime jesté ukazat, ze si
odpovidaji i operace.

Vezméme a,b € Z, (dle staré definice) a uvazujme [a],, [b], jako prvky z nového Z,. Ve starém i novém Z,
provedeme operace s¢itani, popr. nadsobeni, a ukdzeme, ze to v obou svétech dopadne stejné.

Podle prvni definice dostavame a®b = (a+b) mod n a a®b = (ab) mod n. Kdyz totéz provedeme v nové definici
pfes tiidy, dostavame vysledky [a],, & [b],, = [a+b],, a [a], @ [b],, = [ab],,. My jsme se ale rozhodli tiidy zastupovat
vzdy zbytky po déleni n, tudiz [a], @ [b], = [(a + b) mod n], a dostdavame stejny vysledek jako u prvni definice,
podobné [a], ® [b], = [(ab) mod n],, a zase mame stejny vysledek.

Takze se da fict, Ze nova definice vlastné znamend, ze kolem prvkia z prvni definice Z, nakreslime ohradky,
operace délame v zasadé stejné. Puvodni definice néas jesté nuti po provedeni vypoctu prejit ke zbytkiim coby
zastupcum ze Z,,, zatimco nova definice ne, to je jedna z jejich vyhod. Nechava nam svobodu vybirat si zastupce
tak, aby se nam co nejlépe pocitalo. Naptiklad opacny prvek k 5 v Zi37 najdeme dle nové definice jako [—5]137,
nemusime pouzivat 132 podle prvni definice Z37.

Vsechny vypoc¢ty modulo z pfedchozich ptikladi o Z,, by se proto daly prepsat jako vysledky o tridach, tfeba
v prikladé 7a.i jsme nalezli inverzni prvek k a = 36 v monoidu Zj75, 367 = 141. V novém znéni miizeme ¥ict,
7e [36];715) = [141]175. Opravdu, [36]175 - [141]175 = [36 - 141]175 = [5076]175 = [1]175, protoZze 5076 = 1 (mod 175).
Krasné to souhlasi.

Vsechny dosavadni vysledky o Z,, bychom ted mohli pfepsat do nového jazyka, ale nestoji to za to, uvedme jen
jedno klicové tvrzeni.

Dtisledek 7a.18.

Necht n € N, uvazujme [a],, € Z,,.

(i) Vzdy existuje prvek opaény —[a], = [n — a]y,.

(ii) [a], je invertibilni vi¢i ® pravé tehdy, kdyz jsou a a n nesoudélné.

Pfimy dikaz vzorce pro opaény prvek: [a], ® [n — a], = [a + (n — a)], = [n], = [0],, nebot n =0 (mod n).

Takze napfiklad —[3]7 = [4]7 a —[3]13 = [10]13. VSimnéte si, Ze na rozdil od pocitani v Z,, podle té prvni definice
si ted nemusime délat specidlni pfipad pro inverzni prvek k nule. Vzorec dava vysledek [n],, coz je spravné, nebot
[n]n = [0]n-

Invezni prvky hledame stejné jako predtim. Od inverzniho prvku [z],, k prvku [a],, o¢ekdvame, ze [al, - [z], = [1]n
neboli [az], = [1], neboli az = 1 (mod n) neboli ax + kn = 1 pro néjaké k € Z. Zase tedy piijde ke slovu
rozsifeny Eukliduv algoritmus, ktery rovnou dé spravnou tf¥idu [z],, protoZe nemusime hledat zbytek po déleni n
coby vzorového zastupce. Pokud to ale udélame, dopadne to presné jako u Z, podle prvni definice. Dostavame se
zpét k tomu, Ze jde vlastné o tutéz véc.

Zatim to vypada, ze vlastné jen dokreslujeme symboly kolem ¢isel, coz vypada jako zbyte¢na prace. Ma to néjaké
vyhody? Jednu uZ jsme vidéli, nenuti nas to hledat spravné zastupce. Hlavni vyhoda je ale jesté jinde. ProtozZe
nova definice pouziva pokrocilejsi matematické struktury, mizeme vyuzivat rozlicné nastroje, které nam byly u
ptvodniho pfistupu inspirovaného zejména praktickym pocitanim nepiistupné.

Prvni ukazkou je splaceni dluhu, ktery méame. Jiz jsme ve vypoctech v Z, pouzili bézna pravidla, na ktera jsme
zvykli od redlnych c¢isel, jenze jsme jesté nepotvrdili, Zze opravdu plati. V ptivodni definici by to dalo trochu prace,
v té nové je ,zdédime“ témér bez prace.
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Véta 7a.19.

Necht n € N. Pak plati nasledujici:
(i) pro vSechna a,b € Z plati [a],, & [b], = [0]
(ii) pro vSechna a,b,c € Z plati [a],, & (
(iii) pro vSechna a € Z plati [a],, ® [0],, = [a]n,
(iv) pro kazdé a € Z plati [a], & [—a
(v) pro v8echna a,b € Z plati [a]
(
(
(

s
@
2
5

S
®
I

=5
S

®
=

3

vi) pro vSechna a, b, ¢ € Z plati [a], @n([b]n ® [e]n) = ([a]n © [b]n) © [¢]n,
vii) pro vSechna a € Z plati [a], © [1], = [a]n,
viii) pro v8echna a, b, c € Z plati [a], © ([b]n @ [c]n) = ([a]ln © [b]n) © ([a]n © [¢]n)-

Dukaz (poucény): VSechny vlastnosti plati pro po¢itdni na Z a diky chytré definice operaci v Z,, se pfenesou
na operace & a ®. Ukazeme to pro komutativitu neboli (i): [a], @ [b], = [a + b], = [b + al, = [b], & [a],. Jen

mirné komplikovanéjsi je t¥eba (viii):
[a]n © ([bln ® [c]n) = la]ln © [0+ c]n = [a(b + ¢)]n = [ab + ac]y = [abln @ |ac]n = ([a]ln © [b]n) @ ([a]n © [c]n)-

U

To znamena, ze mnozina Z,, je velice pfijemnd z abstraktniho pohledu an operace, viz kapitola 8, kterou by uz
bylo opravdu dobré si ted precist. Konkrétné tato Véta ukazuje, ze (Zy,, @, [0],,) je komutativni grupa a (Z,,, ®, [1],)
je komutativni monoid, (Z,,®,®) je pak komutativni okruh (viz kapitola 8c). Diky tomu automaticky dostdvame
spoustu vlastnosti, které jsme predtim museli dokazovat, naptiklad jednoznac¢nost inverzniho prvku (pokud exis-
tuje).

Prelozime do jazyka algebry jesté dalsi poznatek, ktery plyne z Dtsledku 7a.18.

Véta 7a.20.
Necht n € N, uvazujme Z,,. Jestlize je n prvocislo, tak je kazdy prvek [a],, € Z,, spliujici [0],, # [a],, invertibilni.
To znamen4, Ze pro prvocislo n je (Z,,®,®) téleso.

Jinak feceno, pro prvocisla n se v Z,, pracuje prakticky stejné jako v redlnych ¢islech, vSechno funguje bajecné,
dokonce muzeme délit nenulovymi prvky.

7a.21 Poznamka: Kombinaci chytré nové definice Z,, a obecnych poznatkii o mnozindch s operacemi z kapi-
toly 8b dostavame také zajimavy dikaz malé Fermatovy véty 7a.12.

Nejprve si ale musime rozmyslet, co je to [a]k. To je zkratka pro [a], ® [a], ® --- ® [a],, coZ je podle definice
nasobeni rovno [a - a---a], = [a¥],. Rovnost a"~! = 1 (mod n) tedy znamena, ze v fe¢i zbytkovych t¥id mame
[a™~1],, = [1],, neboli [a]?~! = [1],,. Jsme piipraveni.

Dokézeme, Ze kdy# je n prvoéislo a a je nesoudélné s n, pak [a]?~! = [1],,.

Podle Véty 7a.20 je mnozina vSech invertibilnich prvka Z,, rovna G = {[1],,... ,[n — 1], }. Podle Véty 8b.4 je
(G, ®) grupa. Jeji mohutnost je n — 1, tudiz podle Diisledku 8b.7 plati pro kazdy prvek [a], € G, Ze [a]" ! = [1],.

Hotovo.

Dikaz byl tedy kratsi a zdanlivé snazsi nez ten prvni, coz je zptisobeno tim, zZe vyuziva spousty prace, ktera
byla udé€lana v kapitole 8.
A

Eulerova véta.

Tim konéi hlavni blok této kapitoly, pro pokrocilé pfidame jesté cast dalsi, kteréd se pokusi pomoci s nasledujicim
problémem: Umime uz efektivné pocitat mocniny pro pfipad, ze je n prvocislo. Co délat v pripadé, kdy n prvocislo
neni? Jinymi slovy, co se pak stane s malou Fermatovou vétou?

Na to budeme muset hloubéji zabrousit do teorie Cisel, jmenovité se poradnéji podivat na otazku, kolik je v
mnoziné {1,2,... ,n} ¢sel nesoudélnych s n. Nejprve si to nazveme.

Definice.
Eulerova funkce (Euler function or totient) ¢ je definovana takto: Pro n € N je ¢(n) rovno poétu pfiro-
zenych ¢isel, kterd jsou mensi nez n a nesoudélna s n.

Kolik je tfeba ¢(6)? Snadno nahlédneme, Ze z mnoziny {1,2,3,4,5} jsou jen éisla 1,5 nesoudélna s Sestkou, proto
©(6) = 2. Z mnoziny {1,2,3,4,5,6,7,8} jsou s devitkou nesoudélna ¢isla 1,2,4,5,7,8, proto ¢(9) = 6. Snadno si
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rozmyslime, Ze pro prvoéislo p je ¢(p) = p— 1, protoze nesoudélna s prvocislem p jsou v8echna éisla 1,2,... ,p—1.
K ¢emu tato Eulerova funkce je? Diky ni hravé dokdzeme zobecnéni malé Fermatovy véty.

Véta 7a.22. (Eulerova véta)
Necht n € N. Jestlize je a € N nesoudélné s n, pak a*™ =1 (mod n).

Dukaz (pouény): Uvazujme G = {[a],; [a], invertibilni v Z,}. Podle Dusledku (ii) vime, ze [a], € G pravé
tehdy, kdyZ je a nesoudélné s n. To znamend, Ze G je ddna témi a € {1,2,... ,n — 1}, které jsou nesoudélné s
n, proto |G| = ¢(n).

Podle Véty 8b.4 je (G,®) grupa, tudiz podle Duisledku 8b.7 plati pro kazdy prvek [a], € G, Ze [a]ﬁ(n) = [1],.
Jingmi slovy, pro kazdé a nesoudélné s n plati a®?(™) =1 (mod n).

U

Tato véta nam tedy umoznuje efektivné umoctniovat i pfi praci v Z, pro n neprvociselné, jen je tfeba umét
nachéazet ¢(n). Uz vime, Ze pro prvocislo n mame p(n) = n — 1, takze z této véty dostavame jako disledek malou
Fermanovu vétu.

Mimochodem, nékdy se d4 najit i mensi ¢éislo nez ¢(n) tak, aby umocnilo a na jedni¢ku. Napfiklad pro prvodéislo
n = 31 nam maly Fermat i Euler zaruéi, ze 23° =1 (mod 31), ale méame i 2° = 1 (mod 31). To neni v rozporu s
Fulerovou vétou, ta jen zarudi existenci vhodné mocniny a nikde netvrdi, Ze nasla tu nejlepsi.

Hledani hodnot Eulerovy funkce také neni zrovna snadné a odlozime to na konec kapitoly, abychom c¢tenare
preddasné nevycerpali. Ted si ukézeme pér aplikaci.

Piiklad 7a.o: Vypoditame 61°4° mod 91. Jiz tradiéné nejde pouzit kalkulacku, toto ¢islo ma totiz 810 cifer,

takze by udolalo i vSe, co méa typicky pocita¢ k dispozici. NadSenci si napisou vlastni rutiny na operace s takto
dlouhymi ¢isly, my radéji zkusime redukovat zlomek. Za¢neme pokrocilymi nastroji.

Protoze 91 neni prvocislo, nelze pouzit malou Fermatovu vétu, ale je tfeba pouzit Eulerovu vétu 7a.22, coz mozné
je, protoze 6 je nesoudélné s 91. Podle Véty 7a.29 a definice spoéitame p(91) = ¢(7-13) = ¢(7)-¢(13) = 6-12 = 72.
Jesté si spocitame ¢ = |120| = [14.44..] = 14 a mliZeme pocitat modulo 91.

GL040 — 1472432 _ (72)14 32 — 1. 32,

To potrad neni zadné sranda (25 cifer, moje kalkulacka nema se svymi 13 pamatovanymi ciframi Sanci), Euler uz
nepomtize, takze je ¢as na jednoduché metody, jmenovité postupné snizovani mocniny. Umime relativné snadno
mocnit 6% = 362 = 1296 = 22 (mod 91), diky ¢emuz
6190 =... = 6% = (6*)° =22° (mod 91).

Toto je desetimistné c¢islo, to uz kalkulacka zvlddne, vydélenim, zaokrouhlednim podilu dolti a odectenim ptislus-
ného nasobku konec¢né nachazime zbytek 27.3. To nevypadd moc dobfe, je to tim, Ze jsme pouzili funkci mocninu,
tedy zmacknuli jsme 22, pak ,x¥“ a pak 8, takové obecné mocniny pocita kalkulacka pies logaritmy a chybky se
projevuji. Zkusime to znovu pomoci klavesy ,x2“, kterd opravdu nasobi &isla, pak ((222)2)2 — 60303157791 = 29.
Dostavame celé cislo, ale radéji jesté kalkulacce pomutzeme.

222 = 484 = 29 (mod 91), proto 61040 = ... = 228 = (222)* = 29* (mod 91). Tohle uz na kalkulaéce bezpe¢né
utluceme, 61940 = 29% = 707281 = 29 (mod 91). Takze t&m 29 vérime.

Pro alternativni zptusob vypoctu se podivejte na priklad 7b.f.

A

Poznamka: Diky rozliénym trikiim (redukce mocniny oddélovanim dvojky, malym Fermatem, Eulerovinami) je
umoctiovani modulo mnohem piijemnéjsi nez umocnovani bézné. Navic se da jakékoliv umocnovani velice zrychlit
nasledujici fintou pro nalezeni a’:

Diky opakovanému nésobeni umime rychle najit mocniny a' = a, a?, (a2)2 =a?, (a*)? = a8, (a®)? = a'% atd.,
tedy mocniny typu a? . Stadi si tedy vyjadiit b v dvojkové soustave, b = Z b;2¢, viz prlklad 6a.d, a dostavame
1=0
ab = H(a2 )bi. To vypadé4 komplikované, ale b; nabyva pouze hodnot 0 ¢i 1, takie a® = [] a?

bi=1

Napiiklad a?! = a6+41 = ¢1%%a! = (((a?)?)?)?(a?)?al. Takovéto mocnéni je velice rychlé, viz cvideni 10c.4.
Pri pocitani modulo se navic pfi vSech krocich pfechazi k prijemnéjsim zastupctim, takze diky kombinaci vSech
trikd se z mocniny stava relativné nenaroc¢né operace.

A
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Na zacatku této kapitoly jsme ukézali, ze pri vypoctech modulo n lze v béznych algebraickych operacich a v
zakladu mocniny ¢isla nahrazovat jejich kongruentnimi bratficky. Pomoci Eulerovy véty se ukaze, ze to lze délat
i s exponentem, ale musi se pouzit jiny modulus.

Dusledek 7a.23.
Necht n € N, uvazujme a € N nesoudélné s n. Pak pro vSechna z,y € N plati: Jestlize z = y (mod ¢(n)), pak
a® = a¥ (mod n).

Dukaz (rutinni): z =y (mod ¢(n)) znamend, ze © = y + ky(n) pro néjaké k € Z.
Pak a® = a¥t*¢(") = ¥ (a?(™)* = q¥1% = a¥ (mod n).

U

Ve zbytku kapitoly se podivame na vypocet ¢(n), coz je mimochodem dost naro¢na tloha. Délat si seznam ¢isel
a hledat v ném ta nesoud€lnéd s n rozhodné neni pro vétsi n vhodnou metodou, rad€ji bychom néjaké vzorecky.
Jeden uz jsme odvodili pro prvodisla, ¢(p) = p — 1, ted se podivame na dalsi.

Fakt 7a.24.
Necht p je prvocislo. Pak pro viechna k € N plati p(p*) = p* — pF=1 = (p — 1)p*F~L.

Diikaz (pouény): Ktera ¢isla mensi nez p* maji netrividlniho spoleéného délitele s p¥? Jestlize je d délitel p*,
tak podle Lemma 6b.5 musi byt ve tvaru d = p’, tudiz ¢éisla, ktera maji netrivialniho spole¢ného délitele s p*,
jsou presné ¢isla délitelna néjakou mocninou p*. Rozmyslete si, Ze to jsou vSechny nasobky p. Kolik takovych
¢isel je? Jsou to ¢isla p,2p,3p, ..., (p*~! — 1)p, protoze dalsi nasobek je p*~1p = p*, ten uz je moc velky. Je
tedy p*~! — 1 ¢isel mensich nez p* a soudélngch s p*. Celkem je p* — 1 piirozengch ¢isel mensich nez p*, proto
téch nesoudélnych je (pF — 1) — (pF~1 — 1) = p* —pF—1.

L]

Abychom nasli vzorec pro vSechna ¢isla, musime si nejprve pripravit padu.

Lemma 7a.25.
Necht n € N. Pak pro kazdé a € Z plati ged(a,n) = ged(a mod n,n).

Toto lemma je vlastné jen pfepsané Lemma 6a.15 s volbou b = n, nebot pak r = a mod n.

Lemma 7a.26.
Necht m,n € N a a € N. Pak gcd(a, mn) = 1 pravé tehdy, kdyz ged(a mod m,m) = 1 a ged(a mod n,n) = 1.

Dukaz: Jde jen o Lemma 6b.3 prepsané pomoci predchoziho lemmatu.

U

Potfebujeme jesté jedno lemma, tentokrate ponékud vydatné. Abychom usnadnili jeho straveni, uvedeme nejprve
inspira¢ni podobenstvi.
7a.27 Soufadnice. Ctenai jisté zna pojem souiadnicového systému v R2. Je-li ddn vektor @ = (%), tak jej
dokazeme rozlozit do zdkladnich sméru € = (1,0), f = (0,1) a naopak jej z téch slozek zase poskladat zpét,
U=z-€+y- f Cisla  a y nam iikaji, jak velk4 ¢ast z vektoru @ piisobi ve smérech € a f

Toto funguje zcela obecné, mizeme si v roviné zvolit i jiné dva vektory e, f (nesmi byt rovnobézné) a stejny
postup bude fungovat, jen uz velikost pusobeni # v téchto dvou smérech nebude rovna souradnicim z,y, ale
néjakym jinym cislim, kterym zcela pfirozené fikdme soufadnice ¢ vici témto novym vektorim €, f Podstatné
je, ze pak libovolny vektor # dokdzeme kédovat pomoci soufadnic, pficemz toto kédovani je jednoznacéné. Jesté
uzitecnéjsi je, ze takovéto souradnice ndm umoznuji provadét snadno vektorové operace. Mame-li najit soucet
dvou vektortl, je mozné zacit rysovat a odmérovat, nebo prosté se¢teme jejich souradnice a dostaneme tak hledany
vektor.

Ted si zavedeme néco obdobného, ale v Giplné jiné situaci. Uvazujme dvé &isla m,n € N vétsi nez 1. To budou
jakoby zakladni smérové vektory. Pro jina cisla a se pak mizeme ptat, jak velikd je jakasi ,slozka vzhledem k
m* a ,slozka vzhledem k n“. Neni jasné, co to viibec znamena, ale tato kapitola je o modulu, tak mizeme zkusit
r=amodm ay = amodn.

Priklad to vysvétli nejlépe. Zvolime zadkladni sméry m = 3, n = 5, a vyzkouSime si vytvafeni ,souradnic®.
Naptiklad pro ¢islo a = 10 dostavame ,soutadnice* (10 mod 3,10 mod 5) = (1,0), pro a = 7 je to (1,2), pro
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a = 13 je to (1, 3). Vidime, Ze pro rizna ¢isla dostavame rizné soufadnice, coz vypada vysoce nadéjné. Je nicméné
jasné, ze to je jen diky tomu, Ze jsme si hrali s malymi ¢isly, napfiklad pro a = 13 4+ 3 - 5 = 28 dostavame zase
(1,3). To by byl probém, pokud bychom si nevs§imli, Ze se mu jednoduse vyhneme, kdyz se omezime na relativné
maléa éisla.

Snadno si rozmyslime, ze pokud se podivame na ¢islo vétsi nez m - n, tak dostaneme stejné ,sourfadnice” jako u
néjakého mensiho (nezédporného) ¢isla. V nasledujicim tvrzeni ukazeme, Ze to funguje i naopak, pokud zistaneme
u ¢isel mensich nez mn, tak jiz ke kazdému ¢islu nélezi unikatni ,,souradnice”.

Lemma 7a.28.
Necht m,n € N jsou nesoudélné. Definujme zobrazeni 7: {0,1,... ,mn—1} — {0,1,... ,m—1}x{0,1,... ,n—1}
predpisem T'(a) = (a mod m, a mod n). Toto zobrazeni je bijekce.

Dukaz (pou¢ny): Definice je evidentné korektni, pro libovolné a € Z plati

(a mod m,a mod n) € {0,1,... ,m—1} x {0,1,... ,n—1}.

Mame [{0,1,... ,mn—1}| =mn =[{0,1,... ,m—1}|-{0,1,... ,n—1}| = [{0,1,... ,m—1}x{0,1,... ,n—1}|,
jinymi slovy mohutnosti definiéniho oboru a cilové mnoziny se shoduji (a jsou kone¢né). Podle Faktu 2b.13 proto
sta¢i ukazat, ze je T prosté. Mé&jme tedy a,b € Z takové, ze T(a) = T'(b). To znamend, ze a mod m = b mod m
a a mod n = b mod n, takze dle Véty 7a.1 plati m|(a —b) a n|(a—0b). Podle Faktu 6a.11 pak lem(m,n)|(b—a),
a jelikoz jsou m,n nesoudélné, pak uz nutné (mn) | (a — b). Proto existuje k € Z takové, ze (a — b) = kmn.
Jenze a,b € {0,1,... ,mn — 1}, tedy |a — b| < mn, coz je mozné jen pro k = 0, tedy a = b. Prostota a tudiz i
bijektivita 1" jsou dokéazany.

[

Toto ndm ukazuje dvé véci. Prvni je, Ze opravdu pro ¢isla z mnoziny {0,1,... ,mn — 1} jsou ony ,soufadnice
jednoznacné dany. Druha véc je, ze se takto daji dostat vSechny mozné souradnice. Jinymi slovy, kdykoliv si
zvolime néjaké x € {0,1,... ,m—1} ay €{0,1,... ,n — 1}, tak uz musi existovat a € {0,1,... ,mn — 1} takové,
ze a mod m = x a a mod n = y.

Jak se ale takové a najde? Bohuze dikaz véty neni konstruktivni, tedy nedava navod, jak takové a identifikovat.
Ctenaf si miize zkusit uhodnout tieba takové a, aby a mod 101 = 13 a @ mod 103 = 17, aby docenil, jak obtizny
problém to je. Nastésti na to existuje metoda, viz Soustavy linedrnich kongruenci 7b.8.

Je zajimavé, Ze se tam vratime k nasim ,soufadnicim®, dokonce tam dokazeme, Ze se operace mezi Cisly daji
prevést na operace s jejich ,soufadnicemi”, pfesné jako v pfipadé vektort. To je ale budoucnost, ted si ukdzeme,
co vyplyne z naseho posledniho lemmatu.

Véta 7a.29.
Necht m,n € N jsou nesoudélna. Pak p(m - n) = ¢(m) - ¢(n).

Dukaz (pou¢ny): Zavedeme si mnoziny, které je tfeba znat pfi vypoctu Eulerovych ¢isel. Necht B je mnozina
prirozenych ¢isel mensich nez m a nesoudélnych s m, C je mnozina pfirozenych ¢isel mensich nez n a nesoudélnych
s n a nechf A je mnozina prirozenych ¢isel mensich nez mn, kterd jsou s mn nesoudélnd. Pak podle definice
Eulerovy funkce je p(mn) = |A|, ¢(m) = |B| a ¢(n) = |C|.

Z definice mnozin mame A C {0,1,... ,mn — 1}, B C {0,1,... ,m—1} a C C {0,1,... ,n — 1}. Uvazujme
zobrazeni S dané jako restrikce T z Lemmatu 7a.28 na mnozinu A. Tvrdime, Ze je to bijekce A — B x C.

Jestlize a € A, pak ged(a, mn) = 1, proto je podle Lemmatu 7a.26 prvni slozka T'(a) nesoudélnd s m a druhé
nesoudélna s n, tedy plati T'(a) € B x C. S je opravdu zobrazeni do B x C. Protoze je to restrikce prostého
zobrazeni T', musi byt prosté.

Zbyva ukazat, ze je to zobrazeni na. Necht (z,y) € B x C. Z pfedchoziho Lemmatu plyne, Ze existuje ¢islo
a€{0,1,... ,mn — 1} takové, ze T'(a) = (z,y). OvSem z definice B a C' mame ged(z,m) =1 a ged(y,n) = 1,
tudiz podle definice T plati i ged(a mod m, m) = 1 a ged(a mod n,n) = 1, proto podle Lemmatu 7a.26 mame
ged(a,mn) =1 aa € A.

Ukézali jsme, ze restrikce T je bijekce z A na B x C, proto |A| = |B| - |C]|.

L]

Dusledek 7a.30.
Necht n € N mé prvodiselny rozklad n = plfl cooplm kde p; < -+ < pp, jsou prvoéisla. Pak

— kl( fi> k( ,L)_ ”( fl)
p(n 1 1 n 1 .
( ) pl D1 pm Dm p‘n D
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Dukaz (rutinni): Podle piedchozi véty a Faktu 7a.24 mame

- i - i i e i 1 - i " 1 1
o) = [Tewt) =TI0F —pF ) =TIpi 0 - 2) = TTo - TI0 - 2) =n]](1-1).
i=1 i=1 i=1 bi i=1 i=1 b p
pln
Ll
Priklad 7a.p: Plati ¢(36) = ¢(223%) =22(1 - 3)3*(1 - 3) =36(1—3) (1 — 3) = 12.
A
Ziskany vzorec lze pro jeden specidlni pripad zajimavé preorganizovat.
Dusledek 7a.31.
Pro viechna n, N € N plati ¢(n™) = nN ~ty(n).
Dukaz (rutinni, pouény): Rozlozme si n = p’fl coopkm kde py < --- < p, jsou prvocisla. Pak také mame
nN = pf”“ . 'p%km, tudiz
o) =™ [T - 5) =nV [ - 5) =n™ " [J(1 =) =n"te(n).
i=1 i=1 on fn
L]

Nasim cilem bylo vyhnout se pracnému prochizeni mnoziny a zjisfovani, kdo je soudélny a kdo ne, abychom
zjistili . Ted mame vzorec pro obecné n, coz zni nadéjné, ale ve skutecnosti to také neni zadna vyhra. Vyzaduje
totiz najit prvociselny rozklad d¢isla, coZ je vypocetné vysoce naro¢na uloha. Proto je vhodné hledat alternativy
ke zjistovani ¢(n). Tato funkce byla a je v teorii ¢isel pilné studovana a uz se toho o ni spoustu vi, ukazme si pro
zajimavost bez dikazu nékteré véci:

e Pro vSechna n € N plati n = Y ¢(d).

d|n
n .
e Schrammiv vzorec: ¢(n) = > ged(k,n)e™ 27/,
k=1
e (n) roste skoro tak rychle jako n. Pfesné:
Pro kazdé n € N plati /5 < ¢(n) <n —1.
Pro kazdé £ > 0 existuje N(g) € N takové, ze n'~% < p(n) < n pro viechna n > N (¢).

Cviceni

Cviceni Ta.l (rutinni): Spocitejte nasledujici vyrazy (zbytky po déleni), tedy idedlni zastupce v kongruenci
modulo dané ¢islo:

(i) 81 mod 11; (iii) 3 mod 11; (v) 48 mod 8; (vii) —8 mod 4;

(ii) —1 mod 7; (iv) —14 mod 13; (vi) —37 mod 5; (viii) —15 mod 6.

Cviceni 7a.2 (rutinni): Rozhodnéte, které dvojice ¢isel z nasledujiciho seznamu jsou kongruentni modulo 7:
-13,—-4,0,1,3,7,9,17, 28.

Cvic€eni 7a.3 (rutinni, zkouskové): Pro dand n spoéitejte dané vyrazy modulo n tak, aby vysledkem bylo ¢islo
z rozmezi 0,1,... ,n— 1:
(i)n==6, (3-13+11)*-(37+14-5);
(i) n =5, (13 —39) - 37 - (—14)%;
(ili) n =8, (24-135+9)7 - 15 - 18.
m
Cviéeni 7a.4 (rutinni, pou¢né): Necht a = > a;10°. Dokazte nasledujici:
i=0
(i) a je délitelné tFemi pravé tehdy, kdyz je ciferny soucet a (dany > a;) délitelny t¥emi.
(i) a je délitelné deviti pravé tehdy, kdyz je ciferny soucet a délitelny deviti.
(iii) a je délitelné jedenécti praveé tehdy, kdyz je jedenacti délitelné ¢islo, které ziskdame sec¢tenim sudych cifer a a
odectenim lichych cifer a.
Napovéda: n|a pravé tehdy, kdyz a = 0 (mod n).
Viz poznamka 7a.14.
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Cviéeni 7a.5 (rutinni): Pro dand n a a najdéte opa¢ny prvek (—a) a inverzni prvek a=! v prostoru Z,, tedy
prvky z mnoziny {0,1,... ,n — 1} takové, Ze a + (—a) =0 (mod n) aa~!-a =1 (mod n):

(i) n =35, a = 12; (if) n = 42, a = 25;

(ii) n = 36, a = 15; (iv) n = 146, a = 75.

Cvi€eni 7a.6 (rutinni, zkouskové): Pouzijte malou Fermatovu vétu k vypoctu nésledujicich vyrazi modulo
zadané n. Ocekavaji se vysledky z {0,1,... ,n — 1}.
(i) 3% modulo n = 11; (i) 4** modulo n = 13; (iii) 5°° modulo n = 23.

Cviceni 7a.7 (rutinni, zkouskové): Spocitejte nasledujici vyrazy v daném Z,. Nejprve prevedte od¢itani na
s¢itani s opacnymi prvky.
(i) (7 + 8)!46 — 21 modulo n = 13; (i) (31 -4 —1)'9% modulo n = 20.
Cviéeni 7a.8 (dobré): Dokazte, ze jestlize je n € N liché, pak n? =1 (mod 8).
Cviceni 7a.9 (rutinni, pou¢né): Ktera pseudondhodnd posloupnost je generovana pomoci x4 1 = (4o +1) mod 7
pH xg = 37
Cviceni 7a.10 (rutinni, poucné, zkouskové): Necht n € N, uvazujme a,b,u,v € Z takové, ze a = u (mod n) a
b=wv (mod n). Dokazte, ze pak a + b=u+v (mod n) aa—b=wu—v (mod n) (viz Véta 7a.3).
Cviceni 7a.11 (poucné): Necht n € 7, uvazujme A1, ULy -« 5 Ay, Uy € Z takové, Ze a; = u; (mod n) pro vSechna
i=1,...,m. Dokazte, Ze pak H a; = H u; (mod n), viz Dusledek 7a.5.

i=1 =1
Cviceni 7a.12 (rutinni, pouéné, zkouskové): Necht n € N. Dokazte matematickou indukei na k, ze kdyz a,u € Z
spliji @ = u (mod n), pak pro libovolné k € N plati a* = u* (mod n) (viz Fakt 7a.6).
Cvic€eni 7a.13 (rutinni, zkouskové): Necht n € N. Dokazte, Ze
(i) pro kazdé a € Z plati a = a (mod n);
(i) pro kazdé a € Z plati: a =0 (mod n) pravé tehdy, kdyz n|a.
(Viz Fakt 7a.2.)
Cviceni 7a.14 (rutinni, zkouskové): Necht n € N. Dokazte, Ze pro a € Z,, a # 0 plati (—a) =n — a.
(Viz Fakt 7a.8.)
Cvi€eni 7a.15 (rutinni, zkouskové): Necht n € N. Dokazte, Ze pro kazdé a,b € Z plati: a = b (mod n) pravé
tehdy, kdyz b = a (mod n).
(Viz Véta 7a.16.)
Cviceni 7a.16 (poucné): Necht m,n € N. Dokazte, ze pro kazdé a,b € Z plati: Jestlize a = b (mod m) aa = b
(mod n), pak a = b (mod lem(m,n)).

Reseni:
7a.1: (i): [$}] = |7.4...] =7, proto 81 mod 11 =81 — 711 = 4; (ii): |} | = [-0.14...] = —1, proto —1 mod 7 =
—1—-(-1)-7=6, nebo prosté —1 + 7 = 6; (iii): 3 hotovo; (iv): —14 4+ 13 + 13 = 12; (v): 0 nebot 8] 48; (vi):

| =2 | = |-7.4] = —8, proto —37 mod 5 = —37—(—8)-5 = 3; (vii): 0 nebot 4| (—8); (viii): tfeba —15+6+6-+6 = 3.
7a.2: 0=7=28 (mod 7), —4=3=17 (mod 7), —13 =1 (mod 7), ¢islo 9 neni kongruentni s nikym v seznamu.
Mimochodem, pravé jsme vidéli rozklad dané mnoziny na zbytkové tridy.

7a.3: (i): (3-13+11)*-(37+14-5)=(3-1+5)*-(1+2-5)=8".11=22.5=16-5=4-5=20=2 (mod 6).
(ii): (13 —39)-37-(—14)2=(3—-4)-2-12=(—1)-2=—-2=3 (mod 5).

(iii): (24-135+9)7-15-18=(0-135+1)7-7-2=17-14=1-6 =6 (mod 8).

Mimochodem, kdyby v tom prvnim soucinu nevysla nula, museli bychom nahradit i 135. To odec¢itanim trva
dlouho, zde je asi lepsi pristup pies zbytek po déleni. ¢ = L@J = [16.87...] =16, 135 —-16-8 =135 —-128 = 7.
Proto 135 = 7 (mod 8).

7a.4: (i): 10 =1 (mod 3), proto a = >_ a;10° = Y a; - 1 = 3" a; (mod 3).

(ili): 10 = (=1) (mod 11), proto a = > a;10° = > a; - (=1)" = > ag; — >_ agi+1 (mod 11).

7a.5:

(i): (~a) =n —a =35 —12 = 23, 35 1] 0
hleddme z € Z aby 12x + 35k = 1 pro néjaké k € Z, 12 2 0 1
toto délame Euklidem. 11 1 1| -2
Dostali jsme 312+ (—1)-35 =1, le| 11 | —1e 3e
modulo 35 to dava 312 = 1. 0

Takze 121 = 3.
20



Diskrétni matematika 7b. Reseni rovnic modulo pHabala 2014

(i): (—a) = 36 — 15 = 21, 36 1] 0
hleddme x € Z aby 15x 4+ 36k = 1 pro néjaké k € Z, 15 | 2 0 1
toto déldme Euklidem. 6 | 2 1] =2
Dostali jsme ged(15,36) > 1, 3e|] 2 | —2e¢] bHe
proto 15~ ! v Zsg neexistuje. 0

(iii): (—a) = 42 — 25 = 17, 42 1] 0
hleddme x € Z aby 25x 4+ 42k = 1 pro néjaké k € Z, 25 |1 0 1
toto délame Fuklidem. 1711 1| -1
Dostali jsme (—5)-25+3-42 =1, 812 -1 2
modulo 42 to dava (—5) - 25 = 1. le] 8 3e| —be
Pficteme —5 4 42 = 37, takze 25~ = 37. 0

(iv): (—a) =146 — 75 =171, 146 1 0
hledame = € Z aby 75x + 146k = 1 pro néjaké k € Z, 75 1 0 1
toto délame Euklidem. 71 1 1 -1
Dostali jsme (—19) - 146 + 37 - 75 =1, 4117 -1 2
modulo 146 to dava 37-75 = 1. 3 1 18 | =35
Takze 75~ 1 = 37. le|] 3 | —19e| 37e

0

7a.6: (i): = 331013 = (310)3.33 =13 .3% = 27 =5 (mod 11). Vypodcet je platny, protoze ged(3,11) =1 a 11 je
prvocislo.
(ii): = 431278 = (412)3 . 48 = 13 . (4?)* = 16* = 3* = 81 = 3 (mod 13). Vypocet je platny, protoze gcd(4,13) =1
a 13 je prvocislo.
(iii): = 5222+ = (522)2.511 = 12.5.(52)> =5.255=5-2°=5-32=5-9 = 45 = 22 (mod 23). Vypocet je
platny, protoze ged(5,23) = 1 a 23 je prvodislo.
7a.7: (i): = (7T+8)146 +5 = 15146 4 5 = 2146 1 5 = 2121242 1 5 — (212)12.92 1 5 = 112. 4+ 5 = 9 (mod 13).
Vypocet je platny, protoze ged(2,13) = 1 a 13 je prvocislo.
(ii): = (31-4+19)192 = (11-4+19)'°? = (44 +19)192 = (44 19)19? = 23192 = 3192 (mod 20). Nelze pouzit malého
fermata (20 neni prvoéiso).
Redukce mocniny: 3192 = 3364 = (33)64 = 2764 = 764 = (72)32 = 932 = (9?)16 = 116 = 1 (mod 20).
Euler: ¢(20) = ¢(22-5) = 20(1 — 3)(1 — %) = 8, déle gcd(3,20) = 1, proto 3192 = 3824 = (38)24 = 124 = 1
(mod 20).
Ta.8:n=2k+1 = n? =4k? + 4k +1=4k(k+1) + 1 a 2 dali k(k + 1).
7a.9: 3,6,4,3,6,4,3,6,4,3...
7a.10: a=u+kn,b=v+Inpaka+b=(u+v)+ (k+n.
7a.11: Indukci. m = 1 davad a1 = uy (mod n), coz plati dle predpokladu.

m m
(1) Necht m € N. Predpoklad [] a; = [] u; (mod n).

i=1 i=1

m
Méjme ay, ... ,Qmi1 2 UL, ... , Unt1 PO dvou kongruentni viz predpoklad tvrzeni. Pfedpoklad indukce dava [ a; =
m m m =1
[T wi (mod n), také a,11 = umy1 (mod n), proto dle Véty 7a.3 (iii) plati <H ai) SOyl = (H uz> U1
=1 i=1 =1
' m+1 m+1 ' '
(mod n) neboli [ a; = [] u; (mod n).

7a.12: Indukci, ;c 1: 1 jausleé.1

(1) Necht k € N. Indukéni piedpoklad: a* = u* (mod n). Také a = u, proto dle Véty 7a.3 (iii) plati a* -a = u* - u
(mod n) neboli a**! = uv**! (mod n).

7a.13: (i): a — a = 0, proto n|(a — a).

(ii): a=0 (mod n) <= n|(a—0) < nla.

7a.14: Evidentné 0 <n—a <n—1, proton —a € Z,. Plati a ® (—a) =a® (n —a) = (a+ (n — a)) mod n =
n mod n = 0.

7a.15: a=b (mod n) = nl|(a—b) = n|(b—a) = b=a (mod n).

Ta.16: Predpoklad dava m | (x—y) an|(z—y), takze ¢islo x —y je spoleény nasobek m, n, tudiz podle Lemma 6a.10
také lem(m,n)|(z — y).

7b. ReSeni rovnic modulo

Jednou ze zékladnich aritmetickych tloh je feSeni rovnic. Kdyz fesime rovnice v R ¢i Q, tak na to mame tradiéni
nastroje, jmenovité ekvivalentni (a neekvivalentni) pravy rovnic, kterymi si je pfetvafime na pfijemnéjsi verze,
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a vzorecky, které nam pomadhaji s urcitymi typy rovnic. V této kapitole se zaméfime na rovnice ve svété modula,
za¢neme zamyslenim, jak jsou vlastné takové rovnice formulovany a jaka feseni budeme ocekavat.

Jako piiklad uvazujme rovnici 22 = 6. Podle toho, jakou verzi po¢itani modulo zrovna pouzivame, dostdvame
rizné ulohy.

e Pracujeme v Z modulo n.

Pak bychom fesili llohu ,Najdi € Z takové, ze 22> = 6 (mod n)“.
také zakladem, i tlohy z dalSich formulaci prevadime p¥i vypoctech na tuto.

e Pracujeme v Z,, dle novéjsi definice s tfidami.

Pak bychom Fesili tlohu ,Najdi [z],, € Z, takové, Ze [2],° = [6],“. Zde samoziejmé [z],,° = [z]n © [a],.

e Pracujeme v Z,, dle prvni definice.

Pak bychom fesili tlohu ,Najdi z € Z, = {0,1,... ,n — 1} takové, Ze 2 = 6“. Tentokrate je 2% zkratka pro
r®x.

Jaka Teseni ocekavame?

e V prvni formulaci chceme najit mnozinu vsech ¢isel x € Z, které splnuji danou rovnici. Protoze vime, ze pfi
pocitani modulo je mozné ¢isla ve vyrazech nahrazovat kongruenénimi bratficky, je hned jasné, ze jakmile najdeme
jedno feseni, bude jich uz nekoneéné mnoho.

Napiiklad pii volbé n = 10 miiZeme zkusmo zjistit, Ze x = 4 spliiuje rovnici 22 = 6 (mod 10), mame tedy jedno
FeSeni, a proto budou feSenimi i vSechna ¢isla typu z = 4 + 10k pro k € Z.

Zajimaveéjsi otazka je, jestli uz tak dostavame vSechna moznd feSeni, nebo existuji jesté i jinad. V nasem piipadé
je mozné najit i ¢islo y = 6, které rozhodné neni kongruentni s x = 4 a také fesi danou rovnici. Je tedy druha
y,rodina® feseni ve tvaru 6 + 10k. Je jesté néjaka dalsi? To je jedna z otézek, kterymi se zde budeme zabyvat.

e Formulace v jazyce [ ],: Pokud v rovnosti [z}, ® [z], = [6], pfepiSeme nasobeni podle definice, dostavame
[2],, = [6],, neboli 22 = 6 (mod n). To znamen4, Ze kazdé feSeni prvni formulace tlohy rovnou d4 i feseni druhé
formulace (po pfikresleni ohradky), naopak pokud néjaké [z], spliuje druhou formulaci, pak = musi spliiovat
rovnici v jazyce modula. Zjistili jsme, Ze prvni dvé verze rovnice jsou v praxi totéz, stacli umeét resit rovnici dle
prvni formulace (coz je pFijemnéjsi) a po pfipsani ohradek dostavame feSeni tlohy dle druhé formulace. Napfiklad
rovnice [2]10” = [6]10 ma urcité Feseni [4]10 a [6]10.

Kolik bude feseni? Je snadné si rozmyslet, ze vSechna feSeni typu 4 + 10k daji po pfechodu k t¥idam kongruence
totéz, tfidu [4]19, podobné to plati pro [6 + 10k]19 = [6]10. Obecné, kazda konguenéni rodinka Feseni pro prvni
formulaci tlohy dand jednim konkrétnim fesenim z da ve svété Z,, jedno FeSeni [z],,. Pocet feSeni ulohy dle druhé
formulace je tedy stejny jako pocet riznych kongruencénich skupin nalezenych pii feseni tlohy dle prvni formulace.

e Formulace v jazyce Z,: I zde existuje blizky vztah s feSenimi prvni formulace. Pokud néjaké = € Z, tesi
12 = 6, pak to znamend, ze x € {0,1,... ,n — 1} a 22 = 6 (mod n). Mame-li naopak néjaké feseni » € Z, pak k
nému najdeme zbytek modulo n neboli z, které je se z kongruentni (tudiz také fesi danou rovnici) a je z mnoziny
{0,1,... ,n — 1}, dostaneme tak feSeni dle t¥eti formulace.

Jinak FeSeno, pokud vezmeme vSechna feSeni [z],, dle druhé formulace a z kazdého vezmeme idealniho zéstupce,
dostaneme mnozinu vsech feseni dle t¥eti formulace. Vidime, Ze zase staci umét resit rovnice v modularni formulaci,
rozdélit je do skupin podle kongruence a z kazdé pak vhodnou volbou dostavame feseni pro svét Z,,.

Napiiklad jsme jiz zjistili, Ze rovnice 22 = 6 ma v Zjo feSeni 4 a 6 (ale nevime, zda nejsou n&jaka dalsi).

Jaky je zavér? Zakladem je rovnice vzhledem k pocitani modulo n fesend v prostoru Z, feseni v jinjch variantach
pak dostavame tak, Ze si nalezena reseni vhodné uspofadame a vybereme vhodné zastupce.

Ted bychom radi odvodili na feSeni postupy, jmenovité chceme algoritmy, které pro danou rovnici umi rozhod-
nout, zda je TeSitelnd, a v pripadé, ze ano, tak nalézt mnozinu vSech feSeni véetné konguencni struktury. To je
ovsem uloha vysoce naro¢né a obecné nefesitelna. Jiz tradi¢né se proto omezime na specialni typy rovnic, jmenovité
na typ nejpiijemnéjsi.

7b.1 Linearni kongruence
Rozumime tim rovnice typu ax = b (mod n) pro dana a,b € Z, popiipadé tutéz rovnici v fe¢i Z,.

Shriime poznatky z uvodu:

1) Rovnice formulované v Z,, pfevedeme do jazyka modula, napiiklad namisto ulohy ,najdéte (vSechna) feSeni
bx =T v Zg* bychom Fesili tlohu ,najdéte (vSechna) feSeni x € Z rovnice 5x = 7 (mod 8)“.

Nalezené feseni pak rozdélime do skupin dle kongruence, z kazdé vybereme zastupce a mame feseni v Z,,.

2) Zakladem je proto umét fesit rovnici ax = b (mod n). Mnozina feSeni je bud prazdna, nebo nekonecna, pro
kazdé nalezené feseni x jiz bude fesenim i celd mnozina x + kn pro k € Z.

Dokazme si to: Jestlize = spliiuje ax = b (mod n), pak plati a(z + kn) = ax + (ka)n = b+ 0 =b (mod n).
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Nez se dame do prace, trochu si zjednodusime znaceni.

Umluva. V této sekei prestaneme pro kongruenci pouzivat znaceni = a coby zkuseni modularni veterani budeme
prosté psat tieba 3z = 5 (mod 13). Rovnéz budeme psat obvyklé znacky pro operace namisto @ a ©. Je to
(zejména u rovnic) tradi¢ni a pfijemnéjsi. Pozorny ¢tendf by mél byt schopen pfi ¢teni odvodit, kdy se hovoii o
bézné rovnosti (a operacich) nebo o praci vzhledem k modulo n.

Jak budeme moduléarni rovnice fesit? Zakladem je nasledujici pozorovani, které vychéazi pfimo z definice.
e © € Z spliuje az = b (mod n) pravé tehdy, kdyz existuje y € Z takové, ze ax + yn = b.
To je ovSsem diofanticka rovnice, u které nas navic zajima jen jedna soufadnice feseni x. Diofantické rovnice

dokazeme zcela vyTesit, mame na to algoritmy a véty, kdyz si z toho vytdhneme informace o prvni proménné,
okamzité dostavame toto.

Véta 7b.2.

Necht n € N, necht a,b € Z. Predpokladejme, ze ged(a,n) = Aa + Bn.

(i) Jestlize b neni nasobkem gcd(a,n), tak feSeni rovnice az = b (mod n) neexistuje.

(ii) Jestlize ged(a, n)|b, tak rovnice ax = b (mod n) ma feSeni a mnozina vsech jejich FeSeni je

b n___.
{Agcd(a, n) + kgcd(a,n)’ ke Z}'

Tim je v zésadé vse hotovo, dostavame z toho prvni mozny postup na feSeni rovnice ax = b (mod n).

Piiklad 7b.a: UvaZzujme rovnici 14z = 38 (mod 40).
Prelozime si ji jako 14x 4+ 40y = 38 pro =,y € Z. Dle algoritmu pro diofantické rovnice potirebujeme Bezoutovu
identitu, pouzijeme rozsifeny Euklidtv algoritmus.

40 1 0 Mame ged(a,n) = 2 a prava strana b = 38 je nasobkem dvou, takze dand rovnice ma
14 | 2 0 1 | feSeni. Bezoutova identita fika 14-3+40-(—1) = 2, tedy A = 3 a B = —1. Podle vzorce
12 11 1 | —2 | dostdvdme mnozinu feseni x = 3 - 32—8 + k42—0 = 57 4 20k. Protoze pracujeme modulo 40, je
2e] 6 | —1e| 3e| mozné vybrat péknéjsiho zastupce:
0 MnoZina v8ech FeSeni je x = 17 + 20k, k € Z.

Tim je vyfeSena tloha, jak je zadana. Nyni se podivame na dalsi varianty.

e Vyieste rovnici 14x = 38 v Zyg.

Nejprve bychom ji pfevedli na tvar 14z = 38 (mod 40) a vyftesili. Abychom nalezené feSeni prevedli do Zyg, je
tfeba zjistit, jaké kongruenéni tiidy se tam vyskytuji. Vime, Ze ¢isla 14 + 40k davaji jedno feSeni z prostoru Z,o,
vycerpali jsme tim vSechna feseni?

Prvni nésleduici feseni po 17 je 17 + 20 = 37 a to nevznikne jako 17 + 40k pro k € Z. To znamenad, Ze existuje i
dalsi kongruencni skupina 37 + 40k. Je jesté néjaka dalsi?

Snadno si rozmyslime, ze vSechna TeSeni typu 17 4+ 20k jsou jiz v obounalezenych skupinéch obsazeny.

Zavér: Rovnice 14x = 38 mé v Zyo Teseni x = 17, 37.

e Vyfeste rovnici [14]40[z]a0 = [38]40 V Zao-

Analyza vyse ukazuje, Ze feSenim jsou x = [17]40 a = [37]40.

A

Protoze rovnice fesime v feci Z,, Casto, bylo by dobré si vnést néjaky fad do hledani skupin. Nejprve to zkusme
intuitivné.

Podle véty vyse mame FeSeni ve tvaru x = x, + kn/, kde n’ = m. Kolik skupin (t¥id ekvivalence) dle
modula n dostavame? 7

Ur¢ité mame tfidu danou z, + kn neboli [x,],,. Dostavame tak vSechna feSeni? Hned vidime nasledujici:

e Pokud ged(a,n) = 1, pak jsou vSechna feSeni dané rovnice kongruentni modulo n, v jazyce t¥id ekvivalence (¢i
v prostoru Z,, = {0,1,... ,n — 1}) bude mit jediné FeSeni [z,),.

Mimochodem, Feseni vzdy existuje, protoze podminka existence je ged(a,n)|b a to je pro ged(a,n) = 1 vidy
splnéno.

Co se stane, kdyz n’ < n? Pak zbyla néjaka reSeni, kterd nedokdzeme najit jako x, + kn. Prvni vynechané feseni
po z, je x, + n’. Protoze n nemize délit n’, nejsou ¢isla =, a x, + n' kongruentni, dostdavame tak proto jinou
kongruenéni t¥idu, jmenovité feSeni dand {(x, +n') + kn} = [z, + n'],.

Zbyla néjaka feseni? Dalsi FeSeni po x, +n’ je x, + 2n’. To by bylo obsazeno ve tfidé [z,], jediné tehdy, pokud
2n’ = n, jinak dostavame dalsi tr¥idu a tak déle.
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Kolik tiid dostaneme? Tolik, kolikrat dokazeme pfi¢ist n’ k z,, nez se dostaneme k z,, + n. To znamen4, ze je
celkem % = ged(a, n) riznych t¥id feseni.

Toto pozorovani si potvrdime, zvolime jazyk t¥id ekvivalence, ktery je zde asi nejpiijemnéjsi.

Véta 7b.3.

Necht n € N, necht [a],, [b], € Z,. Piedpokladejme, ze gcd(a,n) déli b. Nechf [z,], je néjaké fesSeni rovnice
[a]n - [#]n = [b]n.

Rovnice [al, - [z], = [b], mé v Z,, celkem gcd(a, n) riznych feseni, jmenovité

Ueoh 20+ geatarm ] (70 2gaafap oo [0+ 600 ~ D)

= {[qutkm}n; k=0,1,...,gcd(a,n) —1}.

Dukaz (pou¢ny): 1) Nejprve ukdzeme, ze vSechny vypsané tfidy jsou opravdu feSenim uvazované rovnice.
Jestlize [x)],, Tesi tuto rovnici, pak musi ), Tesit rovnici ax = b (mod n), proto podle Véty 7b.2 existuje k' € Z

;v _ / n
takové, ze x, = Agcd(a, ) +k gcd(a.n)’
.. o o n n - b ’ n
Uvazujme néjakou t¥idu {xp + kigcd(a,n)]n' Pak z, + kgcd(a, o Agcd(a,n) + (K" + k)igcd(a, )’ proto

podle Véty 7b.2 toto ¢islo také fesi rovnici az = b (mod n) a tedy doty¢nd t¥ida opravdu fesi [al, - [z], = [b]n.
2) Déle ukézeme, ze kazdé feseni je obsaZzeno v nékteré z t¥id. Uvazujme néjaké feseni [z],, to x pak musi Fesit
b n
k
ged(a,n) + ged(a,n)

rovnici az = b (mod n). Podle Véty 7b.2 je ur¢ité tvaru x = A pro néjaké k € N. Proto

— _ n
r=xp,+ (k—k )gcd(a,n)’
Cislo k — k' 1ze vyjadtit jako k — k' = ged(a,n)y +r, kde r € {0,1,... ,ged(a,n) — 1}. Pak
_ n _ n
xr =z, + (r + ged(a,n)y) acd(a,n) Tp + Tgcd(a, ) +yn,
proto
— n - n
[l = [xp + "ged(a, n) + ynj|n [:Ep + "ged(a,n)In’

Vidime, zZe tato tfida je mezi témi vypsanymi vyse.
3) Jiz vime, Ze seznam tfid ve vété opravdu udavad vSechna feSeni. Zbyva dokéazat, Ze jde opravdu o ruzné
t¥idy.
Uvairuj = bt ] ay= [zt ] Sjaké k1€ {0,1,... ,ged(a,n) — 1}. Pak
vazujme [z}, = |z, + scd(@.n))n ay=|x,+ scd(a,n) ) pro néjaka k,l € {0,1,... ,gcd(a,n) —1}. Pa

n < ged(a,n)

n
ged(a, n) ged(a, n)
délit x — y a tudiz tato ¢isla nejsou kongruentni modulo n. Tt¥idy [z], a [y, jsou opravdu razné.

|k — 1| < ged(a,n), proto |z —y| = |k —1| = n. Protoze |x — y| < n, nemize n

U

Souhlasi to s nasim pfikladem vySe? Ano, tam jsme nasli feSeni x,, a k nému t¥idy [x,]a0 a [z + 20]40, pFesné
jak je t¥eba pro ptipad ged(14,40) = 2.

Shriime to: Umime feSit rovnice v fe¢i modula, umime také nalézt mnozinu vSech feseni pro formulaci v jazyce
tfid kongruence. Pokud by tloha byla zadana v jazyce Z, dle prvni definice, pak staci z kazdé kongruencni t¥idy
vybrat vhodné feseni a dostaneme mnozinu vSech feseni. Umime tedy TeSit linedrni kongruence.

Mnozi uzivatelé voli ponékud jiny postup feseni, takovy, ktery vyuziva znalosti struktury mnoziny feseni. Vyho-
dou je, Ze se pak postup podobéa bézné praci s linedrnimi rovnicemi. I j4 mu davam prednost, proto si tu odvodime
prislusny algoritmus. Zacneme tradi¢ni vétou, viz linearni algebra ¢i kapitola 6c.

Véta 7b.4.
Necht n € N. Uvazujme rovnici ax = b (mod n) pro néjaka a,b € Z, nechf z, je néjaké jeji feSeni. Pak mnozina
vSech jejich Teseni je

{zp + zp; ) € Z Fesi pFidruzenou homogenni rovnici az =0 (mod n)}.

Dtikaz je natolik podobny dikazu Véty 6¢.3, Ze jej s klidnym svédomim nechame jako cviceni 7b.9. Co to pro nés
znamenad prakticky? Je tfeba najit jedno partiklarni feseni, a to pomoci Bezoutovy identity, tam to jinak neptijde.
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Protoze ted ale vyvijime algoritmus zaloZeny na pochopeni procesu, nebudeme si pamatovat vzorec, ale postup,
ukazeme to nize.

Dale je tfeba znat, jak vypada mnozina vSech FeSeni homogenni linearni kongruence. To jsme jiz vlastné vidéli,
staci si ve Vété 7b.2 dosadit b = 0. Z cviénych dtvodt si vysledek dokazeme pro tento specidlni pripad, ¢tenar to
zkusi samostatné.

Fakt 7b.5.

Necht n € N, a € Z. Mnozina vsech feseni rovnice ax = 0 (mod n) je {k:#; ke Z}.
ged(a, n)

—n__
ged(a,n)
an a

—f__an __a v . 4 o #
axr = kgcd(a,n) nkgcd(a,n)’ coz je nasobek n nebot gcd(a,n)

2) Naopak necht x je néjaké feseni. Pak ax + yn = 0 pro néjaké y € Z, tedy ax = —yn. Vydélime tim ged,

a _ n Py n “1r a L .
dostaneme Wﬂ: = yigcd(a, ) Celé cislo gcd(a,n) tedy deli 7gcd(a,n)x’ jenze podle Faktu 6a.9 jsou

] nesoudélna ¢&sla, tudiz musi podle Lemma 6a.23 &slo ———— délit z.

ged(a,n)

Dukaz (rutinni): 1) Ukdzeme, ze kazdé © = k je fesenim dané rovnice. Dosadime do levé strany:

€ Z a tudiz rovno 0 modulo n.

ged(a,n) & ged(a,n
O

Protoze se snazime redukovat mnozstvi vzorcti, které si pamatujeme, podivame se na to jinak. Praci si uleh¢ime,
kdyzZ rovnici hned na zacatku co nejvice zkratime. Zde je ovSem treba pracovat opatrné, protoze aby se zachovala
mnozina feseni, je tieba kratit i modulo.

Lemma 7b.6.
Necht n € N, uvazujme a, b € Z. Pfedpokladejme, ze d € N déli ¢isla a, b, n.

Pak ¢islo « € Z tesi rovnici az = b (mod n) pravé tehdy, kdyz fesi rovnici %az = % (mod %)

Dukaz (rutinni): az = b (mod n) pravé tehdy, kdyz existuje néjaké k € Z, aby ax = b+ kn, coz je pravé tehdy,
kdyz existuje né&jaké k € Z, aby Gx = g + k%, coz je pravé tehdy, kdyz Gz = g (mod %). -

V praxi ale vétsinou kratime az odvozenou diofantickou rovnici axz 4+ yn = b. Zajimavou shodou okolnosti je
nejvétsi cislo, kterym lze kratit na levé strané, pravé ged(a,n). Vznikd tak docela zajimavy sled krokt, které
vypadaji docela prirozené:

Pamatujeme si, ze chceme rovnici zkratit, logicky tedy za¢neme nalezenim ¢éisla ged(a,n), uhodnutim nebo
roz$ifenym Euklidem. Pak rovnici zkusime zkratit. Pokud se to na pravé strané nepovede, tak nema feseni. Pokud
se to povede, fesime jednodussi zkracenou rovnici.

Pak si musime zapamatovat, ze k nalezeni partikularniho feseni vyjdeme z Bezoutovy identity, tu pak upravime
tak, abychom v ni rozpoznali danou rovnici (pavodni ¢ zkracenou, vyjde to nastejno).

Zbyvé vyftesit pridruzenou homogenni rovnici, ale u té je to ve zkraceném stavu jednoduché, mame rovnici ve
tvaru @’z + yn’ = 0 a pro a’,n’ nesoudélné mé mnozina vsech feSeni tvar x = kn’.

Tim jsme dospéli k algoritmu. Ten méa jesté dvé mozné varianty, lisi se tim, zda kratit danou rovnici hned na
zacatku, nebo az ve chvili, kdy feSime homogenni verzi. Souvisi to s tim, jak jsme nasli gcd(a,n). Pokud jsme to
hned vidéli, pak ma smysl rovnou rovnici vykratit. Pokud jsme na to museli pouzit rozsifeny Euklidtv algoritmus,
pak je asi jednodussi rovnou z vysledné Bezoutovy identity najit x,, pomoci ptivodni verze rovnice a ke kraceni
pristoupit u homogenni rovnice. Tato druhé verze je obecnéjsi, proto ji pouzijeme v algoritmu a student se ji mtize
bez problému drzet.

Obecné se da rtict, Ze pokud student postupu dobife rozumi, mize si dovolit se od néj obcas jemné odchylit,
napiiklad tim, ze pouzije prvni verzi nastinénou vyse ¢i jinou zkratku.

S Algoritmus 7b.7. pro FeSeni rovnice ax = b (mod n) v Z, popfipadé rovnice [a],[z], = [b], V Z,, poptipadé
rovnice ax = b v Z, pro a,b € Z,.

0. Pfepiste si rovnici do tvaru ax + ny = b. Rozsifenym Euklidovym algoritmem najdéte ged(a,n) = Aa + Bn (¢
to uhodnéte).

1. Jestlize ged(a, n) nedéli b, pak feSeni neexistuje.

2. Jestlize ged(a,n) déli b, rovnice ma FeSeni.
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, . . " b s .. Ab Bb
=Aa+ B lem —— =
a) Vynasobte identitu ged(a,n) a + Bn ¢islem scd(a.n)’ ¢imz se zméni na tvar agcd(a, o) + ngcd(a, o) ,
e . . oz v oAb
piesné jako rovnice v kroku 0. Vidime partikularni feSeni x, = zcd(a,n) (an)

b) Pridruzenou homogenni rovnici az + ny = 0 zkratte ¢islem ged(a, n) na tvar o’z +n'y = 0, ta mé obecné Feseni
xp =kn', k€ Z.

c) Obecné Feseni dané rovnice je pak x, + x.

V zavislosti na formé zadani tak dostavate nasledujici:

e Mnozina vSech celo¢iselnych feseni kongruence az = b (mod n) je {x, +kn'; k € Z} neboli x = x, + kn’, k € Z.
e Mnozina vsech feseni v Z,, rovnice [a],[z], = [b],, je {[zp + kn'],; £=0,1,2,... ,gcd(a,n) — 1}.

e Mnozinu feSeni v Z,, rovnice ax = b dostaneme tak, ze pro kazdé k = 0,1,... ,gcd(a,n) — 1 vybereme vhodného
zastupce t¥idy [z, + kn'],.

Formalné, nechf ko je nejmensi celé ¢&islo takové, ze x, + kn' > 0. Pak mnozina vSech FeSeni v Z,, rovnice ax = b
je {xp +kn's k=ko,ko+1,... ko+ged(a,n) — 1},

A

Priklad 7b.b: Vyfesime rovnici 66x = 18 ve svété modulo n = 150 v riuznych podobéach.
Af uz je zadani jakékoliv, vZdy si nejprve rovnici piepiSeme jako 662 + 150y = 18. Podle algoritmu mame nejprve
najit ged(66,150), takze na koeficienty postveme rozsifeny Euklidav algoritmus.

150 1 0 Dostavame ged(150,66) = 6 = 4-150 + (—9) - 66. Protoze ged(66,150) = 6 déli pravou
66 | 2 0 1 stranu, rovnice ma feSeni. Abychom nasli partikularni feSeni, je tfeba upravit rovnost
18 |1 3 1| =2 ] 66-(—9)+ 150 -4 = 6 do tvaru odpovidajiciho zadané rovnici. Koeficienty 66 a 150
12 | 1] =3 7 | levé strany jiz souhlasi, zbyvéa upravit pravou stranu. Cislo 18 dostaneme, kdyz celou

Ge| 2 4e| —9e| rovnici vynasobime trojkou, na levé strané tu trojku rozhodné neddme ke koeficientim.
0 Dostavame 66-(—27)+150-12 = 18, coz mimochodem modulo 150 dava 66 - (—27) = 18,
prosté vidime partikulérni feseni z, = —27.

Ted vyfesime homogenni rovnici 66z + 150y = 0. Zkratime nalezenym gcd(66,150) = 6, dostdvame rovnici
11z 4 25y = 0 a z ni zp, = 25k, k € Z.

Secteme: Obecné feseni je x = x), + x), = 25k — 27.

Odpovédi dle formy zadéani:

e Pokud mame fesit rovnici 66z = 18 (mod 150), odpovéd zni:

Mnozina feSeni je z = 25k — 27, k € Z, poptipadé {25k — 27, k € Z}.

Je také mozné pouzit lepsiho zastupce, tieba x = 25k — 2 nebo = = 23 + 25k.

e Pokud mame fesit rovnici [66]150[x]150 = [18]150, pak vime, Ze existuje ged(66,150) = 6 rtznych FeSeni,
jmenovité [—27]150, [—27 + 25]150, [—27 + 50]150, [—27 + 75]150, [—27 + 100]150, [—27 + 125]150. MmnozZina vSech
fesent je {[—27]150, [~2]150, [23]150, [48]150, [73] 150, [98]150 } -

e Pokud méme Fesit rovnici 66x = 18 v Z150, pak mnozinu vSech feSeni, kterych je ged(66,150) = 6, dostaneme
vybérem vhodnych kongruentnich zastupct z Sesti t¥id vyse. V praxi se to ale ¢asto déla hned z prvniho vysledku
takto: nejprve najdeme nejmensi nezaporné ¢islo typu x = —27 + 25k, jmenovité 23, z néj pak vyrobime 6 feseni
obvyklym zptisobem. Mnozina vSech feseni je {23,48,73,98,123, 148}.

Zkouska: Namatkou tfeba 66 - 48 = 3168 mod 150 = 18, pouzili jsme 3168 — 21 - 150 = 18. Ovéfeni ostatnich
feseni nechame pilnému Ctenari.

A

Poznamka: ResSeni, které jsme pravé vidéli, je vzorové, ale nabizi se par odbodek.

1) Jedna moznost je zkratit pfimo danou rovnici éislem 6, coz je rozumné délat jen v situaci, kdy ged(66, 150)
umime odhadnout. Dostaneme rovnici 11z + 25y = 3, kterou pak déle fesime obvyklym zpisobem. Je tieba najit
Bezoutovo vyjadfeni pro novou zkracenou rovnici, pomoci rozsiteného Euklidova algoritmu odhalime ged (11, 25) =
1=(-9)-11+44-25, tuto rovnost pak vynasobenim trojkou upravime na tvar 11-(—27)+25-12 = 3, coz odpovida
feSené (zkracené rovnici) a mame x, = —27.

D4l uz pokracujeme béznym zpusobem (z,, nasledné x, + xy).

Pro¢ takovéto brzké kraceni rovnice doporué¢ujeme jen pro ptipad, ze ged (66, 150) uhodneme? Pokud jej uhodnout
neumime a pouzijeme Euklidiv algoritmus, tak po jeho béhu dostaneme ged(66,150) = 6 = 66 - (—9) + 150 - 4.
7 této rovnosti se vétsinou snaze dostaneme Upravou k rovnici puvodni nez k té zkracené, je tedy lepsi odlozit
kraceni az na homogenni piipad.

2) Obcas se naskytne jiny trik na zkraceni vypoctu. Pokud étenaf chape, ze smyslem prvniho kroku je najit néco,
co vypada jako dand rovnice, pak je pro néj zajimavy tf¥eti (nenulovy) fadek zdola v tabulce Euklidova algoritmu
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vySe. Ten totiz fika, ze 18 = 1- 150 4+ (—2) - 66 neboli 66 - (—2) + 150 - 1 = 18. Rovnou vidime feSeni z, = 18,
protoze dostavame verzi dané rovnice, souhlasi koeficienty i prava strana.
Je jasné, ze ¢loveék musi mit Stésti, aby se mu v tabulce objevila prava strana rovnice, také musi dobfe rozumét

algoritmu i smyslu Euklidovy tabulky, ale kdyz uz se to zadafi, tak to potési.
A

1 7b.8 Soustavy linearnich kongruenci
Zde budeme uvazovat nasledujici typ soustav. Jsou dany moduly nq,... ,n,, € N a pravé strany by,... ,b,, € Z.
Hledame cela cisla x takova, ze
x = by (mod ny),
x = by (mod ns),

x = by, (mod nyy,).

Jde o speciélni pfipad soustav linedrnich konguenci a;x = b; (mod n;), ale ty by byly nad nase sily. Dokonce i
nase specialni volba a; = 1 porad vede na zajimavé véci. Zacneme klasikou.

Véta 7b.9.
Uvazujme moduly ni,n9,... ,n, € N a ¢isla by, bo, ..., by, € Z.
Necht z,, je néjaké feSeni soustavy kongruenci

x =b; (mod ny),

x = by (mod ny),

x = by, (mod nyy,).
Cislo z je také fesenim této soustavy pravé tehdy, pokud existuje ¢islo x), takové, ze x = x, + x5, a x5, je FeSenim
pridruzené homogenni soustavy kongruenci

z =0 (mod ny),

=0 (mod ng),

=0 (mod ny,).

Ditikaz se od dvou obdobnych vét dokézanych jiz diive lisi jen v detailech a nechame jej Ctenafi.
Jako obvykle tedy sta¢i umét najit jedno partikuldrni feSeni a pak poradné prozkoumat homogenni rovnice.
Témi za¢neme, jsou snadné.
Uvazujme tedy soustavu rovnic
x =0 (mod ny),
x =0 (mod n2),

x =0 (mod ny,).
Kazda z téchto rovnic vyzaduje, aby x bylo nasobkem piislusného modulu, takze vlastné hledame takova z, ktera
jsou spole¢nymi nasobky vSech moduli n;.

Fakt 7b.10.
Uvazujme moduly n1,ns, ... ,n, € N. Cislo z € Z spliiuje kongruence x = 0 (mod n;) pro vechnai = 1,... ,m
pravé tehdy, kdyZ je x ndsobkem ¢isla lem(ny, na, ... ,ny).

Dukaz: Kazdé ¢islo ve tvaru klem(ng,... ,n,,) pro k € Z je délitelné vSemi n;, tudiz vzdy davad modulo n;

nulu a fesi uvazované kongruence.
Naopak kazdé feSeni x onéch kongruenci musi byt nasobkem jednotlivych n;, je to tedy spoleény nasobek

Ni,...,Nm. Protoze je lem(nq,...,n,,) nejmensim spoleénym nasobkem, a to i ve smyslu délitelnosti, musi
platit lem(nq,... ,ny,)|z.

L]
Pokud méme moduly nq,... ,n,, takové, Ze pro i # j jsou n;, n; nesoudélna ¢isla, pak je mnozina vSech reSeni

prislusnych kongruenci z = 0 (mod n;) rovna {kning---n,; k € Z}. Pravé tento ptipad budeme déle uvazovat.
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Zbyva vymyslet, jak néjak najit jedno partikuladrni feseni, coz bude znatelné komplikovanéjsi nez v pripadé
diofantickych rovnic a linearnich kongruenci probranych vyse. Existenci takového feseni nam za urcitych podminek
potvrdi véta, dokonce doda névod, jak takové Feseni najit. Abychom ale dukazu lépe porozuméli, bude dobré si
nejprve rozmyslet, odkud se vysledny vzorec bere.

Zacneme prvni rovnici. Pokud ji x fesi, tak jisté musi mit tvar x = b; + kn;. Podobné snadno najdeme obecna
feSeni i pro dalsi rovnice, problém je v tom, Ze potifebujeme jedno feseni spole¢né.

Vezméme tedy vSechna mozné feSeni prvni rovnice x = by + kny, méli bychom zaridit, aby mezi nimi bylo i
partikularni feseni druhé rovnice, jinymi slovy, méli bychom zafidit, aby se pfi pohledu modulo ny objevilo bs.
Kli¢ova myslenka je nasledujici: Protoze budeme mit vice rovnic, tak nechceme, aby se nam v x vlivy michaly.
Presnéji feceno, mame x jako soucet dvou ¢asti a zatim to funguje tak, ze se pti pohledu modulo n; druhé vynuluje
a prvni d& zddané b;. Radi bychom, aby to obdobné (jen obrécené) fungovalo modulo ns.

Napad: Pouzijeme x = by + bykny. Zatim jsme méli k jako libovolny parametr, ¢ehoz ted vyuZijeme. Zvolime
takové k, aby se z vyrazu bokn; pfi pohledu modulo ny stalo by. To vyzaduje, aby kn; = 1 (mod nsg), tedy
staci za k zvolit ny~! vzhledem k modulo ns. Pokud to udélame, tak (bgnl’lnl) mod ny = by - 1 = by, zatimco
(bgnl_lnl) mod ny = byngy ! -0 = 0. Vidime, Ze druhy ¢len ted funguje tak, jak chceme, viiéi jednomu modulu se
vynuluje a vi¢i druhému dé potifebnou pravou stranu.

Prvni ¢len to zatim ale neumi, modulo n, dava zadané by, ale modulo ns se nevynuluje. Mame uz ale napad, jak
to zaridit. Dostavame lepsi verzi = bina ng + bani ~'nq, kde se inverze ny~! bere vzhledem k modulo 7.

Funguje to pékné, rozmyslime si pripad t¥1 rovnic. Pak x sestavime ze t¥i ¢leni, u kazdého potfebujeme, aby se
vynuloval vzhledem ke dvéma modulim, coz se snadno udéla zahrnutim téchto moduli. Napiseme si kandidaty a
prehledné si napiSeme, co od nich ocekdvame vzhledem k riznym modultim.

blxlngng b2x2n1n3 b3[133711n2
n1 bl 0 0
o 0 b2 0
ns 0 0 bg

Ty nuly jiz opravdu funguji, bez ohledu na to, co zvolime za z;, takze mame svobodu si zvolit z; tak, aby
dobfe dopadly i zbyvajici policka v tabulce. Jestlize naptiklad ma byt (byxi1n2ng) mod ny = by, tak potfebujeme
(x1n2n3) mod n; = 1. To znamend, %e by x1 mél byt inverzni prvek k nong vzhledem k modulu nq, podobné by
mél byt inverzni prvek k ning vzhledem k modulu ny a x3 by mél byt inverzni prvek k nins vzhledem k modulu
ns.

Aby 8ly tyto prvky najit, musi byt vzdy n; nesoudélné se souc¢inem ostatnich modult. Mame napad, ktery zda
se funguje. Abychom vse fadné dokézali, udélame si nejprve leméatko.

Lemma 7b.11.
Necht n1,n9,... ,n, € N jsou po dvou nesoudélnd. Oznacme n = ny - ng - - - Ny,
Jestlize a,b € Z spliiuji a = b (mod n;) pro véechna i = 1,... ,;m, pak a = b (mod n).

Dukaz (pou¢ny): Predpoklad ik, Ze n; | (a — b) pro vSechna i. Podle Faktu vyse je pak nutné a — b ndsobkem
¢isla lem(nq, na, ... , Ny, ). Protoze jsou n; navzéjem nesoudélna, podle cviceni 6b.4 je lem(ny, na, ... ,ny,) =n,
tedy n déli a — b.

L]

Jako cvic¢eni 7b.8 nabizime alternativni dikaz indukei, ktery mize ¢tenari prijit stravitelnéjsi (nebo také ne).
Jsme ptipraveni.

Véta 7b.12. (Cinsk4 véta o zbytcich)

Necht n1,n9,... ,nm €N, by,ba, ..., by, € Z. Uvazujme soustavu rovnic
x =by (mod ny),
x = by (mod ngy),

x = by, (mod nyy,).
Jestlize jsou vSechna ¢isla n; po dvou nesoudélna, pak ma tato soustava feseni.
Toto FeSeni je jediné modulo n = ning - - - Ny, mnozina vsech feseni je {z + kn; k € Z}.

Dukaz (pou¢ny): 1) Nejprve ukdzeme, ze FeSeni existuje. Pro ¢ = 1,... ,m definujeme N; = o tedy je to
soucin vSech n; s vyjimkou n;. Tvrdime, ze ged(N;, n;) = 1.
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Kdyby tomu tak nebylo, pak by existovalo ¢islo, tudiz podle Faktu 6b.1 i prvocislo p, které by délilo n; a
N; = H#i n;. Podle Lemmatu 6b.2 by tedy p délilo nékteré n; a mame spor s ged(n;,n;) = 1.

Cisla N;, n; jsou tedy nesoudélnd, proto existuje inverzni prvek k N; vzhledem k nasobeni modulo n;, tedy x;
takové, ze x;N; =1 (mod n;). Necht z = > b; N;x;. Tvrdime, Ze je to feSeni dané soustavy.

i=1

Zvolme i. Pro j # i pak n; | N;, proto N; = 0 (mod n;), tedy i (b;N;z;) = 0 (mod n;). Nésledné modulo n;
dostaneme x = b; N;z; = b; - 1 = b; (mod n;).

2) Jednoznac¢nost: Nechf je y néjaké feseni. Pak (z —y) = (b; — b;) = 0 (mod n;), tedy x = y (mod n;) pro
v8echna n;. Podle Lemmatu 7b.11 pak z =y (mod n).

3) Tvar mnoziny vSech FeSeni vyplyva okamzité z nasich pfedchozich tvah.

U

Pri dikazu jsme opakované pouzivali vzajemnou nesoudélnost jednotlivych dvojic. Poznamenejme, Ze by nestacilo
jen chtit, aby nejvétsi spolecny délitel vsech n; byl 1, protoze to je jind, mnohem slabsi podminka. Naptiklad
nejvetsi spoleény délitel cisel 3,4, 8 je 1, ale 4 a 8 rozhodné nejsou nesoudé€lné, tudiz by nase triky nefungovaly.
Pozadavek ,,po dvou nesoudélna® tuto trojici spravné vytradi.

Dukaz véty a predchozi pozorovani o homogenni rovnici davaji algoritmus.

S Algoritmus 7b.13. pro feseni soustavy kongruenci x = by (mod n1),x = by (mod n2),...,z = by, (mod nyy,)

pro pripad, ze jsou vSechna cisla n; po dvou nesoudélna.
v n v .
1. Oznaclte n = ning - --n,, a N; = — pro vsSechna 1.
n

(3
2. Pro kazdé i najdéte inverzni prvek k N; vzhledem k nasobeni modulo n;, viz algoritmus 7a.11.
m
3. Necht = > b; N;x;. Mnozina vSech feSeni soustavy je {x + kn; k € Z}.
i=1
JAN

Piiklad Tb.c: Vété se fika ¢inska, protoze soustavy kongruenci jdou zpét ke starym Ciantim nékam do 3. stoleti.
neplést se stejnojmennym autorem klasické knihy o vojenské strategii zndme jako The Art of War).

Méjme urcity neznamy pocet véci. Kdyz je usporadame po trech, zbydou dvé. Kdyz je usporadame po péti,
zbydou tfi. Kdyz je usporadame po sedmi, zbydou dvé. Kolik je véci?

Pielozeno do moderniho jazyka, hleddme Feseni soustavy rovnic z = 2 (mod 3), z =3 (mod 5) az =2 (mod 7).
Pouzijeme prislusny algoritmus.

Mame n; =3, ng =5, ng =7, proton =3 -5-7 = 105. Udélame si doplikové souciny N; = nil =ngy - ng = 35,
NQI%:nl'TLg:Ql, Ngz%:nl-nzzw.

Ted pro kazdé i potiebujeme inverzni prvek k NN; vzhledem k ndsobeni modulo n;. Budeme tedy Fesit diofantické
rovnice 35z +3k =1, 2lx + b5k =1a 1bx + 7k = 1.

35 1 0 21 1 0 15 1 0
31 11 0 1 51410 1 71210 1
2 1 1| —11 le| 5 | le| —4e le| 7 | le| —2e
lef 2 | —1le 12e 0 0
0

Dostéavame nasledujici:

ged(35,3) =1=(—1)-35+12-3, tedy 2-35 =1 (mod 3) a proto 1 =35~ = —1;

ged(21,5) =1=1-21+(—4) -5, tedy 1-21 =1 (mod 5) a proto x5 = 211 = 1;

ged(15,7) =1=1-15+(-2)-7,tedy 1-15 =1 (mod 7) a proto o3 = 15~ = 1.

Ty posledni dva se daly odhadnout i bez vypoctu.

Dosadime do vzorce a dostavdme z =2-(—1)-35+3-1-214+2-1-15=23.

Reseni je 23 + 105k pro k € Ny (vzhledem k tomu, Ze jde o poéty véci, jsme nezahrnuli zdporn4 k).
A

Poznamka: Pokud nesoudélnost téch n;,n; nemame, nastavd vézny problém, a to nejen s nalezenim feSeni
(Cinskou vétu nelze pouzit), ale dokonce s jeho existenci: Naptiklad soustava x = 2 (mod 6) a 2 = 3 (mod 9)
viibec nemé feSeni. Existuje pfesnd podminka: Mame-li ddnu soustavu a n; jsou obecnd (ne nutné nesoudélnd)
pfirozena ¢isla, pak tato soustava ma feSeni pravé tehdy, kdyz pro kazdé i # j plati a; = a; (mod ged(n;,n;)).
Pak je feSeni jednozna¢né modulo lem(nq,... ,n,,). To uz ale zase zabihdme mimo rozsah tohoto skripta.

A
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1 Priklad 7b.d: VyfeSime soustavu z =8 (mod 5), z = —1 (mod 6) a z = 14 (mod 7).

Tento priklad ma piipomenout, Ze se ve vété ani algoritmu nikde nepozadovalo, aby n; byla prvocisla, jen nesou-
délnost po dvojicich, a na pravé strany b; nebyly uz viibec zddné pozadavky. Ukazeme si také par zjednodusujicich
trikd.

Prvni véc je, ze u kazdé rovnice si muzeme pravé strany modifikovat dle prislusného modula. Budeme tedy
namisto té zadané fesit soustavu z =3 (mod 5), z = —1 (mod 6) a z =0 (mod 7).

Ted také vidime dalsi zjednoduseni, t¥eti ¢len v feSeni se nasobi nulou, tedy viibec jej nemusime vytvaiet. Ale z
cviénych divoda si to také udélame. Pro vytvareni jednotlivych ¢lend FeSeni pouzijeme systematicky zapis, ktery
nékterym (tfeba mi) vyhovuje.

x =3 (mod 5) ‘ z = —1 (mod 6) ‘ z=0 (mod 7)

3:6-7-7 —-1-5-7-7 0-5-6-7
r1 =4271 (mod 5) |22 =357 (mod 6) | z3 = 30~! (mod 7)
4221 +5y =1 35z +6y =1 0z +Ty=1
x1:—2 ZL‘QZ—I 33‘3:—3
x = 3-42-(-2) +(—1)-35-(-1) +0 = —2524 35 = —-217

Inverze x; jsme uhadli, to je casto mozné, v pripadé nouze si bokem udéldme tabulky pro rozsiteny Euklidiv
algoritmus. Mame také n =5-6-7 = 210.

Dostavame mnozinu feseni x = 210k — 217 pro k € Z. Kdyby chtél nékdo lepsiho reprezentanta, nabizi se
—217+ 2 - 210 = 203, tedy mnozina vSech feseni je x = 203 + 210k, k € Z.

AN

Poznamka: Hledani inverznich éisel lze podstatné zjednodusit, kdyz si uvédomime, Ze pracujeme ve svété mo-
dula. Napftiklad u prvniho ¢lenu jsme méli fesit rovnici 42z = 1 (mod 5), coz je ale ekvivalentni rovnici 221 = 1,
takze staci hledat 27! pro modulo 5. ReSeni pfislusné rovnice 2x + 5y = 1 lze snadno uhodnout. Podobné v dalgich
dvou pifpadech staci hledat 75 = 57! (mod 6) a x3 = 27! (mod 7).

Dalsi prostor pro zjednodusSeni nam nabizi faze formovani ¢lentt. My jsme si do prvniho ptidavali 6 - 7, abychom
zajistili vynulovani vii¢i modultim 6 a 7. Jenze prava strana prvni rovnice uz dodala trojku, lze tedy pracovat se
¢lenem 3-2-7xq, kde 71 = 1471 (mod 5). Z tohoto pohledu se mfize vyplatit prepis druhé rovnice do tvaru z = 5
(mod 6), protoZe pak druhy ¢len nemusi byt 5 - 5 - 7xo, ale staci 5 - 7z2 a hledat x5 = 771 (mod 6).

Pokud vidime, Ze nam = bobtna, mame jej nékdy moznost redukovat vhodnou volbou ¢isel z;. Kazdé z nich je
totiz uréeno jen modulo n;, takze naptiklad u druhého ¢lenu jsme coby feSeni rovnice 35253 = 1 (mod 6) namisto
o = —1 mohli vzit zo = —1 4+ 6 = 5. Pak bychom méli x = —252 — 175 = —427. Dalo by se také pouzit
To=—1—2.-6=—13 a mame x = —252 4 455 = 203, naseho nejlepsiho zastupce.

Algoritmus je tedy (pfi ruénim provadéni) docela flexibilni, zejména pokud vime, o¢ v ném jde.

A

Cinska véta o zbytcich ma mnoho praktickych aplikaci. Nastésti se feseni d4 najit algoritmicky, takze to nedéla
poéita¢lim problém a nemusime se bat postupt, které Cinskou vétu pouzivaji. Timto optimistickym prohldsenim
ukézeme jednu aplikaci Cinské véty, ktera dokaze vyznamnym zptisobem urychlit nasobeni velkych ¢isel. Nejprve
se trochu pripravime.

Souradnice podruhé. Pfipomeneme si pojem kartézského soucinu, nis bude konkrétné zajimat soucin typu
Ly X Lipy X -+ X Ly, , je to tedy mnozina vektorti o m souradnicich, pficemz kazdéa souradnice pouziva cisel z
piislusného Z,, .

Na takovéto mnoziné si zavedeme operace. S¢itani bude obdobné jako bézné scitani vektord, prosté sc¢itame
po soutadnicich, jen si ted musime dat pozor, abychom v kazdé soufadnici pouzivali spravné séitdni z prostoru
Zy,,. Podobné zavedeme i nasobeni vektorii, dva vektory nasobime tak, ze vzdy spolu vynasobime odpovidajici
soufadnice dle odpovidajici operace ze Z,,, a z vysledkdl vytvorime novy vektor.

Piiklad: Mnozina Z4 X Z7 je mnozina vSech vektoru (x,y), pfiemz x muZe nabyvat hodnot 0,1,2,3 a y mize
nabyvat hodnot 0,1,...,6. Kdyz chceme sé¢itat dva takové vektory, tak v prvni souradnici s¢itdme modulo 4 a
ve druhé modulo 7, podobné nasobime. Takze tfeba (3,2) @ (1,4) = (3 + 1 mod 4,2 + 4 mod 7) = (0,6) nebo
(3,2) ©®(1,4) = (3-1mod 4,2-4mod 7) = (3,1).

V casti 7a.27 jsme ukazali, na¢ takova véc mize byt, pomoci soufadnic ze Z4 X Z7 si dokdzeme kédovat Cisla z
mnoziny Z4.7 = Zog predpisem, ze soufadnice ¢isla a € Zag jsou ddna jako (a mod 4, a mod 7). Lemma 7a.28 ndm
zarucilo, ze opravdu kazdé Cislo ze Zyg méa jedine¢né prifazené souradnice a naopak ke kazdé dvojici souradnic
(x,y) € Z4 X Z7 dokdzeme najit odpovidajici ¢islo a. Mélo to maly zadrhel, v té chvili jsme jesté nevédéli, jak to
a najit.
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Tento problém je nyni vyfesen. Hledané a totiz musi spliiovat a = = (mod 4) a a =y (mod 7), coz je soustava
linearnich kongruenci, kterou uz umime fesit. Vidime tedy, ze Cinska véta nam doplnila chybéjici cihlicku pii
vystavbé soufadnicového napadu. Cinsk4 véta to také umi pro vice soufadnic nez jen dvé, coz ukazuje, Ze to
budeme chtit takto zobecnit.

Nez se k tomu dostaneme, pripomeneme si, proc¢ jsou pro nas soutadnice zajimavé. Kazdy ¢tenar zna souradnice
vektoru. Vektory v roviné jsou Sipky, se kterymi sice manipulovat umime, ale délat to graficky da praci. Mnohem
jednodussi je vyjadrit si vektory pomoci soufadnic, operace pak provddime mnohem snize. Podobné zde jsme v
situaci, kdy si umime ¢isla z rozmezi 0,1, ... ,n7 - no kddovat pomoci souradnic, které neprevysi vétsi ¢isel z ny, na,
tfeba v nasem ptikladé nemusime pracovat s ohromnymi cisly do 27, ale sta¢i umét pracovat s ¢isly do 6, na coz
sta¢l prsty na rukou. Mame tu tedy analogii s témi vektory, ale aby byla analogie tplna (a uzite¢na), musime
také ukazat, ze operace, které bychom chtéli provadét s témi velkymi ¢isly, mtizeme namisto toho provadét s jejich
soufadnicemi a vyjde to nastejno.

Tim se konecné dostavame k jadru problému. Mame ¢isla nq, na, ... ,n,y, a v prostorech Z,,, odpovidajici operace.
Pomoci nich ted uz také umime sé¢itat a nasobit vektory z prostoru Z,, X --- X Z, . Na druhé strané mame ¢isla
Z MNOZiNY Zi, .ny...n,,, kterd bychom také radi scitali a nasobili. Klicova otazka zni: Kdyz dvé cisla ze Zi,,...n,,
seCteme, popf. vynasobime, dokdzeme tento vysledek ziskat tak, Ze si doty¢na ¢isla nahradime jejich souradnicemi
2 Ly X -+ X Ly, , provedeme tam Zaddanou operaci a k vyslednému vektoru souadnic zase najdeme (Cinskou
vétou) odpovidajici ¢islo ze Zy,,...n,, 7

Dokazeme, ze to funguje, nejprve si ale ujasnime, jak se kongruence chova pfi zméné modula.

Lemma 7b.14.
Necht m,n € N a a,b € Z. Jestlize a = b (mod n) a m déli n, pak a = b (mod m).

Dtikaz nechavame jako cvi¢eni 7b.7. Mélo by to byt jasné, napiiklad kdyz 9 = 21 (mod 12), tedy od 9 se da k
21 doskakat pomoci 12, tak uz se da urc¢ité doskakat i pomoci 3 neboli 9 = 21 (mod 3). Je také zjevné, ze toto
tvrzeni nebude platit naopak, pokud se d4 od a k b doskdkat pomoci mensiho ¢isla, pak to jesté nemusi znamenat,
ze to pujde i pomoci vétsiho.

Ted jsme pripraveni dokdzat, Ze operace lze provadét pomoci souradnic, coz ovSem musime vyjadrit ve sprav-
ném matematickém jazyce. Pfechod od ¢isla k jeho soutadnicim vlastné vytvari jisté zobrazeni, jeho inverze pak
reprezentuje prechod od soufadnic zpét. Fungovani operaci, jak jsme jej vySe naznacili, se pak musi prevést na
vlastnosti tohoto zobrazeni.

Protoze ted budeme muset opatrné pracovat s riznymi operacemi, v nasledujicim lemmatu a jeho dikazu radéji
zase budeme pouzivat @ a ® pro operace v Z,, a zavedeme jesté (docasné) specialni znaceni pro operace s vektory.

Lemma 7b.15.

Necht n1,n9,... ,n, € N jsou po dvou nesoudélnd, n; > 2. Oznaéme n = ning - - * Ny

Tvrdime, ze zobrazeni T: Z,, + Zp, X -+ X Zy,,, definované jako T'(a) = (a mod ny,a mod na,...a mod n,,) je
bijekce.

Pro (z1,z2,... ,Zm), (W1,Y2,--- ,Ym) € Zn, X -+ X Ly, definujme operace

(xla‘TZv'-- ,l‘m)EE(yl,wau 7ym) - (1’1 @?/1,$2€93/2a~- )xm@ym)a
(1,22, ..., 2m) B (Y192, s Um) = (T1 O Y1, 22 O Y2, - o+, Tin © Yim),

kde z; ®y; a ; © y; jsou operace v prislusném Z,,, tedy operace modulo n;, a t @y a * ©y jsou operace v Zi,.
Pak pro vSechna a,b € Z,, plati T(a @ b) =T(a) BT(b) a T(a ® b) = T(a) B T(b).

Dukaz (naznak): T je evidentné dobie definovano, nebot a mod n; € Z,,, a tedy obrazy T'(a) neboli vektory
(a mod ny,a mod na, . ..a mod n,,) opravdu lezi ve specifikované cilové mnoziné.

Prostota: Jestlize T'(z) = T'(y) = (b1,b2,... ,bn), pak obé ¢isla fesi soustavu rovnic x = b; (mod n;), tudiz
podle Cinské vété o zbytcich 2 =y (mod n), pro prvky ze Z, pak nutné z = y.

T je na diky Cinské vété o zbytcich, pro dané b; € Zy, hleddme z takové, ze x = b; (mod n;). Mame tedy
bijekci.

Zbyvaji ovérit pravidla pro operace. Nejprve ovéfime, ze pro a,b € Z,, plati (a ® b) mod n; = (a + b) mod n;:
Podle definice a ® b = a + b (mod n), a protoze n; | n, pak podle Lemma 7b.14 také a ® b = a + b (mod n;).
Proto podle Véty 7a.1 davaji obé cisla stejny zbytek po déleni n,;.

Déle si v§imneme, Ze (a + b) mod n; = ([a mod n;] + [b mod n;]) mod n;. To plyne z Faktu 7a.3, pfi poéitani
modulo n; lze vstupni ¢isla nahradit kongruentnimi alternativami.
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Ted uz muzeme podcitat
T(a®b) = ((a®b) mod ni,...,(a®b) mod n,,)
= ((a+b) mod ny,...,(a+b) mod n,,)
= (([a mod n1] + [b mod n4]) mod ny,... , (Ja mod n,,] + [b mod ny,)) mod ny, )
= (amod ny,... ,amod ny,) B (bmod ni,... ,bmod n,) =T(a) BT(b).

Obdobny dtkaz potvrdi pravidlo pro soucin.
L]

Toto Lemma vlastné rika, ze prostory Z,, a Z,, X - - - X Z,,,, jsou z hlediska algebraického totozné. Kdyz chci néco
vypocéitat, tak se pomoci 7' a T~! mohu volné pohybovat mezi témito dvéma prostory a je jedno, kde vypocet
provedu, nakonec to vyjde nastejno. Ukazme si to pro s¢itani. Pokud na vzorecek z Lemmatu aplikujeme inverzni
zobrazeni T—1, dostaneme T (T(a ® b)) = T~(T(a) ® T(b)) neboli a ® b = T~1(T(a) ® T(b)). Pielozeno do
lidstiny: Pokud chci spocitat a ¢ b, tak namisto pfimého vypoc¢tu mohu nejprve obé ¢isla nahradit souradnicemi
pomoci T, tyto vektory seéist a od vysledného vektoru pak pomoci 7! piejit zpét do ptivodni mnoziny. Vidime,
7e nas vysledek o zobrazeni T' opravdu fika to, o ¢em jsme neforméalné rozmysleli drive.

Jaky je prakticky dopad? Pokud umime dobfe nasobit ,mald“ ¢isla velikosti zhruba n;, pak pomoci soutadnic
uz vlastné umime i nasobit ¢isla velikosti ng - - - n,,. To je velice dilezité, protoze kazdy procesor ma urcitou mezni
velikost, po kterou umi nasobit opravdu hbité, vétsi ¢isla pak nasobi podstatné linéji. Nas trik ndm umozni vyuzit
pocitani s malymi ¢isly k vypocétim s velkymi éisly, Gasové se to i pies tu Cinskou vétu vyplati.

Napftiklad pokud procesor umi rychle pocéitat do 100, tak lze za n; zvolit 95, 97, 98 a 99 a pak mizeme pocitat
rychle az do 89403930, navic ty soufadnicové vypocty lze délat paralelné. Popularni volba jsou ¢isla tvaru 2% — 1,
protoze ged(2® — 1,2% — 1) = 28°d(@:b) _ 1 (viz cviceni 7b.10).

Priklad 7b.e: Necht n; = 3, no = 4. Pak n = 12 a mnozina Z5 je reprezentovana mnozinou Zs X Z4 takto:

T(0) = (0,0), T(1) = (1,1), T(2) = (2,2), T(3) = (0,3), T(4) = (1,0), T(5) = (2,1), T(6) = (0,2), T(7) = (1,3),
T(8) = (2,0), T(9) = (0,1), T(10) = (1,2), T(11) = (2,3).

Funguji opravdu operace? Pro zjednodusSeni uz zase budeme psat normalni znacky.

Zacneme s¢itanim, v Zio méame napiiklad 7 + 10 = 5. Ted to zkusime pies soufadnice. Nejprve €isla nahradime
soufadnicemi, tedy pouzijeme 7', pak provedeme operaci na vektorech.

T+10—T(7)+T(10) = (1,3) + (1,2) = ([1 + 1] mod 3,[3 + 2] mod 4) = (2,1).
Ted se vratime do Zi2, T~1(2,1) = 5, opravdu to souhlasi.
Zkusime nésobeni, kolik je 2 - 3?7 Pfeneseme pomoci T (2,2) - (0,3) = ([2- 0] mod 3,[2 - 3] mod 4) = (0,2) a
~1(0,2) = 6. Vyslo to.
A

Kromé nasobeni dokaze Cinska véta pomoci i s umociiovanim.

Piiklad 7b.f: V piikladé 7a.o jsme pocitali 61°4° modulo 91 a dalo to docela praci. Zde si zkusime jiny postup.
Maéame 91 = 7 - 13, tak se podivame na vypocet modulo tato dvé ¢isla. Jsou to prvodisla, takze 1ze pouzit malou
Fermatovu vétu 7a.12, navic budeme mit ve vypoc¢tu znatelné mensi ¢isla nez v 7a.o.

modulo 7 : 61040 = §1736+2 — (66)173 .62 = 1173.62 = 1.36 =1 (mod 7),
modulo 13 : 61040 = 861248 — (g12)86 . 68 — 186 . 364 = 1.10* = 1002 = 92 = 81 = 3 (mod 13).

Cislo x = 61049 tedy spliiuje kongruence * = 1 (mod 7) a x = 3 (mod 13), my uz vime, jak takovou soustavu fesit
(algoritmus 7b.13).
x=1 (mod 7) x =3 (mod 13)
1-13-7 3-7-7
1 =137! (mod 7) |z2 =77 (mod 13)
1831 +Ty=1 Treo + 13y =1
Tr1 = -1 To = 2
x = 1-13-(-1) +3-7-2 =-13+42=29

Dostali jsme 29, coz je stejny vysledek jako v prikladé 7a.o a zda se, Ze pohodlnéji, jesté lepsi by bylo, kdybychom
meéli na TeSeni soustav kongruenci hotovy programek.

A

Pro lidi zabyvajici se rychlymi vypoc¢ty modulo jsou podobné metody velice dulezité.

7b.16, Tb.f 32 7b.16, Tb.f



Diskrétni matematika 7b. Reseni rovnic modulo pHabala 2014

7b.16 Bonus: ﬂpravy rovnic

Samoziejmé ne vSechny rovnice jsou linedrni, pak to za¢ne byt zajimavé. My se zde dopliikové zaméfime na
otazku, které z nasich obvyklych trikd pro praci s rovnicemi funguji i ve svété modulo n, kde fesime kongruence
typu 2 =y (mod n). Mnohé z vysledkt jiz vlastné mame dokézany, jen se na né podivame z jiného thlu.

Ze symetrie relace kongruence (Fakt 7a.16) tfeba vyplyva, Ze muzeme u rovnic modulo prohazovat strany, to
je dobry zacatek. Méli jsme tam i tranzitivitu, coz ndm zase iké, ze pokud k rovnici z = y (mod n) dostaneme
y = z (mod n), tak uz plati x = z (mod n). Jinymi slovy, jednu stranu rovnice mizeme nahradit nééim jinym, co
je ji rovno ve smyslu modula.

Zkusme néco méné trividlniho. Jak se zméni mnozina feseni, pokud k rovnicim néco pricteme ¢i je vynasobime
¢islem?

Fakt 7b.17.

Necht n € N. Uvazujme rovnici z =y (mod n) pro z,y € Z. Pak pro kazdé ¢ € Z plati:

(i) Rovnice z +c =y + ¢ (mod n) a z — ¢ =y — ¢ (mod n) maji stejnou mnozinu feSeni jako rovnice ptvodni.
(ii) Jestlize x,y Tesi rovnici pivodni, tak Fesi i rovnice cx = cy (mod n) a z¢ = y¢ (mod n).

Dukaz (rutinni, poucny): (i) 1) Nejprve ukazeme, ze kazdé feSeni ptivodni rovnice je i FeSenim upravené rovnice
r+c¢ =y +c (modn). Méme tedy ¢isla x,y € Z spliujici z = y (mod n). Mame ur¢ité i ¢ = ¢ (mod n) a
podle Véty 7a.3 po secteni zase dostaneme platnou kongruenci.

2) Ted potiebujeme ukazat, ze naopak pokud mame néjaka Feseni x,y rovnice x + ¢ = y + ¢ (mod n), pak
uz nutné musi spliiovat 2 = y (mod n). Ale to je snadné, aplikujeme 1) s opa¢nym prvkem —c a dostaneme
(x+¢)+ (—¢) = (y + ¢) + (—¢) (mod n), asociativni zdkon ndm umoziuje to prepsat jako = + [c + (—¢)] =
Y+ [c+ (—¢)] (mod n), tedy x +0 =y +0 (mod n) a je to.

Tvrzeni o od¢itani se snadno dostane tak, Ze se ekvivalence pric¢itani aplikuje na opacny prvek —c.

(ii) Necht ¢isla x, y fesi rovnost 2 = y (mod n). Pak mame kongruenci x = y (mod n), tudiz podle Faktu 7a.6
plati z¢ = y¢ (mod n), a navic ¢ = ¢ (mod n), proto podle Véty 7a.3 (iii) plati cx = cy (mod n).

L]

Vidime, ze pric¢itat k rovnicim je bez problémt, ale u nasobeni a umocnovani se daji ¢ekat problémy, protoze
jsme v nasem tvrzeni napsali implikaci, ne ekvivalenci.

U umocniovani to neni prekvapovak, dokonce i v oboru redlnych ¢isel se snadno stane, ze rovnice £ = y ma méné
feseni nez rovnice z? = y?, tedy umocnénim rovnice mohou p¥ibyt dalsi feseni. Je to znamy problém a nebudeme
se v tom dale vrtat.

Mnohem zajimavéjsi je ndsobeni rovnic. Ani tam nejsme v R zcela v bezpeéi, my totiz vime, Ze nasobeni rovnice
je ekvivalentni operaci jen v pripadé, ze pouzijeme nenulové ¢islo, jinymi slovy éislo, ke kterému existuje inverze.
Tim mame moznost ono dodané ¢islo zase zkratit a vratit se k ptivodni rovnici, mnoziny feSeni tedy souhlasi. A
presné tady je problém pii pocitani modulo. Mame tedy nasledujici vystrahu:

e 7 platnosti rovnice cx = cy (mod n) obecné nedostavame x = y (mod n). Jinymi slovy, nelze kratit. Piiklad:
Plati 3-4 = 3 -2 (mod 6), nebot 12 — 6 = 6 je délitelné Sesti. Kdyz ale zkusime zkratit trojku, dostaneme
nepravdivou rovnost 4 = 2 (mod 6).

Zajimavy ptipad je, kdyz na pravé strané pouzijeme y = 0.

e 7 platnosti rovnice cx = 0 (mod n) obecné nemiizeme odvodit, Ze alespon jedno z ¢isel nalevo je nulové modulo
n. Napfiklad 3-2 =0 (mod 6). I s timto jsme se jiz setkali, kdyz jsme disktovali délitele nuly.

Protoze jadrem problému je moznost najit inverzni prvek, poznatky z kapitoly 7a nam okamzité feknou, jak se

véci maji.

Fakt 7b.18.

Necht n € N, uvazujme y, z,c € Z.

(i) Jestlize cx = cy (mod n) a ged(c,n) =1, pak x =y (mod n).
(ii) Jestlize cx =0 (mod n) a ged(c,n) =1, pak x =0 (mod n).

Dukaz (rutinni): (i): Podle Véty 7a.10 ma c inverzni prvek ¢! modulo n, diky kterému lze pocitat

o =cHex)=cHey) =1y =y (mod n).

r=1r = (c
Alternativa: Inverznim prvkem c~! vynasobime podle Faktu 7b.17 obé& strany dané rovnice, pouzijeme asoci-
ativitu k prezdvorkovani a mame (c~!c)x = (¢71c)y (mod n) neboli 1z = 1y (mod n), a je to.

(ii): Vynéasobime obé strany rovnice prvkem c~'.

U
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Tim mame jasno. Pro doplnéni se podivame na situaci, kdy méme cz = cy (mod n), ale ¢ a n nesoudélné nejsou.
Pak 1ze porad néco odvodit, ale za cenu zmény referencniho zakladu modula.

Véta 7b.19.

. - . _ _ n
Necht n € N, uvazujme x,y, ¢ € Z. Jestlize cx = cy (mod n), pak z =y (mod acd(c.n) ).

Dukaz (pou¢ny): Podle pfedpokladu mame k € Z takové, ze c¢(x — y) = kn. To znamen4, ze zed(emy (T — y) =

ksca(emy» takze qioy déli 75 (r —y). Podle Lemma 6a.9 jsou ovsem
tudiz podle Lemma 6a.23 musi délit x — y.

n c o 1.
scd(em) & ged(em) ¢isla nesoudélna,

_n
ged(e,n)

U

Vyzkousime si to. Pred chvili jsme v poznadmce o nemoznosti kratit uvazovali rovnici 3-4 = 3-2 (mod 6). Podle
pravé dokazané véty by meélo platit 4 =2 (mod m) neboli 4 =2 (mod 2), coz opravdu funguje.

To je sice pékné, ale my prece Zijeme ve svété modula n! Informace pouzivajici néjaké jiné modulo se obcas
da Casteéné pouzit i ve svété n, ale je to komplikovanéjsi a zalezi na typu rovnice, ktery fesime, takze se tomu
nebudeme dale vénovat. D& se Tict, Zze se zméné modula uprostied vypoc¢tu snazime vyhybat a dochazi k tomu
malokdy.

Cviceni

Cviceni 7b.1 (rutinni, zkouskové): Vyfeste nasledujici kongruence:

(i) 3z =7 (mod 10); (iii) 842 = —56 (mod 308); (v) 62 =10 (mod 8);

(ii) 122 =0 (mod 20); (iv) 3z =7 (mod 9); (vi) 11z = 0 (mod 40).

Cviceni 7b.2 (rutinni, zkouskové): Vyfeste nasledujici rovnice v daném Z,,:

(1) 122 =18 v Z42; (111) 10z =0v Z35; (V) 84xr =126 v Zglo;

(ii) 9z = 7 v Zoo; (iv) 8z = 10 v Zq2; (vi) 8t =0 v Zq2;

Cviceni 7b.3 (rutinni, zkouskové): Vyfeste néasledujici soustavy kongruenci:

(i) 2 =0 (mod 3) (il) x =4 (mod 2) (iii) x =1 (mod 7) (iv) z =3 (mod 5)
z=1 (mod 4) xr = —4 (mod 3) =0 (mod 9) =4 (mod 4)
x =2 (mod 5); x =4 (mod 5); x=-—1 (mod 11); =5 (mod 3)

Cviceni 7b.4 (rutinni, zkouskové): Které z nésledujicich rovnic jsou feSitelné v Zigs?

a) 25x = 13; b) 30z = 12; c) 30x = 15; d) 16z = 24.

Cviceni 7b.5 (dobré, zkouskové): Uvazujme rovnici (6 — t)x = 24 v Z49. Pro které hodnoty ¢ z rozmezi 0, ... ,5

ma tato rovnice

a) presné ¢tyfi FeSeni? b) pfesné tfi feseni? c) pfesné pét feseni? d) zadné feseni?

Cvi€eni 7b.6 (rutinni, pou¢né): Necht n € N a ¢ € Z, predpoklddejme, ze ged(c,n) = 1. Dokazte, ze jestlize
x,y € Z spliuji cx =1 (mod n) a cy =1 (mod n), pak x =y (mod n).

Cviceni 7b.7 (rutinni, poucné): Necht m,n € N a a,b € Z. Dokazte, Ze jestlize a = b (mod n) a m déli n, pak
a=b (mod m).

Cviceni 7b.8 (poucné): (i) Necht m,n jsou nesoudélné. Predpokliddejte, ze a = b (mod m) a a = b (mod n).
Pak existuje k € Z takové, ze a — b = km. Z druhého pfedpokladu zase vime, ze n|(a —b), tedy n|(km). Pouzijte
Lemma 6a.23 k dtkazu, ze a = b (mod mn)

(ii) Necht ny,na, ... ,n, € N jsou po dvou nesoudélnéd. Oznaéme n = nq-ng - - - Ny, Dokazte matematickou indukei
na m, ze jestlize a,b € Z spliuji a = b (mod n;) pro véechna i =1,... ,m, pak a = b (mod n).

Bude se hodit (i).

Cviceni 7b.9 (rutinni, pou¢né): Necht n € N, necht a,b € Z. Uvazujme néjaké feseni z,, kongruence ax = b.

(i) Dokazte, ze kdyz je i « € Z TeSenim této kongruence, tak ¢islo z;, = = — x,, Tesi kongruenci az =0 (mod n).
(ii) Dokazte, ze kdyz ), € Z je feSenim kongruence az = 0 (mod n), tak = x, + x, Tesi kongruenci az = b
(mod n).

Cvigeni 7b.10 (pou¢né): Nechf ¢ € N. Zde dokézeme, Ze pro a,b € N plati ged(c® — 1,c> — 1) = cged@b) _ 1,
Vyplyne to z nasledujicich krokii:

(i) Pomoci cviceni 9c.4 dokazte, Ze kdyz d|a, pak také (c? —1)|(c* —1).

(ii) Odvodte, ze (84 (@8 —1)|(c® — 1) a (c8°d@D) —1)|(c® —1).
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(iii) Ukazte, ze kdyz &islo d déli ¢ — 1 a ¢? — 1, pak d|(cged(@:b)=1),
Néavod pro (iii): Ptepiste délitelnost jako kongruenci, pouzijte Bezouta.
(ii) a (iii) fikaji, ze c8°4(@?) — 1 je spole¢ny délitel a je nejvétsi takovy.

Reseni:

7b.1: (i): 7 = 3z + 10k, evidentné ged(3,10) =1 = (—3) - 3+ 1- 10 (Ize uhddnout), vynasobime Bezouta sedmi,
7=3-(—21)+7-10, tedy z = —21 je FeSeni.

Rovnice 3z = 0 (mod 10) mé feSeni x;, = 10k, proto feSeni dané rovnice je x = —21 + 10k, k € Z. Kdo chce,
pouzije x = 9 + 10k, k € Z.

(ii): Evidentné ged(12,20) = 4, zkratime, 3z = 0 (mod 5) ma feSeni x = bk, k € Z.

(iii): —56 = 84z + 308k, Euklidem gcd(308,84) = 28 = (—1)-308+4- 84, protoze 33° = —2 € Z m4 rovnice Fesen,
vynasobime Bezouta tou minus dvojkou, —56 = 84 - (—8) + 2 - 308, tedy z = —8 je feSeni.

Rovnice 84z = 0 (mod 308) se vydéli 28 na 3z = 0 (mod 11), mé FeSeni x5, = 11k, proto Feseni dané rovnice je
r = -8+ 11k, k € Z. Kdo chce, pouzije x = 3 + 11k, k € Z.

(iv): protoze ged(3,9) = 3 a 7 neni nédsobkem 3, rovnice nemd feSeni.

(v): 10 = 6 + 8k, evidentné ged(6,8) =2 = (—1) -6+ 1 - 8 (lze uhadnout), rovnice m4 feseni, nebot 12 =5 € Z,
vynéasobime Bezouta tou pétkou, 10 =6 - (—5) + 5 - 8, tedy = = —5 je FeSeni.

Rovnice 6z = 0 (mod 8) se vydéli 2 na 3x = 0 (mod 4), ma feSeni x;, = 4k, proto FeSeni dané rovnice je
xr = -5+ 4k, k € Z. Kdo chce, pouzije x = 3 4 4k, k € Z.

(vi): Protoze ged(11,40) = 1, je mnozina Feseni x = 40k, k € Z.

7b.2: (i): 18 = 12z + 42k, Euklidem nebo odhadem gcd(42,12) = 6 = 1-42 + (—3) - 12, protoze X =3 € Z m4
rovnice FeSeni, vynasobime Bezouta tou trojkou, 18 = (—9) - 12 + 3 - 42, tedy x = —9 je FeSeni.

Rovnice 122 = 0 (mod 42) se vydéli 6 na 2z = 0 (mod 7), mé feSeni x;, = Tk, proto feSeni kongruenéni rovnice je
x = —9+ Tk, pfepiSeme na kongruentni x = —9+7-2+ 7k = 5+ Tk. Je gcd(42,12) = 6 feSeni v Zy42, proto Feseni
dané ulohy je z =5+ 7k pro k = 0,1,2,3,4,5 neboli {5,12,19, 26, 33,40}.

(ii): 92 = 7 v Zso; 7 = 9z + 20k, Euklidem nebo odhadem ged(20,9) =1 = (—4)-20+9-9, protoze T =7 € Z m4
rovnice FeSeni, vynasobime Bezouta tou sedmickou, 7 =9 - 63 + (—28) - 20, tedy x = 63 je FeSeni.

Rovnice 9z = 0 (mod 20) ma fesSeni z;, = 20k, proto feSeni kongruené¢ni rovnice je x = 63 + 20k, pfepiSeme na
kongruentni x = 3 + 20k. Je gcd(20,9) = 1 feSeni v Zyg, proto feseni dané ulohy je x = 3.

(iii): Resfme 10z = 0 (mod 35), uhodneme gcd(35,10) = 5, vydélime rovnici na 2z = 0 (mod 7), takze feSeni
kongruenéni rovnice jsou x = 7k. Je ged(35,10) = 5 feSeni v Zgs, proto feSeni dané tlohy je © = Tk pro k =
0,1,2,3,4 neboli {0,7,14, 21, 28}.

(iv): 10 = 8z + 12k, Euklidem nebo odhadem ged(12,8) =4 =1-12+ (—1) - 8, protoze 4 nedéli 10, rovnice nema
feseni.

(v): 126 = 84z + 210k, Euklidem gcd(210,84) = 42 = 1-210 + (—2) - 84, protoze 2 = 3 € Z m4 rovnice Fesen,
vynasobime Bezouta tou trojkou, 126 = (—6) - 84 + 3 - 210, tedy z = —6 je feSeni.

Rovnice 84z = 0 (mod 210) se vydéli 42 na 3z =0 (mod 5), ma FeSeni z;, = 5k, proto FeSeni kongruenéni rovnice
je © = —6 + bk, prepiSeme na kongruentni x = 4 + 5k. Je ged(210,84) = 42 feSeni v Zsayp, proto feseni dané ulohy
jex =445k pro k=0,1,...,41 neboli {4,9,14,19,... ,204,209}.

(vi): Resime 8¢ = 0 (mod 12), uhodneme gcd(12,8) = 4, vydélime rovnici na 2z = 0 (mod 3), takze FeSeni
kongruenéni rovnice jsou x = 3k. Je gcd(12,8) = 4 FeSeni v Zq2, proto feseni dané tlohy je z = 3k pro k =0,1,2,3
neboli {0, 3,6, 9}.

7b.3: (i): n = 60, N1 = 20, inverze v Zs je x1 = —1; Ny = 15, inverze v Z4 je x9 = —1; N3 = 12, inverze v Zs je
r3=-2.2=0-20-(=1)+1-15-(=1)+2-12-(=2) = —63 = 57 (mod 60). Reseni jsou z = 60k — 63 nebo tieba
57 + 60k pro k € Z.

(ii): n = 30, Ny = 15, inverze v Zs je 1 = 1; Ny = 10, inverze v Zs je x5 = 1; N3 = 6, inverze v Zs je x3 = 1.
r=4-15-14+(-4)-10-14+4-6-1 =44 = 14 (mod 30). ReSeni jsou x = 44 + 30k nebo tieba 14 + 30k pro k € Z.
(iii): n = 693, N1 = 99, inverze v Z7 je x1 = 1; Ny = 77, inverze v Zg je x2 = 2; N3 = 63, inverze v Z11 je x5 = —4.
r=1-99-14+0-77-2+(—1)-63-(—4) = 351. Resen{ jsou x = 351 + 693k pro k € Z.

(iv): Pfepis na x = 3 (mod 5), x = 0 (mod 4), z = 2 (mod 3). n = 60, N; = 12, inverze v Z5 je x1 = 3; No
netieba fesit; N3 = 20, inverze v Zs je 23 = 2. x =3-12-3 +0+2-20-2 = 188. Reseni jsou = = 188 + 60k nebo
tfeba x = 8 + 60k pro k € Z.

7b.4: Podminka je gcd(a,n) |b. a): ged(25,168) = 1, 1|13, ano. b): gcd(30, 168) = 6, 6|12, ano. ¢): gcd(30, 168) = 6,
neplati 6|15, ne. d): ged(16,168) = 8, 8|24, ano.

7b.5: Pocet feSeni je roven gecd(a,n), ale musi platit ged(a,n) | b. a): Potfebujeme ged(6 — ¢,40) = 4, pak také
4|24, to plati pro t = 2.

b): Potfebujeme ged(6 — ¢,40) = 3, to neni mozné.
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c): Potfebujeme ged(6 — ¢,40) = 5, nastane pro ¢t = 1, ale neplati 5|24, takze zadné feSeni.

d): Zadné feseni nastane, kdyz ged(6 — t,40) nedéli 24. Protoze 40 = 8 -5 a 6 — t < 6, mozna ged jsou 2,4, 5. Z
nich jen 5 nedéli 24, u ostatnich budou Feseni. Zavér: Zadné feseni nebude pro ¢ = 1.

7b.6: Pouzijte tranzitivitu, cx = cy (mod n), pak kraceni.

Nebo: Z rovnic plyne, Zze pro néjakd k,l € Z placi cx = 1+ kn a cy = 1 + In. Pak cy — cy = (k — I)n, tedy
c(x —y) = (k —I)n, a protoze ged(c,n) = 1, musi n délit z — y (Lemma 6a.23).

7b.7: n|(a —b), m|n a tranzitivita, nebo a — b = kn, n = Im a dosadit.

7b.8: (i) Vime, ze n|(km). Ale gcd(m,n) = 1, proto podle Lemma 6a.23 plati n |k neboli k = In pro néjaké | € Z.
Pak a — b = Inm, tedy (mn)|(a —b), coz dava zaveér.

(ii) (0) m = 1 evidentné plati.

(1) Pfedpokladejme platnost pro m. Méjme nq, ... , %y, Nm+1 Po dvou nesoudélnd a a, b dle pfedpokladu. Protoze
a = b (modny),...,a = b (mod n,,), musi podle indukéniho pfedpokladu platit a = b (mod n’), kde n’ =
nyNg -+ Nyy. Také a = b (mod nyy,41), proto podle (i) plati a = b (mod n'ny,41), ale n'np, 1 =nlng -« Ny N1,
presné jak jsme potfebovali.

7b.9: (i): a(z —zp) =ax —ax, =b—b=0 (mod n).

(ii) je podobné.

7b.10: (i): d|a = a = dm, podle cvieni 9c.4 s dosazenim c za z je ¢® — 1 = (¢ — 1)(c™ V4 4 ... 4 ¢4 +1).
(ii): Protoze ged(a,b)|a a ged(a,b)|b, plyne to hned z (i).

(iii): d | (¢* — 1), proto ¢® = 1 (mod d), podobné ¢® = 1 (mod d). Podle Bezouta gcd(a,b) = ax + by, tedy
cged(@b) — (¢9)* . (b)Y =17 . 1Y =1 (mod d), tedy d|(c8°d(®:0) — 1),

7c. Matice a polynomy modulo

S maticemi a polynomy se pracuje také v jinych svétech nez ve svété realnjych Cisel. Véci pak mohou fungovat
trochu jinak, nez jsme zvykli. Pro pfiklad neni tfeba chodit daleko, napiiklad polynom p = 2x — 1 mé kofen v

oboru redlnych ¢isel (jmenovité x = 3 splituje p(z) = 0), ale nema kofen v oboru celych &sel. Nebo tieba matice
1

2 - . C . et PRI .
A= ( 0 (1)> mé inverzni matici A~! = <(2) 1> v oboru realnych cisel, ale v oboru celych ¢isel uz invertibilni

neni (stava se singularni). Jesté zajimavéjsi to je, kdyz zaéneme pracovat v Z,,. Podivame se, na které véci se stéle
muzeme spolehnout (to bude kratky seznam) a kde naopak muze ¢ihat prekvapeni.

7c.1 Matice nad Z,

Zacfneme dobrou zpravou: S¢itani a nasobeni matic i prechod k transponované matici funguji v Z i v Z,, pfesné
tak, jak jsme zvykli. Rovnéz determinanty maji stale dobry smysl a mizeme je poéitat podle definice (pfes vSechny
permutace, coz zname dobfe pro matice 2 X 2 a 3 x 3) a také rozvojem podle sloupce ¢ fadku. Plati také, ze podle
determinantu pozname, zda je matice regularni neboli invertibilni, tedy zda k ni existuje inverzni matice. Zde si
ale musime kritérium trochu upravit.

Véta 7c.2.

Ke ¢tvercové matici A nad Z,, existuje matice inverzni pravé tehdy, kdyz je jeji determinant |A| invertibilni v
L.

Tato inverzni matice je pak dana vzorcem A~! = |A|~1DT kde D je matice kofaktort.

Pripomenme, ze prvek d;; matice D ziskdme tak, ze z matice A vyskrtneme radek 7 a sloupec j, spocitame
determinant vysledné matice a vynasobime jej ¢islem (—1)**7.

Tato véta je zobecnénim situace z realného oboru, kde jsou regularni ty matice, které maji nenulovy determinant,
coz souhlasi, pravé nenulova ¢isla jsou v R invertibilni. Podobné matice nad Z jsou regularni pravé tehdy, kdyz
maji determinant roven +1.

Piiklad 7c.a: Najdeme A~! pro A = <i 133> v prostoru Zys.

Nejprve spocitame |A| = 2-13 — 4 -3 = 14. Protoze gcd(14,45) = 1, je 14 invertibilni v Zy5 a tudiz je i A
regularni.

Rovnou najdeme |A|~! = 147! v Z45. Pomoci rozsiteného Euklidova algoritmu ziskdme 1 =5 - 45 + (—16) - 14,
proto (—16) - 14 =1 (mod 45), tedy 147! = 29 v Zys.
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Ted sestavime matici D: di; dostaneme vySkrtnutim prvniho fadku a sloupce z A a nalezenim determinantu
vysledné matice (13), vysledek je dy; = (—1)**! .13 = 13, podobné je djg = (—1)'*2? .4 = —4 = 41 (mod 45),

d21 == (—1)2+1 -3=-3=42 (mod 45), d22 == (—1)2+2 -2=2.Proto D = <i; 421> a tedy

1 13 42\ (17 3

A _29<41 2>_<19 13)'
2 3\ /17 3\ (1 0\ .. ...
Ovérte, ze opravdu <4 13> <19 13>—<0 1> pri pocitani v Zygs.
A

Ctenafe mozna napadne, pro¢ jsme u metod vypocétu determinantu, popfipadé u metody vypoctu inverzni matice
neuvedli Gaussovu eliminaci. Divod je jednoduchy, tato metoda totiz pfi praci v Z,, narazi na necekané potize.
2 3
2 2
determinant [A| =2-2-3-2=2-2+3-2=4.

Jak bychom na to Gtocili Gaussovkou? Nejprve bychom si vyrobili vlevo nahore jednicku délenim prvniho fadku
dvéma, coz ovSem v Zg nejde, tam umime jen nasobit. Protoze gcd(2,6) > 1, neméme inverzni prvek k 2 a tudiz
pomoci nasobeni z dvojky jednicku neudélame. Z podobného diévodu si nasobenim nevyrobime jednicku ani na
zacatku druhého radku.

To ale zase takovy problém neni, pro nés je ted hlavnim cilem trojihelnikovy tvar, coz zde udélame relativné

Priklad 7c.b: Uvazujme matici A = nad Zg. Vypoctem modulo 6 hravé zjistime, Ze tato matice ma

PR .y , L1 s . 2 . , o
snadno, staci pri¢ist prvni fadek vynasobeny dvéma k fadku druhému a dostaneme < 0 ;’) , coz vypada nadéjné.

Otézka ovSem zni, zda je tato operace korektni i nad Z,. Odpovéd zni, Ze ano, pri¢itani nasobku jednoho Fadku
k fadku jinému je i nad Z ¢&i Z,, zcela korektni iiprava. Nova matice proto musi mit a evidentné méa determinant
4. Co bychom ale délali, kdyby v druhém fadku nebylo ¢islo, které 1ze takto vynulovat (tedy pokud by tam nebyl
nasobek dvou)? Zacalo by to byt zajimavé.

Mame ovSem jeSté dalsi oblibenou operaci, tedy nasobeni fadku ¢islem. Co dostaneme, kdyz v nové matici

(o R . .. (2 o . PRI Do .
vynasobime druhy radek trojkou? Matici < 0 g), kterda mé determinant nulovy, coz jasné ukazuje, ze to neni

korektni tiprava.

Premyslivéjsiho ¢tenare mozna napadne, ze problém trojky je v tom, Ze je délitelem nuly, viz kapitola 8c. Pokud
nasobime fadky vyhradné ¢isly, kterd jsou v daném Z,, invertibilni, pak se problémim tohoto typu vyhneme, na
druhou stranu si takovym pravidlem silné omezujeme moznosti vypoctu. Praktickym dtsledkem je, ze Gaussova
eliminacni metoda prestava byt spolehlivym nastrojem pro vypocet determinantu, vypocet inverzni matice ¢i
feSeni soustav rovnic.

A

Protoze na Gaussové eliminaci zavisi dikaz toho, Ze transponovanim realné matice se nezméni jeji hodnost,
naskyta se otdzka, zda i nad Z,, plati dilezitd rovnost hod(A®) = hod(A). UkaZe se, Ze ne, coZ je docela problém.

Piiklad 7c.c: UvaZujme matici A = <(1) ; 239) nad Zsg.

Vzhledem k jejimu tvaru by se zdélo, ze fadky jsou linedrné nezéavislé, tudiz ma hodnost 2. Pro jistotu to zkusime
pofadné podle definice: Jaka feseni mé rovnost a(1,1,29) + £5(0,2,3) = (0,0,0)?

Vznika tak soustava a = 0, a+ 28 =0 a 29a+ 35 = 0 feSend v Zszg. Z prvni rovnice dosadime do druhych dvou
a mame systém 28 = 0 a 30 = 0 v Zgp. Rovnice 25 = 0 ma v Zs3p mnozinu feseni {0, 15}, rovnice 3 = 0 ma v
Zs3o mnozinu Feseni {0, 10,20} a cely systém m4 tedy jediné fesené 3 = 0. Resend vektorova rovnice m4 tedy jen
trivialni feseni a vektory jsou proto linedrné nezavislé.

1 0
Ted se podivame na transponovanou matici A = [ 1 2 |. Podle definice je jeji hodnost rovna maximalnimu
29 3

poctu linearné nezavislych fadki. Ukazeme, ze zadné dva nejsou linedrné nezavislé, protoze z kazdé dvojice umime
vyrobit pomoci netrividlni linedrni kombinace nulovy radek:

15 (1,0) + 15+ (1,2) = (0,0), 10-(1,0) +10-(29,3) = (0,0), 6-(1,2) +6-(29,3) = (0,0).

To dokazuje, Ze maximalni pocet linedrné nezavislych fadki této transponované matice je 1, tedy hod(AT) = 1.

A
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Témto nepiijemnostem se vyhneme, pokud se ndm podafi pracovat v Z,, kde n je prvocislo. Pak je totiz Z,
téleso (viz kapitola 8c), hlavné je kazdy nenulovy prvek v Z, invertibilni a tudiz se zase mizeme odvolavat na
své zkuSenosti z prace nad R, napfiklad nam bude fungovat Gaussovka. Inverzni matici tedy bude mozné hledat

vvvvv

Z g) nad Z5.

Je vibec regularni? V Zs pocitame |A| = 2-0—4-3 = —12 = 3, coz je v Zs invertibilni. Proto s duvérou
upravujeme, pamatujeme si ovSem, Ze muzeme jen nasobit a pricitat kladné nasobky fadkid. Nejprve piricteme
prvni fadek k druhému, pak fadky prohodime a pri¢teme trojnasobek nového prvniho fadku k fadku druhému.

2 3(1 0 2 3|1 0 1 3|1 1 1 3|1 1
4 0|0 1 1 311 1 2 3|1 0O 0 2|4 3/
Nakonec pfi¢teme druhy fadek k prvnimu a poté jej vynasobime ¢islem 3 = 271,

(o 2] a)~ (o 2fd 3)~ (o 12 3)
(30)(1)=(1)

Piiklad 7c.d: Najdeme matici inverzni k A = (

Zkouska:

Takze opravdu A=! = <(2) j)
A

Jednou ze zajimavych aplikaci linedrni algebry nad Z,, jsou samoopravné kédy, o kterych se lze docist naptiklad
ve skriptu kolegy Velebila zminéném v tivodu.

7c.3 Polynomy nad R a Z

Toto je opakovaci kapitola, kterd jen pfipomene, co vS§echno ndm bude chybét, kdyz se pak piresuneme k Z,,.

Polynomy nad R jsou vyrazy typu a,z" + - - -4+ a1z + ao, jejichz koeficienty a; jsou z R, tieba p = /225 — mz +e.
Mnozina vSech takovychto polynomt se znaci R[z]. Pro polynomy mame pravidla pro s¢itdni a nasobeni ¢islem
(tfeba umime spocitat 3p pro ten polynom vyse) i pro nasobeni polynomu mezi sebou, napfiklad prop=z+1 a
g =2 —1 dostavame p-q = 22 — 1.

Kazdy polynom zaroven davéa vzniknout funkci, tedy zobrazeni x +— p(z). Cisté formalné jde o dvé rfizné véci,
polynom a funkce z néj vznikajici, ale zrovna u polynomi nad R se to néjak nefesi, protoze polynomy a z nich
vznikajici funkce jsou tzce svazany. Konkrétné, jedna ze zékladnich vlastnosti polynomut nad redlnymi ¢isly je, ze
formalni polynomy (tedy vyrazy typu a,x™+---+ap) a funkce jimi definované si jednozna¢né odpovidaji: Pokud se
dva polynomy rovnaji svymi hodnotami, pak musi mit i stejné koeficienty, tedy jde o stejny polynom. To je uzitec¢né
v mnoha aplikacich, napiiklad pokud vime, Ze pro jisté parametry a, b, ¢ plati rovnice az? + bz +c = 22+ 13z + 14
pro vSechna z € R, pak nutné musi byt a =1, b =13 a ¢ = 14.

U polynomi a,z" + - - - 4+ ag umime obecné zadefinovat stupen polynomu jako nejvétsi koeficient i takovy, aby
a; # 0, a pro polynomy realné se stupenn chova velice rozumné. Realné polynomy dokonce umime i navzajem délit
se zbytkem a zbytek po déleni i ¢astecny podil jsou jednoznacné (viz Véta o déleni pro éisla 6a.6). Shrneme si to
zékladni ve véte.

Véta 7c.4.

Uvazujme polynomy p, g nad R. Pak plati nasledujici:

(i) st(pq) = st(p) + st(q).

(i) Existuji jediné polynomy d a r takové, ze p = d - q+ r a st(r) < st(q).
(iii) Polynom p ma nejvyse st(p) kofeni v R.

(iv) a € R je kofenem p pravé tehdy, kdyz polynom x — a déli p.

Pro polynomy mutizeme definovat i délitelnost naprosto stejnym zpusobem jako pro celd ¢isla, tedy ¢ |p pokud
existuje polynom r tak, aby p = ¢r. Napiiklad polynom ¢ = = — 1 déli polynom p = 22 — z, protoze p = ¢ - r pro
volbu r = .

KdyZz mame délitelnost, mizeme zkusit vymyslet pojem nejvétsi spoleény délitel. Tady je ale problém v nejed-
noznacnosti rozkladu, kdy miizeme néasobici konstanty dle libosti presouvat mezi faktory, naptiklad takto:

42 =16 = (42— 8)(z+2) = 2z —4)(2z +4) = (z —2)(4z + 8) = (32— 1)(8z + 16) = ...
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Nastésti to ale neni az tak hrozné, protoze v zasadé jsou jen faktory dva, x — 2 a x + 2, které chytie vynasobime
konstantami tak, aby to celkové vyslo. KdyZ tedy mluvime u realnych polynomi o faktorech, tak tim ani tak
nemyslime konkrétni polynomy, jako spi$ mnoziny, jeden ,faktor* je polynom x — 2 a vSechny jeho nenulové
nasobky, druhy ,faktor* je x + 2 a vSechny jeho nenulové nasobky. Neni to az zas tak velky problém, napiiklad
x—2 i vSechny jeho nenulové nasobky maji stejny stupen, stejné kofeny a podobné, takze je to z hlediska vlastnosti
mnozina stejnych véci. Samoziejmé pokud bychom chtéli tuto definici vybudovat poradné a matematicky korektné,
museli bychom se s timto vyporadat, ale zde si jen tak povidame.

Kdyz pak u redlnych polynomt hleddme nejvétsiho spolecného délitele, tak pfirozené dostaneme mnozinu poly-
nomt, které jsou zase jeden vzorovy polynom a vsechny jeho nasobky nenulovymi konstantami, coz se da vnimat
jako rozumné odpovéd. Existuje zajimavy zptisob, jak vyjadrit, Ze jde vlastné o stejny polynom aZ na nasobeni
konstantou. Plati, Ze vSechny polynomy z této mnoziny se navzajem déli.

Piiklad: Pro polynomy p = 822 +4x a ¢ = 822 — 162 snadno najdeme spole¢né délitele stupné 1, jmenovité x, 2z,
4z, ale t¥eba i 202 nebo v/13z. Opravdu je 20z spoleénym délitelem? Ano, p = 20z - (%x + %) aq=20zx- (%az — %)
Vidime, Ze nejvétsi spoleény délitel je mnozina polynomil ve tvaru ax pro a # 0 a opravdu libovolné dva z nich se
navzajem déli ve smyslu polynomt, tfeba 4x déli 6x, protoze 6x = %(416) ar= % je polynom a naopak 4z = %(Gx)
ar= % je polynom.

Néco podobného uz ostatné zname: Pt¥i hleddni nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel a,b € Z jsme dostali jed-
noznacny vysledek jediné diky tomu, Ze jsme se omezili jen na kladna ¢isla. Kdybychom se takto neomezili, pak
bychom vlastné méli dva nejvétsi spoleéné délitele, ¢islo ged(a,b) a éislo — ged(a, b), pficemz hned vidime, Ze se
navzajem déli, takZe jde o situaci podobnou jako u téch polynomt.

Neni tézké ukazat, ze rozsiteny Eukliduv algoritmus (ktery vyuZiva jen délitelnost se zbytkem) funguje i pro
polynomy, jeho vysledkem je jeden z polynomt, které lze povazovat za nejvétsi spolecny délitel, a jeho vyjadieni
pomoci vstupnich polynomu. Prostor R[z] se tedy chova velice civilizované.

Obdobné muzeme definovat Z[z] jako mnozinu vSech polynomu a,x™ + --- + ag, jejichz koeficienty jsou ze
Z, kupodivu pak véci funguji tplné stejné. Zase si odpovidaji polynomy jako vyrazy s funkcemi, presné receno
koeficienty takového vyrazu jsou jednoznac¢né urcéeny hodnotami z néj vzniklé funkce. To se obcas velice hodi a
my to vyuzijeme v kapitole 10b v tzv. metodé neucitych koeficientt. Také bychom ted mohli opsat Vétu vyse, jen
se zménou R v Z, a platila by, stejné jako je pro Z[z| pravdiva i poznamka za ni o délitelnosti, Euklidovi atd. a
miizeme se spolehnout na rozsifeny Euklidiv algoritmus. Mame i obdobny problém s jednoznacnosti rozkladu a

ged.
Rozdily mezi polynomy nad R a Z piesto jsou. Ctenaie asi hned napadne, Zze polynomy nad Z nemivaji tolik
kofenti jako polynomy nad R. Tfeba polynom p(z) = 2z — 1 ma nad R kofen z = %, zatimco nad Z zadny kofen

nema. To je ale spi$ podruzné.

Podstatnéjsi jsou komplikace, které nastanou okolo délitelnosti. Napiiklad pro polynomy p = 8z2 + 4z a ¢ =
822 — 162 brany nad Z dostaneme jako nejvétsi spoleény délitel jen mnozinu {,2x,4z}. Na rozdil od realného
pripady jiz neplati, Zze by se vSechny navzajem délily, takze toto kritérium, jak poznat, ze jde v zasadé o tentyz
objekt, nelze pouzit pro praci nad Z. Nicméné to hlavni funguje podobné, ani u polynomi nad Z necihaji néjaké
zasadni zaludnosti.

7c.5 Polynomy nad Z,

Obsah této Casti se da shrnout velice snadno. Jakmile zacneme pracovat s polynomy nad Z,, tak uz se neda
spoléhat na nic, co jsme pripomnéli v predchozi ¢asti.

Zacneme tim, Ze hodnoty polynomu uz jej nemusi jednoznacné urcovat.

P¥iklad 7c.e: Polynom p = 2 nad Zg definuje tuto funkci: p(0) = 0, p(1) = 13 = 1, p(2) = 22 = 2 (mod 6),
p(3) = 32 = 3 (mod 6), p(4) = 43 = 4 (mod 6) a p(5) = 5> = 5 (mod 6), coZ je piesné stejnd funkce, jakou
definuje polynom g = z. To tedy znamena, ze dva zcela rtizné polynomy déavaji stejnou funkci.

Prakticky dopad je, ze prestavaji fungovat mnohé oblibené metody na urcovani koeficient. Napriklad kdyz
nam nékdo doda informaci, Ze jisty celostatné hledany polynom az® + bx* + ca® + da? + ex + f spliiuje rovnici
223 + 22 = ax® + bx* + cx® + dz? + ex + f pro viechna x € Zg (tedy jde o rovnost funkei), tak uz nemusi platit,
7e je to zrovna ten 2z 4 2z, klidné to mfize byt i polynom 4z. Ovéite si, Ze ani ten neni sam, vyhovuji tfeba i
polynomy 4z, 423, 42°, 22° + 22 4+ 2 a mnoho dalsich.

To je zasadni zména. Mnoho tloh, u kterych opravnéné c¢ekame jednoznacné feSeni pri praci nad R, miize mit
po prechodu do svéta Z,[x| tfeba i nekoneéné mnoho Feseni.

A

To je ovsem teprve zacatek. Rozpadnou se zcela i nase predstavy o korfenech polynomi a jejich rozkladech.
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Priklad 7c.f: Polynom p = 222 + 1 nad Zg d4va funkci p(0) = p(3) = 1 a p(1) = p(2) = p(4) = p(5) = 3, takze
tento polynom nemd koreny. To zase neni nic divného (nemé je ani nad R), ale maloktery ¢tenar by asi ¢ekal, ze
tento polynom lze piesto rozlozit na linearni faktory! Ovérte si pro sebe roznasobenim, ze

222 +1 = (22 + 1)(4x + 1).
Rozkladat lze evidentné vselicos, ¢tenai by asi také necekal treba toto:
x = (3x 4+ 4)(4x + 3) nad Zsg.

Zde je zajimavé, ze x = 0 je evidentné kofenem polynomu nalevo, ale neni to kofenem ani jednoho z faktort
napravo. Také to ukazuje, Ze rovnost st(pg) = st(p) + st(q) evidentné neplati. Extrémni piiklad: 3z(2z + 4) = 0,
soucinem dvou polynomi stupné 1 dostaneme polynom stupné —oo.

Posledni podivnosti: Uvazujme polynom p = x%+4x nad Zg. Piesvédéte se, ze ¢isla x = 0,2, 3, 5 jsou kofeny tohoto
polynomu, je tedy vice kofenti, nez je stupein polynomu. Extrémni piiklad v tomto sméru: polynom p = 222 + 4x
nad Zg je jako funkce roven identicky nule, tedy vSechna ¢isla ze Zg jsou jeho koreny!

JAN

Podivame-li se do Véty 7c.4 o vlastnostech redlnych polynomt, tak ndm tento piiklad ukézal, ze p¥i praci nad

Z,, prestavaji obecné platit tvrzeni (i) a (iii). Ted si pokazime i (ii).

Priklad 7c.g: Zkusime vydélit se zbytkem polynom p = x polynomem ¢ = 3x+4 nad Zg. V pfedchozim prikladé
jsme uz jeden rozklad vidéli:

x=(4x+3)(3x+4) +0.
D4 se ovSem zkusit tfeba toto:
r=2-(3x+4)+4.
Nemame tedy jednoznac¢nost, neni proto definovan ani zbytek po déleni p polynomem ¢. Mimochodem pokus o
zbytek jednou vysel 0 a podruhé nenulovy, je tedy p délitelné polynomem ¢? Zde nastésti zmatek nevznika, v
definici se fika, ze ¢ déli p, pokud lze vyjadrit p jako nasobek ¢, coz zde lze a vic uz definice netesi. Takze ¢ déli p.

A

Tento pfiklad tedy ukazuje, Ze pojem délitelnosti se vybudovat dé, ale rozumné déleni se zbytkem neméame. Pak
uz se ani neda c¢ekat rozumné fungovani pii hledani nejvétsiho spole¢ného délitele.

Piiklad 7c.h: Jak vypada nejvétsi spoleény délitel polynomt p = 22 + 2 a ¢ = 22 + 5 nad Zg? Podivejme se na
rozklady:
P rr=z(+1)=(z+3)(z+4),
2?4+ 52 = z(x +5) = (z + 3)(z + 2).
Podle prvnich rozkladi je spoleénym délitelem polynom «x, podle druhych rozkladu je to zase z + 3. Oba jsou to
ale polynomy prvniho stupné, o kterych rozhodné neplati, Ze by jeden byl nasobkem druhého, coz je neptijemné

komplikace.
A

Pracovat s polynomy nad Z,, je tedy dobrodruzné.
Ted dobré zprava. Pokud je n prvoéislo, pak ndm zase vétSina véci bude fungovat, jak jsme zvykli u R[z] (viz
sekce 8c.4).

Véta 7c.6.

Necht n je prvocislo, uvazujme polynomy p, ¢ nad Z,,. Pak plati nasledujici:
(i) st(pq) = st(p) + st(q).

(i) Existuji jediné polynomy d a r takové, ze p = d - q + r a st(r) < st(q).
(iii) Polynom p mé nejvyse st(p) kofend.

(iv) a € Zy, je kofenem p pravé tehdy, kdyz polynom z + (—a) déli p.

Diky (ii) ndm bude fungovat Eukliduv algoritmus, zkusime si to.

Ptiklad 7c.i: Najdeme gcd(z3 + 3,22 + 1) pro polynomy nad Zs pomoci rozsiteného Euklidova algoritmu.
Jeho nedilnou soucasti je déleni se zbytkem, proto si zde pripomeneme, jak to funguje pro polynomy. Kdyz
budeme poéitat ged(z3 + 3,22 + 1), prvnim krokem bude vydéleni (23 + 3) : (22 + 1). Algoritmus:
1. Vydélime nejvyssi mocniny, vysledek je x.
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2. Najdeme zbytek jako (2 +3) —z - (22 +1) =3 — 2 = 3 + 4z (mod 5).

3. Pokud m4 zbytek nizsi stupen nez délitel, algoritmus konéi, viz zde st(4z +3) < st(22+1). V opacném piipadé
se vratime do kroku 1 s tim, Ze dé€lime zbytek ptivodnim délitelem.

Priklad neukazal, co bychom délali, kdyby u vedoucich mocnin byly koeficienty. Pak bychom v kroku 1 ¢elili treba
tomuto: (2z°) : (322). V takovém piipadé nejprve vydélime mocniny, vyjde 3, a pak se postarame o koeficienty,
pri¢emz déleni prevadime na nasobeni inverznim prvkem modulo n. V tomto pfipadé namisto 2 : 3 pocitame
2371 =22 =4, pouwzili jsme, Ze 37! =2 (mod 5), coZ jsme odhadli zkusmo. Vysledek je (22°) : (322) = 4a3.

Ted uz by nas nemélo v nésledujicim béhu Euklidova algoritmu nic piekvapit.

a,b qg| A B | Pouzito
3+ 3 1 0
2+ 1 z | 0 1| (#343): (22 +1) =z, zbytek 4z + 3
4o +3e| 42 +2 | le| —x =4xe| (22 +1): (4o +3) = 4o + 2, zb. 0
0

Vychézi ndm ged(22 + 3,22 + 1) = 4z + 3, coz snadno ovéiime:
3 +3=(4r +3)(4a? +22+1), 2+ 1= (4o +3)(4z +2).

Mame také Bezoutovu identitu 4z +3 = 1- (2 + 3) + 4z - (2% + 1), coz souhlasi.

Zajimava véc:

P +3=(2+2)(2*+3x+4), 2*+1=(z+2)(z+3).

Takze také ged(z® + 3,22 + 1) = z + 2. Potvrzuje se tedy naSe oc¢ekavani, u polynomii dostavame jako nejveétsi
spole¢ny délitel ne jeden, ale celou mnozinu polynomi. OvSem tvrdili jsme, Ze pro prvocislo n = 5 bychom méli
mit podobnou situaci jako u R, tedy vSechny tyto polynomy by mély byt nasobky (konstantou) jednoho vzorového
polynomu. Je opravdu nas novy kandidat = + 2 nédsobkem toho, ktery vySel z Euklida? Ano, x + 2 =4 - (4z + 3).

Snadno se ovéfi, ze libovolny nenulovy nasobek polynomu z + 2 je také spole¢nym délitelem, protoze napiiklad
rozklad u prvniho polynomu lze zapsat jako 23 + 3 = [a(z + 2)] - [a~ (22 + 3z + 4)]. D4 se ukazat, 7e jini spole¢ni
délitelé nejsou.

A

Psali jsme, ze ,vétSina bude fungovat®, takze je dobré jesté pridat varovani, kde i pro n prvociselné muze byt
problém. Asi nejpalcivéjsi je, Ze rizné polynomy mohou poiad davat stejné funkce, napiiklad nad Zs oba polynomy
1 a 22 + x + 1 davaji konstantni funkci  — 1. Konec koncfi, nemusime ani slozité shanét ptiklady: Pro prvoéislo
n plati mala Fermatova véta a tu lze Cist i tak, Ze polynomy z a x" davaji stejné funkce.

Musime si také davat pozor, abychom do prace v Z,, nepfenaseli navyky z realnych polynomt, naptiklad auto-
maticky povazujeme polynomy typu z2 + 1 za nerozloZitelné a bez koifent, ale nad Z5 mé tento polynom koieny
x = 2,3 a lze jej napsat jako 2% + 1 = (x + 2)(x + 3).

Timto konc¢ime struénou exkurzi do podivuhodného svéta polynomt nad Z,, ktery ma mimochodem zésadni
aplikace napftiklad pti kédovani.
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