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8. Binarni operace

Binarni operace je jeden z nejobecnéjsich pojmii, které v této knize potkdme. Ukolem zkoumat abstraktni struk-
tury z hlediska operaci se zabyva obor algebra, tuto kapitolu lze tedy brat jako jemny tivod do algebry.

Podstata binarnich operaci je jednoduché, jde o proces, kdy vezmeme dva objekty, zamichdme a dostaneme
objekt jiny. Proflaklé priklady bindrnich operaci jsou tfeba s¢itani a nasobeni ¢isel, dale jsme potkali skladani
zobrazeni, binarni operaci je také nasobeni matic nebo tfeba procedura, kdy vezmeme dva Fetézce pismen a
vytvofime z nich treti tak, Ze bereme postupné pismena z obou stiidavé a fadime za sebe. Nemusime se omezovat
na matematiku, jako operace mizeme interpretovat i mnoho interakci v redlném svété, tieba miseni barev.

Jak vyjadiime takovou operaci matematicky? Vzdycky ndm ze dvou objekti da tfeti, takze je to vlastné prifazeni
¢i posilani. Tteba s¢itani dvou ¢isel v podstaté funguje takto: (x,y) — (z 4+ y). Vhodnym modelem tedy bude
zobrazeni.

Definice.
Necht M je mnozina. Pod pojmem binarni operace na M rozumime libovolné zobrazeni o: M x M — M.

Let M be a set. By a binary operation we mean any mapping o: M x M +— M.

Aby se ndm véci lépe psaly, zavedeme specialni znaceni, takze pro prvky z,y € M budeme namisto o(x,y) psét
xoy. To ostatné zname, s¢itani dvou ¢isel nepiseme +(1,13) = 14, ale 1+ 13 = 14. Nékdy pouzivame i jiné znacky,
tfeba z ¢y, x * y a podobné.

Pri praci s operaci ndm pomahé, pokud zname rozliéna pravidla. Ne kazda operace ovsem splnuje véci, které
mame radi. S tim je spojena zasadni otazka, co je tfeba k tomu, aby urcité pravidlo platilo. Nékdy to vyplyva
ze specialni podstaty objekti, se kterymi pracujeme, ale jindy za tim stoji obecnéjsi principy. Dobrym prikladem
je pravidlo, které pti prechodu k inverzi pievraci potadi v operaci. Vzoredek (S oT)™t = T~ 0 S~ jsme vid&li
pro skladani zobrazeni, pozdéji se objevil u skladani relaci a ¢tenar jej potkal v linearni algebfe u nasobeni
matic: (AB)~! = B~1A~!. Dokonce i diikazy byly vlastné stejné ve vech tfech piipadech. To silné naznacuje, ze
za platnost tohoto pravidla nevdécéime jakési maticovosti ¢i zobrazenovosti, ale ze vyplyva z néjakého obecného
principu. Pokud bychom tento princip dokézali identifikovat a zjistili, co presné je k jeho platnosti potfebné, tak
uz platnost tohoto pravidla dostaneme automaticky ve vSech situacich, ktera spliiuji dotyéné pozadavky.

Pravé zkouméani praptvodnich pfi¢in riznych chovani je jednou z naplni matematiky. Vnese se tim potfadek do
mnohdy nepiehlednych situaci, navic je ekonomické délat véci jednou, tam, kde na tom opravdu zélezi, nez stejnou
véc délat stejnym zplisobem znovu a znovu pro rizné inkarnace téhoz. Nevyhoda z hlediska zacatecnika je, Ze se
tak dostavame ke zkoumani velice abstraktnich struktur, u nichz se ¢asto nemuzeme odvolat na intuici. Jde tedy
obvykle o dosti pokrocilou latku.

Kdyz matematici takto obecné premysleli o operacich a vlastnostech, které je portiznu zajimaji, tak postupné
zjistili, Ze mnoho pfipadt ,,pékného” chovani ve skutecnosti vyplyva jen z nékolika méalo zdkladnich principt.
Praveé to je téma této kapitoly. Jako inspiraci si ukazme, jak se poznaji ty v zasadé nejlepsi operace.

Definice.
Uvazujme binarni operaci o na mnoziné M. Rekneme, Ze dvojice (M, o) je grupa, jestlize spliiuje nasledujici
axiomy:
(A1) asociativita:
pro vSechna x,y,z € M plati zo (yoz) = (zoy)oz.
(A2) existence jednotkového prvku:
existuje e € M takové, ze x oe = e ox = x pro vSechna = € M.
(A3) existence inverznich prvku:
pro kazdé x € M existuje y € M takové, ze roy =yox = e.

Consider a set A with a binary operation o on it. We say that the couple (A4, o) is a group if it satisfies the
following conditions:

(A1) associative law: Vz,y,z € M: zo(yoz) = (xoy)oz.

(A2) existence of an identity element: Je € M Vax € M: xo0e=cox = x.

(A3) existence of inverse elements: Vo € M Jy € M: zoy=yox =e.

------

(A0) pro vSechna z,y € M plati, ze zoy € M. (M je uzaviena na o)

1



Diskrétni matematika 8a. Pologrupy a monoidy pHabala 2012

Toto je ale uz obsazeno v slovech ,binarni operace o, takze je to zbyteéné tam davat. Na druhou stranu to
nevadi, ma to pedagogicky efekt, protoze to ¢tenafri pripomene tuto dulezitou vlastnost binarnich operaci. Kdyz
vymyslime operaci, tak si musime pohlidat, ze jeji vysledky nemohou vyskocit z mnoziny, na které pracujeme. To
se tyka zejména piipadil, kdy uz operaci méme, ale rozhodneme se s ni pracovat na néjaké mensi mnoziné.

Grupy jsou jedna z nejpopularnéjSich obecnych struktur v matematice. Pomahaji v mnoha aplikacich, napiiklad
ve fyzikalnich teoriich mikrosvéta i vesmiru, pfi ldméni urcitych typt Sifer (viz prolomeni némeckého kédovéani
Enigma polskym algebraikem pied druhou svétovou) nebo tieba pii analyze Rubikovy kostky.

My se jim ale nebudeme vénovat hned, nejprve se poradné podivame na to, jaky dopad vlastné jednotlivé axiomy
maji. Ne vSechny operace jsou totiz natolik pékné, aby vytvorily grupy, a pak je dobré védét, co mizeme cekat,
kdyz operaci né€jaky axiom chybi. Je navic zajimavé vidét, jak postupnym pfibirdnim axiomd dokéZeme o dané
operaci fict stale vic, pochopime tak 1épe souvislosti.

Toto zkoumani také vyjasni nékteré nejasnosti v definici grupy, kterou jsme zde uvedli. Naptiklad v této chvili
nevime, kolik identit a inverznich prvki vlastné mame, coz zpusobuje problémy v axiomu (A3). Jak se to vlastné
s inverznim prvkem mysli, kdyby téch identit existovalo vic?

Ctenaf, ktery potfebuje jen povsechnou znalost a praktické aplikace grup, miize prvni ¢ast pieskoéit a jit rovnou
na kapitolu 8b, konec konct to tak délaji i néktefi autofi. Pfesto bych kapitolu 8a doporudil, hlavné ¢ast o
monoidech, ktera souvisi s kapitolou 7a.

Nez se do toho ddme, poznamenejme, Ze existuji i operace jiné nez bindrni, tfeba unarni (vezmou objekt a néco
s nim udélaji, ¢tenadf asi znd konjugaci pro komplexni ¢isla, vlastné kazdé zobrazeni A — A je unarni operace)
nebo naopak obecné n-arni, napfiklad v geometrii se pouziva smiSeny souéin u e (¥ x W), ktery pracuje se tfemi
objekty. Ted uz se ale podivejme na operace binarni.

8a. Pologrupy a monoidy

Zacneme tim nejjednodussim.

Definice.
Pojmem grupoid oznacujeme kazdou dvojici (M, o), kde M je mnozina a o je bindrni operace na M.

Tento pojem se prili§ nepouziva, uz proto, ze zde nepiredpokladame splnéni zadnych dalsich podminek, tudiz ani
nemuzeme Cekat, ze bychom o takovéto struktufe mohli néco dokazat. I v anglické literature vyskytuje ziidka,
fikaji tomu groupoid ¢i Castéji magma.

Jedna podminka tam vlastné je: Ze doty¢né operace je zobrazeni do M. Tomu fikdme, Ze mnoZzina M je uzaviena
na (vzhledem k) operaci o, ¢imz se nékteré pfipady prece jen vyfadi.

Grupoidy potkdvame potad, napiiklad (N, +), (Z,+), (Z,—), (R,").

Grupoidem nebude (N, —), protoZze napiiklad nemtzeme v mnoziné N odecitat 13 — 23. Mnozina tedy neni na
odecitani uzaviend a nejde o bindrni operaci. Podobné neni grupoidem (R, ), protoZe neumime délit nulou. Ale
muzeme si rozmyslet, ze (R — {0}, +) uz grupoid je, vydélenim dvou nenulovych ¢isel zase ziskdme nenulové ¢islo.

Ted uz je ¢as zkusit néco zajimavéjsiho.

Definice.
Necht (M, o) je grupoid.
Rekneme, 7e operace o je asociativni, jestlize pro vSechna x,y,2 € M plati zo (yoz) = (roy)o 2.

Tim jsme zavedli pojem, ted vytvorime strukturu.

Definice.
Necht (M, o) je grupoid. Rekneme, Ze je to pologrupa (semigroup), jestlize o je asociativni.

Mnoho autort za¢iné touto definici a grupoid prosté preskoéi. Vidime, Ze jsme se omezili pouze na axiom (A1)
z definice grupy. Nez se podivame, co se da s pologrupami délat, ukdzeme si néjaké priklady.

Priklad 8a.a:
1) Klasickymi pologrupami jsou (N, +), (R, +), vlastné miZzeme se s¢itdnim pouzit libovolnou zndmou mnozinu
¢isel (Z, Q, C), protoze vime snad uz od zakladni skoly, Ze s¢itani je asociativni.

Dalsimi dobrymi piiklady je nasobeni s riznymi mnozinami jako (N,-), (R,-) a podobné.

8a.a 2 8a.a
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Ale (Z,—) pologrupa neni. Sice je splnéna uzavienost mnoziny vzhledem k od¢itani, ale neplati asociativni zakon:
(5—-2)—1=2, zatimco 5 — (2 —1) = 4.

Ze stejného divodu neni pologrupou (R —{0}, +). Operace ode¢itani a déleni se tedy do této teorie nevejdou. To
ukazuje, ze nejsou stejného druhu jako s¢itani a odc¢itani. Proto se s nimi v teorii operaci viibec nepracuje, stejné
brzy uvidime, Ze je vlastné viibec nepotiebujeme, protoze se k nim dostaneme oklikou pifes (dobfe vychovand)
s¢itani a nasobeni.

Zajimava poznamka: V redlném svété paradoxné nepracujeme s redlnymi ¢isly, ale jen urcitou podmnozinou v
zavislosti na pouzité vypocetni technice. Napriklad moje kalkulacka si pamatuje jen 12 mist z kazdého realného
¢isla. To mé ne¢ekané dopady, abychom je lépe vidéli, trochu zmensime rozsah. Necht M je mnozina vSech realnych
C¢isel s 4 platnymi ¢islicemi. Obsahuje tedy ¢isla jako 145, —13.76, 1492000 a podobné. Zato neobsahuje ¢islo 74367,
to se v nasem svété M automaticky pfevede na 74360.

Uvazujme prostor (M, +), kde + je ted s¢itani ,pocitacové, kdy se vysledky automaticky prevadéji do M.
Tvrdime, takovéto s¢itani neni asociativni, tudiz (M, +) neni pologrupa. Dokazeme to snadno, porovnejte

(11110 +7) + 7= 11110+ 7 = 11110,
11110+ (74 7) = 11110 + 14 = 11120.
Pokud bychom pfi prevodu vysledku operace do M neofezavali, ale zaokrouhlovali, stejné by to dopadlo jinak:
(11110 +7) + 7 = 11120 + 7 = 11130,
11110+ (74 7) = 11110 + 14 = 11120.

Takze s¢itani, teoreticky krasna asociativni operace, neni v pocitacich asociativni (a také neni komutativni), coz
muze pii vypoctech zpusobovat fatalni chyby. Lidé, ktefi se pocitacovymi vypocty zaobiraji, na toto musi myslet.
2) Ve vicedimenzionalnich prostorech umime sé¢itat vektory (délame to po souradnicich), mame pologrupu (R", +)
nebo tfeba (N”,+), protoze s¢itanim vektort se souradnicemi z N zase dostaneme vektory se souradnicemi z N.
Dokéazeme to pro dvourozmérny pripad.

Necht (u,v), (x,y) € N2. Pak u,v,z,y € N, proto (u,v) + (z,y) = (v + z,v + y) ma soufadnice u + z € N a
v +y € N. Mnozina N? je tedy opravdu uzaviena na séitani vektorti.

Ted si jesté priberme (s,t) € N2. Pak pomoci asociativity pro bézné s¢itdni dostaneme

[(5,8) + (u,v)] + (z,y) = (s +u, t +v) + (x,y) = ([s + u] + z, [t + v] + 1)
=(s+futali+vt+y])=(s10)+ (utzv+y)=(s1)+[(u,0) + (z,9)].
Asociativita je potvrzena, mnoziny R” ¢ Z" tvoii se sé¢itdnim vektorii pologrupu. Ctenai si hravé rozmysli, ze
totéz lze dokazati o (Q™, +), (Z",+) atd.

Standardni nasobeni na vektorech neexistuje, tak si operaci spojenou s nasobenim vymyslime. Nechame se in-
spirovat klasickym séitanim a zavedeme nésobeni po soutadnicich, pro (uy,... ,u,), (z1,... ,2,) € R™ definujeme
(ut,... up) - (T1,... ,2n) = (U1 - T1,... , Uy + T,). Podobné jako u s¢itani se snadno dokéze, ze se vlastnosti
obvyklého nésobeni ¢isel prenaseji i na tuto operaci, dostavame tak pologrupy (R",-) & tieba (N, -).

Operaci lze na vektorech vymyslet spoustu, viz tfeba cviceni 8a.1.

3) Dalsi znama pologrupa je (M, xn,+), s¢itani redlnych matic velikosti m x n, podobné je pologrupou (M,,,-)
neboli nasobeni redlnych ¢tvercovych matic fadu n. Pfinejmensim u s¢itani by to nemélo prekvapit, protoze to
funguje po jednotlivych prvcich matic (podobné jako u vektoru jsme s¢itali po soufadnicich), takze neni problém
si matici predstavit pferovnanou do vektoru, vSe funguje stejné.

4) Snadno také dokdzeme, ze z mnoziny P vSech redlnych polynomii dostaneme pologrupy operacemi s¢itani i
nésobeni polynomt. Ani to neni pirekvapenim, protoZe polynomy i operace s nimi lze reprezentovat pomoci vektortu
¢isel (koeficientt polynomu).

A

Priklad 8a.b:
Diky kapitole 7 mame dalsi zajimavy pfipad, prostory (Z,, +) a (Z,,-), kde Z,, = {0,1,... ,n—1}. Ve Vété 7a.20
jsme dokéazali, Ze s¢itani i nadsobeni na Z,, je asociativni.

JAN

Priklad 8a.c: Nechf U je libovolnd mnozina, uvazujme M = P(U) (vSechny podmnoziny U). Pak (M,N)
i (M,U) jsou pologrupy. Pokud sjednotime ¢ pronikneme dvé podmnoziny U, pak je vyslednd mnozina zase
podmnozZinou U, méme tedy uzavienost M vzhledem k témto dvéma operacim. Asociativitu priniku i sjednoceni

déva Véta 2a.7 (vi). Pologrupu ale nedostaneme s operaci mnozinového rozdilu, viz cviceni 2a.2 (iv).
A
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Priklad 8a.d:
1) Zvolme néjakou mnozinu A. Necht M je mnozina v8ech zobrazeni z A do A. Pak je M spolu s operaci skladani
pologrupa, viz Véta 2b.1.

2) Necht M je mnozina vSech relaci na A. Pak je M s operaci skladéni pologrupa, viz Fakt 3a.3.

3) Vezmeme-li interval I redlnych ¢isel a uvazujeme mnozinu F'(I) vSech redlnych funkci na I, pak jsou (F(I),+)
a (F(I),-) pologrupy.
Trochu vic prace da dokazat, ze pologrupa je i (F'(R), o), kde o je operace sklddani funkci.

v .

4) Ukézeme si jesté jednu trochu komplikovanéjsi mnozinu funkci. Oznaéime pismenem F' mnozinu vSech funkei,
které maji jako defini¢ni obor néjakou podmnozinu realnych ¢isel a jdou do redlnych cisel. Takova mnozina uz
nebude uzaviena ani na séitani funkci, protoze co dostaneme pii s¢itani dvou funkci, které maji disjunktni defini¢ni
obory? Vyfesime to tak, Ze si zavedeme jako specidlni funkci ), to je funkce, kterd m4 definiéni obor () a neposila
nic nikam. Ta ndm pak pomuze, kdykoliv se pokusime o néco srandovniho, tieba vysledkem /x + In(—z) je préavé
funkce 0.

Ted uz mtzeme funkce z této mnoziny libovolné kombinovat. Protoze se algebraické operace mezi funkcemi
definuji pomoci bézného séitdni a nasobeni, které jsou asociativni, tak snadno ukazeme, ze (F,+) i (F,-) jsou
pologrupy. U skladani se to dokaze také, takze i (F, o) je pologrupa.

A

Priklad 8a.e: Uvazujme A = N a operace x o,y = lem(z,y), tj. nejmensi spoleény nasobek, a z o,y = ged(z, y),
tj. nejvétsi spoleény délitel.

Napiiklad 30,7 =21,30,7=1, 40,6 =12, 40,6 = 2.

Uzavienost mnoziny N na tuto operaci je zjevna, ale jesté potfebujeme dokéazat asociativitu obou operaci. To da
trochu préce, asi nejjednodussi je ukézat, ze (x o; y) o; z odpovida nejmensimu spole¢nému nésobku z,y, z stejné
jako x oy (y o; z), tudiz se musi rovnat. Podobné se da vySetfit druhé operace (viz cviceni 6a.19).

Mame tedy pologrupy (N, o0;) a (N, o).

A

Priklad 8a.f: Ted néco trochu exoti¢téjsiho.

1) Uvazujme A = R a zadefinujeme operaci o13 takto: Pro redlna ¢isla =,y je x 013 y to z ¢isel z,y, které je blize
¢islu 13; pokud jsou obé stejné daleko, da se prednost tomu levému.

Takze 1401327 = 2701314 = 14, 1001317 = 1703310 = 10, 12013 14 = 12 ale 14013 12 = 14 (takZe tato operace
neni komutativni), v/8 o153 (—7) = V/8.

Vidime také, ze 13 o013 z = x 013 13 = 13 pro vSechna x € R. U této operace tedy hraje ¢islo 13 stejnou roli jako
¢islo 0 u nasobeni, ale néjaké zavéry z toho délat nebudeme, je to jen zajimava nahoda.

Asociativita plati, ale d& préci ji dokazat, protoze vysledek operace neni dan vzorcem. Asi nejjednodussi cesta je
si rozmyslet, ze vysledkem (z 013y) 013 2 je to z Cisel x, y, z, které je nejblize k ¢éislu 13, v pfipadé rovnosti vyhrava
to nejvice vlevo ve vyrazu. Vyraz x o13 (y 013 2) dava totéz, musi se tedy rovnat. Vytvorili jsme tedy pologrupu.

2) Barvu o€l urcuji mimo jiné dva geny, z nichz kazdy pfichdzi ve dvou formach, H a b. Gen H je dominantni
a jakmile se v té dvojici objevi, budou o¢i hnédé. Gen b je recesivni a prevladne jen tehdy, kdyz jsou takové ve
dvojici oba, pak jsou o¢i modré. Muzeme to vyjadrit takto: Ho H = H, Hob=H,boH =H,bob=10. Tim
vznikla bindrni operace na mnoziné M = {b, H}. Rozmyslime si, Ze pro tuto operaci plati asociativni zakon.
Méme-li vyrazy (roy)oz a xzo(yoz), tak jsou dvé moznosti. Jestlize je néktery z x, y, z roven H, pak dominantni
gen ovlddne vSechny operace a vysledky obou vzorct jsou H. V opacném pripadé jsou ve vzorcich sama b a vysledek
bude u obou vyrazu b.
Takze tento objekt (M, o) je pologrupa.
A

Operace na konec¢nych mnozinach, které nelze definovat vzorcem, se spiS nez vyctem moznosti definuji tzv.
Cayleyho tabulkou. Tabulka pro geny o¢i z prikladu 8a.f vypada takto:

o|H| Db
H|\H|\H
bIlH|b

Operace zadané tabulkou jsou nepfijemné, protoze chceme-li zjistit, zda plati néjaky zakon, tak musime vyzkouset
vSechny moznosti dosazeni, coz je docela dost. V pfipadé€ asociativniho volime na tfi pozice, takze u mnoziny s n
prvky to znamend ovéfit n® moznosti.

Sa.g 4 Sa.g
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Priklad 8a.g: UvaZujte mnozinu s dvéma prvky, M = {a,b}. Vytvofime na ni bindrni operaci nasledujici
tabulkou.
ola|b

alala
bla

Déava to pologrupu? Musime prozkoumat osm moznosti. UkaZe se, Ze tato operace asociativni neni, protoze
(bob)ob=aob=a, zatimco bo (bob) =boa =0b.

Nedostavame tedy pologrupu.
JAN

S

Priklad 8a.h: Na mnoziné N definujme nésledujici operaci: Pro m,n € N je m on déno jako nejvétsi prvocislo,
které deli m + n. Naptiklad 23 + 37 = 60, to déli prvocisla 2, 3, 5, proto 23 o 37 = 5. Evidentné je N uzaviena na
tuto operaci, ale (N, o) neni pologrupa, protoze selhava asociativita. Napfiklad (3 05) 0 10 = 20 10 = 3, zatimco
30(5010) =305 = 2. Takze tuto operaci uz tady znovu nepotkame.

Mimochodem, vsimnéte si, Zze je komutativni, m o n = n o m, ale nikterak ji to nepomtze. V algebfe hraje
komutativita spis pomocnou roli.

A
K vétsiné téchto prikladd se budeme opakované vracet.

V prikladech jsme se setkali s pologrupami (Z,+) a (N, +). Pokud si to ¢tenédf zkusil dokazat, tak zjistil, ze
dtikaz asociativity pro pripad N je zcela stejny jako pro Z, protozZe jde o stejnou operaci. Patrné jsme tedy délali
zbytecnou praci, selsky rozum tiké, Ze kdyz operaci, pro kterou funguje urcité pravidlo na mnoziné, pouzivame na
Casti té mnoziny, tak se doty¢né pravidlo nemize pokazit.

Formalné, mame pologrupu a radi bychom se omezili na néjakou jeji ¢ast, aniz bychom ztratili vlastnost byti
pologrupou. To je v matematice ¢asty pozadavek, ktery jsme uz ostatné potkali u vice pojmi (restrikei funkce
vznikla nova funkce, u uspofadanych mnozin jsme casto ocenili moznost prejit k podmnozindm a zase to byla
uspofddand mnozina atd.).

Definice.
Necht (M, o) je pologrupa a N # () je podmnozinou M. Rekneme, ze N je podpologrupa (M, o), jestlize
(N,on) je pologrupa, kde oy je restrikce bindrni operace o na mnozinu N x N.

V nasem inspira¢nim piikladé bychom tedy fekli, Ze N je podpologrupa (Z, +). Operaci u N neni tfeba uvadét,
protoze se automaticky dédi ta ptivodni z vétsi mnoziny, v tom je princip pojmu podpologrupy. My jsme si v
definici zavedli specialni znaceni oy, ale to je jen docasné, abychom v dikazu niZe jasné ukazali, kde se na operaci
o divadme v ramci ptivodni mnoziny a kde v rdmci N.

Ted bychom se méli dostat k té tspore. Pfedstavme si, ze uvazujeme podmnozinu N pologrupy (M, ®). Co by
se mohlo pokazit, aby to nebyla podpologrupa? Zkouméame podle definice, zda je (N, ®x) pologrupa, a jiz jsme
zminili intuitivni pocit, ze vypocty by mély probihat stejné v N jako v M, tudiz by asociativita méla platit. Takze
jedind podminka z definice pologrupy, ktera neni zarucena, je uzavienost operace. Potvrdime to dikazem.

Véta 8a.l.
Necht (M, o) je pologrupa a N # () je podmnozinou M. Pak N je podpologrupa (M, o) pravé tehdy, kdyz je N
uzaviena na o.

Dukaz (rutinni): 1) =: Jestlize je N podpologrupa, pak je (N, ox) pologrupa, tudiz jiz z definice musi platit
xonyy € N pro vSechna x,y € N. ProtoZe je oy restrikci o na N, tak pak mame i xoy = z oy y € N pro
vSechna x,y € N, tedy N je uzaviena vzhledem k o.

2) <=: Pfedpokladejme, ze zoy € N pro vSechna z,y € N. Pak m4 zobrazeni o: M x M + M po restrikci na
N x N hodnoty v N, tedy oy: N x N +— N. Dvojice (N,oy) je tedy grupoid. Zbyva ovéfit asociativni zakon.
Pouzijeme asociativitu o na M a faktu, Zze operace oy coby restrikce spliiuje x oy y = x oy pro z,y € N.

Vezméme tedy libovolné x,y, z € N. Pak

(zony)onz=(zoy)oz=xo(yoz)=won(yon 2)
[
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Takze pii pfechodu k podmnozindm stac¢i hlidat uzavienost, coz je obvykle snadné. Casto tak ze znamého
ptikladu pologrupy vyrabime dalsi.
S podpologrupami uz si rozumime, tak prestaneme pouZivat oy, je to porad stejnd operace o.

Piiklad 8a.i (pokracovani 8a.a):
1) Vyjdeme-li z pozorovani, ze (C, +) a (C, -) jsou pologrupy, dostavame prakticky okamzité také pologrupy (R, +),
(N,+), (Z,-) a dalsi.

Zkusime si zajimavéjsi modifikace. P¥ipomenme, ze kdyz je X néjakéd znama ¢iselnd mnozina, tak z ni znacenim
X vybereme jen kladni éisla a znadenim X~ jen zaporna ¢isla, znadenim X, pak piiddme nulu.

Snadno si rozmyslime, Ze tfeba (Z~,+), (R*,+), (Qd,+), (Q*,-), (R — {0}, ) jsou pologrupy. Sta¢i napiiklad
ukézat, Ze soucet dvou zapornych celych é&isel je zadporné celé &islo, a podle Véty to jiz dokazuje ZT coby pod-
pologrupu (C, +), ale také podpologrupu (Z,+), coZ je zase podpologrupa (R, +). Jak vidite, mtizeme délat celé
fetizky podpologrup.

Naopak (Z~,-) pologrupou neni, protoze to sice je podmnozina pologrupy (Z, -), ale neni uzaviend na nasobeni,
vynasobenim dvou zapornych c¢isel nedostaneme zaporné cislo.

Jiny zajimavy zptsob: Zvolme pfirozené ¢islo n a definujme nZ = {nk; k € Z}, naptiklad 27 je mnozina vSech
celych nasobki 2 ¢ili mnozina sudych ¢isel. Ovéfime uzavienost takové mnoziny na obé znamé operace:

Jestlize z,y € nZ, pak existuji k,l € Z takové, ze x = nk ay = nl. Proto v +y =n(k+1) a k +1 € Z, tudiz
podle definice nZ plati = + y € nZ. Podobné xy = n(nkl) a nkl € Z, tudiz z - y € nZ.

Proto jsou (nZ,+) a (nZ,-) pologrupy.

Ukézeme si jesté jednu péknou pologrupu. Ctenai je jisté obezndmen s pravidly pro interakci znamének v

soucinech/podilech (dva minusy jsou plus atd.). Muzeme zavést mnozinu M = {+,—} a pravidla zachytime
tabulkou.

o|—|+

— _.I_ J—

DR

Vyhodnocenim osmi moznosti se ukaze, ze tato (M, o) je pologrupa.
Elegantnéjsi pfistup: namisto znamének pracujeme s ¢isly +1 a —1 a nasobenim. Mnozina {1, —1} je uzaviend
na nasobeni, proto je to podpologrupa (Z,-) a tudiz pologrupa.

2) I ve vicedimenzionalnich prostorech ted muzeme utikat do podmnozin s tim, ze si musime hlidat uzavienost.
Tteba (Z",+), (Q",+), (R*)",-) nebo (N", +) jsou pologrupy.

Toto je ale docela nudné, zkusme se zamyslet hloubé&ji nad béznym vektorovym prostorem se s¢itanim. Jak
vlastné mnozZiny uzaviené na s¢itani vypadaji? V tom ndm pomtze linearni algebra, jsou to napiiklad vSechny
linearni podprostory. TakZe v roviné budou takovymi podmnoZinami vSechny pfimky prochézejici pocatkem,
v tfirozmérném prostoru zase vSechny primky ¢i roviny prochézejici pocatkem. Takto je tedy mozné vytvaret
zajimavé pologrupy, tieba N = {(s,t,2s —t); s,t € R} je rovina prochéazejici pocatkem v R3, proto je (N, +)
pologrupa.

3) Uvazujme mnozinu M viech regularnich redlnych matic n x n, tedy &tvercovych matic s nenulovym determi-
nantem. Z linearni algebry vime, Ze soucin dvou regularnich matic je regularni, tudiz je tato mnozina uzaviena na
nasobeni a (MFE,-) je pologrupa.

Tato mnozina uz ale neni uzaviena na s¢itani. Se s¢itdnim muzeme zkusit jiné véci, tfeba mnozinu vsech matic,
jejichz cleny jsou kladné.
4) I u polynomu se daji vyrabét zajimavé podmnoziny uzaviené na bézné operace, napfiklad mnozina M vSech

polynomii, které maji 13 jako kofen, je uzaviend na nasobeni.

A

Priklad 8a.j (pokracovani 8a.c): Mame mnozinu M vSech podmnozin néjakého universa U. Tady uz da trochu
prace vybirat mnoziny z M tak, aby byly uzaviené na sjednoceni, popiipadé na priinik.

Pokud si naptiklad jako N zkusime vzit vSechny podmnozZiny U se sudym poctem prvki, tak to nebude fungovat,
je snadné si predstavit, ze prinikem dvou chytfe vybranych dvouprvkovych mozin vznikne jednoprvkova a nemame
uzavienost vzhledem k priniku, sjednocenim dvouprvkovych mnozin zase mize vzniknout i t¥iprvkova.

Chyttejsi napad: Zvolme si pevné néjaky prvek u € U, necht N je mnozina vSech podmnozin U, které obsahuji
u. Pak uz jsou (NV,N) i (N,U) pologrupy (rozmyslete si uzavienost, viz cvi¢eni 8a.2).

A
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Piiklad 8a.k (pokracovani 8a.d):
1) Pouzijeme-li Fakt 2b.10, tak zjistime, Ze mnozina vSech prostych zobrazeni z A do A je s operaci skladani
pologrupa, podobné je uzaviena na skladani i mnozina vsech zobrazeni na a mnozina vSech bijekci.

2) U relaci na A a operace skladani se zase z ptivodni pologrupy miizeme omezit napiiklad na relace reflexivni
(Véta 3c.4) nebo tieba na uspofadani ¢i na ekvivalence.

3) U funkci mizeme zkusit vzit tfeba jen mnozinu vsech funkci na I, které maji vzdy kladné hodnoty, a bude jiz
uzaviend na s¢itani a nasobeni funkci, dostaneme tak pologrupu.

Zajimavéjsi trik: Vezméme mnozinu C(I) vSech spojitych funkei na I a mnozinu C(I) vsech funkci na I, které
jsou tam spojité, maji prvni derivaci a i ta je spojitd na I. Véty z matematické analyzy zarucuji, Ze tyto dveé
mnoZiny jsou uzaviené jak na s¢itani funkci, tak na jejich nésobeni, dostavame tak zajimavé pologrupy (C(I),+),
(C(1), ), (CH(I),+) a (CI(1). ).

Podobné se ukaze, ze pologrupami jsou také (C(R),o) a (C1(R),o), ani skldddni funkci nezkazi spojitost ¢i
diferencovatelnost.

A

Diky asociativité umime zavést operaci i pro vice prvku a také mocninu.

Definice.
Necht (M, o) je pologrupa.
(i) Pro libovolné n € N a z1,... ,x, € M definujeme z;1 o - - - o z;,, rekurzivnim vzorcem
(0) z1 = x1;
(1) z10---0oxpoxpi1 = (10 -0xy) 0Tptq pron € N.
(ii) Pro libovolné n € N a z € M definujeme mocninu z jako
0) 2! = x;
(1) 2" = (z") oz pron € N.
Umluva: Mocnina mé prioritu pfed operaci o, neni-li zédvorkou feceno jinak.

Diky asociativité ma tato definice smysl a mizeme vynechavat zavorky v opakovanych operacich. Napiiklad

rekurzivnim pouzitim definice ziskame
x1o0x90x30mxy = (x10x90x3) 0wy = ((T1 0x9) 0 x3) 01y
a ted uz je operace o aplikovédna vzdy jen na dvojici prvki.

Pro zacatecnika je mocnina zrddné, protoze se podoba bézné mocniné, ale v skutecnosti je to jen zkratka pro
opakovani operace z uvazované pologrupy. Pokud napiiklad pracujeme v pologrupé (N, +), pak vysledek vyrazu
23 rozhodné neni 8, ale je to 2+ 2+ 2 = 6.

Mocnina je nékdy velice uzitecnd, ale obcas se chova zajimavé. V piikladé 8a.e jsme méli operaci ged, pro celé
¢islo x pak mame

23 =rzo,z0,7 = (v0,1)0,x=ged(z,r)0, r =10,z =ged(z,) = 7.

Indukci se snadno dokaze, ze ™ = = pro vSsechna x € N, takze vlastné mocnina nic nedéla.

Ted si dokdzeme pravidlo, které ¢tenar dobie zné z nésobeni ¢isel. Je to tedy typicky piiklad toho, o ¢em jsme
mluvili v avodu kapitoly, toto pravidlo plati obecné pro vSechny asociativni operace.

Fakt 8a.2.

Necht (M, o) je pologrupa a = € M. Pak pro vSechna m,n € N plati:
(i) 2™ o g™ = g™t

(ii) (z™)™ = a™".

Dukaz (poucny): (i): Dikaz povedeme indukei na n. Zvolme tedy pevné m € N a dokdzeme pro vSechna n € N
nasledujici V(n): (z™) o (™) = z™*™.

(0) (z™) o (z') = (z™) o x = 2™*! podle definice mocniny.

(1) Pro n&jaké (libovolné) n € N predpokladejme, ze (z™) o (z) = z™*™. Pak pomoci vzorci z definice
mocniny, asociativniho zdkona a indukéniho predpokladu dostaneme

(z™)o (2" = (™) o (a" 0o x) = (2™ 0a") oz = (") oz = g(MTWTL = g(nFl),

Vzhledem k priorit€ mocniny byly nékteré zavorky zbytecné, ale pii praci v abstraktnich prostorech je lepsi byt
opatrny. Vsichni jsme totiz zvykli pracovat s redlnymi ¢isly a béznymi operacemi a mnohé véci délame skoro bez
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premysleni, ale u pologrup viitbec nemusi platit. Je proto dilezité si kazdy krok peclivé rozmyslet, pro¢ vlastné
plati.
(ii): Dikaz se nejlépe déla indukei na n, pouzije se i vysledek z (i). Nechame to jako cviceni 8a.3.

U

Abychom se dostali k dals$im zajimavym vlastnostem, potfebujeme pridat dalsi z axiom.

Definice.
Necht (M, o) je grupoid. Rekneme, ze prvek e € M se nazyvad jednotkovy prvek ¢i identita (identity
element), jestlize pro vSechna z € M plati eox =z oe = .

Je docela zajimavé, ze nemusime o grupoidu M nic predpokladat a stejné uz bude platit, ze pokud néjaky
jednotkovy prvek v M existuje, tak je jediny.

Fakt 8a.3.
Necht (M, o) je grupoid. Jestlize v M existuji jednotkové prvky e, f, pak e = f.

Dukaz (poucny): Pouzijeme nejprve to, ze f je jednotkovy prvek, a pak to, ze i e je jednotkovy prvek. Dosta-
neme e = eo f = f.

U

Podle definice muzeme takovy prvek hledat u jakékoliv operace, ale opravdu zajimavé to zacne byt u pologrup.

Definice.
Necht (M, o) je grupoid. Rekneme, 7e je to monoid, jestlize je to pologrupa a mé jednotkovy prvek e. Zna¢ime
jej pak (M, o,¢).

Takze pfidavame, ted uz se budeme divat na struktury, které spliuji axiomy (A1) a (A2) z definice grupy. Jestlize
je dotycna operace siln€ podobné sc¢itani a oznacenad + ¢i podobné, pak se casto jednotkovy prvek znaci také n ¢i
0 a nazyva se neutralni prvek. Tady to ale radéji délat nebudeme, aby nebyl zmatek.

Zase si projdeme nase priklady, da se ¢ekat, Ze profidnou.

Priklad 8a.l (pokracovani 8a.a):
1) Asi neptekvapi, ze (R, +,0) a (R, -, 1) jsou monoidy, protoze vzdy plati t+0=04+x =z ataké z-1=1-2 = z.

Ted uz ale musime byt opatrni pfi piechodu k podpologrupam. Napitiklad (N, -, 1) monoid je (obsahuje jednotkovy
prvek 1), zato (N, +) uz monoid neni, protoze ztratil jednotkovy prvek s¢itdni 0. Napravime to napiiklad takto:
(Ng, +,0) je monoid.

Podobné vidime, ze zatimco (nZ, +,0) monoidy jsou, protoze obsahuji jednotkovy prvek pro s¢itani, s ndsobenim
uz to fungovat nebude, protoze jestlize zvolime n > 1, tak uz jednotkovy prvek 1 pro nasobeni nebude v mnoziné
nZ. Pak je struktura (nZ,-) pologrupa, ale ne monoid.

2) Je snadné si rozmyslet, ze (R™, +,0,,) je monoid, podobné je i (R™, 0, 1,,) monoid, kde 1,, pouzivame pro vektor
slozeny ze samych jednicek. UkaZeme to pro n = 2: Pro libovolné (u,v) € R? plati

(u,v) o0 (1,1) = (u-1,v-1) = (u,v), (1,1) o (u,v) =(1-u,1-v) = (u,v).

3) Pfipomenime mnozinu M,,, redlnych matic. Z linedrni algebry vime, Ze nulovd matice m x n (ozna¢ime ji
Omxn) je jednotkovy prvek pro (M, xn,+), zatimco jednotkovd matice E,, je jednotkovy prvek pro (M,, ).

4) Konstantni polynom pg(z) = 0 je jednotkovym prvkem pro (P, +), zatimco konstantni polynom p;(z) = 1 je
jednotkovym prvkem pro (P,-).

A

K problematice ztraty jednotkového prvku se po piikladech vratime blize.

Piiklad 8a.m (pokracovani 8a.b):
V kapitole 7 jsme ukézali (a pouzivali), ze (Z,,+,0) a (Z,,-,1) jsou monoidy. Budou to nase oblibené ptiklady.
A

Piiklad 8a.n (pokracovani 8a.c):  Necht U je libovolnd mnozina, vime, ze (P(U),N) a (P(U),U) jsou pologrupy.
Ukéazeme, Ze oba jsou i monoidy. Pro prvni je jednotkovym prvkem mnoZina U, nebot pro libovolnou podmnozinu
ACUplati ANU =U N A = A. Pro tu druhou je jednotkovym prvkem mnozina ().

A
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! Piiklad 8a.o (pokracovani 8a.d):
1) Zde uvazujeme mnozinu M vsech zobrazeni z A do A. Fakt 2b.2 fika, ze (M, 0,i4) je monoid.
Protoze je 74 prosté, na a bijekce, budou i mnozina vSech prostych zobrazeni, mnozina vSech zobrazeni na a
mnozina vSech bijekci s operaci skladani monoidy.

2) Podobné diky Faktu 3c.1 vime, Ze relace A(A) poslouzi jako jednotkovy prvek pro mnozinu M vsech relaci na
A a skladani.

3) Konstantni funkce fo(z) = 0 je jednotkovym prvkem pro funkce vzhledem ke séitani, zatimco konstantni
funkce fi(z) =1 je jednotkovym prvkem pro nasobeni funkci. Tyto dvé funkce jsou samoziejmé i spojité a spojité
diferencovatelné, takze vidime, ze i struktury (F'(I),+, fo), (F(1),-, f1), (C(I),+, fo), (C(1),-, f1), (C*(I),+, fo)
a (CH(I),-, f1) jsou monoidy.

Podobné je monoidem (F,+, fo) a (F,-, f1).

Jak je tomu se sklddanim funkci? Snadno se rozmysli, Ze linedrni funkce igx(z) = x vyhovuje pozadavkim (viz
Fakt 2b.2), je také spojita a spojité diferencovatelna, takze (F(R),o,ig), (C(R),o,ir), (C1(R),o0,ir) a (F,0,ir)
jsou rovnéz monoidy.

A

Priklad 8a.p (pokracovani 8a.e): Zde jsme pracovali s operacemi x o, y = lem(z,y) a 2 o4 y = ged(x,y) na N.

Je snadné si rozmyslet, ze (N, o;,1) je monoid, ale pro operaci nejvétsiho spole¢ného délitele jednotkovy prvek
nenajdeme. Pro¢? Zkusime-li libovolného kandidata n, pak nejvétsim spoleénym délitelem cisel n a x = 2n je n,
tedy n oy x = n a neplati n o, x = z. Toto ¢islo n tedy jako jednotkovy prvek slouzit nemuze.

A

Priklad 8a.q (pokracovani 8a.f):

1) Zkusme najit jednotkovy prvek e pro operaci ,bliz ke 13“. Musi spliiovat e 013 x = z, ale vysledek této operace
je bliz§i z Cisel e,z ke tfinactce, coz znamenad, ze aby to fungovalo, muselo by ¢islo e byt dal od 13 nez vSechna
¢isla z M = R. Takové ¢islo ale neexistuje, tento priklad tedy neni monoid.

Zajimava finta: Uvazujme néjaky koneény interval okolo 13, tfeba interval I = (2,23). Protoze je vysledkem
operace x 013 y vzdy jedno z ¢isel z,y, bude libovolnd podmnozina R (i ta nase) uzaviena na tuto operaci. To
znamend, ze pro libovolnou (neprazdnou) podmnozinu N C R je (N, 0;13) pologrupa. Zkusme se ted podivat na
tu nasi I.

Nejvzdalenéjsi bod této mnoziny od 13 je 2. To znamend, Ze libovolné jiné ¢islo x z I je blize, proto podle definice
x0132=2o0132 = . No a pro x = 2 mame 2 o013 2 = 2. Vidime tedy, Ze (I, 013,2) je monoid.

Tento priklad ukazuje, ze opravdu délame velice abstraktni teorii, do které se vejde ledasjaké Silenost.

Zkuste si rozmyslet, Ze monoidem bude libovolna (N, 013) takovd, ze N je néjakd omezend podmnozina R, jejiz
supremum a infimum nejsou stejné vzdaleny od 13, pfi¢emz ten vzdalenéjsi z nich musi byt v N (bude délat
jednotkovy prvek).

2) Interakce gentu pro barvu o¢i obsahuje také rovnosti bo H = H, Hob = H a bob = b, coz ukazuje, ze
({b,H},0,b) je monoid.
A

Monoidy jsou docela popularni v computer science, naptiklad v teorii koneénych automatti nebo v teorii jazyku.

Priklad 8a.r: Pfipomeiime si piiklad 5b.g, kde jsme definovali slova ¥* nad abecedou X. Slova se spojuji tak, ze
se prosté daji za sebe, operace se jmenuje konkatenace a znaci x * y, popiipadé prosté zy. Naptiklad konkatenaci
slov ,mate“ a ,matika“ je ,matematika*. Snadno se ukéze, ze jde o asociativni operaci, prazdny fetézec A pak
slouzi jako jednotkovy prvek. Dostavame tedy monoid.

A

Vratme se k problému s pfechodem k podmnoziné. U pologrup stacilo vyzadovat uzavienost podmnoziny na
operaci a jiz vznikla pologrupa. Jak to funguje u monoidid? Tam méme o problém vic, musime se postarat o
jednotkovy prvek. Co kdyz prejdeme na podmnozinu a jednotkovy prvek vynechame? Kupodivu to mize byt
porad monoid, pokud se mu podafi najit si néjaky vlastni jednotkovy prvek. Jak je to mozné? Pfechodem na
mensi mnozinu se snizi naroky na jednotkovy prvek v definici (musi obhospodafit méné prvki), tudiz je nadéje,
ze bude fungovat i prvek, ktery by v pavodni mnoziné nékde selhéval.
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P¥iklad 8a.s (pokracovani 8a.a 2):  Uvazujme klasickou mnozinu R? = {(z,y); =,y € R} dvojrozmérnych
vektorii s nasi operaci nasobeni (u,v) o (z,y) = (uw,vy). Vime, ze (R?,0,(1,1)) je monoid.
Ted uvazujme podmnozinu M = {(z,0); x € R} (osa x). Hned vidime, Ze je na operaci o uzaviend, protoze
(u,0) 0 (x,0) = (u-2,0-0) = (uzx,0) € M.
Je to tedy pologrupa, ale puvodni jednotkovy prvek (1,1) v ni neni. Ted se ovSem podivejme na toto:
(u,0)0(1,0) = (u-1,0-0) = (u,0), (1,0) o (u,0) =(1-w,0-0) = (u,0).
Vidime, ze (M, o,(1,0)) je monoid, s jinym jednotkovym prvkem, ktery oviem v ptivodnim R? nefungoval vzdy
spravné a proto jim tam nebyl.
A

Je zajimavé si rozmyslet, Zze tim nedochézi ke sporu s Faktem 8a.3, spi$ ho to zajimaveé ilustruje. Pfedstavme si,
Ze méme monoid (M, o, e) a uvazujeme jeho podmnozinu N. Kdybychom v podmnoziné N ptvodni jednotkovy
prvek ponechali, tak uz si to N sviij vlastni najit nemize, protoze tim by v N byly dva rtizné a byl by spor s
doty¢énym Faktem. Teprve tim, Ze ptvodni e z N odebereme, mu otevirame dvirka k tomu, aby si naslo své vlastni
f, to ale zase podle Faktu nemize byt jednotkovym prvkem v M.

V matematice je ovsem takova zména jednotkového prvku nepfijemnd, protoze vlastné jde o jinou strukturu,
zpretrha se tim spojeni s ptivodnim svétem. Pak uz se ani neda cekat, ze by se dédily ptvodni vlastnosti, ¢imz
nas to prestane zajimat. Proto budeme trvat v definici podmonoidu na tom, Ze i mensi mnozina pouziva puvodni
e.

Definice.
Necht (M, o,¢e) je monoid a N # () je podmnozina M. Rekneme, ze N je podmonoid (M, o, ¢), jestlize e € N
a (N, o,e) je monoid.

Pomoci Véty 8a.1 dokdzeme nésledujici:

Véta 8a.4.
Necht (M, o,e) je monoid a N # () je podmnozina M. Pak je N podmonoid (M, o, e) pravé tehdy, kdyz e € N
a N je uzaviend na o.

Dukaz (rutinni): 1) =: Jestlize je (IV, 0, e) podmonoid, pak e € N uz z definice, navic je (N, o) pologrupa a
tudiz podle Véty 8a.3 musi byt IV uzaviena na o.

2) <=: Protoze je N uzaviend na o, je podle Véty 8a.3 (IV, o) pologrupa. Zbyva ukazat, ze prvek e € N je v
ni jednotkovy. To je ale jasné, protoze prvky z NN jsou i prvky z M a operace je stejna, tedy pro xz € N plati
eor=zxoe=a.

U

TakZe mizeme snadno vyrabét spousty monoidu z téch zakladnich znamych, kdyz si ddme pozor, jaké podmno-
ziny bereme. Napiiklad N je podpologrupa (Z, +,0), ale neni to podmonoid, protoze jsme vynechali nulovy prvek.
Ny uz podmonoid je, tedy (Ng, +,0) je monoid.

Ted si uvedeme dals$i pojem. Inspiraci najdeme u nasobeni, pro které je 1 jednotkovy prvek. Ve vypoctech se

¢asto hodi, Ze k ¢éislu z dokdzeme (vétsinou) najit ¢islo %, jehoz klicovou vlastnosti je x - % =1.

Definice.
Necht (M, o0,¢e) je monoid. Rekneme, Ze prvek x € M je invertibilni (invertible), jestlize existuje y € M
takové, ze roy =yox =e.

Matematika hned zajima, kolik takovych y k invertibilnimu z najdeme.

Fakt 8a.5.
Necht (M, o, e) je monoid, necht = € M je invertibilni. Pfedpokladejme, Ze y1,y2 € M spliiuji zoy; = yr1ox =e
azroys =1yso0x=ec. Pak y; = ys.
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Dukaz (pou¢ny): Vyuzijeme obé vlastnosti a také asociativitu.
y1=y10e=yi1o(xoyz) =(y10x)0y2 =e€oya = ya.
Ditikaz je hotov.

Vime tedy, ze takové prvky jsou jedinecné, proto pro né mizeme zavést rozumné znaceni.

Definice.
Necht (M, o,e) je monoid a x € M je invertibilni prvek. Pak se prvku y € M spliujicimu z oy = yox = e k4
inverzni prvek k = a znad¢i se x 7!

Abychom usSetfili zavorky, dohodneme se, Ze inverze prvku mé vzdy prioritu pied operaci o, neni-li zdvorkou
feCeno jinak.

Pokud néjaky autor pracuje s operaci, ktera se chova jako s¢itani, znaci ji + ¢i podobné a pouziva nazvu neutralni
prvek, pak vétsinou také inverzni prvek znac¢i (—z) a ¥ikd mu prvek opaény. Aby v tom nebyl zmatek, zde to délat
nebudeme (s vyjimkou kapitoly 8c).

Nez se podivame na piiklady, stoji za to se vratit k predchozimu Faktu. Pozorné ¢teni dikazu ukéze, ze vlastné
staci, aby jeden prvek fungoval zleva (byl ,levou inverzi“) a druhy zprava (byl ,pravou inverzi“), a uz dostavame,
co pottebujeme.

Véta 8a.6.
Necht (M, o,e) je monoid. Jestlize pro x € M existuji prvky yi,y2 € M takové, ze y; ox = e a z o ys = e, pak
je = invertibilni a 11 =y = 27 1.

Dukaz (pou¢ny): Predpoklady této véty jsou pfesné to, co je tieba, aby platil vypocet v pfedchozim dikazu.
Maéme tedy y1 = y2, nazvéme tento prvek y. Kdyz jej pak ale dosadime do pfedpoklad® misto y; a yo, dostavame
yox =e=xovy, tedy = je invertibilni a 271 = v.

U

Je dilezité si vSimnout, Ze ,inverze z jedné strany“, tieba leva, jesté nic neznamena. Klidné se miize stat, ze pro
x € M najdeme prvek y takovy, ze y o x = e, ale = je pfitom neinvertibilni. Jeden takovy piiklad ukazeme nize v
prikladu 8a.v.

Kdyz ale jiz dopredu vime, Ze je prvek invertibilni, pak staci ovéfit jen jednu z rovnosti, abychom védéli, Ze jsme
nasli prvek k nému inverzni.

Fakt 8a.7.
Necht (M, o, ¢e) je monoid. Jestlize je z € M invertibilni a y € M spliiuje yox = e nebo roy = e, pak y = 2~ L.

Dukaz (rutinni): Predpokladejme, Ze y spliluje y o © = e. Protoze je x invertibilni, pak mame také prvek spl-
nujici z o 27! = e, tudiz podle Véty 8a.6 plati y = x~!. Druh4 moznost se dokaze stejné.

U

Kolik mame v monoidu invertibilnich prvka? Vzdy alespon jeden.

Fakt 8a.8.
Necht (M, o,e) je monoid. Pak e je invertibilni a e™! = e.

Dtikaz hned plyne z definice e a definice inverzniho prvku. Hleddme = tak, aby roe = eox = e, prvek x = e
vyhovuje.

Ted se jiz podivejme na piiklady. Uvidime, Ze nékteré monoidy v poc¢tu invertibilnich prvka s bidou preskoci
latku nasazenou jiz tak nizko timto faktem, zatimco v jinych jsou invertibilni prvky vSechny.

1 Priklad 8a.t (pokracovani 8a.a):
1) V monoidu (R, +,0) m4 kazdy prvek x svou inverzi —z, protoZe pro libovolné z plati x + (—z) = (—z) + = =
0=ce.
Naopak v monoidu (R(T ,+,0) je jedinym invertibilnim prvkem 0 s —0 = 0, protoze jsme vynechali zdporna ¢isla.

8a.8, 8a.t 11 8a.8, 8a.t




Diskrétni matematika 8a. Pologrupy a monoidy pHabala 2012

V monoidu (R, -, 1) jsou invertibilni véechny prvky = # 0 a jejich inverze je =1 = %, nebot pro libovolné nenulové
mplatiw~%:%-x:1:e.

V monoidu (N, -, 1) je jediny invertibilni prvek, a to povinny x = 1. Podobné v monoidu (Ng, +,0) je jediny
invertibilni prvek z = 0.

6jS1 . I = 2. Jiné tam
nenajdeme, pro x = 0 mame pro libovolného kandidata y vysledek zy = 0, takze inverze nejde. Pokud x # 0, £1,
pak |z| > 2, proto pro libovolné y € Z mame bud zy = 0 pro y = 0, nebo mame |zy| = |z| - |y| > |z| > 2, takze k
jednicce se neostaneme.
2) I v monoidu (R", +,0) mé kazdy prvek = svou inverzi —z, protoze pro libovolné z plati x4+ (—z) = (—z) +x =
0,, = e, zde se sc¢itaji vektory po soufadnicich.

U nésobeni vektorti po souradnicich dle ocekavani vadi nuly, tentokréate staci byt jedina nulova soufadnice, aby
jiz vektor nebyl invertibilni. Pokud jsou ale vSechny z; rtizné od nuly, tak (z1,z2...,2,) ! = (i, % ce z%)
3) V monoidu (M, xn, +, 0mxrn) mé kazdd matice A inverzni prvek —A.

V monoidu (M, -, E,,) jsou invertibilni regularni matice, nebotf proné A- A1 = A~1. A= E,.

4) V prostoru polynomt (P, +,pg) ma kazdy polynom p svou inverzi —p, zatimco v prostoru polynomi (P, -, p1)
maji svou inverzi jen nenulové konstantni polynomy p(z) = a, pro né p~—!(z) = é
A

Piiklad 8a.u (pokracovani 8a.b):

Z kapitoly 7 jiz vime, ze v (Z,,+) je to s invertibilnimi prvky jednoduché (jsou to vSechny), zatimco v (Zy, -)
je to zajimavé (jsou to jen takova a, kde ged(a,n) = 1, a hledani a~—! d4 trochu préce).

Jako priklad si ukdZzeme (Z14, -), na ktery se budeme pozdéji odkazovat.

01123456 |7|8|9](10|11|12]13 Jednotkovy prvek se pozna tak, ze se v jeho radku
oflofololololololololo[ololo] o] isloupcizopakuji po fadé vSechny prvky (jako v za-
1lol1 234567 8]9]10[11]12[13] hlavi), coz 1 spliuje.

olol2T4l6 1 8110/12l01 21416181012 Invertibilni prvky pozndme podle toho, Ze maji v
3lolsl6lol12 114 (7/10/13] 2158 [11| Fadkuisloupcinékde jednotkovy prvek, tedy jednicku.
4lol4s8l12l 216 l10l0/ 418112216 |10 Pokud se podivame na radek takového prvku z, na-
5105 10116 111217112/ 3811314 9| Jdeme v ném jednicku a od ni se podivame nahoru na
6lol 612210l 2810611212 10l 2 [ g | hlavicku sloupce, najdeme tam x L.

1ol 7lol7lol7lol7lol 71017017 Vidime, ze mame invertibilni prvky 1, kde 171 =1
slTols 210212610812 1014 126 (to ostatné plyne z Faktu 8a.8), dale 3, kde 37! = 5
slolo a3 s 3 12l7 211l 6 11015 (kontrola: 3 -5 = 15 = 1 modulo 14), déle 5, kde je
oTolioT6 T2 282 Tol0l 6 2 12814 571 = 3, déle 9, kde 91*1 = 11, také 11, kde 1171 =9
T1(0[118 (52 (13(10(7 4|1 12[ 90 |6 3| 2nakenecl3, kdel3™ =13,

121012108 |6 | 4|2 |0]|12(10| 8|6 |4 | 2

131013121110} 9|8 |7|6 |5 |4 |3 |2]|1

Vsimnéte si zajimavé véci. Zacneme tieba s x = 9, inverzni prvek je 11, a kdyz se podivame na inverzi k nému,
dostaneme zase 9, situace je pékné symetrickd. Funguje to tak u vSech dvojic v tomto ptikladé a také obecné, za
chvili to dokazeme.

Vsimnéte si také, ze tfeba v tfetim fadku vidime zajimavou véc: 2 ® 7 = 0. Na to nejsme zvykli, aby se nam
nenulové prvky nésobily na nulu, ale jak vidime, u monoidt (alesponi nékterych) si na néco takového zvyknout
musime. Existuje na to dokonce teorie, viz kapitola 8c.

A

Piiklad 8a.v (pokracovani 8a.d):
1) V monoidu vsSech zobrazeni z mnoziny A do A se skladanim jsou invertibilni bijekce, inverzni prvky odpovidaji
inverznim zobrazenim.

Zde se na chvili zastavime, abychom ilustrovali nebezpedi testovani inverze pouze z jedné strany, viz diskuse po
Vété 8a.6. Uvazujme zobrazeni T a S z N do N dané témito vzorci: T(n) = n + 1 pro vSechna n € N, zatimco
S(1)=1aS(n)=n—1pron > 2.

Pak pro kazdé n € N plati T'(n) > 2, proto (SoT)(n) = S(T'(n)) =T(n) —1 = (n+1) — 1 = n. Mame tedy
S oT = iy, ale pfesto neni S inverznim zobrazenim k T, protoze neplati T o S = iy. Mame totiz (T o §)(1) =
T(S(1))=T(1)=2.

2) U relaci na A to neni hned vidét, ale d4 se rozmyslet, ze i v monoidu vSech relaci na mnoziné A jsou invertibilni
praveé ty relace, které jsou zaroven bijektivnimi zobrazenimi.

8a.8, 8a.v 12 8a.8, 8a.v



Diskrétni matematika 8a. Pologrupy a monoidy pHabala 2012

3) V prostorech funkci na I (vSechny, spojité, spojité diferencovatelné) jsou vsechny funkce invertibilni viici s¢iténi,
pficemz f~1 = —f.

Vii¢i nasobeni jsou invertibilni jen funkce, které nejsou nikde na I nulové, pro né f~—! = %

V prostoru funkci F'(R) se skladdnim jsou invertibilni jen bijekce R na R, pro né je inverznim prvkem inverzni
funkce.

Méné narocné je to v prostoru funkci F', kde jsou invertibilni vSechny prosté funkce. To je jeden z divodi, proc
jsme tuto komplikovanéjsi mnozinu zavadéli, jsme totiz z matematické analyzy zvykli invertovat prosté funkce.
Naptiklad funkce arctg je prostd, ma tedy v mnoziné F' inverzi, ale v mnoziné F(R) ji nema, protoZe to neni
bijekce R na R.

A

Priklad 8a.w (pokracovani 8a.e):  Rozmysleli jsme si, ze N s operaci o; danou jako lem(z,y) je monoid s e = 1.
To je také jediny invertibilni prvek, protoze pro libovolné n > 1 a libovolné = € N plati lem(n,z) > n > 1, tedy
nedokazeme z n vyrobit operaci c¢islo 1.

A

Piiklad 8a.x (pokracovani 8a.f):
1) Pfipomenime si operaci oy3 uréujici ¢islo nejblizsi k 13, kde jsme si rozmysleli, Ze na mnoziné I = (2,23) spolu
e = 2 je to monoid.

Jedinym invertibilnim prvkem je zde 2. Pro¢? Vezméme si libovolné jiné ¢islo z € I a hledejme k nému inverzni
prvek. Af uz zkusime jakékoliv y, tak je vidycky x o131y nejvyse tak daleko od 13, jako je z, tudiz to nikdy nemuze
byt 2, které je ze vsech nejdale.

2) Pfipomenime si tabulku monoidu genti pro barvy oéi, kde je jednotkovym prvkem recesivni gen b. Pak je b
automaticky invertibilni, zatimco H diky své dominanci invertibilni neni, nikdy z néj nedostaneme b.

A

Jaké jsou zakladni vlastnosti platici pro inverzni prvky?

Véta 8a.9.

Necht (M, o,e) je monoid.

(i) Jestlize je z € M invertibilni, pak je také jeho inverze x~
(ii) Jestlize jsou x,y € M invertibilni, pak je také z o y invertibilni a (z o y)~

L invertibilni a (z~1)71 = .
Ly log,

Dukaz (rutinni): (i) nechame jako cviceni 8a.4.
(ii): Hleddme prvek z takovy, ze (zoy) oz = e a zo (z oy) = e. Dosazenim a pomoci asociativniho zdkona
ukéaZeme, ze prvek y~! oz~! toto splituje:
(moy)o(y—lox—l) Z:Iio(yoy_l)o:c_l —zoeog! :(a:oe)ox_l e

Druhé rovnost se dokaze stejné.

U

Kdybychom zacali skriptum touto kapitolou, tak jsme Vétu 2b.6 ani Vétu 3a.4 nemuseli dokazovat, plynuly by
okam?zité z tvrzeni (ii).

Invertibilni prvky jsou velice uzitecné pri feseni rovnic.

Fakt 8a.10. (o kraceni)
Necht (M, o, e) je monoid. Necht prvky ¢, z,y € M spliiuji rovnici cox = coy nebo rovnici x o c = y o c. Jestlize
je c¢ invertibilni, pak = = y.

Dukaz (rutinni): Predpoklddejme, Ze co x = coy. Pak

1 1

r=cox=(cloc)ox=clo(coxr)=clo(coy)=(ctoc)oy=coy=y.

Druhy piipad se déld obdobné, viz cviceni 8a.5.

U

Prvky, které nejsou invertibilni, pak v rovnicich kratit nemtzeme, coz piinasi komplikace, jak jsme to jiz vidéli
tfeba v kapitole 7b.
Pomoci kraceni se snadno dokaze jeden uzitecny zptisob, jak poznat jednotkovy prvek:
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Lemma 8a.11.
Necht (M, o,¢e) je monoid a g € M je invertibilni prvek. Jestlize g> = g, pak g = e.

Diikaz nechdvdme jako snadné cviceni 8a.6. Poznamenejme, 7e obecné z g2 = ¢ nic neplyne, napiiklad v (Zg, -)
méme 3% = 3 (nebot 3-3 = 9 = 3 (mod 6)), ale neni to jednotkovy prvek. Také tam ovSem 3 neni invertibilni,
proto se na néj nase Lemma nevztahuje.

Mocniny prvki jsme definovali pro pologrupy. V monoidech se tato definice da rozsirit.

Definice.

Necht (M, o,¢) je monoid a = € M. Definujeme mocniny nasledovné:
e pro n € N definujeme " dle puvodni definice;

e pro n = 0 definujeme 2° = ¢;

e jestlize je x invertibilni, pak pro n € N definujeme 2" = (z~1)".

Poiad plati, Ze je tieba byt ostrazity. Napiiklad v monoidu (Z, +,0) je operaci s¢itani, proto 27! je —2 a tudiz
273 = (271)3 = (=2)3 = (=2) + (—2) + (—2) = —6. Stoji za zopakovani, Ze 2" neni b&#na mocnina, ale symbol
pro opakovani operace o.

Je snadné ale pracné dokazat (musi se rozebrat vSechny kombinace kladnych, zdpornych a nulovych exponenti),
7e vzorce pro mocninu stale plati:

Véta 8a.12.

Necht (M, o,¢) je monoid, necht x € M. Pak vzorce (z™) o (z™) = 2™*™ a (z™)" = ™" plati pro vsechna
m,n € Npy.

Jestlize je = invertibilni, pak tyto vzorce plati pro vSechna m,n € Z.

Plati i dalsi rozumné pravido.

Fakt 8a.13.
Necht (M, o, e) je monoid, nechf z € M je invertibilni. Pak je invertibilni i 2" pro kazdén € Z a (2")" ! =z

—n

Dikaz (rutinni): 1) Nejprve to dokdzeme pro n € N. Dukaz povedeme indukeci.
(0) Evidentné (z')~! =z~ %
(1) Ptedpokladejme, Ze pro néjaké n € N je a™ invertibilni a (z")~! = x7". Pak je podle Véty 8a.9 (ii)
invertibilni i 2 o x = 2™ *! a podle téze véty je
(xn—i-l)—l _ (1‘” O{L’)_l -2 10 (wn)—l —2 16 (x—n) — 1l = x—(n—i—l).

2) Pro n = 0 tvrzeni evidentné plati, (z°) ! =e ! =e=e"".

3) Jestlize je n € Z a n < 0, pak m = —n € N. Pfipomenme, Ze pro invertibilni prvek y se zdporna mocnina
definuje jako (y~1)™" = (y~1)™, budeme to dale aplikovat na z i 1.
ProtoZe je z invertibilni, je podle Véty 8a.9 (i) invertibilni i x=!, tudiZz je podle &4sti 1) tohoto ditkazu
invertibilni i (x71)™ = 2. Opét podle &4sti 1) mame
@ = (@) = @) = (@) =

Dtikaz je hotov.

1 8a.14 Mocniny

Mocniny prvku jsou zajimavy objekt. Zvolme si pevné prvek g z monoidu (M, o,e) a zaénéme jej kombinovat
samy se sebou, tedy uvazujme g, go g = g2, gogo g = g>, g*, ¢°, ... Co se miize stat? Jsou dvé moznosti.

a) U nékterych prvka tak dostaneme nekoneénou posloupnost {¢"}52 ; rizngch prvki mnoziny M.

Napiiklad prvek 2 v monoidu (Z, +,0) dava 2! =2, 22 =2 +2 =4, 23 =2+ 2+ 2 = 6, snadno se nahlédne, Ze
2™ (ve smyslu mocniny monoidu) je ¢islo 2n.

b) U jinych prvka se stane, Ze se néjaky prvek po case zopakuje, tedy pro jisté n se najde mensi k takové,
7e g™ = ¢g"*. Pak se jiz nic nového nestane a porad dokola se budou opakovat prvky ¢*, ¢*T1, ... ¢" !, protoze
gn+1 =glog= gk 0g = gk+17 gn+2 =g" 092 — gk 092 — gk+2 a tak dale.
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Priklad 8a.y: Zajimavé pfipady nabizi (Zi2,-,1).

Mocniny prvku g = 3 se zacykli na zac¢atek: 31 =3,32=3-3=09,3%=9-3 =27 mod 12 = 3, zacyklili jsme se,
pak 3* =32.3=3.3 =09, atd. Dostavame fetizek 3+ 9 +— 3+ 9 .. ..

Mocniny prvku g = 2 se na zadatek nevrati: 2! = 2, 22 = 4, 23 = 8, 2% = 4, 2° = 8 atd., tedy mame
24— 8—4+— 8+ ...

To zacykleni miize byt extrémné kratké: ¢ = 4 ma mocniny 4 — 4 — 4 — .... Lze k tomu dorazit i pozdéji:
g = 6 nabizi mocniny 6 — 0—0+— 0 ....

Pro trochu delsi fetézec se podivame do monoidu (Zyy4,-,1). Volba g = 3 dava 3' =3, 32 =9, 33 = 13, 3% = 11,
3°=5,30=1, 3" = 3, vidime cyklus 3+— 9+ 13— 11— 51— 3 ...

A

Pripady, kdy cykleni zacne pozdéji, nejsou az tak prinosné, mnohem radéji mame prvky, u kterych se mocnina
vrati na zacatek ke g. Ukazeme, Ze pro invertibilni prvky je to zarucéeno, priklad vyse nicméné ukazuje, Zze to neni
podminka nutna. Méli jsme g = 3 = ¢3, ale 3 neni invertibilni v Z;,. Nésledujici tvrzeni tedy bude mit formu
implikace.

Fakt 8a.15.
Necht (M, o,e) je monoid, necht g # e je invertibilni prvek z M. Pfedpokladejme, Zze mnozina
A={neN; Ike{1,2,... ,n—1}: g" = g*} je neprazdn4, a oznacme jeji nejmensi prvek jako m. Pak g™ = g.

Dtikaz (poucny): Protoze m € A, existuje k € {1,2,... ,m — 1} takové, ze g™ = g*. Prvek g je invertibilni,
tudiz mizeme podle Faktu 8a.13 najit také inverzni prvek ¢~ * k g¥. Pomoci tohoto prvku a rovnosti ¢" = g*
pak odvodime, zZe

g =g og Mog =" o ((¢") Nog=cog=g.
To znamené, Ze se mocnina ¢ ¥*+1 zacyklila k pfedchozi mnozing, a tedy m — k + 1 lezi v mnoziné A. Zaroveii
je m jeji nejmensi prvek, coz je mozné jen tehdy, kdyz k = 1, tedy g™ = ¢* je vlastné ¢"™ = g, pfesné jak jsme
potiebovali dokazat.

U

m—1 1 1

Vsimnéte si, ze pak g =gM™og " =gog " = e. Invertibilni prvky, které se cykli, se tedy o mocninu dfive
dostanou k e, jak ostatné ukazal pfipad g = 3 v (Z14,+,1). To ndm umoziuje udélat nasledujici definici:

Definice.
Necht (M, o,e) je monoid a g € M je invertibilni prvek. Definujeme ¥ad (order) prvku g, znaceno ord(g), jako
nejmensi prvek mnoziny {n € N; ¢" = e}, jestlize je neprazdnd, jinak definujeme ord(g) = occ.

RA4d se také nékdy znadi |g|, ale radéji to nebudeme pouzivat, af se to neplete s absolutni hodnotou. Snadno se
nahlédne, ze v kazdém monoidu je ord(e) = 1. Je to jediny takovy prvek, je to vidét pfimo z definice, ord(g) = 1
znamend, 7e g' = e neboli g = e. Z nagich piikladi vidime, Ze v monoidu (Z, +,0) je ord(2) = oo a v (Z14,-,1) je
ord(3) = 6.

Ted jsme piipraveni na jednu uziteénou vétu.

Véta 8a.16.

Necht (M, o,e) je monoid a g € M je invertibilni prvek takovy, Ze ord(g) < oo. Pak plati nasledujici:
(i) Pro n € Z plati g" = e pravé tehdy, kdyz n je nasobek ord(g).

(ii) Pro m,n € Z plati g"™ = g" pravé tehdy, kdyz m — n je nésobek ord(g).

Dukaz (pou¢ny): (i): Oznaéme o = ord(g). Podle Véty 6a.6 existuji ¢isla r € Ny a k € Z takova, ze n = ok +r
ar <o, tedy r = n mod o je zbytek po déleni n ¢islem o. Pak mame e = ¢g" = ¢°**+" = (¢°)Fog" =eFog" =g".
Takze g" = e, ale zaroven je o nejmensi prirozené ¢islo s touto vlastnosti a r < 0. Jedind moznost, jak se vyhnout
sporu, je r = 0, tedy n = ko.

(ii): Jestlize g™ = g", pak e = g™ o (¢g")t = gmo(g") "t =¢
nasobkem fadu.

Necht naopak m—n = ko pro n&jaké k € Z. Pak podle (i) g™ " =ea g™ = g"t™ " = g"og™™

og "™ = g™ ", podle (i) je tedy m —n

n n

oe = g".

U

=9

Ted udélame dalsi zajimavou véc, vSechny mocniny véetné zdpornych sesypeme do jedné mnoziny.
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Definice.

Necht ¢ je néjaky invertibilni prvek v monoidu (M, o,e). Definujeme monoid generovany prvkem g jako

mnozinu

(9) ={9" neZ}.

Diky nasim pfedchozim zkouménim uz dobfe vime, jak takovy generovany monoid vypada. Pro prvky nekonec-
ného tadu je to mnozina {... , 972,971, e,9,¢% ...}, kde jsou viechny mocniny rtizné. Pro prvky kone¢ného fadu
je to mnozina {e, g, g%, ..., g°"d@-1},

Sice tomu fikdme ,monoid generovany“, ale jesté vlastné nevime, ze je to monoid. Hned to napravime.

Véta 8a.17.

Necht (M, o, e) je monoid a g € M néjaky invertibilni prvek. Pak (g) je podmonoid (M, o,e).
Jestlize ord(g) < oo, pak (g) = {e,g,¢% ..., ¢” 49D~} a |(g)| = ord(g).

Dtukaz (rutinni): Podle Véty 8a.4 musime ukizat dvé véci. Jednak ze e € (g), ale to je snadné, e = g". Pak
musime ukazat uzavienost na o, ale to je také snadné. Necht z,y € (g). Pak existuji k,l € Z takové, ze = = g~
ay =g, proto zoy = gFogl =gttt e (g).

Druha &ast: Ozna¢me N = {e,g,¢2,...,¢” %91} Jiz z této definice plati N C {¢"; n € N} = (g). Ted
ukazeme, ze (g) C N. Pro libovolné n € Z vyjadiime n = kord(g) + r, kde k € Z a r € Ny je zbytek spliujici
r < ord(g). Pak je n — r nasobkem ord(g), proto dle Véty 8a.16 (ii) je g™ = ¢" € N. Rovnost mnozin dokazana.

Nakonec ukdzeme, ze vypsané prvky N jsou navzajem rizné. I to plyne z Véty 8a.16 (ii) a z toho, Ze ¢isla
0 < m,n < ord(g) spliiuji podminku m —n = kord(g) jen tehdy, kdyz m = n. Tato mnozina mé tedy ord(g)
ruznych prvki.

U

Mnozinu (g) lze definovat i pro prvky, které nejsou invertibilni, ale pak uz obecné nedostavime podmonoid,
takze to prestava byt zajimavé. V prikladé vyse jsme tifeba vidéli, Ze volba g = 2 v monoidu (Z;2,-,1) dava
(2) ={2,4,8}.

V posledni éasti této kapitoly se budeme vénovat zajimavému tkazu, kdyz mame prvek g v monoidu (M, o,€) a
nechéme jej pusobit prostfednictvim operace o nikoliv na rtizné jednotlivé prvky, ale rovnou na cely kus mnoziny
M. Inspirace pochazi napiiklad z geometrie. Pfedstavme si néjaky atvar v roviné, tfeba jisty kruh. Matematicky
to znamend, ze mame urcitou mnozinu K vektort. Ted si vezmeme jesté jiny vektor ¥ a pri¢teme jej ke vSem
vektorim mnoziny K. Geometricky to znamenad, ze jsme cely kruh posunuli, pfi¢emz smér a velikost posunu jsou
dény vektorem 7.

Matematicky bychom tento posunuty kruh nazvali 7+ K a je dan jako v+ K = {9+ u; u € K}.

Tato operace je v geometrii ¢asto pouzivana, napiiklad z piimek prochazejicich pocatkem (které jsou docela
vyjimeéné, napiiklad tvoii podprostory) dostavame ostatni pfimky préavé posunem.

Stejnou fintu lze provést i obecné, pri¢emz ale predstava ziustava stejnd, mame mnozinu objektt N, a kdyz na
vSechny z nich provedeme operaci o s ucasti néjakého prvku g, tak jakoby mnozinu N posouvame.

Definice.
Necht (M, o, e) je monoid. Pro libovolnou podmnozinu N C M a prvek ¢ € M definujeme cN jako {coz; x € N}.

Klicova otazka je, co se s takovou mnozinou po posunu stane. Geometrické posouvani z naseho inspira¢niho
prikladu zachovava tvar i velikost, ale obecné nemé smysl o tvaru mluvit, zato otédzka velikosti (u mnozin tedy
mohutnosti) mize mit velky vyznam. Zajimat nas nékdy mohou i dalsi vlastnosti.

P¥iklad 8a.z: Uvazujme (R2, - 1,), tedy pracujeme s dvourozmérnymi vektory, které mezi sebou nasobime po
soutfadnicich, jak jsme vymysleli v piikladé 8a.a 2).

Zvolme n&jakou mnozinu N v R2. Jak si pifedstavujeme (2, —1)N? Je to mnozina {(2, —1) - (u,v); (u,v) € N} =
{(2u, —v); (u,v) € N}. Geometricky to znamend, Ze jsme vzali Utvar dany mnozinou N, pfetoéili okolo osy z,
takze vznikl zrcadlovy obraz, a pak jej roztdhli dvakrét ve sméru osy x (obéma sméry od pocatku). V zdsadé se
da rict, ze zakladni tvar zistal do velké miry zachovan (protazeni udéla ze étverce kosodélnik ¢i z kruznice elipsu,
ale hlavni prvky se nezméni), ztistala i dimenze tohoto utvaru (pokud byla N dvourozmérna, tieba bramboroid,
tak i (2,—1)N je pofad dvourozmérnd) a rovnéz mohutnost mnoziny je stejnd.
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Ted se podivame na (0,1)N = {(0,y); (z,y) € N}. Toto je takzvand projekce na osu y, vSechny body z mnoziny
atvar rozhodné nevypada podobné, protoZe se cely nachazi na ose y, z kruhu ¢i ¢tverce by vznikla tsecka. Ztratili
jsme tedy jednu dimenzi, itvar N se ndm ,posunem“ (0,1) N podstatné zménil.

Ke stejnému jevu muze dochazet i v dalsich monoidech. Uvazujme mnozinu N = {0,1,2,3,4,5} v nasem oblibe-
ném (Z2,-,1). Pak 5N = {0, 5, 10, 3,8, 1}, zde zustala velikost zachovana, zatimco 4N = {0,4,8,0, 4,8} = {0,4, 8},
mnozina se smrskla na polovinu.

A

Mizeni ¢asti mnozin je pfi posunech velice nepfijemné, tak se podivame, kdy se toho nemusime bat.

Véta 8a.18.
Necht (M, o,¢) je monoid a N C M. Pro ¢ € M definujme zobrazeni T: N — ¢N pfedpisem T'(x) = ¢ o x pro
x € N. Jestlize je c invertibilni, pak je T bijekce.

Dukaz (pouény): T je na: Vezméme libovolné y € ¢N. Pak pro néjaké = € N plati y = cox. Mame x € N a
T(x) =cox =y, tedy T je na.
T je prosté: Necht pro z,y € N plati T'(z) = T(y). Pak cox = coy, ¢ je invertibilni a podle Faktu 8a.10 tedy
x=y.
[

Tato véta nam fika dvé véci. Jedna je, Ze pro invertibilni ¢ maji mnoziny N a c¢N stejnou mohutnost, to jesté
pouzijeme. Stejné uzitecny bude i druhy poznatek: Pokud méme v monoidu dva ruzné prvky a vynasobime je
invertibilnim prvkem, pak musi byt vysledky rovnéz rizné (to nam ¥ika prostota toho T').

Je zajimavé aplikovat zavér Véty piimo na samotnou mnozinu M. Pokud vezmeme invertibilni prvek ¢ € M, pak
je ¢cM zase mnozina M. Podivejme se do prikladu 8a.b na tabulku. Vidime, Ze v fadcich u invertibilnich prvka
1,3,5,9,11, 13 se vzdy opravdu vyskytnou vSechny prvky Z,4, bez opakovani, jen nékdy v jiném poradi.

V zévéru této kapitoly si spojime dva posledné zkoumané pojmy, tedy (g) a ¢cN. Opét néco pro inspiraci: Budeme
pracovat v roviné, coz je ted pro nas mnozina vektori s operaci séitdni. Typickym podmonoidem je tam primka
prochézejici pocatkem. Jednu takovou si zvolme, nazvéme ji p. Uz jsme si rozmysleli, Zze pro vektor ¢ dava vp
pfimku p posunutou o vektor ¥, ta je s tou ptuvodni rovnobézna.

Vsimnéme si dvou véci. Jedna je, Ze pokud provedeme dva takové posuny, neboli pokud uvazujeme up a ¥p, tak
bud budou vysledné pfimky totozné, nebo naopak disjunktni. To by mélo ¢tenédfi pfipomenout situaci s t¥idami
ekvivalence. Druhé véc je, Ze cely prostor dokazeme ziskat tak, Ze sjednotime rizné posuny této konkrétni primky.
To uz opravdu zavani rozkladem a taky tam je, pod timto povidanim je ve skutecnosti schovana relace. Nas v této
chvili ale mnohem vice zajima, ze to funguje iplné stejné i v obecnych monoidech.

Véta 8a.19.

Necht (M, o,e) je monoid a g € M invertibilni prvek. Pak plati nasledujici:

(i) Pro libovolné invertibilni z € M je zobrazeni T'(¢*) = = o g* bijekce z (g) na x{g). Proto také |(g)| = |z(g)|.
(ii) Pro kazdé = € M plati: x(g) = (g) pravé tehdy, kdyz = € (g).

(iii) Pro vechna z,y € M plati: 2(g) = y(g) pravé tehdy, kdyz y = x o g* pro néjaké k € Z.

(iv) Mnozina {z(g) }zenm je rozklad mnoziny M.

Dukaz (pou¢ny): (i) je vlastné Véta 8a.18.

(ii): Predpokladejme, ze x(g) = (g). Protoze e € (g), pak i z = x o e € 2(g) neboli = € (g).

Necht naopak x € (g). Pak z = g" pro n&jaké n € Z. Proto pro kazdé z o g* € x(g) mame x o g* = g"*t* € (g)
a naopak pro kazdé ¢g* € (g) mame gF = g"tF " =g o gF " =20 g" " € x{g).

(iii): Jestlize y(g) = x{g), pak y € x{g) a tedy y = = o g*. Ditkaz opaénym smérem je podobny ditkazu (ii).

(iv): Protoze x € z(g), evidentné plati M = |J z(g). Ted potfebujeme druhou podminku.

zeM

Predpokladejme, ze x(g) Ny(g) # (. Pak najdeme prvek z takovy, Ze z = z 0 ¢"™ a z = y o g" pro néjaki

m,n € Z. Pak dostavame

m m

z=zoe=xzo(g"og ") =(xog")oyg” =(yog")og " =yoyg" ™,

a podle (iii) je z(g) = y(9).

:zog_

U
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Dostavame docela zajimavy obrazek. Mame monoid (M, o,e) a vybereme si invertibilni prvek g. Pak (g) dava
podmnozinu M, kterd si s operaci o rozumi tak dobie, Ze sama tvoifl monoid, je to tedy velice pékny kousek
mnoziny M. Mnozinu M pak dokdZeme posklddat z posuni onoho pékného kousku (g). Pokud se k posouvéni
pouzivaly invertibilni prvky, tak dokonce vSechny ty kousky maji stejny ,tvar“ jako ptivodni (g). Tato pfedstava
je tak zadouci, Ze se omezime jen na tyto situace, coz nas prinuti jit do dalsi kapitoly.

Cviceni
Cviceni 8a.1 (rutinni, pou¢né, zkouskové): Uvazujme nasledujici grupoidy. Pro kazdy z nich rozhodnéte, zda je o

asociativni (tedy zda je M pologrupa). Pokud ano, zjistéte, zda existuje jednotkovy prvek. Pokud ptjde o monoid,
vysetiete, které jeho prvky jsou invertibilni, a najdéte pfedpis pro inverzni prvky.

()M=Z,z0y=x+y+13; (vi) M =R?, (u,v) o (z,y) = (u+ 2,0 - y);
(i) M =R, zoy = /22 +y? (vil) M =72, (u,v) o (z,y) = (u+z,v - y);
(iii) M =R, x oy = 22y; (viii) M = Z2, (u,v) o (z,y) = (u®,v +y);

(iv) M =Q, x oy = |ay|; (ix) M = Q?, (u,v) o (z,y) = (uy,vr).

(V) M=R—-{0},z0y = (takto se séitaji paralelni rezistory v obvodech);

s+

< |

Cviceni 8a.2 (rutinni, pou¢né): Necht U je mnozina, zvolme pevné prvek u € U. Ukazte, Ze néasledujici mnoziny
N jsou uzaviené na operace N a U, viz priklad 8a.j.

(i) N={XCU;ue X}

(i) N={XCU; u¢ X}

Cviceni 8a.3 (dobré, pouc¢né): Dokazte, ze kdyZ je x prvek v pologrupé (M, o), pak pro vSechna m,n € N plati
(z™)" = ™" (viz Fakt 8a.2).

Cviceni 8a.4 (rutinni, poucné): Dokazte, ze kdyz je x invertibilni prvek v monoidu (M, o, e), pak je invertibilni
iz~la(z71)"! = (viz Véta 8a.9).

Cviceni 8a.5 (rutinni, pou¢né): Necht (M, o, e) je monoid a prvky ¢, z,y € M spliuji rovnici zoc = yoc. Dokazte,
ze jestlize je c invertibilni, pak x = y (viz Fakt 8a.10).

Cviéeni 8a.6 (rutinni, pou¢né): Necht (M, o, e) je monoid a prvek g € M je invertibilni. Dokazte, ze kdyz g? = g,
tak g =e.

Cviceni 8a.7 (rutinni): Dokazte, ze kdyZ je g prvek v monoidu (M, o, e), pak pro m,n € N plati g" og™ = g"og™.

Reseni:

8a.l: (i): (zoy)oz=(x+y+13)oz=(x+y+13)+2+13=ax+y+z2+26azo(yoz)=zo0(y+2+13) =
x+ (y+2+13)+ 13 =z + y + z + 26. Rovno, je asociativni.

Jednotka: rovnice zoe =z dava z + e+ 13 = z, tedy e = —13. Zkouska: roe =z o (—13) =z + (—13) + 13 =z,
eox =(—13)ox = (—13) + = + 13 = z, ano, mame monoid.

Inverzni prvky: Dano z € M = Z, hledame zoy = e, tedy  +y + 13 = —13. ReSeni: y = —26 — z. Zavér: Viechny
prvky jsou invertibilni, 7! = —2 — 26.

(ii): (xoy)oz =22 +y20z = /22 +y2 +22, 20 (yoz) = xo/y2 +22 = /22 + 32 + 22, rovno. Rovnice
xroe = x di po umocnéni e = 0, ale to bohuzel neni fesenim, protoze pro x < 0 to neresi ptivodni rovnici. Je totiz
jasné, Ze pro x zaporné se k nému nemizeme dostat pomoci odmocniny. Jednotkovy prvek tedy neni.
Kdybychom pozménili zadani tlohy a uvazovali dotyénou operaci na Ry, pak uz by e = 0 bylo identitou. Jak by
pak tomu bylo s inverznimi prvky? Zadné x > 0 neni invertibilni, protoZe pro libovolné y plati zoy = \/x2 + y2 >
|z| > 0.

(iii): Neni asociativni, (zoy) oz = x*y?2, zatimco z o (y o z) = 2%y?z. Protiptiklad: tieba x = 2, y = 1, z = 1, aby
byl vidét rozdil mezi témi dvéma vzorci, pak (201)o1 =401 =16, zatimco 20 (1o1) =201 =4.

(iv): Je asociativni, (z oy) o z = |xy| o z = ||zy|z| = |zyz| =z 0 (y 0 2).

Nemaé jednotkovy prvek, pro z = —1 hleddme e takové, aby xoe = z, tedy | — e| = —1, coz nelze. Neni to monoid.
T =z0(yoz).

z

(v): Kupodivu asociativni, (zroy) oz = i roz
z Ty

Jednotkovy prvek e by musel spliiovat x = %, tedy % = 0, takovy neni. Neexistuje tedy rezistor s odporem,

=T 1
z Tyt
z e
ktery by pii paralelnim zapojeni nic nezménil. Pokud bychom ale povolili e = oo, uz by to fungovalo, takze dat
jako paralelni rezistor s nekoneénym odporem (t¥eba rozstiihnuty drat) d4 puvodni odpor.

(vi): [(s,t) o (u,v)] o (x,y) = (s + u,tv) o (x,y) = (s +u+ x,tvy) a (s,t) o [(u,v) o (z,y)] = (s,t) o (u+ x,vy) =
(s + u + z, tvy). Rovno, je asociativni.
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Identita: (z,y) o (e1,e2) = (x,y) davad = + e; = x a yey = y pro vSechna x,y, vyhovuje e; = 0 a e2 = 1. Kontrola:
(z,9)0(0,1) =(0,1) o (z,y) = (z,y).

Inverze: dano (z,y), chceme (x + u,yv) = (0,1). Pak u = —z a v = i, pokud to jde. Zavér: pro y # 0 je (x,y)
invertibilni a (z,y) ™! = (—=, i)

(vii): Asociativita a jednotkovy prvek viz (vi).

Inverze: déno (x,y), chceme (x + u,yv) = (0,1). Pak u = —x a v = %, pokud to jde. Zavér: pro y = +1 je (x,y)
invertibilni a (z,y)™! = (—z,y).

(viii): [(s,t) o (u,v)] o (x,y) = (s, t+v) o (x,y) = ((s“)", t+v+y) a(st)o[(u,v)o(z,y)] = (s,t)o(u",v+y) =
(s*",t + v +y). Neni to stejné, protoze (s%)* = s%* se ligi od s(*"), takze neni asociativni, protiptiklad vyrobime
snadno pomoci té mocniny. Tfeba [(2,0) o (2,0)] 0 (3,0) = (4,0) o (3,0) = (64,0), zatimco (2,0) o [(2,0) o (3,0)] =
(2,0) o (8,0) = (256, 0).

(ix): [(s,t) o (u,v)] o (z,y) = (sv,tu)o(x,y) = (svy, tux) a (s,t)o[(u,v)o(z,y)] = (s,t) o (uy, vz) = (svx,tuy). Neni
to stejné, takze neni asociativni, protipiiklad vyrobime snadno, musime odlisit x a y, tieba [(1,1)0(1,1)]o(1,2) =
(1,1) o (1,2) = (2,1), zatimco (1,1) 0 [(1,1) 0 (1,2)] = (1,1) 0 (2,1) = (1,2).

8a.2: (i): ABeEN — A BCUANuceANueB.Pak ANBCUANue ANB,tedy ANB € N.

Pro cup a (ii) obdobné.

8a.3: Indukce na n, (1) (z™)* ! = (2™)" o (x™) = 2" 0 g™ = ™M = g+l

8a.4: Ovéite, Ze y = x spliiuje podminku 2 oy =yoz! =e.

8a.5: z =woe=uxo0(coct) tak dale.

8a.6: Napiste si to jako g o g = g o e a pouzijte vhodny Fakt.

8a.7: Vyuzijte Fakt 8a.2.

8b. Grupy

Definice.
Monoid (M, o, ) se nazyva grupa, jestlize je kazdy jeho prvek invertibilni.

Tim jsme se vratili k ptivodni definici s jejimi axiomy (A1) az (A3). Abychom si to oddélili i graficky, budeme
grupy znacit G. Nejprve se podivejme na piiklady. Projdeme si znamé monoidy z piredchozi kapitoly a zamyslime
se, jak to v nich chodi s invertibilnimi prvky.

Piiklad 8b.a (pokracovani 8a.a):
1) Opacny prvek k ¢islu a vzhledem ke séitani je —a. Je tedy jasné, Ze redlnd éisla se séitdnim (R, +,0) tvorii
grupu, stejné jako vhodné podmnoziny, tfeba (Q, +,0) ¢ (Z,+,0). Naopak (Np, +) grupu netvori.

Grupami jsou také (nZ,+,0) pro vSechna n € N.

Z4dné monoidy postavené na standardnich ¢iselnych mnozinach a nisobeni nebudou grupy, mame problém s
inverzi pro nulu, u celych ¢isel s inverzemi vibec. Je tedy potfeba trochu mnoziny zménit. Podle Véty 8b.4 ¢i
selskym rozumem dovodime, ze (R — {0},-,1) je grupa, (Q — {0},-,1) je grupa. To byl nejpfimocaiejsi zptisob,
zbavili jsme se problémového prvku. Jde to i jinak, napiiklad (R, 1) je grupa ¢i ({—1,1},-,1) je grupa.

2) U vektoru je to podobné, (R™,+,0,) je grupa, zato u ,naseho nésobeni“ - je problém s vektory s nulami.
Vyhnout se jim umime, napiiklad (R — {0})",-,1,,) ¢ ((RT)",-, 1,,) jsou grupy.
Rozmyslete si, ze neprojde pokus (R™ — {0, }, -, 1,); které vektory tam lezi a nejsou invertibilni?

3) Matice se s¢itdnim tvoti grupu (M, xn, +, 0mxn), ale u ndsobeni matic mame problém se singuldrnimi maticemi.
Vyhneme se jim a dopadne to dobie, (MFE - E,) je grupa.

n
4) Realné polynomy jsou s operaci séitani grupy. U néasobeni je problémovych polynomi hodné. Jakmile st(p) > 1,
tak uz nutné st(pg) > 1 pro libovolny nenulovy polynom ¢, takZze takovy p nemuze byt invertibilni. Jediné
invertibilni polynomy jsou tedy nenulové konstanty, p(x) = a, ¢imz ale vlastné dostavame (R — {0},-), takze
rozumnou grupu z realnych polynomi udélat nelze.

A

Piiklad 8b.b (pokracovani 8a.c):  Vuéi priniku a sjednoceni na mnozindch inverzi nenajdeme s vyjimkou
(povinného) jednotkového prvku, tedy nejde o grupy.
A
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! Piiklad 8b.c (pokracovani 8a.d):
V kapitole 7 jsme vlastné ukazali, ze (Z,,,+,0) jsou grupy pro vSechna n € N, zatimco (Z,, -, 1) jsou grupy jen
v piipadé, ze n je prvocislo.

A

1 Piiklad 8b.d (pokracovani 8a.d):
1) Necht A je mnozina. Mnozina v8ech zobrazeni A — A s operaci sklddani obecné neni grupa (vyjimkou jsou
extrémni pfipady, kdy je A jednoprvkova).
Zato mnozina vSech bijekci na mnoziné A je s operaci skladani grupa.
2) Necht A je mnozina. Mnozina vSech relaci na A s operaci skladani obecné neni grupa, vyjde to zase jen u
jednoprvkové A.

3) Funkce na intervalu I jsou s operaci s¢itani grupy. U ndsobeni je zase problém s nulami, u sklddani s funkcemi,
které nejsou bijekce ¢i prosté.
A

Piiklad 8b.e (pokracovani 8a.e):  Ani operace lem(z,y) nedd na N grupu.
A

Piiklad 8b.f (pokracovani 8a.f):
1) Uz jsme zjistili diive, ze v prostoru ((2,23), 013,2) je inverzni jen jednotkovy prvek 2. TakZze grupa to neni ani
nahodou.

2) Monoid genii pro barvu o¢i neni grupa.

A

Docela ndm to protidlo, to se dalo ¢ekat. Zkusime néco nového.

Priklad 8b.g: UvaZzujme uspofddanou mnozinu X, necht M je mnoZina v8ech permutaci této mnoziny. Jako
operaci bereme skladani, tedy jsou-li 71, mo permutace, pak 75 o 1 je permutace, jejiz akce na mnozinu X funguje
tak, ze nejprve X zpermutujeme pomoci 71, pak vyslednou mnozinu zpermutujeme pomoci ms.

Da se ukazat, Ze timto vznikne pologrupa (ovéfime asociativni zakon). Permutace, ktera nechd mnozinu na misté,
je jednotkovym prvkem mnoziny vSech permutaci na X, a kazdou permutaci mnoziny X je mozné zase zamichat
na puvodni stav, takze mame i inverze. Mnozina permutaci mnoziny X je tedy grupa. Pravé véty o grupach
permutaci vyrazné pomohly pfi zlomeni némecké Sifry Enigma, coz podle nékterych odhadi uspisSilo porazku
Neémecka v druhé svétové az od dva roky.

Forméalné se permutace definuje jako bijekce mnoziny, pak uz nam to vyplyne z prikladu 8a.d.
AN

Pro grupy samozrejmeé plati vSe, co jsme si fekli o monoidech, ale s tim, Ze uz nemusime délat predpoklady o

vvvvvv

Véta 8b.1.

Necht (G, o, e) je grupa. Pak plati nasledujici:

i) Jednotkovy prvek e je jediny, stejné jako jsou jednoznaéné uréeny vSechny inverzni prvky z 1.
yp Je] Y. Jne J J J Yy y prviy

(ii) (o kraceni) Necht ¢ € G. Jestlize pro prvky =,y € G plati cox = coy nebo zoc=yoc, pak uz x = y.

iii) Pro kazdé x € G existuji mocniny 2" pro vSechna n € Z, plati pro né 2™ o 2" = ™" a (2™)" = ™" pro

(ii) ] y " p , plati p p

vSechna m,n € Z.

Uvedeme ted pro tplnost jesté jeden axiom.

Definice.
Necht (M, o) je grupoid. Rekneme, Ze je komutativni ¢ Abeltiv (commutative or Abelian), jestlize pro
vSechna x,y € M plati x oy =y o x.

Mtizeme tedy uvazovat komutativni pologrupy, komutativni monoidy a komutativni grupy. Ctenéi se mozn4 divil,
ze se tato vlastnost neobjevila diive, ale pravda je takova, ze jsme ji nepotiebovali, na vlastnosti zkoumaného
prostoru méa komutativita fddové mensi dopad nez nase axiomy. Potvrdi se to i ve zbytku této ¢asti, komutativitu
potiebovat nebudeme. Jeji hlavni vyznam na této trovni je prakticky, mnohé vypocty (a dikazy) se v pfipadé
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komutativni operace silné zjednodusi a my jsme proto samoziejmeé radi, kdyz ji méame. (Pti hloubé&jsim ponoru do
teorie grup za¢ne byt komutativita vyznamna, ale v této knize tak daleko nedojdeme.)

Velkd ¢ast nasich piikladi jsou komutativni monoidy ¢i grupy, ale pro nékteré to neplati, tfeba pro skladani
zobrazeni, funkci a permutaci, znamy je také problém s prohazovanim u maticového nasobeni. Takové priklady
mame také radi, protoze se zajimaveji chovaji.

Existuje jedna situace, kdy mame komutativitu zarucenu, a to je podmonoid generovany prvkem. Pravidla pro
pocitani s mocninami g* zarucuji, ze spolu komutuji, viz cviceni 8a.7. Pro invertibilni prvky g tak (g) vidy tvoii
komutativni grupu.

Je ¢as na dalsi teorii. Pojem podgrupy vytvoiime stejnym zptisobem jako pfedtim, tedy nechceme, abychom
prechodem k podmnoziné o néco prisli.

Definice.
Necht (G, o,¢) je grupa a N # () je podmnozina G. Rekneme, 7e N je podgrupou G, jestlize je (N,o,e) je
grupa.

Oproti podmonoidim je zde jedno velké zjednoduseni, ta specifikace e u (N, o, e) neni podstatna. Podmnozina
grupy, kterd chce zlstat grupou, si totiz nemiize vybrat svij vlastni jednotkovy prvek a musi také mit stejné
inverzni prvky.

Fakt 8b.2.

Necht N # () je podmnozina grupy (G, o, e). Pfedpokladejme, Ze pro né&jaky prvek ey je (IV,0,en) grupa. Pak
plati nasledujici:

(1) EN = €.

(ii) Necht x € N. Jestlize néjaky prvek y € N spliiuje zoy = yox = ey, pak je y inverzni prvek k x v grupé G.

Dukaz (pou¢ny): (i): Prvek ey splituje ey = ey oeny v N, tedy i v G. Kazdy prvek v G je invertibilni, tudiz
podle Lemma 8a.11 aplikovaného na GG a ey plati ey = e.

(ii): Ted uz vime, ze ey = e, takZe se predpoklad da napsat jako z oy = y oz = e a z jednoznacnosti inverze
v grupé G mame y =z~ 1.

U

To mé zajimavy dopad na to, jak poznavat, zda néjaka podmnozina N grupy (G, o, €) je jeji podmnozinou. Vime
uz, ze neni tieba kontrolovat pfitomnost e, ale ucité ziistava nutnost ovérit, ze je mnozina N uzaviend vici operaci
o. Pribude jesté néco navic, jesté je tfeba zajistit, aby kazdy prvek z N také naSel v této mnoziné svou inverzi
(kterd urcité existuje, kdyz je G grupa, jen ty inverze nesmime pii vybéru N vynechat). Dostaneme tak kritérium
pro vlastnost byti podgrupou, nésledujici véta to potvrdi a navic ukéaze, ze se dva testy daji spojit do jednoho.

Véta 8b.3.

Necht (G, o,e¢) je grupa a N # () podmnozina G. Nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) N je podgrupa (G,o,e);

(ii) pro vsechna x,y € N plati z oy € N a pro vSechna z € N plati 27! € N;

(iii) pro vSechna z,y € N plati zoy~! € N.

Dukaz (poucny): (i)=>(iii): Pfedpokladame, Ze (IV,o,e) je grupa. Necht x,y € N. Pak musi mit y inverzni
prvek v N, vime, Ze je to totéz jako inverze y—! vici G. Prvky x,y~! jsou z N, tudiz i x oy~ € N podle
uzavrenosti N na o.

(iii)=(ii): Protoze je N # (), mzeme si vzit néjaké x € N. Kdyz aplikujeme (iii) na y = z, dostaneme, Ze
e =xox ! € N. Proto miizeme aplikovat (iii) na prvky e a = a dostaneme, 7e z7! =eox~! € N.

Jestlize z,y € N, tak jsme pravé ukazali, ze i y~! € N, tudiz podle (iii) zase roy =z o (y~ 1)1 € N.

(i)==>(i): Vezméme z € N, pak podle (ii) z7! € N, tedy zase podle (ii) e =z oz~ € N.

Protoze N spliiuje e € N azoy € N pro z,y € N, je podle Véty 8a.4 (N, o, e) podmonoid (G, o,e), tedy
monoid. Podle podminky o 2~ m4 kazdy prvek € N v mnoziné svou inverzi, proto je (N, o, e) grupa.

V praxi se nejc¢astéji pouziva (iii), ale i (ii) se ob¢as hodi, tieba ted.
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Véta 8b.4.
Necht je (M, o, e) monoid. Oznaéme N = {x € M; z invertibilni}. Pak je (N, o,e) grupa.

Dukaz (rutinni): Tvrzeni plyne z Véty 8b.3 (ii) a Véty 8a.9.
Il

Diky této vété snadno vyrobime rozliécné grupy. Mtzeme napiiklad u ¢tvercovych matic s maticovym nasobenim
vybrat ty regularni neboli invertibilni a podle Véty 8b.4 tak dostaneme grupu. Vime také, Zze mezi zobrazenimi z
A na A jsou invertibilni jen bijekce, takZze automaticky dostavame, ze mnozina bijekci na urc¢ité mnoziné A spolu
se skladanim je grupa.

V predchozi kapitole jsme si ukézali zajimavé vlastnosti podmonoidii generovanych invertibilnimi prvky. V
grupéach jsou invertibilni vSechny, ¢imz se situace procisti. Shrime si to nejpodstatnéjsi.

Véta 8b.5.
Necht (G, o0,€) je grupa a g € G.
(i) Bud ord(g) = o0 a (g) = {¢"™; n € Z}, kde jsou vSechny prvky ruzné,
nebo ord(g) < oo a {g) = {e, 9,42, ..., 94911 kde jsou vSechny prvky riizné.
(ii) Pro kazdé = € G plati |x(g)| = |[(9)|.
(iii) Pro v8echna = € G plati: x € x(g).
(iv) Pro vSechna x,y € G plati: x(g) = y(g) prave tehdy, kdyz z 1oy € (g), a to pravé tehdy kdyz y Loz € (g).
(v) Mnozina {z(g) }zec je rozklad mnoziny G.

Dukaz: (i) plyne z Véty 8a.17.

(ii) plyne z Véty 8a.19.

(iii): z =7 0e=z0g" € 2{g).

(iv): Nejprve ukazeme ekvivalenci poslednich dvou tvrzeni. Necht 7! oy € (g). Pak pro né&jaké k € Z je
r7 1oy = ¢g¥, proto také [z71 o y]~1 = [¢¥]!. Podle rozli¢nych pravidel pro inverzi pak y~lox = g% € (g).
Opacny smér je zjevné obdobny.

Nyni predpoklddejme, ze z(g) = y(g). Protoze y € y(g) = x(g), existuje k € Z takové, ze y = z o g*. Pak
oviem x loy=a"loxogk=cogh=g"c(g).

Zbyva ukazat, 7ze z predpokladt z oy € (g) a y~! oz € (g) plyne rovnost onéch dvou mnozin.

Z prvni inkluze mame x~! oy = ¢g* pro né&jaké k € Z. Odtud y = x o g*, proto pro viechna z € y(g) plati:

k+m € 1,<g>

1

z=yogm =zogfogm=zxo0yg
Takze y(g) C (g).
Obdobné z y~! oz € (g) odvodime x(g) C y(g) a rovnost je dokazéana.

(v) Kazdy x« € G lezi v x(g), proto G = |J x(g). Zbyva ukazat, Ze doty¢né mnoziny jsou bud shodné, nebo
e
disjunktni. Vezméme tedy libovolné z,y € G.

Jestlize z(g) N y(g) = 0, jsme hotovi. Pfedpokladejme tedy, ze existuje z € z(g) N y(g). Pak musi existovat
k,m € 7 takové, ze z = x 0 gF a z =y o g™. Pak oviem z 0 g¥ = yo g™, proto z 1 oz 0 g*¥ =2t oy o g™ ne-
boli g¥ = x7Loyog™, nasledné g¥og~™ = 2oy neboli x Loy = g*~™. Podle (iv) z toho jiz plyne z(g) = y{g).

L]

Ctenaf si mozna pomyslel, ze nékteré kroky byly zbytecné slozité. Pro¢ jsme prosté rovnici = o g8 = y o g™
nevynasobili prvkem x~! o g™ a pak nepokratili? ProtoZe by to nefungovalo. V grupéach obecné nelze jen tak
nasobit a kratit v rovnicich. Jesté se k tomu vratime.

Podivejme se ted bliZe na ten rozklad. U monoidi jsme komentovali, Ze si mnozinu G vlastné umime poskladat
z rozliénych posunuti jedné (g). V piipadé grupy navic vime, ze vSechny tyto posuny jsou stejné velikosti. U
koneénych grup z toho dostaneme zajimavy a uziteény vysledek.

Dusledek 8b.6.
Necht (G, o, e) je grupa, kde G je koneénd mnozina. Pak pro kazdé g € G plati, ze ord(g) déli |G]|.

Dukaz (pou¢ny): Pokud je G koneénd, tak nemuze byt (g) nekoneéna mnozina, tudiz ord(g) < oo a jde o éisla,
se kterymi jde dale pocitat.
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Podle (iv) se G rozlozi na nékolik disjunktnich mnozin, diky kone¢nosti G jich bude kone¢né mnoho, feknéme

k, vSechny maji podle (ii) stejnou mohutnost ord(g). Dostavame tedy |G| = k - ord(g).
O

.....

prakticky dopad, viz Véta 8a.16.

Dusledek 8b.7.
Necht (G, o,€) je grupa, kde G je koneénd mnozina, ozna¢me n = |G|. Pak pro kazdé g € G plati g" = e.

Je-li navic n prvoéislo a g # e, pak g* = e pravé tehdy, kdyz k je nasobek n.

1 Priklad 8b.h (pokracovani 8a.b): Vime, Ze (Z14,®, 1) je jen monoid. Podle Véty 8b.4 bychom méli dostat grupu
tak, Ze si vybereme invertibilni prvky, tedy G = {1,3,5,9,11,13}. Jeji multiplikativni tabulku ziskdme tak, Ze z
puvodni tabulky pro Zi4 vyskrtame nepouzité radky a sloupce.

©l1]13|5]9]|11|13 Jaké tady dokazeme ziskat? Pro g = 1 mame evidentné 1* = 1 a tedy (1) = {1},
1113159 11]13] protoord(l) =1, coz déli |G| = 6.

31379111315 |11 Retizek mocnin pro g = 3 nam jiz dive ukazal, ze (3) = G a ord(3) = 6, coz
515111111 3 13 9 | opravdu déli |G| = 6.

ol9l13/ 31115 Piipad g = 5 dava 52 = 11, 53 = 13, 5% = 9, 55 = 3, 5% = 1, zase (5) = G a
11[11]5 [13] 1 ]9 11| ord(5)=6.

131131111 9 3 1 Prog:9méme91:9,92:9®9:11,93:9269:11®9:1.Pr0t0

(9) =4{9,11,1} a ord(9) = 3, coz zase déli |G| = 6.
Oveérte si sami, ze (11) = {1,9,11} aord(11) = 3, také (13) = {1,13} aord(13) = 2.
Kazdy délitel ¢isla 6 nasel sviij prvek, ale obecné to nemusi byt pravda.
Pro zajimavost se jesté podivame na (Z4, @, 0), coz je grupa.
Zvolme g =3,pak 31 =3,32=333=2,33=303303=2903=1,3*=32932=202=0 = e. Mame tedy
(3) =1{3,2,1,0} = Z4 a ord(3) = 4.
Ted zvolme g = 2, pak 2! =2, 22 =2® 2 = 0 = e. Mame tedy (2) = {2,0} a ord(2) = 2.
A

8b.8 Poznamka: Ukézali jsme zajimavou souvislost mezi velikosti grupy a velikosti specidlnich podgrup. Pfesné
stejny postup se da udélat pro libovolnou podgrupu. Zkuste si znovu precist iivahy, které k nasemu vysledku vedly,
ale s takovouto zménou:

e Necht H je podgrupa G. Pak pro libovolné = € G je T'(h) = xoh bijekce z H na zH, mimo jiné tedy |H| = |z H|,
viz Véta 8a.19 a Véta 8b.5 (ii).

e Pro libovolné z,y € G plati xH = yH pravé tehdy, kdyz 2~ oy € H, viz Véta 8b.5 (iii).

e Mnozina {zH },c¢ je rozklad mnoziny G, viz Véta 8b.5 (iv).

Dusledek: Jestlize je G kone¢né grupa a H jeji podgrupa, tak nutné |H| déli |G].

Tomuto se fika Lagrangeova véta. Jak vidite, dostavame se zde jiz blizko k teorii grup, ale v nasem dalsim textu
to nebudeme potiebovat. Pokud vas to zaujalo, prectéte si néjakou péknou knizku o algebte.

A

Ve zbytku kapitoly se podivame na alternativni zptisoby, jak poznat, Ze je pologrupa vlastné grupou. Prvni
kritérium tika, ze to lze poznavat podle toho, zda v ramci dotycného prostoru umime fesit linedrni rovnice.

Véta 8b.9.

Necht (M, o) je pologrupa. Je to grupa pravé tehdy, kdyz pro libovolné a,b € M existuji feSeni z,y € M rovnic
aoxr=bayoa=h.

Ta feseni jsou pak jednoznacna.

Dtikaz (pouc¢ny): 1) =: Jestlize je M grupa, pak existuje jednotkovy prvek e a inverzni prvek a~!. Proto lze
definovat z = a~! o b a snadno ovétime, Ze fesi prvni rovnici: aoz =ao(a tob) = (aca !)ob=cob=0».

Podobné ovétime, ze y = bo a~! fesi druhou rovnici. Jsou ta feSeni jednozna¢na? Nechf x je né&jaké FeSeni
prvni rovnice. Pak uz nutné x = eox = (a toa)ox =alo(aox)=a"tob.

Podobné pro tu druhou rovnici.

2) <=: Zvolme si n&jaké a € M. Pak v M existuje FeSeni rovnice a o x = a, ozna¢me ho e,, a feSeni zoa = a

ozna¢me e;. Chceme ukézat, Ze jde o jediny prvek, a to jednotkovy.
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Na to jesté potiebujeme feSeni rovnice x o a = e; oznacené a; _; a feSeni rovnice a o x = e, oznacené a, _1.
Pak mame
ege=a,_10a=aq,_10(aoe,) = (a_10a)oe, =eoe, =¢o(aoa,_1)=(e,0a)0a,_1 =0a0a,_1=eé.
Oznac¢me tedy tento prvek e. Ukdzeme, ze je to jednotkovy prvek.

Za¢neme tim, Ze e? = e. Mame totiz e20a = eo (eoa) = eoa = a, proto také e* fesi rovnici zoa = a a podle
predchoziho vipoétu s e; = € a e, = e mame e = e.

Ted vezméme libovolné b € M. Pak existuje feSeni rovnice x o e = b, oznacme jej c. Mame

boe= (coe)oe=coe?=coe=>b. Podobné ukazeme, ze ¢ o b = b. Mame potvrzeno, ze (M, o, ¢e) je monoid.

Predpoklad o FeSeni rovnic pak umoznuje pro libovolné a € A najit feSeni rovnic aox = e a yoa = e, tedy
podle Véty 8a.6 ziskdme inverzni prvek k a.

U

Toto vede na zajimavy zavér. Méjme pologrupu (M, o) a uvazujme linedrni rovnice. Véta fika, ze kdyz jsou
takové rovnice fesitelné vsechny, tak uz jsou fesitelné jednoznacné. Z toho vyplyva, ze kdyz ma néjakd rovnice
vice TeSeni, pak uz musi také existovat rovnice, ktera reseni nema.

Kapitolu ukonc¢ime dalsim zptisobem, jak poznat grupu. Je to spis takové kuriozitka.

V kapitole o monoidech jsme ¢tenafe varovali, ze kdyz zkoumame, zda je néjaké = invertibilni, tak jesté nestaci,
kdyz najdeme , jednostrannou inverzi“, existence prvku y s vlastnosti y o x = e nic neznamené. Musime také
vyzkouset platnost z oy = e a teprve pak jasat.

Kdyz testujeme, zda je néjaky monoid (M, o, e) grupou, tak testujeme vSechny prvky x € M, zda jsou invertibilni.
Ukaze se, Ze pri takovémto hromadném testovani uz staci zkouset jen z jedné strany. Dokonce se to tyka nejen
axiomu (A3), ale i (A2).

Véta 8b.10.

Uvazujme mnozinu M s binarni operaci o. Predpokladejme, Ze nasledujici podminky jsou splnény:
(A1) pro v8echny z,y,z € M plati x o (yo z) = (zoy) o z;

(A2’) existuje e € M takové, Ze e o x = x pro vSechna x € M;

(A3’) pro kazdé x € M existuje y € M: yox =e.

Pak uz je (M, o,e) grupa.

Dukaz (pou¢ny): 1) Necht x € M a y je leva inverze k x dle (A3’). UkaZeme, Ze je to i prava inverze. K tomu
jesté najdeme prvek z jako levou inverzi prvku y dle (A3’). Pak pomoci (A2’) pocitame

roy=eo(oy)=(s0)o(xoy) =z0(yor)oy=zocoy=z0(coy)=zoy=ec.

Mame tedy podminky y oz = e a x oy = e, coz bude znamenat, Ze libovolné x € M je invertibilni, ale az ve
chvili, kdy ukézeme, Ze e je opravdu jednotkovy prvek.

2) Necht € M je libovolné. Podminka (A2’) dévéa e o x = z, potfebujeme to jesté zprava. Pro toto z na-
jdeme levou inverzi y dle (A3’), kterd je dle 1) i pravou inverzi, a po¢itdme zoe = zo(yox) = (xoy)ox = eox = .

U

Je samoziejmé mozné udélat verze (A2”) a (A3”) s pravou identitou a pravou inverzi, zase by to stacilo na grupu.
Tim konc¢i kapitola o grupach.

Cviceni

Cviceni 8b.1 (rutinni, pouéné): Uvazujte G = Q — {0} a operaci z oy = 2zy. Dokazte, Ze je to grupa, a najdéte
vzorec pro inverzni prvky.

Cviceni 8b.2 (rutinni, poucné): Necht U je mnozina, uvazujme G = P(U) a operaci symetricky rozdil
definovanou jako A+ B = (A — B) U (B — A) (nakreslete si Venniv diagram).

Dokazte, ze (G, +) je grupa, identifikujte jednotkovy prvek a inverzni prvky.

Napovéda: asociativita sta¢i Vennovym diagramem.

Cviceni 8b.3 (rutinni, pouc¢né): Uvazujte monoid (Zg, -).

(i) Najdéte grupu N jeho invertibilnich prvki. Ovéite, ze je opravdu uzaviend na nasobeni modulo 9.

(ii) Pro vSechny prvku x € N urcete (x) a ord(x).
(iii) Necht g = 7. Pro v8echna x € N urcete z(g), najdéte odpovidajici rozklad grupy N.

Cviceni 8b.4 (rutinni, pou¢né): Uvazujte matici A = <(1) :}) v monoidu (Maxa, ).

Urcete (A) a ord(A).
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Reseni:

8b.1: (zoy)oz=4dayz=zo0(yoz), e=3, a7t =L,

8b.2:

Venniv diagram (A + B) +~C = A+ (B + () je ,kvétinka“, viz vpravo. A B

Ovéite: A+ = Aa A~! = A pro libovolnou mnozinu.

U C
8b.3: (i): N ={1,2,4,5,7,8}. Ovéfeni: tieba 7-8 = 56 mod 9 =2 € N, atd.
(i) (1) = {1} aord(1)=1; (2 >_{2 22=422=824=72°=5 26_1} N aord(2) =
(4) ={4,42 = 7,43 =1} a ord(4) = (5) = {5,5% = 7,5° = 8,5% 4,55 — 9,56 — 1}=N aord(5) = 6;
(1) ={7,77=4,7 =1} aord(7) = (8) = {8,82 =1} a ord(8) = 2;
(iii) 1(7) = (7) = {1,4,7}; 2(7) = {2,8,5}; A7) = {4,7,1}; 5(7) = {5,2,8}; 7(7) = {7,1,4}; 8(7) = {8,5,2}.
N=1{1,4 7}U{258}
8b.4: (4) = {4,247 = <_1 (1)> A% = By }; ord(4) = 3.

8c. Dalsi struktury

Tato kapitola je z vétsi casti nepovinna a zbytek knihy lze bez ni ¢ist, ale zajimavé doplnuje kapitolu 7c o
polynomech a viibec nabidne trochu nadhled. Vic ani nebylo cilem, tématy jen prolétneme, aby mél ¢tenai zakladni
orientaci, o¢ viibec jde.

Pokrocilejsi struktury vznikaji naptiklad tak, ze se prida dalsi operace.

Definice.
Uvazujme binarni operace @ a ® na mnoziné R. Rekneme, 7e (R,®,®) je okruh (ring), jestlize splituje
nasledujici axiomy:

(A1) pro vSechna z,y,z € Rplatiz @ (y @ 2) = (x d y) @ z, (asociativita @)
(A2) existuje n € R takové, ze x & n =n @ x = x pro vsechna = € R, (jednotkovy prvek pro @)
(A3) pro kazdé x € R existuje y € R takové ze x Dy =y ® x = n, (inverzni prvky pro @)
(A4) pro kazdé z,y € Rplatiz ®dy =y ® x, (komutativita @)
(A5) pro v8echna z,y,z € Rplatiz © (y©2) = (x @ y) © z, (asociativita ©)
(A6) existuje e € R takové, 7e x © e = e ©® x = x pro vSechna = € R, (jednotkovy prvek pro ®)
(AT) pro vSechna z,y, z € R plati
rOyd2)=(0y)e(rez2) a (Yb2)0rx=Yoz)d(20yY). (distributivni zékon)

Rekneme, 7e okruh (R, ®,®) je komutitativni okruh (commutative ring), jestlize navic spliiuje axiom
(A8) pro kazdé z,y € Rplati z Oy =y © . (komutativita ©)

I zde nékteri autoii pridavaji
(A0) pro vSechna z,y € Rplatiz®y € R a 2Oy € R.

I zde je to zbytecné, ale nezaskodi to. Kdyz se na ty podminky pro okruh podivame, vidime, zZe je lze zkra-
tit nasledovné: (R, ®,n) je komutativni grupa, (R, ®,e) je monoid a operace jsou spoly svazany distributivnim
zékonem.

7 toho vyplyva, zZe jednotkové prvky i inverzni prvky jsou jednoznacné urceny. Inverzni prvky vzhledem k & se
tradiéné znac¢i —x, zatimco inverzni prvky vzhledem k © (alespon ty, které ndhodou existuji) se zna¢i x=1. Vime z
kapitoly 8a, Ze pfinejmensim jeden existuje, e~! = e. Mnoho autorti pouzivd mnemotechnickou pomticku a znaci
jednotkové prvky pomoci 0 a 1, néktefi dokonce pouzivaji pro okruh znaceni (R, +,-), ale je tfeba si uvédomit, ze
pak ,,0“ nemusi byt ¢islo 0 a ,,1“ nemusi byt ¢islo 1, jak ostatné hned uvidime.

Nejjednodussi okruh je R = {0} s operacemi 0 ® 0 = 0 ® 0 = 0. Pak také n = e = 0. Zrovna toto se nékterym
autorim nelibi a ptridévaji do definice okruhu podminku, Ze n # e, ¢imz vznikne okruh s vice prvky. Da se
mimochodem ukazat, ze jakmile ma okruh vic nez jeden prvek, tak uz nutné n # e (viz poznamka po Faktu 8c.1).
Tim se dostavame k tomu, Ze autofi definuje okruhy ruzné, néktefi tfeba vynechavaji axiom (A6), nase definice
patii k tém nejobvyklejsim.

Klasickym pfikladem okruht jsou samoziejmé nasi stafi znami (R, +, ), (Q,+,-), (Z,+,-) a (Z,,+,+). Okruhy
se v matematice pouzivaji docela hodné, protozZe jejich vlastnosti jsou vyvazenym kompromisem mezi snahou mit
co nejvice axiomu, aby platilo hodné vlastnosti, a snahou mit jich co nejméné, aby se do vysledné formy veslo co
nejvice aplikaci.

25




Diskrétni matematika 8c. Dalsi struktury pHabala 2012

O okruzich se toho d& fict velice mnoho. Tato kapitola je spis uzaviraci a prehledovéa, tak jen jako ukazku
uvedeme pér vlastnosti, které mame u ndm znamych éiselnych mnozin (pfedstavujte si n = 0, e = 1) a funguji i
obecné.

Fakt 8c.1.

Necht (R, @, ®,n,e) je okruh. Pak plati nésledujici:

(i) prokazdé z € Rplatin ©x =z ©®n = n;

(ii) pro kazdé x € R plati (—e) ©® x = (—z);

(iii) pro kazdé z,y € Rplati (—z) Oy =20 (—y) = —(x O y).

Dikaz (pouc¢ny): (i): Pro neutralni prvek plati n = n @ n. Pak mame diky distributivnimu zakonu rovnost
rOn=x0(nd&n)=(xrGn)d(x®n). Podle Lemma 8a.11 aplikovaného na invertibilni prvek  ®n v monoidu
(R,®,n) tedy x © n = n. Druha rovnost se dokazuje obdobné.
(ii): Ovéfime, Ze vyraz nalevo spliiuje definici inverzniho prvku x viéi @, pouzijeme z = e ® x a distributivni
zakon:
26 [(—e) 02] =[O 1] @ [(—e) 0 2] = [ @ (-e)) Oz =nOz=n.
(iii): Ovéfime, Ze vyraz zcela nalevo spliiuje definici inverzniho prvku x © y vaéi &:

[(—x) 0y @ zr 0yl =[(—2z)®x] ®y =n©y =n. Pro druhy vyraz zleva se to déla obdobné.
L]

Cést (i) ma zajimavy dtsledek. Kdyby platilo n = e, tak uz pro libovolné # € Rmdme r =2 ®e=2On = n,
tedy R = {n}. To potvrzuje nasi pozndmku vySe, ze jakmile ma R vic nez jeden prvek, tak uz nutné n # e. Plati
pak obecné i dalsi véc, kterou zname z bézného nasobeni ¢isel.

Fakt 8c.2.
Necht (R, ®,®,n,e) je okruh a |R| > 2. Pak n neni invertibilni.

Dtikaz (poucny): Sporem: Necht existuje y = n~!. Pak y ®n = e, ale podle (i) vyse také y ©n = n. Dostavidme
e = n, coz ale plati jen pro jednoprvkové R.
L]

Jsou ale také véci, které zname z R ¢i Z, ale v obecnych okruzich nefunguji. V zasadé jsou okruhy dostatecné
bohaté na to, abychom na nich zkusili vybudovat celou teorii délitelnosti z kapitoly 6a (prvocisla atd.), a podle
toho, jak daleko se dostaneme (funguje v nich Euklidav algoritmus? funguje v nich jednoznacnost rozkladu na
prvocisla?), se okruhy klasifikuji. Jsou o tom tlusté knihy z oboru algebra, takze do toho nebudeme $tourat,
nicméné na jednu zajimavou vlastnost jsme tu uz narazili.

Definice.
Necht (R, ®,®) je okruh. Rekneme, Ze prvek x € R je délitelem nuly (zero divisor), jestlize z # n a existuje
y # n takovy, Zze £ © y = n.

Na takové prvky nejsme zvykli, naopak radi v algebraickych tpravach z rovnice z - y = 0 usuzujeme, Ze jeden z
prvkd musi byt nula, ale obecné v okruzich to neplati. Priklady uz jsme potkali v kapitole 7, napriklad pii nasobeni
modulo 4 plati 2 - 2 = 0, neboli v okruhu (Z4, +, -) je 2 délitelem nuly. Podobné jsme v ptikladé 8a.b vidéli, ze v
okruhu Zq4 plati 2-7 =0, 7-10 = 0 a podobné.

To je v mnoha situacich velice nepfijemné, takze se vyplati zavést specialni kategorii okruht, kde toto nehrozi.

Definice.
Rekneme, ze okruh (R, ®, ®) je obor integrity (integral domain), jestlize je to komutativni okruh bez déliteli
nuly.

Takze (R, +,-) a (Z, +, -) jsou dozajista obory integrity, zajimavé je, Ze jsme v kapitole 7a zjistili, Ze pro prvocisla
p jsou i (Zy,+,-) obory integrity. V téch se hned lépe pracuje. Jeden zptisob, jak se délitelt nuly zbavit, je mit co
nejvice invertibilnich prvka.

Fakt 8c.3.
Necht je (R, ®,®) okruh. Jestlize je x € R invertibilni viéi ®, pak neni délitelem nuly.

8c.3 26 8c.3
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Dukaz (rutinni, pou¢ny): Necht y € R spliiuje podminku = ® y = n. Ukazeme, Ze pak uz nutné y = n.
y=eoy=@'or)oy=2'0@oy) =z tOon=n.

U

Neplati to ale naopak: Prvky, které nejsou déliteli nuly, nemusi byt automaticky invertibilni. Pro priklad se staci
podivat na (Z, +, ), tfeba x = 13 neni délitelem nuly, ale ani nema v Z inverzni prvek vuéi nésobeni.

Meéli jsme Fakt 8a.10, ktery fikal, Ze invertibilni prvky je mozno v rovnicich kratit. Plati to i pro prvky, které
nejsou délitelé nuly. Jak jsme pravé vidéli, je jich potencionalné vice, ¢imz se vysvétluje, pro¢ mizeme kratit
nenulova ¢isla v rovnicich, i kdyZ pracujeme v Z. Pouény je zpusob, kterym se toto dokazuje, protoZze to vystizné
ukazuje mechanismus prace v okruzich.

Normalné bychom v rovnici cx = cy presunuli oba prvky na levou stranu odeétenim pravé strany, ziskame
cx — cy = 0, vytkneme na c¢(z — y) = 0 a pak vydélime. V okruhu ovSem neméme ani od¢itani, ani déleni, takze
se vSe musi odehravat pres inverzni prvky. Jdeme na to.

Predpokladejme tedy, Ze mame rovnici ¢ ® z = ¢ ® y a ¢ neni délitel nuly. Pri¢teme k obou strandm opacny
prvek k pravé strané vaci @ a dostaneme (¢ © z) @ [—(c ©® y)] = n. Ted pouzijeme (iii) z Faktu 8c.1, mame
(coOz)® (c®(—y)) = n a jsme zrall na distributivni zakon: ¢ ® (z @ (—y)) = n. ProtoZe ¢ neni délitel nuly,
musi byt nutné = & (—y) = n, takze —y spliiuje podminku inverzniho prvku vuéi z. Z jeho jednozna¢nosti mame
—x = —y. Pak také —(—z) = —(—y), tedy = =y, zde jsme pouzili Vétu 8a.9.

Nejlepsi jsou ale stejné prvky invertibilni. Idealni je stav, kdy jsou invertibilni vSechny kromé n, kde to nejde jiz
z principu (s vyjimkou trividlniho jednoprvkového okruhu).

Definice.

Uvazujme binarni operace © a ® na mnoziné F. Rekneme, ze (F, @, ®) je téleso (field), jestlize je to komutativni
okruh, tedy spliuje axiomy (Al) az (A8), a navic spliiuje axiom

(A9) pro kazdé z € F, x # n existuje y € F takové, ze t Oy =y O x =e. (inverzni prvky pro ©)

Jinak feceno, (F,®,n) je komutativni grupa, (F — {n},®,e) je komutativni grupa a operace jsou svazany
distributivnim zékonem. Klasickymi ptiklady téles jsou C, R ¢ Q, ted uz Z vypadava. V kapitole 7a jsme vidéli,
ze pro prvocisla p je Z, téleso, pro computer science je samoziejmé velice zajimavé téleso Zy. Diky existenci
inverznich prvka vici © uz nejsou v télesech zadni délitelé nuly, takze téleso je i okruh integrity. Dobfe se proto
s nimi pracuje, s télesy se da délat v zasadé vSechno, co s R, naptiklad linearni algebra.

Priklad 8c.a: Mame-li téleso F', muZzeme nad nim definovat matice obvyklym zptusobem, pro kazdé n € N tak
vznikne mnozina M,, (F') matic o rozméru n x n. Kdyz ji vybavime operacemi maticového séitani a nasobeni, které
se definuje béZnym zpusobem, jen namisto + a - pouZivame operace ® a © z télesa, dostavame tak okruh, ktery je
nekomutativni pro n > 2. Asi neni prekvapenim, Ze v computer science jsou zajimavé matice nad Z, pro prvocisla
p, zejména okruh M,,(Zz). Blize viz kapitola 7c.

8c.4 Okruhy polynomi

Bézné pracujeme s polynomy nad R, znacenymi R[z|, setkali jsme se jiz také s polynomy nad Z,,. Zde vybudu-
jeme polynomy nad obecnym okruhem (R, ®,®). Pro Gcely této ¢asti se vyplati znacit jeho neutralni prvek 0 a
jednotkovy prvek 1, protoze to zjednodusi zapis a ctenaf uz je snad dost zkuseny na to, aby védeél, ze ,,0“ nemusi
byt zrovna ¢islo 0, ale tfeba matice ze samych nul ¢ jiny neutralni prvek. Zavedeme také pro zjednoduseni zapisu
prioritu © pred .

Definice.
Uvazujme okruh (R, ®,®).
Terminem polynom (polynomial) nad R ozna¢ujeme abstraktni vyraz

n
p=> ap® =ap2’ +arz' + -+ an_12" " + ana”,
k=0
kde n € Ny a a; € R pro vSechna 1.
Jako R[x] ozna¢ime mnozinu vSech polynomt nad R.
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Poznamka (velice dulezitd): Je tfeba si uvédomit, Ze to £ ma v polynomu ryze symbolicky charakter. Sice
mu fikdme proménna, ale to je jen jméno pro symbol, klidné tam misto 2 mtze byt hvézdicka nebo tfeba srdicko:
p = 13 4+ 202 by mohl byt polynom nad Z4. Tento symbol, stejné jako symbol ,4+“ nemajici nic spole¢ného se
s¢itanim, slouzi k oddéleni jednotlivych koeficientfi polynomu. Kdyz vidime 22, tak vime, Ze ten prvek z R pied
nim je v poradi tfeti koeficient polynomu. Slo by to i jinak, klidné jsme namisto agz® + a;x' + apx? mohli zavést
zapis ,,ap©, a1, axe” a celd teorie by dal fungovala. Jinak feceno, to podstatné jsou koeficienty a ostatni symboly
slouzi jen jako pripominka, kde ktery koeficient je.
o0
V nékterych aplikacich si proto mnozinu R[x] ztotoznime s mnoZzinou |J RF vektort s koeficienty z R libovolné
n=0
délky, naptiklad p = 13 + 222 je jen pohodlny zapis pro vektor (13,0,2). Zde je tieba piijmout umluvu, ze kazdy
vektor lze prodlouzit nulami na vektor libovolné délky a bude to porad stejny vektor. Tim do nového jazyka
zahrneme obvyklou tmluvu, Ze p = 13 + 222 je totéz jako p = 13 + 222 + 023 + 0z*, takZe potfebujeme, aby i
vektory (13,0,2) a (13,0,2,0,0) byly povazovany za stejné. Celou teorii polynomi je pak mozné vybudovat ¢isté
v jazyce vektorti a nebude to ani o moc tézsi.

Takovéto polynomy lze vlastné zavést nad libovolnou mnozinou M, kterd ani nemusi mit néjaké operace. Pak
se toho ale moc neda vymyslet. Zajimavé to je pravé u mnozin s operacemi. Brzy ukazeme, Zze oném specialnim
symbolim + a z* mitZeme dat uréity vyznam, ktery odpovida tomu, co zndme z realnych polynomi. Jsou tedy
vhodnéjsi nez srdicka, ale da trochu prace to vSechno udélat poradné.

JAN

Polynomy nad redlnymi c¢isly zné kazdy, ukdzeme zajimavéjsi priklad.

Priklad 8c.b: Uvazujme R = Mj(Z), okruh vSech matic 2 x 2 s celo¢iselnymi prvky. Pak tfeba
(3 =23\ o 0 0\ ;4 1 0 2 0 0) 3
p‘<1 14>$+<o o>x+<o 13)“‘*(0 0)5”

Abychom zjednodusili zapis, udélame nasledujici amluvy:

e &leny 0z*, kde 0 je nulovy prvek okruhu R, miizeme ze zépisu vynechat,

e mocninu 12*, kde 1 je jednotkovy prvek okruhu R, budeme psat jako z*,

e mocninu 2! budeme psat jako z,

e mocninu z2° = 1 nebudeme pii psani uvadét.

Samoziejmé tato imluva tzce souvisi s vyznamem, kterj symbolu 2* pozdéji piifadime.

Pri této prilezitosti udélame malou poznamku o zapisu. Kazdy autor fesi pri zavadéni polynomu dilema, zda
fadit mocniny od nejmensi k nejvétsi nebo naopak. Oboji mé své pro i proti. J4 jsem se v definici rozhodl brat
¢leny od nejmensich, protoze jsme si rozmysleli, Ze polynomy muzeme ,prodluzovat®, a pfislo mi dobré zacinat
od casti, kterd je pro polynom dtlezité, pfipadné prodlouzeni o nulové ¢leny pak délat ke konci. Této konvence se
budu drzet v teoretickych ivahach. Na druhou stranu jsme u redlnych polynomi zvykli zac¢inat nejvyssi mocninou,
coz budu také délat casto v prikladech. Konec konci, je to v zdsadé jedno.

je polynom nad R.
JAN

Priklad 8c.c: Polynom z predchoziho prikladu lze zapsat i jako

(3 —23 10
p‘<1 14)*(0 13>x'

Mimo jiné jsme pouzili pravidlo o nulovém prvku (0 0) okruhu R = M5 (Z).

0 0
A
Definice. N
Necht R je okruh, necht p = > ayz* € R[x].
k=0
Definujeme stupen (degree) polynomu p jako st(p) = —oo jestlize pro vSechna k = 1,... ,n je ar = 0 (tedy
p = 0), jinak jako st(p) = max{k; ax # 0}.

Takze t¥eba pro polynom p s maticemi z ptikladu vySe méme st(p) = 2. Definice stupné pro nulovy polynom
mozné prekvapi, ale kdyz si jesté zavedeme pravidlo, Ze —oco +a = —oo a max(—00, a) = a pro libovolné a (véetné
—0), tak ndm to bude skvéle fungovat.
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Ted se nauc¢ime s polynomy pracovat. Nejprve si zadefinujeme klasické operace. Budou samoziejmé inspirovany
tim, co dobfe znadme, pripomeneme nasobeni redlnych polynomi:

(a0 + a1z 4+ ana™) - (bo +b1x + - - -+ ba™) = [agbo] + [aoby + arbol + [aobs + a1by + azbola® + - - -+ [an by 2™ ™.

Jenze my ted nemame séitdni ani nésobeni, ale néjaké neznamé operace z okruhu R, takZe musime zapisovat
opatrnéji.

Definice.

Necht (R, ®,®) je okruh. Pro polynomy p = E apr® a q= E brz® a ¢ € R definujeme operace takto:
k=0 k=0
3) Definujeme skalarni nasobek polynom jako

n
cp= Z(c@ a;)z”
k=0

2) Doplnénim mocnin typu 0z’ miizeme piedpokladat, ze m = n, pak definujeme souéet polynomu jako
n
pHq= Z(ak @ by,)x”
k=0
3) Definujeme soucin polynomu jako
m+n

pOa=> (Y aob)d

k=0 i+j=k

Zavedli jsme znaceni H a [J pro operace mezi polynomy, abychom mohly ve vypocétech a dtikazech spravné
indikovat, kterou operaci pouzivame. Jakmile nabereme trochu zkusenosti, pfejdeme k obvyklé tmluvé, ze se
operace mezi polynomy znaci stejnou znackou jako operace v R.

Vyznam definice vynikne v dlouhém zépise. Jestlize p = ag + a1 + - - - 4+ ap_12" " + ap2™ a
g=by+bix+ - +bp_12m 1 +b,2™, pak pro m = n mame
pBqg=lao@bo]+[a1 @bi)r+ -+ [an_1Dbp_1]z" " + [a © b,)2"
pro libovolna m, n pak mame
pEq = [ao ®bo] + [(ao ®b1) @ (a1 @ by)|z + [(a0 © ba) ® (a1 ® b1) @ (az @ by)]z> +
w4 (an—1 © b)) @ (an © bym—1)]2" " + [an © by 2™t

Vsimnéte si, ze jde zase jen o manipulaci s koeficienty, takze tyto operace bychom mohli stejné tak definovat pro
vektory koeficientii:

c(ag,a1,...,a,) =(c®ap,c®ay,...,c®ay)
(ao,al,... ,an)EEI(bg,bl,... ,bn):(ao@bo,al@bl,... ,an@bn)
(ao,al,... ,an)D(bg,bl,... ,bm):(a()@bo,(ao@[h)@(al@bo),... ,an®bm).

Sice to funguje stejné, ale museli bychom si to pamatoval jako pravidla, zatimco ten zapis s ,mocninami“ nam
napovida, jak operace délat. Ma tedy své vyhody, jak ukaze priklad.

Piiklad 8c.d: Uvazujme polynomy p = ((1) _33) + ((1) 103) T a q= (g ﬁ) + <i) _76) x z okruhu

polynomit Ms(Z < > € My(Z). Pak mame

CDq:( )DK? _23> (é 103>x}:[(—21 8) ((1) _§3>]+[<—21 8) ((1) 103)}””

:<—01 o +< 23)9”’

pma=[(7 ")+ (0 8)1 (o 1)+ (0 7))
(1 W)+ (1 )
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0 -23 1 0 3 13 3 —6
qu-[(l 0>+<0 13)45{(0 14)*(1 7)9”]
(0 =23 3 13 0 —-23 3 —6 1 0 3 13 1 0 3 —6 2
_[<1 0 ><0 14>}+[<1 0 )(1 7)+<0 13> (o 14>}“’+[<0 13><1 7>}”
(0 =322 —20 —148 3 —6)\ o
_<3 13 )+( 3 —1086>x+<13 91)“"
Protoze vime, ze nasobeni matic neni komutativni, je tfeba byt opatrny na spravné poradi matic ptfi roznésobovani

zavorek. Z toho pak usoudime, Ze nasobeni polynomit nebude obecné komutativni.

JAN

Vytvafenim polynomi neztratime zakladni vlastnosti.

Véta 8c.5.
Necht (R, @, ®) je okruh. Pak je (R[z],H,[]) také okruh.
Jestlize je (R, ®, ®) komutativni, pak je také (R[x|,H, ) komutativni.

Dukaz si v této prehledové kapitole odpustime, je snadny, ale dlouhy, nez se ovéri vSech 7 az 8 axiomd.
Ted se podivame, které z vlastnosti znadmych pro bézné redlné polynomy plati i obecné. Zaéneme stupném.

Fakt 8c.6.
Necht R je okruh a p,q € R[z]. Pak st(p B q) < max(st(p),st(q)) a st(p & q) < st(p) + st(q).

To prvni tvrzeni nepiekvapi, seCtenim polynomt se nemize stupen navysit, zato se vyssi mocniny mohou ztratit,
kdyz se pokrati, napiiklad (x + 1) 4+ (—x + 1) = 2. Zato u nasobeni asi ¢tenaf ¢ekal rovnost, jenze tady je zadrhel
s déliteli nuly. Napiiklad v okruhu Zs mdme (22 +1)- (22 + 1) =42+ 42 +1 =022+ 0z + 1 = 1.

Takovymto problémim se da vyhnout, kdyz se jako zaklad pouZije téleso.

Véta 8c.7.
Je-li R téleso, pak R[z] je okruh integrity a pro p,q € R[x] plati st(p [J q) = st(p) + st(q).

Viibec se da fict, ze pokud chceme, aby se polynomy chovaly tak, jak jsme zvykli, tak potfebujeme zacit s
télesem. Jako priklad si dokdzeme, Ze funguje déleni polynomt se zbytkem.

Véta 8c.8.
Necht F' je téleso a p,d jsou polynomy z F'[x], necht d # 0.
Pak existuji polynomy ¢,r € F[x] takové, ze p = ¢ LJd B r a st(r) < st(d).

Dukaz (drsny, pou¢ny): Dikaz povedeme silnou indukei na st(p) a zéroven tim ukazeme algoritmus. Zkuste si
rozmyslet, Ze je to pofadd nas stary znamy algoritmus na déleni polynomt se zbytkem, jen obecné nemtizeme
mluvit o od¢itani a déleni, misto toho pouzivame opacné a inverzni prvky.

(0) Necht st(p) = 0. Pak je p = ag konstantni polynom. Jestlize st(d) > 0, pak p = 0L d B p a st(p) < st(d),
tedy lze vzit r = p. Jestlize st(d) = 0, tak je d = by konstantni polynom a diky nasemu predpokladu neni nulovy.
bp mé tedy inverzi vici nasobeni v F' a mizeme psat ag = ag © by L ® by @ 0 neboli p = (ag ® by HYEdBr, kde
r =0, proto st(r) = —oo < 0 = st(d).

(1) Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro vSechny polynomy stupné nejvyse n. Méjme polynom p stupné n + 1
a nenulovy polynom d. Jestlize st(d) > st(p), pak polozime p = 0 dH p a je to.

Jinak necht a, 11 je nejvyssi nenulovy koeficient p a b,, je nejvyssi nenulovy koeficient d, mame m < n + 1.
Pak polynom

(—apt1 © bz =™ [0 d mé nejvyssi koeficient rovny —a, 11 a je u mocniny = g™t takZe po
pfi¢teni k p dostaneme, ze polynom h = p H (—a,;11 © b,;1)x" "™ [0 d m4 uréité stupeti mensi nez n + 1. To
znamena, ze na néj muzeme aplikovat indukéni predpoklad a dostdvame polynomy ¢',r takové, ze st(r) < st(d)
ah=¢ HdHr. Pak

p=hB(—an1 ©bN2" TV Hd = (—apy ©b, )" T HdB ¢ OdBr

=[(—n1 @b,z B DdBr

m+n+1—m
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a porad st(r) < st(d). Rozklad je hotov.
U

Kdyz umime délit, mizeme také zavést pojem délitelnosti, hledat spole¢né nasobky a délitele a dalsi véci, jako
se to déla v kapitole 6a. Obecné se da fict, ze kdyz mame polynomy nad télesem, tak vSe funguje v zasadé stejné,
a to dokonce vcetné Bezoutovy véty a rozsifeného Euklidova algoritmu, i kdyz si asi umite predstavit, ze délit v

nez kdyz se to déla s cisly.

Mtzeme také zavést pojem inspirovany prvocisly.

Definice.
Necht R je okruh. Rekneme, Ze polynom p € R[z] je ireducibilni (irreducible), jestlize neexistuji polynomy
q,r € R[x] takové, ze p = q [ r, st(q) < st(p) a st(r) < st(p).

Pro realné polynomy jsou ireducibilnimi polynomy vSechny konstantni, linedrni a pak ty kvadratické, které nemaji
realné koreny. Pokud mame polynomy nad télesem, jsme schopni kazdy polynom rozlozit na soucin ireducibilnich
faktort, podobné jako prvociselny rozklad celjch éisel.

Ted se podivame na posledni velké téma, z formalnich polynomu vytvofime zobrazeni (¢i funkei, cheete-li) z R
do R. Neni v tom zadné prekvapeni, pro polynom p = a,z"™ + - - - + a1x + ag definujeme ono zobrazeni predpisem

r (4, Or") @ - @ (a1 ©7T) D agp.

Rikéame, Ze do polynomu dosazujeme r € R, hodnotu zna¢ime p(r).

Priklad 8c.e: Uvazujme polynom p = <(1) 103> T+ <(1) _§3> z prostoru My (Z)[z]. Mizeme do néj dosadit

01

tieba z = <0 0

) € M>(Z) a dostaneme
o= (3 2)-(8)+ (2 8)-( %)
A

Pro toto dosazovani plati bézna pravidla, da se napriklad dokézat, ze pro polynomy p, g ziskdme dosazenim do
p H ¢ stejnou hodnotu, jako kdybychom dosadili do p a g zvlast a vysledky spojili pomoci @. Formalné feceno:
(pEB q)(r) = p(r) ® q(r), podobné (pEq)(r) = p(r) © q(r).

Je tfeba si ale uvédomit, ze zobrazeni dand polynomy jsou obecné jinymi objekty nez polynomy, které jim daly
vzniknout. Ctenai je samoziejmé zvykly na polynomy realné, kde se polynom a funkce z néj vznikla berou jako
totéz. To je odivodnéno zakladnim faktem, Zze kdyz dva polynomy davaji stejné hodnoty coby realné funkce, tak
uz musi jit o stejné polynomy coby vyrazy, tedy museji se rovnat vSechny koeficienty. Bohuzel, toto neplati u
polynomil nad obecnymi télesy. Muze se stat, ze dva polynomy, které maji rizné koeficienty, davaji pii dosazovani
r € R tvrdosijné stéale stejné hodnoty, takze z nich vznika stejné zobrazeni. Pro pripad neni t¥eba chodit daleko,
viz kapitola 7c.

Proto je tfeba obecné dbat na rozdil mezi polynomem jako vyrazem a zobrazenim vzniklym pomoci onoho
polynomu.

Definice.
Necht R je okruh, uvazujme polynom p € R[z]. Rekneme, 7e prvek r € R je koFen (root) polynomu p, jestlize
po dosazeni do p plati p(r) = 0.

Pro télesa pak mame povédomé tvrzeni.

Véta 8c.9.
Necht F' je téleso, uvazujme polynom p € Fz].
Prvek r € F je kofenem p pravé tehdy, kdyz polynom x + (—r) déli p.

Znamena to, Ze polynom, ktery ma kofen, jiz nemiize byt ireducibilni. Obmeéna tedy fik4, Ze ireducibilni polynom
nem4 koteny. Plat{ to i naopak? Obecné ne, dokonce ani u redlnych polynomd, napiiklad polynom (1 +z2)(1+ 22)
realné kofeny nemad, ale rozlozit jej lze. Pro polynomy nizsiho stupné uz ale ireducibilita a neexistence kotfent
souhlasi dokonce obecné.
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Fakt 8c.10.
Necht F je téleso, p je polynom z F'[z] stupné 2 nebo 3.
p je ireducibilni v F[z] pravé tehdy, kdyz nemé kofeny v F'.

Dukaz (pou¢ny): Neexistenci kofent pro ireducibilni polynomy jsme uz ukazali vyse.

Predpokladejme naopak, Ze polynom p neni ireducibilni, tedy p = s ® t, kde s, jsou polynomy se stupni
mensimi nez st(p). Protoze st(p) < 3, musi byt alespon jeden z polynomu s,t stupné jedna, ¢ili polynom ve
tvaru z + r. Pak je (—r) € F jeho kofenem, tedy i kofenem p.

L]

Timto koncéime struc¢ny prehled vlastnosti polynomii nad okruhy.

8d. Bonus: Racionalni ¢isla

Zde si polozime zdanlivé jednoduchou otazku: Co jsou to raciondlni ¢isla? Je sviidné odpovédét, Ze to jsou zlomky,
jenze co je to vlastné za objekt? Zda se prirozené definovat zlomek jako uspofaddanou dvojici ¢isel, pro kterou jsme
zvolili specidlni zapis, jenze tento ndpad mé zasadni problém. Pokud piijmeme, Ze % je zapis pro dvojici (1,2),
co je pak %? Jako dvojice (2,4) je to zcela jiny objekt nez (1,2), ale my bychom to radi brali jako jednu véc. Je
vidét, ze to nebude tak snadné, ale s trochou prace se s tim vyporadame.

V této kapitole korektné vybudujeme mnozinu raciondlnich cisel, ptficemz si krasné ukazeme v akci pojmy z
nékolika kapitol této knihy. Protoze dikazy jsou Casto spi$ technické (nahéani se trividlni rovnosti a nerovnosti),
Ctenaf je pripadné muze pfeskocit a soustiedit se na tok myslenek.

8d.1 Budujeme zlomky

Zafneme mnozinou, ktera se nabizi, provizorné si ji nazveme F jako ,fractions“:
F={(p.a); p,a€ZNq#0}.
Pro uSetfeni mista a znaki se domluvime, Ze misto dvojic (p, ¢) budeme psat %.

Ted potfebujeme matematicky zachytit, Ze napriklad zlomky % a g jsou vlastné stejna véc. Na to se presné hodi
pojem relace.

Definice 8d.2.
Definujeme relaci ~ na mnoziné F predpisem g ~ % pravé tehdy, kdyz pv = ugq.

Protoze 4-9 = 6 - 6, mame % ~ g, pfesné jak bychom chtéli. Tato ekvivalence mé geometricky vyznam. Kazdy
zlomek % neboli (p, q) reprezentuje urcitou délku na reélné ose, tuto délku ziskame tak, ze si vezmeme tsek délky
p a rozdélime jej na g shodnych ¢asti (zde je nutno precizovat, co toto znamend, kdyz je jedno ¢i obé ¢isla zaporné,
vznikd tim orientace). Neni obtizné si rozmyslet, ze dva zlomky jsou v relaci ~ pravé tehdy, kdyz davaji stejnou
geometrickou délku.

vvvvv

Fakt 8d.3.
Relace ~ je na [F ekvivalence.

Dikaz (rutinni): 1) reflexivita: Necht 2 € F. Protoze urcité pg = pq, jei £ ~ L.

2) symetrie: Necht %, % ¢ IF a pfedpokladejme, Ze % ~ 2. Pak pv = ug, proto i uq = pv a tedy % ~ %.
3) tranzitivita: Necht 2, % 2 € [F a pfedpoklddejme, Ze g ~ % a2 ~ 2. Podle definice to znamend pv = ugq
a ut = vs. Protoze t # 0 a ¢ # 0, miZeme obé& rovnice vynéasobit na tvar pvt = ugt a utq = vsq, coz dava
S

put = vsq. Protoze také v # 0, zkratime a dostavame pt = sq neboli g ~ 7.

U

Mnozina F se tedy rozpadne na tfidy ekvivalence. Kazda tiida ekvivalence obsahuje vsSechny zlomky, které
geometricky vyjadiuji jednu konkrétni délku neboli urcitou kvantitu.
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Definice 8d.4.
Definujeme mnozinu QQ racionalnich ¢isel jako mnozinu vsech tfid ekvivalence relace ~,

znacime Q = {[f]; f € F}.

Ted mtizeme presné Fict, jak vliastné v praxi funguji racionélni ¢isla. Kdy# si vezmeme t¥eba %, tak ve skutec¢nosti
) 6

myslime na celou tfidu ekvivalence, tedy jakoby bereme i ostatni zlomky ekvivalentni k %, protoze vime, zZe z
hlediska praxe je jedno, kterého zastupce dotycné t¥idy ekvivalence si vybereme. To jsme ovSem jeSté nedokazali,
mame co dohanét. Zatim diky kapitole 4a vime, ze kdyz si pro doty¢nou t¥idu vybereme jiného zastupce, dd nam
stejnou ttidu ekvivalence, tedy dosdhneme z néj na stejné zlomky. Jesté jsme ale nedokézali, Ze si mtizeme zastupce
vybirat i v pfipadech, kdy se zlomky provadime rozliéné bézné véci jako porovnavani, operace a podobné. Nejprve
si samoziejmé musime tyto véci zadefinovat.

Poznamka dopliujici: V feéi faktorovych mnozin mtizeme napsat Q = F/ ~.

8d.5 Porovnavame zlomky

Jak porovnavame zlomky v praxi? Porovname kvantity, které reprezentuji. Abychom to udélali spravné mate-
maticky, musime toto porovnavani vyjadrit ¢isté pomoci zucastnénych ¢isel a zndmych matematickych operaci,
coz ale neni problém, napiiklad 2 < % se da hravé prepsat na 3-8 < 7-5. Tim je inspirovana definice. Je v tom
ale hacek, my jsme se od % < g k3-8 < 75 dostali vynasobenim, ale to funguje jen v ptipadech, kdy jsou

jmenovatelé kladni. VyfesSime to jednodusSe, prosté si vezmeme vhodné zastupce ze tiid.

Definice 8d.6.
Definujeme usporadani < na Q néasledujicim predpisem: t¥idy z,y € Q splnuji x < y pravé tehdy, kdyz existuji
B exa iy €ytakovi, ze p>0,v>0apv<ug.

Dale budeme namisto ,,p > 0, v > 0“ zkracené psat jen p,v > 0.

Protoze u kazdé t¥idy dokazeme vybrat zastupce £ tak, aby ¢ > 0, vztahuje se tato definice na vSechny tiidy a
dokazeme tedy vzdy rozhodnout, zda je néjaka dvojice tfid v relaci nebo ne. Aby byla definice korektni, musime
jesté ukazat, ze toto rozhodnuti nezalezi na volbé zastupci.

Frac 8d.7.
Necht %, - g,% € T, predpokladejme, ze q,Q,v,V > 0, [%] = [5] a [%] = [%] Pak [g] < [%] prave tehdy,
kdyz [5] < [7].

Dukaz (rutinni): Diky symetrii situace sta¢i ukazat jeden smér, druhy se dokazuje obdobné (zkuste si to).
Predpokladdejme tedy, ze [g] < [%] neboli pv < ug, po vynasobeni ¢islem ) > 0 dostavame pvQ < uqQ.
Z predpokladu [g] = [g] mame pQ) = Pq, po vynasobeni ¢islem v # 0 dostavame pQu = Pqv. Spojenim s
odvozenou nerovnosti mame Pquv < ug(@), po zkraceni ¢islem ¢ > 0 mame Pv < u() a jsme v poloviné cesty.
Obdrzenou nerovnost vynasobime ¢islem V' > 0, dostdvame PvV < uQV. Z predpokladu [%} = [%] mame
uV = Uw, po vynasobeni ¢islem @) # 0 vyjde uVQ = Uv@Q. Spojenim dostavame PvV < UvQ), a kdyz zkratime
¢islem v > 0, mame PV < U(Q neboli [g} < [%]
Vsimneéte si, ze jsme v dikazu silné zavisli na predpokladu ¢, @, v,V > 0.

U

Dokéazali jsme, ze nase definice porovnavani nezalezi na volbé zastupcu (s kladnymi druhymi slozkami) ze t¥id
ekvivalence. Umime tedy porovnéavat zlomky. K nasi tplné spokojenosti chybi jesté dvé véci.

Definice 8d.8.

Definujeme relaci > na Q jako <~ !.

Definujem relaci < na Q predpisem x < y pravé tehdy, kdyz [z < y nebo =z = y].
Definujeme relaci > na Q jako <~1!.

Ted uz mame k dispozici vSechna porovnavani, na ktera jsme zvykli, a dokdzeme, ze funguji dle o¢ekévéni.
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Fakt 8d.9.
Relace < a > jsou linearni ¢astecné usporadani na Q.
Relace < a > jsou ostra usporadéani na Q.

Dukaz (z povinnosti): 1) < je ostré uspofradani:

Asymetrie: Necht z,y € Q spliiuji x < y. Zvolme % € x, ¢ € y tak, aby ¢q,v > 0. Pfedpoklad dava pv < ugq,
pak ovSem nemuze zaroven platit pv < uq a tedy ani y < z.

Tranzitivita: Necht z,vy,z € Q spliiujil z < y a y < z. Zvolme % €x, ¢ €yaj €ytak, aby ¢q,v,t > 0. Dle
predpokladu pak pv < ug a ut < sv. Vynasobime prvni nerovnost ¢islem ¢ > 0 a druho ¢islem ¢ > 0, vyjde
put < uqt a utq < svq neboli pvt < svq. Vydélime ¢islem v > 0 a dostavame pt < sq, tedy x < z neboli z < z.

2) 7 ¢&asti 1) a Véty 4b.5 vyplyva, ze < je Castetné usporadani.

Linearita: Mé&jme libovolné z,y € Q. Zvolme zastupce g € x, ¢ € y tak, aby q,v > 0. Jestlize pv = uq, tak
x = y a proto dle definice z < y. Jinak mame dvé rizna celd ¢isla pv,ug, proto bud pv < ug, pak z < y a
tedy i x < y, nebo pv > ugq, coz znamend uq < pv neboli y < x neboli y < x. Ukazali jsme, Ze prvky x,y jsou
porovnatelné.

3) Z 1), 2) a Véty 3c.3 vyplyva, Ze i > je ostré a > je ¢asteéné usporadani, dikaz linearity je obdobny.

L]

Doporucujeme ¢tenafi, aby si jako cviceni zkusil dokézat pfimo, ze < je ¢astecné uspoiradéni.

8d.10 Pocitame se zlomky

V praxi zlomky séitame tak, ze secteme libovolné zvolené zastupce. Podobné funguje od¢itani, nasobeni i déleni.

Definice 8d.11.
Necht x,y € Q. Definujeme

rpv + u
L qu
[PV — uq
ooy = [R2)
L qu
Fpu
-y = 7:|7
Lqv
'pv]
z/y=|—|,
/Y |

kde g € a €y jsou zvoleny libovolné.

I zde musime zacit dikazem, Ze vysledek operaci nezalezi na volbé zastupct.

Véta 8d.12.

Necht %, - 5’ % € I, predpokladejme, Ze [%’] = [g] a[4] = [%] Pak
2+ [=[6)+ ¥
q Lol LQ V>
21-[31-[g)-[+)
o[- [g) [¥]
2/ 61 -1/ 7]

Dukaz (z povinnosti): 1) S¢itani: Z predpokladu mame pQ = Pq a uV = Uwv. Pak

(v +uq)(QV) = prQV +uqQV = (pQ)vV + (uV)qQ = PqvV + UvqQ = PVqu + UQqu = (PV + UQ)(qv),

pvtug PV+UQ pvtuq] _ [PV4HUQ
tedy o~ o Proto [ 70 ] = [ ov ]
2) Ostatni operace si ¢tenaf jisté rad dokéze, je to snadné, ale tinavné.

U
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Jiz tradi¢né konstatujeme, Ze operace od¢itani a déleni ve skutecnosti nejsou plnopravné operace, ale jen zkratky

pro jiné ¢innosti, jmenovité pro vypocty [g] + (— [%]) a [%] . [%] . Klicové operace s¢itani a nasobeni samoziejmeé

splnuji vSechna pravidla, na kterd jsme zvykli, viz kapitola 8c.

Véta 8d.13.
Prostor (@,—i—, : [%], [ﬂ) je téleso.

Dukaz (rutinni): Dikazy jsou snadné, vychazeji z toho, ze v definicich operaci pro Q jsme pouzili tradi¢ni
operace pro realna ¢isla, ktera vSechny potfebné vlastnosti maji. UkdZzeme dvé vlastnosti jako inspiraci, ¢tenar
si dodéla zbytek.

Komutativita $¢itani: Nechf z,y € Q, zvolme zastupce % €z, ¢ € y. Pak diky komutativité sc¢itdni a ndsobeni
v R dostavame

pv + uq} _ [vp—k qu
qu 1L g
Jednotkovy prvek pro scitani a nasobeni: Oznacme 0g = [%] alg = H] Pak pro libovolné x € Q zvolime
zastupce % € x a poCitame

x—l—y:{ }zy—i—x.

roq= [PLEA] - 7]
c10=[2)=[2] -

Obdobné Og +rx =z alg -z =ux.
Invertibilita pro nasobeni: Necht z € Q, x # 0¢g. Zvolme libovolného zastupce % € x. Pak jisté p,q # 0 (jinak
by z = 0¢), mizeme tedy uvazovat y = [%] Dostévame
o) =[1] =10
qap 1
Obdobné y - x = 1g, proto je = invertibilni viic¢i ndsobeni a y = =~

vy=|

1

8d.14 Zlomky a celd/redlna ¢&isla

Pro zlomky coby t¥idy jsme definovali srovnani a operace. My jsme ovSem zvykli vnimat zlomky jako rozsifeni
celych ¢isel, jinak Feceno, cela ¢isla by méla byt obsaZena v racionalnich a operace by si mély odpovidat. Podobné
by si mély odpovidat operace na zlomcich s operacemi a porovnanim u realnych ¢isel, protoze bychom radi vnimali
zlomky coby podmnozinu realnych cisel. Jak se toto da zafidit? Zac¢neme ¢isly celymi.

Zde je myslenka jednoduché, ztotoznime si cela ¢isla se zlomky, které oznacuji celo¢iselné kvantity, tedy se zlomky
typu L. Pro takovéto ztotoznéni se v matematice pouziva pojem zobrazeni.

Deﬁnuyne T: Z — Q predpisem T'(z) = [1] Mnozina Z se timto zobrazenim spoji s mnozinou Z = T[Z] C Q,
jinak Teceno, kdyz ze vSech celych cisel vyrobime zlomky a uvaZujeme jejich t¥idy ekvivalence, pak dostavame
jistou podmnozinu Z mnoziny Q. Na této podmnoziné pak mame srovnani a operace tak, jak jsme je definovali
pro tridy ekvivalence.

Tvrdime ovsem, ze tato mnozina Z je vérnou kopii celych ¢isel Z, takze vyjde nastejno, jestli pracujeme s Cisly
x,y € Z nebo jejich kopiemi [ﬂ, [%] € Q. Matematicky se tim dostavame k isomorfismtm, viz kapitola 13.
Nebudeme se na tento jazyk odvolavat a radéji fekneme presné a oteviené, co tim minime.

Véta 8d.15.

Zobrazeni T je bijekce Z — Z. Déle pro vSechna x,y € Z plati:
(i) x = y praveé tehdy, kdyz T'(x) = T(y);

(ii) = <y pravé tehdy, kdyz T'(z) < T'(y);

(iii) x < y pravé tehdy, kdyz T'(z) < T(y);

(iv) T(z +y) = T(x) + T(y);

(v) T(x —y) = T(z) — T(y);

(vi) T'(z - y) = T(x) - T(y);

(vii) T(x/y) = T(x)/T(y)-
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Ctenar jisté vidi, ze na levé strané jsou srovnani/operace ze Z a na pravé z Q coby mnoziny tiid ekvivalence.
Vlastnosti (i) az (iii) fikaji, ze kdyz porovnavame dvé cela ¢isla, pak vyjde nastejno, jestli je porovnavame jako
cela Cisla, nebo si porovname jejich kopie v Q ,,po zlomkovsku“ dle nasi definice.

U vlastnosti (iv) az (vii) pomuze, kdyz si je vyjadiime jesté jinak. Protoze T je bijekce, mame k dispozici i
inverzni zobrazeni T~!: Z + Z. KdyZ jej aplikujeme tieba na (iv), dostavame T~ (T'(x +y)) = T~ (T(x) + T(y))
neboli z +y =T~ (T(z) +T(y)). Jaka je interpretace? Jestlize chceme se¢ist dvé celd ¢isla, tak to miizeme udélat
primo, nebo si predstavime, Ze jsou to zlomky, seCteme je ,po zlomkovsku“ a vysledek pak zase vezmeme jako
celé ¢islo, vyjde to nastejno.

Vsimnéte si mimochodem, Ze jsme pii aplikovani 7! na tiidu T'(z) + T(y) € Q mleky piedpokladali, Ze to jde,
tedy Ze ten soucet je zase z mnoziny Z. To viibec neni samoziejmé a musi se to u vSech operaci dokazat. Jazykem
binarnich operaci mé platit, Ze mnozina Z je uzaviena na s¢itani, nasobeni a piechod k opa¢nym a inverznim
prvkim.

Dukaz (z povinnosti, mozna poucny):
(iz=y <= z-1=y-1 < {g} = [g] — T(x)=T(y).

1 1
(iii): Protoze 1 > 0, je $ vhodnym zastupcem pro [%] pfi porovnavani, podobné u y. Proto
x
r<y <= r-1<y-1 < h] < {ﬂ — T(x) <T(y).

(ii): Je to kombinace (i) a (iii).

o Tt 1= [52] = (<151 = [£] [1] = o 70

Pii ¢tenf zprava vidime, ze tfida T(z) +T'(y) je ddna zastupcem T, patii tedy zase do Z, mnoZina Z je tedy
uzaviena na s¢itani.
Zbytek dtikazu je obdobny.

U

Shrneme-li naSe poznatky, tak mnozina Z a jeji kopie Z maji i stejnou algebraickou strukturu, lze je tedy z
praktického pohledu povazovat za totéz. Vice jsme o tom psali v kapitole 13.
Zapojeni zlomku mezi redlna ¢isla probiha podobné, v ramci realnych ¢isel si vytvorime kopii naseho Q pomoci

prirozeného kandidata, zobrazeni [%] — (p/q). Pak se ukdze obdoba véty vySe o porovnani a operacich. Nebudeme

to zde délat, je to rutini prace a ditkazy jsou obdobné. Abychom knihu nenatahovali, nechdme to zvidavému (a
pilnému) ¢tenafi, cil kapitoly uz byl dosazen: Nahlédli jsme do matematické kuchyné a vidéli jsme nékteré probrané
pojmy v akci.
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