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9. Posloupnosti a soucty, rady

Posloupnosti se tradicné studuji v matematické analyze, ndm se ale budou nékteré pojmy a vysledky hodit i
zde. Uvedeme si proto poznatky relevantni pro diskrétni matematiku, ale casto je jen zacitujeme, protoze nékteré
dtikazy by bez analytickych metod byly tézké az nemozné. Tam kde to rozumné jde, diikkazy provedeme, ale ¢tenati
ur¢ité pomuze, kdyz uz bude néco z analyzy znat. Na druhou stranu tady o posloupnostech probereme véci, které
se v typickych kursech diferencidlniho poc¢tu nedélaji, ale velice se hodi v computer science.

9a. Posloupnosti

Posloupnosti jsou uzitenym vyjadfovacim nastrojem v situacich, kdy nam pfichazeji ¢isla jedno po druhém a

Mevs

Definice.
Posloupnost je libovolné zobrazeni z néjaké mnoziny {ng,no + 1,n9 +2,...} do R, kde ng € Z.

By a sequence we mean any mapping from a set {ng,ng + 1,n9 + 2, ...} into R, where ng € Z.

Takto se posloupnosti definuji tadi¢né, protoze se potiebujeme odkazat na néjakou znamou matematickou struk-
turou. V praxi je ovSem chapeme jinak.

Vezméme si néjaké takové zobrazeni T'. U posloupnosti jsou podstatné predevsim hodnoty, coz jsou ¢isla T'(ng),
T(nog+1), T(ng+2), ... TakZe ten spravny pohled na posloupnost je, ze jde o redlna ¢isla jdouci jedno za druhym
(pofadi je dulezité), bude jednodussi si je prosté znacit jako ang, Gng+1, Ang+2s - - -

Budeme tedy posloupnosti zapisovat jako {ax}72,, , nékdy jen {aj}. Neni to mnozina, ale uspofddand mnozina,
coz znamena, ze na poradi zalezi a mohou se opakovat prvky. Jedno aj znaci ¢len posloupnosti.

Neékteii autoii pro zvyraznéni usporddanosti pouzivaji znaceni (ax)3,,, = (Angs Gng+1, Ang+2; - - - ), které pékné
naznacuje, ze jde do zna¢né miry o zobecnéni vektord na situaci s nekoneéné mnoha souradnicemi, ale zda se, ze
je méné rozsitené, proto se budeme drzet slozenych zavorek.

Piiklad 9a.a: Uvazujme posloupnost danou formalné 7'(n) = (—1)" pro n > 0. Jeji hodnoty jsou T'(0) =
(-1)° =1, T1) = (-1)! = -1, T(2) = (-1)®2 = 1, ..., takze je to posloupnost {1,—1,1,—1,1,...}. Tuto
posloupnost jsme zadali jako zobrazeni, abychom vidéli, jak by se to délalo, ale norméalné by se zadala jinak.
tedy ag =1,a1 = -1, a2 =1, ...

Této posloupnosti se fikd alternujici posloupnost.

A

KdyZ posloupnost zaddme pfedpisem pro jeji k-ty ¢len, fikdme tomu explicitni definice posloupnosti. Nize jesté
ukézeme definici rekurzi. Je dilezité poznamenat, Ze u posloupnosti jsou dtlezité hodnoty, takze na zapise az
tak nezalezi. Asi nepiekvapi, ze zapisy {(—1)¥}22,, {(—=1)"}52, nebo t¥eba {(—1)"}52, davaji totéz, ale flexibilita
zapisu jde jesté dale.

Podivejme se na nésledujici posloupnosti:

ap =2n+ 13, n > —6 dava posloupnost {1,3,5,7,...}, zatimco

b, = 2n — 1, n > 1 dava posloupnost {1,3,5,7,...}, ¢ili je to tataz posloupnost, i kdyz vzorce vypadaji jinak.
Mfizeme si tedy dovolit vzoredek pro posloupnost riizné ménit, hlavni je, aby hodnoty ztistavaly stejné. Casto byva
jeden urcity zapis lep$i z hlediska praktickych vypoc¢ti. Tim se vracime k tomu, Ze posloupnost je urcena svymi
¢leny, vzorecek je jen pohodlny zptsob, jak ty ¢leny urcit, ale neni tim podstatnym.

Casto se posloupnosti ,zadaji“ tim, Ze se napise nékolik prvnich ¢lenti a pak se pfedpokldda, Ze posloupnost
pokracuje ,stejnym zptsobem®. My budeme ¢astecny vypis ¢lent pouzivat jen pro ilustrac¢ni ticely, protoze nam
napiiklad {2,4,6,8,10,...} ¢ {1,—1,1,—1,1,...} umoziuji ziskat o doty¢né posloupnosti dobrou ptedstavu, ale
nebudeme takto posloupnosti definovat. Ono totiz neni jasné, co to je ten ,stejny zptsob“.

Priklad 9a.b: Uvazujme posloupnost zacinajici {—6,6, —6,6, ... }. Jaké je to posloupnost? Uvazujme nasledujici
vzorce:

ea;,=6-(—1)" prok=1,2,... neboli {6 (—1)¥}°, davd {—6,6,—6,6,—6,6,...}. Toto si asi lidé predstavi
jako ,stejné pokracovani.

Je ovsem také mozné pouzit tieba ap = 6 - (—1)* pro k = 13,14,15,..., dostdvame stejnou posloupnost, jen
jinym zapisem.
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o b, =8k3—12k* —8k+6 pro k = —1,0,1,... neboli {8k —12k? —8k+6}3° | dava {—6,6,—6,6,90,294, ... }.
I toto je pfirozené pokracovani, protoze z matematického pohledu neni polynom nijak horsi nez mocnina 6 - (—1).
—6(k/2)!, k sudé;
®Cp = .., br
6, k liché
Da se vymyslet nekonecné mnoho vzoreckd, které davaji rtizné posloupnosti zacinajici stejné, cleny —6,6, —6, 6.
7Z matematického hlediska je tedy oblibend otazka z testu inteligence ,,jaky je dalsi ¢len“ ponékud srandovni, z
pohledu posloupnosti je spravnych reseni nekonec¢né mnoho.

0k=0,1,2,.... Pak mame {—6,6,—6,6,—12,6,...}.

Pro nasi teorii z toho vyplyva jednoznacny zaveér, ze definovat posloupnosti vypsanim ,zacatku* neni mozné.

A

Pro tcely diskrétni matematiky se vyplati definovat také koneéné posloupnosti {ak}?ino. Ty pak slouzi jako
jeden z moznych matematickych modelt pro fetézce znaki ¢ili slova. Vzhledem k tomu, ze u pocitact pracujeme
vyhradné s koneénymi fetézci znakl, ma vibec smysl zabyvat se nekoneénymi posloupnostmi? Ano, ze dvou
divodt. Za prvé, jsou situace, kdy nevime dopfedu, kolik znakt budeme mit ke zpracovani. Je pak mozné pracovat
s mnozinou konec¢nych posloupnosti vSech moznych délek, ale prodlouzenim na nekonec¢né posloupnosti si nékdy
usetfime formalni komplikace napriklad u operaci.

Druhy dtvod je ten, Ze nas Casto zajima otazka dlouhodobych trendti, pak ndm prechod na nekoneéné posloup-
nosti nabizi mocné nastroje.

Je evidentni, Zze predstava posloupnosti jako nekonecného sledu objektii je velice obecnd, napiiklad asi bude
uzite¢né uvazovat posloupnosti znakl néjaké abecedy. Nase nastroje vsak funguji hlavné na posloupnosti s ¢isel-
nymi ¢leny, na ty se tu zamérime. Za¢neme tim, Ze si predstavime nékolik zakladnich posloupnosti, které se ¢asto
vyskytuji.

Priklad 9a.c: Jedna z nejslavnéjsich posloupnosti je ta, kterd se v Evropé objevila v roce 1202 v knize Liber
abaci ¢ili Kniha o pocitani, diky které se do Evropy dostal indo-arabsky systém zapisu ¢isel. Jeji autor, snad
nejlepsi stredoveky matematik zvany Fibonacci, se v ni zminil také o posloupnosti zadané nasledujicim induktivnim
predpisem:

(0) Fy, =1, F, =1.

(1) Pron>2je Fry1 = F, + F_1.

Neékdy se jesté dava Fy = 0. Této posloupnosti se fikd Fibonacciho posloupnost (a jejim ¢lentiim Fibonacciho
¢isla, 1,1,2,3,5,8,13,21,...). V kapitole o rekurzivnich vztazich (viz pfiklad ) si povime vic o tom, jak k ni pfisel,
zminku si ale zaslouzi, Ze jiz pfed 6. stoletim n.l. ji pouzivali hindsti ucenci pfi praci s prizvuky v poezii.

Rekurzivni zadavani posloupnosti je velice popularni a z kapitoly o indukci vime, ze je to korektni zptisob. Pro
praktické pouziti ale byva ¢asto nepfijemny a davame prednost prepisu do explicitniho vyjadfeni. Problémem je, jak
jej najit, ne vzdy to umime, nékdy to dokonce ani neni mozné. Casteéné se tomu budeme vénovat pravé v kapitole
o rekurentnich vztazich. Pro Fibonacciho posloupnost tam odvodime vzorec, jehoZ spravnost ted dokazeme, jak
jinak nez indukci, jmenovité jeji modifikovanou verzi s navratem o dva kroky.

Tvrdime, ze vzorec f, = %(Hg/g)n - %(1_2\/5)n spliiuje podminky (0) a (1).

0): fi=77%" -5 ="
f2:%(14—2\/5)2_%(1—\/5)2_L6+2f_i6 2\[_1—F2

(1) Zvolime libovolné n > 2 a ptredpoklddame, ze F,, a F,_; jsou opravdu dany pfislusSnym vzorcem, tedy
F, = f, a F,_1 = fn_1. Pak podle definice F;,; a indukéniho predpokladu dostaneme

Fopr=Fp 4+ Fyoy = fo+ fo1 = %(1+2\/g)n_%(1_2\/5)71_1_%(12\/5)71—1_%(1_2\/5)71—1

n—1 _ n—1rq_ n—1 n—1

= F(58)" TR 1] - F(50)"T [ 1] = F ()" B - ()" g
n—1 n—1 n—1 n—1,1_

= o (B5E)"TT S 4 (1508)" T 6B = (L8 (15087 4 (1508)" T (1505)°
n+1 n+1

= 0™ - L™ <

Uf. Takze to funguje.
Jesté se k této posloupnosti vratime, viz ptiklad ¢i priklad , také priklad .
A
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Definice.

Uvazujme posloupnost {ax}2,, -

Rekneme, Ze je to aritmeticka posloupnost (arithmetic sequence), jestlize existuji a, d € R tak, aby platilo
ar = a + dk pro vSechna k = ng,ng +1,...

Rekneme, Ze je to geometricka posloupnost (geometric sequence) jestlize existuji a, ¢ € R tak, aby platilo
ar = aq® pro viechna k = ng,ng +1,....

Priklad 9a.d: Posloupnost {1,3,5,7,9,...} vSech lichych pfirozenych ¢isel je aritmetickd, protoze se da zapsat
jako ap = 2k + 1 pro k € Np.

Konstantni posloupnost {1,1,1,1,...} je aritmetickd, protoZze se da zapsat jako ar = 0k + 1 pro k € Ny. Je
ovSem také geometricka, protoze se d& zapsat jako aj = 1* pro k € Ny.

Alternujici posloupnost z aplné prvniho prikladu je také geometricka.

A

Byva tradi¢ni indexovat tyto posloupnosti od nuly. Nikterak se tim neomezujeme, kazdou aritmetickou a geome-
trickou posloupnost lze takto upravit. Napiiklad posloupnost {137,138, 13% ...} je pfirozené zapsat jako aj = 13*
pro k > 7 a v mnoha situacich to bude nejlepsi. Jsou ale situace (v kapitole ), kdy potfebujeme indexovéani od
nuly, pak pouzijeme tieba toto: Cislo a = 137 se d4 vytknout ze vsech ¢lentl, pak vidime, Ze nasi posloupnost
popisuje také vzorec by, = 137 - 13* pro k € N.

Obecné Ize psat u aritmetické posloupnosti a, = (a + nod) + d(k — ng), u geometrické zase ar = (ag™)g" "0 a
zavedenim nového indexu n = k — ng uz indexujeme od nuly.

Jak uZ jsme naznadili, v mnoha situacich nezalezi na za¢atku indexace, pak ji nebudeme uvadét a piseme {ay },
popiipadé jen {ay} (kdyz ve vzorci nebude jiné pismenko, takze bude index jasny). Budeme pouzivat frazi ,pro
vSechna k“ a myslet tim ,,pro vSechna k z mnoziny index® doty¢né posloupnosti®.

Aritmetické a geometrické posloupnosti pozname snadno.

! Fakt 9a.1.
Uvazujme posloupnost {a }.
Je to geometricka posloupnost pravé tehdy, kdyz existuje ¢ € R takové, ze “Z: L = ¢ pro vSechna k.
Je to aritmetickd posloupnost pravé tehdy, kdyz existuje d € R takové, Ze ary1 — ar = d pro vSechna k.
Napriklad liché ¢isla maji mezi sebou vzdy rozdil 2, proto tvori aritmetickou posloupnost. Kdyz je ale postupné
délime, %, %, %, ..., tak nedostavame totéz, neni to proto posloupnost geometricka. Naopak v tom piikladé s 13*
mame vzdy % =13, % =13, % =13, ..., je to tedy posloupnost geometricka.

1 Tento fakt nas inspiruje k nésledujicim ekvivalentnim definicim:.
Rekurzivni definice aritmetické posloupnosti:
(0) ag = a.
(1) ag+1 = ax + d pro k € Ny.
Rekurzivni definice geometrické posloupnosti:
(0) ap = a.
(1) agy1 = ag - g pro k € Ny.

Snadno dokazeme indukci, Ze tato definice souhlasi s nasi ptivodni definici. UkaZzeme to v ramci tréninku pro
tu geometrickou, pfesné fe¢eno dokdZeme pro vSechna k € Ny vlastnost V(k): k-ty ¢len takto rekurzivné dané
posloupnosti spliiuje a; = aoq®.

(0) k=0: ap = ap - ¢°.

(1) Necht k € Ny, predpokladdme a = aoq®. Pak podle rekurzivni definice plati ar 1 = ar-q = aoq"-q = apg**1.
Diikaz hotov.

1 Dalsi dlezité typy posloupnosti jsou posloupnosti s mocninami {k*}, naptiklad {k*}$2, = {1,8,27,64,125,216,... },
a faktorial jako posloupnost {k!}° ; = {1,2,6,24, 120, 720,... }.

Neékdy pomuze si posloupnosti znazornit, jsou to vlastné zobrazeni, ¢ili mame k dispozici klasicky graf. Na
néasledujicim obrazku ukazujeme posloupnosti {(—1)*}%2, a {%}2021

9a.1, 9a.d 3 9a.1, 9a.d
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Vlastnosti, které dale probereme, jsou na takovém grafu pékné vidét.

U posloupnosti se da studovat mnoho vlastnosti. Z hlediska praktického pouziti je docela zajimava monotonie.
Porovnavame kazdy clen posloupnosti s tim bezprostiedné nasledujicim, tedy clen ay s Clenem ay 1.

Definice.

Uvazujme posloupnost {a;}. Rekneme, Ze je tato posloupnost

e rostouci (increasing), jestlize ax < ap41 pro vSechna k;

klesajici (decreasing), jestlize ar > a1 pro vSechna k;

neklesajici (non-decreasing), jestlize ay < ap4+1 pro vSechna k;
nerostouci (non-increasing), jestlize ay > ax41 pro vsechna k;
monotonni (monotone), jestlize splituje jednu z vlastnosti vyse;

ryze monotonni (strictly monotone), jestlize je rostouci nebo klesajici.

Zakladni pojmy jsou rostouci a klesajici, které nuti posloupnost jit bud pofad nahoru, nebo pofad doli (proto
je v definici obecny kvantifikator, kontrolujeme vsechny dvojice, aby nam nékde posloupnost neposkocila Spatnym
smérem). Druhé dva pojmy rovnéz nuti posloupnost jit stale jednim smérem, ale (nékdy) také mize zistat stéjna.
Podivédme-li se na nase piiklady, tak jsou skoro vSechny monotonni, bud rostouci (lich4 é&isla, 13%) nebo klesajici
(viz %), méli jsme i konstantni posloupnost, kterd je zaroven nerostouci i neklesajici. Jedinou vyjimkou je hned

prvni priklad alternujici posloupnosti, ta monotonni neni.

Priklad 9a.e: VySetfime monotonii posloupnosti {ﬁ};ozl Prvni ¢leny jsou {1, %, é, %, %, e }, mame tedy

podezieni, ze klesa. Dokazeme, Ze posloupnost {Tl_l}iozl je klesajici, podle definice.
Vezméme libovolné k € N. Plati ap, > ax417 Vyzkousime:

1 1 1
%h—1 ~ 2(hiD)—1 > Sht1
coz je pravda. Vsechny kroky v této tvaze jsou ekvivalentni, je tedy mozné zpétné z pravdivého 2 > 0 odvodit
ap > apy1, coz dokazuje, ze dané posloupnost je opravdu klesajici. Mimochodem, vSimnéte si, ze v diikazu jsme

pouzili kladnost k, bez této znalosti by neslo prejit od ﬁ > ﬁ k2k+1>2k—1.
A

ar > Qg1 <

<= — 2k+1>2k—1 < 2>0,

_1
2k—1

Poznamenejme, Ze v definici monotonie se testuje pro vsechna k, ¢ili to je zrovna pripad, kdy zélezi na tom, kde
s indexy za¢neme. Napiiklad posloupnost {k* — 5k +5}72, = {1,—1,—1,1,5,11,19, ... } neni monotonni, protoze
na zacatku klesne (tudiz nemiize byt rostouci ¢i neklesajici), a pozdéji zase vzroste (takze nemuze byt ani klesajici
¢i nerostouci). U stejného vzorce ale miizeme zacit pozdéji, pak {k* —5k+5}72 , uz je neklesajici a {k* —5k+5}72 5
je rostouci.

Dalsim dilezitym pojmem je limita. Odpovida na otazku, co se s ¢leny posloupnosti déje, kdyz po ni jdeme stale
dal a dal. Napriklad u posloupnosti {%}zozl se zda, ze se Cleny zmensuji k nule, zatimco u posloupnosti lichych
C¢isel se Cleny stéle bez omezeni zvétsuji, intuitivné bychom fekli, Zze jdou do nekonecna. Vymyslime si pojmy, které
takovéto chovani vystihnou. Posloupnost jde do nekoneéna, pokud drfive ¢i pozdéji vyleze nad libovolné velkou
zvolenou mez a ztstane nad ni. Jde k nule, jestlize pokazdé, kdyz si zvolime néjaku malou toleranci okolo nuly,
tak do ni ta posloupnost diiv ¢ pozdéji vleze a zlstane tam, blizko u nuly. VSimnéte si, Ze ted nas vlastné ani
nezajima, co posloupnost déla na zacatku, ptame se na jeji , konec”. Mizeme si tedy dovolit vynechat specifikaci,
kde index zacina. Formalni definice je kapku technicka, ale jen upresiiuje to, co jsme si zde nastinili.

9a.1, 9a.e 4 9a.1, 9a.e
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Definice.
Necht {ax} je posloupnost.
Rekneme, 7e tato posloupnost jde do nekone¢na, popiipadé Ze méa limitu nekone¢no, znadeno lim(ay) = oo
popripadé ap — oo, jestlize

pro kazdé K > 0 existuje ko tak, aby ar > K pro vSechna k > k.
Rekneme, Ze tato posloupnost jde k nule, popfipadé ze konverguje k nule, popiipadé ze ma limitu rovnou nule,
znaceno lim(ay) = 0 popiipadé ar — 0, jestlize

pro kazdé £ > 0 existuje ko tak, aby |ai| < & pro v8echna k > k.

Let {ax} be a sequence.
We say that it goes to infinity, or that its limit is infinity, denoted lim(ax) = oo or ap — oo, if
for all K > 0 there is kg such that a; > K for all k > k.
We say that it goes to zero, or that it converges to zero, or that its limit is zero, denoted lim(ax) = 0 or
ar — 0, if
for all € > 0 there is kg so that |ax| < e for all k& > k.

Ukézeme si vyznam definice na obrazku, nejprve nekone¢nou limitu na piikladu posloupnosti {2k —1}2 ; (kladna
lich4 ¢isla).

ag
- [}
15: °
- - - - - ——*_ _ _ _ K
— o >
104
— o
— o
5 o
— o
14 o
[ [ [ [ [ [ [ [ [ 4
1 9 3 4 5 6 7 8 9 k

ko
Kdykoliv ndm nékdo zada hodnotu K (to je hladina, kterou mame pfekonat a jiz nad ni zistat), dokdzeme najit
y,odrezavaci index“ ko takovy, ze pokud ignorujeme ¢ast posloupnosti pred timto indexem, tak jiz jeji zbyvajici
¢leny ztistanou nad K.
Ted si ilustrujeme nulovou limitu na pfikladu posloupnosti {%}:;1
ag

1 o

—_ —
[\

3 4 5 6 7 8 9 10 11 k

I

Kdykoliv ndm nékdo zada hodnotu ¢, tak se po nas chce splnéni podminky |ai| < e, tedy —¢ < aj < €. Jinymi
slovy, hodnoty posloupnosti maji ztistat mezi hladinami danymi € a —¢, ovSem nikoliv vSechny. Pro libovolné
zadanou hodnotu € musime byt schopni najit ,odfezavaci index“ kg takovy, Ze pokud ignorujeme ¢ast posloupnosti
pfed timto indexem, tak jiz jeji zbyvajici ¢leny ziistanou v cilové oblasti. Z obrazku se zd4, ze to ptijde. V definici je
u epsilonu ,,prokazditko, takze bychom spravné méli nechat protihrace, at na nas zkousi vsechny mozné epsilony,
ale zda se, ze stejné vzdycky dokazeme odfiznout zacatek posloupnosti tak, aby jeji zbytek byl jiz v daném pruhu,
jen pro hodné malé € budeme muset odfiznout vétsi zacatek.

9a.1, 9a.e ) 9a.1, 9a.e
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S definici limity nebudeme pfilis pracovat, bylo ale dobré se nad ni zamyslet, protoze ilustruje dilezity princip.
V mnoha situacich (napfiklad v pfisti kapitole) nas bude zajimat, jak dana posloupnost vypadéa ,na konci“ (v
nekonecnu). Prakticky se to déla tak, Ze ignorujeme zacatek oné posloupnosti a na zbytku jiz doty¢na véc skoro
plati (napfiklad posloupnost je skoro nula). Kolik posloupnosti odfizneme zalezi na tom, jaké ,skoro“ zrovna
potfebujeme.

Ctenare asi napadne, 7ze konstantni posloupnost {1,1,1,...} evidentné miif k 1, a definice limity se v ana-
lyze opravdu déla obecnéji, neni tfeba jit jen do nuly. Zde ale potfebujeme jen nulu a nekonecno, tak se na
né budeme soustfedit. Je také zjevné, Zze ne kazda posloupnost ma limitu, napiiklad ta alternujici posloupnost
{1,-1,1,—1,1,—1} na své cesté nikam nesméfuje a limitu nem4, to je zivot.

Ze zkusenosti s ¢isly si asi tipneme, ze k — oo, k2 — 0o, 13 — oo, ale naopak % — 0 ¢i # — 0. Pokud v tom
citite jakousi dualitu mezi nekonec¢nem a nulou, tak mate opravdu.

Fakt 9a.2.
Pro kazdou posloupnost {ay} plati: |ai| — oo pravé tehdy, kdyz i — 0.

Ekvivalentné, a; — 0 pravé tehdy, kdyz ‘a%| — 0.

To zname; kdyz délime malinkymi cisly, dostavame veliké vysledky, a také naopak. V dalsi ¢asti pro nas bude
dilezité umét limity nejpopularnéjsich posloupnosti, coz je vétsinou snadné. Viimnéte si, ze 28 — oo, zatimco

(%)k = 2% — 0. U geometrické posloupnosti tedy zalezi na velikosti zakladu. Udélame si oficidlni tvrzeni.

Fakt 9a.3.

(i) Necht a > 0. Pak k% — oc.

(ii) Jestlize ¢ > 1, pak ¢* — oo.
Jestlize |¢| < 1, pak ¢* — 0.

(i) k! — oo.

(iv) k¥ — oc.

(v) Necht b > 0. Pak [In(k)]® — oo.

Vidime, ze vétsina vyrazu utikd do nekonecna, v pristi kapitole je budeme mezi sebou navzijem porovnavat a
ptat se, kdo utikd do nekonec¢na rychleji. Nejprve ale jedna poznamka.

Ve Faktu jsme pouzili pfirozeny logaritmus, ale v computer science se Casto dz’wé prednost logaritmim jinym,
tfeba dvo jkovému I pro né plati tvrzeni z Faktu, protoze mame ptepis log, (k) = ln(a) In(k). Pak také mame rovnost

log, (k)" = @ [In(k)]°, takze se pii zméné zakladu jen modifikuje rychlost rfistu konstantou, pii libovolném
zékladé a > 1 logaritmus porad utikéd do nekonecna.
Cviceni
Cviceni 9a.1 (rutinni): Jsou dany nésledujici posloupnosti rozliénymi predpisy pro k € N. Najdéte vzdy prvnich
feknéme deset clenti.
(i) (0) a; =1, a3 =—1,a3 =1, (1) a1 = ax — ax—o;
(i) ar = [VE];
(iii) ay je pocet pismen v ¢islovee oznacujici k;
(iv) ar je nejvétsi celé ¢islo, jehoz bindrni zapis ma k bitt;
(v) ar je nejvétsi n takové, ze n! < k.
Cviceni 9a.2 (dobré, pou¢né): Najdéte alespon t¥i rizna pravidla pro definici posloupnosti tak, aby jeji prvni
tTi cleny byly
(i) 1,2, 4; (i) 1,2, 3.
Pro kazdé takové pravidlo dopocitejte dalsi dva ¢leny.

Cviceni 9a.3 (dobré): Pro nésledujici seznamy celych ¢isel najdéte jednoduchy vzorec ¢i pravidlo, ktery je
generuje, a pomoci néj odhadnéte dalsi ¢len.

(i) 1,0,1,1,0,0,1,1,1,0,0,0,1,...; (ix) 3,6,11,18,27,38,51,66,83,102,.. .;

(ii) 1,2,2,3,4,4,5,6,6,7,8,8,.. . (x) 1,8,27,125, 216, .

(iii) 1,0,2,0,4,0,8,0,16,0,...; (xi) 2,3,7,25,121, 721,5041, 40321, .

(iv) 7, 11 15 19,23,27, 31, 35, 39, 43, (xii) 5, 16 54,128, 250, 432, 686, .

(v) 1,-3,9, 27,81, —243,729, .. .; (xiii) 1,10, 11,100,101, 110, 111, 1000, 1001, 1010, 1011, .
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(vi) 15,8,1,—6,—13,—20, -27, ... ; (xiv) 0,2, 8, 26,80, 242, 728, 2186, 6560, 19682, . . . ;
(vii) 3,6,12,24,48,96,192, .. .; (xv) 1,3,15,105,945, 10395, 125125, 2027025, 34459425, . . .;
(viii) 1,4,9, 16,25, 36,49, 64, . . .; (xvi) 2, 4,16, 256, 65536, 4294967296, . . . .

Cviceni 9a.4 (rutinni):
Odhadnete které z néasledujicich posloupnosti jsou monotonni, a sviij odhad dokazte
3 o0 . 2
{k-',-l k= 1 (iif) {I?I!C}k:y
. o0
(tv) {3 b (v1) {2k+ (— JASTEE

Cviéeni 9a.5 (drsné?): Dokaite, Ze posloupnost 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4 (kazdé k je presné k-krat) je dadna vzorcem

= [v2n+ 3].

11

Reseni:

9a.1: (i): 1,-1,1,0,1,0,0,—1,—1,-1,0,1,2,2,1, -1, 3, —4,3,0,4,7,7,3, —4, —11, —14, —10, 1, 15.

Nevidim pro tohle né€jaky rozumny vzorecek, je to zajimava posloupnost. Vzorec ale urcité existuje, viz kapitola .
(i): 1,1,1,2,2,2,2,2,3,3. (i) 5,3,3,5,3,4,4,3,5,5.

(iv): 1,3,7,15,31,63,127,255,511,1023.  (v): 1,2,2,2,2,3,3,3,3, 3.

9a.2 ( ): Tak tfeba A) a1 = 2ag, pak 1,2,4,8, 16; B) axy1 = ar + k pro k € N, pak 1,2,4,7,11;

C) posloupnost vSech pfirozenych éisel, ktera nejsou délitelna tfemi, pak 1,2,4,5,7.

(ii): Tak tfeba A) ar = k pro k € N, pak 1,2,3,4,5, vzorec a1 = a + 1 dava totéz;

B) ax4+1 = ar + ax—1, pak 1,2,3,5,8; C) ap = k® + 2 pro k > —1, pak 1,2, 3,10, 29.

9a.3: (i): 1. (ii): 9. (iii): 32. ( v): 47, apy1 = ap + 4. (v): —2187, ag41 = ag - (—3). (vi): —34, ak41 = ax — 7. (vil):
384, apy1 = 2ay, ap = 3-2F71, (viii): 81, ap1 = k2. (ix): 123, ap1 = ap + 2k + 1, tedy symbolicky +3, +5, 47, ...
(x): 343, ap1 = k. (xi): 62881, ap1 = k! + L. (xii): 1024, @y = 2k3. (xiii): 1100, aji1 = ax + 1, ale binérnd!.
(xiv): 59048, ax1 = 3ax + 2. (xv): 654729075, ax1 = ax - (2k + 1), symbolicky -3,-5,-7,... (xvi): 1.844 - 10*?,
g1 = 2%

9a.4: (i): rostouci. Ekvivalentni upravy pro libovolné k > 1:

ap <appr = i <pm = k-1(k+2) <k(k+1) < kK +k—-2<k’+k < —2<0 pravda.
(ii): neni monotonni. a; = g, as = %, a1 < ag vzroste tedy uz nemuze byt klesajici nebo nerostouci.

ag = 2% = %, ar = 2%, ag > a7 klesne, vyloudi rostouci a neklesajici.

(iii): klesajici. Ekvivalentni tpravy pro libovolné k > 2:
ak>ak+1 — %>ﬁ «— k+1>1 < k> 0 pravda.

(iv) {2, , 3, 3, 145,. .}, nerostouci.
ok gk+1
ap > Ay <= Hzm <— k+1>2 <= k >1 pravda.
v): {—1, —%, 2%, 2%, %3, e } neni monotonni, a; < ag vylucuje, aby byla klesajici ¢i nerostouci, ay > as vylucuje

rostouci a neklesajici.

(vi): {1,5,5,9,9,13,13,17,... } neklesajici. Ekvivalentni apravy pro libovolné k > 1:

ap < app1 = 2k+(-D)F <2(k+1) + (- = (-D)F <24+ (-1 = (~1)* + (~1)**! < 2 pravda.
9a.5: Posledni vyskyt ¢isla £ je na misté posloupnosti daném 1+ 2 + --- + k. Proto je ¢islo k je rovno a, pron
spliiujici %(kz —Dk+1<n< %k‘(k‘ +1), tedy pro k% — k+ 1 < 2n < k2 + k. Vyfesime pro k a dostaneme, Ze ¢len

an je roven Cislu k € N splﬁujicimu \/2n — § + l <k<,/2n+ % — % Pak si s tim trochu pohrejte, ja napriklad
vidim ay = [1 /2n —|— T—5laany = L, [2n — 5 + % vzorecek ze cviceni je ale vyrazné jednodussi, tak to chce k
nému dojit.

9b. Porovnavani rychlosti ristu

V této kapitole budeme porovnavat rychosti riistu vyrazt typu [In(k)]%, k, ¢*, k! a k*, které (pro a,b > 0, ¢ > 1)
jdou v8echny do nekonecna, ale kazdy typ jinak rychle. Abychom vidéli, odkud pf#isly naSe definice, podivame se
na motivac¢ni priklad.

P¥iklad 9b.a: Porovname rychlost riistu vyrazt (posloupnosti) k! a k3. Zaéneme tabulkou s nékolika prvnimi
hodnotami.

k: |1]12]/3]4]5 1|6 7 8
E3:11]8]27]64 /125|218 | 343 | 512
kl: |1]2] 6]24]120 7205040 | 40320

9b.a 7 9b.a
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Vidime, ze zpocatku rostla rychleji tfeti mocina, ale pak ji faktoridl pfedbéhl a roste do nekonecna rychleji.
Trocha experimentovani s dalsimi mocninami naznaci nasledujici:

e Pro kazdy exponent a > 0 existuje index kg takovy, ze k! > k% pro k > kq.
Budeme ftikat, ze pro ,dostatecné velka“ k je faktorial vétsi nez mocniny.

V cem jsou tyto tvahy pro nas uzitecné? Maji pfimy dopad na rozhodovani pfi vybéru algoritmi. Vétsina
algoritmu funguje tak, Ze je schopna prijmout vstupni data rozliénych velikosti a délka trvani algoritmu pak
néjakym zpusobem zavisi na této velikosti, vétsinou se to odhaduje podle toho, kolik operaci musi algoritmus
vykonat na splnéni tikolu (podobné se po¢ita i narok na pamét a podobné). U mnohych problémut dopfedu piesné
nevime, jak velky datovy soubor bude zpracovavan, jen vime, ze bude hodné veliky a Ze navic ¢asem i poroste.
Pak prichézi na scénu ono porovnani ,pro velka k“.

Tteba v prikladé uvidime, Ze pocitani determinantu podle definice vyzaduje cca k! operaci, zatimco pfevod na
trojihelnikovou matici jen asi k2. Pokud pocitame matice 2 x 2 a 3 x 3, pak vychazi 1épe ten faktorial, coz souhlasi,
pro takto malé matice mame prijemné pravidla. Jestlize ale médme cekat velké matice, pak je verze s naro¢nosti
k3 virazné lepsim kandidatem.

Zde je ovSsem zajimavé otazka: Vyplati se investovat do nalezeni programu s mensi naro¢nosti, nebo do silnéjsiho

pocitace? Pokud poéita¢ stokrat urychlime, pak nebudeme porovnavat k! s k3, ale mk' s k2 neboli k! s 100k3.

Polozme si tedy otazku, o kolik vétsi je faktorial nez tfeti mocnina, kdyz k roste. To se nejlépe vidi z podilu.
Pro k > 4 muzeme odhadovat:
k! 1-2-- - (k=3)(k—=2)(k—1)k _ (k=3)(k—2)(k—1)k k—3k—2k—1

= > = N k.
k3 k-k-k - k-k-k k k k
Ctenai znaly analyzy jiz vi, ze pro velké hodnoty k jsou podily ty u =2 témér rovny jedné. My nechceme na
analyzu prilis spoléhat, proto dokazeme, ze kdyz je k > 6, tak jisté %
k— 1
kE>6 k—6>k = 2(k-3)>k = % 25
Pro tato k tedy méame % < % < % < % a dostavame odhad
K1 1 1 1
DA k=—Fk
k3 —2 2 2 8
Co to znamena? Ze pokud se rozhodneme urychlit tu tfeti mocninu né&jakym faktorem A, tak dozajista
k! 1
— > —k
Ak3 — 8A

takze pokud si po¢kdme na dostatecné velké k, tak jisté bude podil vétsi nez 1 neboli k! > Ak3. Jinymi slovy,
nejenze je faktorial (pro velkd k) vétsi nez tfeti mocnina, on je dokonce vétsi nez libovolny nasobek t¥eti mocniny
(¢im vétsi nasobek, tim déle si musime pockat, nez faktorial vyhraje, ale doc¢kame se).

7 praktického hlediska to rika, ze pokud si mame u tlohy, kde ocekdvame nartistajici objem vstupnich dat,
vybrat mezi urychlenim algoritmu na lepsi typ (tfeba k% namisto faktoridlu) nebo urychlenim pocitace, tak je
rozhodné vyhodnéjsi zlepsit algoritmus.

A

Podivejme se jesté jednou na odhad, ktery jsme v prikladé odvodili. Zjistili jsme, Ze k! je pro rostouci k vétsi nez
libovolny nasobek tifeti mocniny. Nepresné feceno to znamend, ze v nekonec¢nu je faktoridl nekoneéné krat veétsi
nez k3. Matematicky feceno jsme ukazali, ze pro libovolnou konstantu K dokézeme pfejit k velkym hodnotdm k

| 3
113;;3 > K. V feci limit to znamena, ze ]]§3 — 00, poptipadeé ze IZ

Tteti mocnina samoziejmé neni nicim vyjimecna. Obdobnyrn zpusobem se ukéze, ze pro libovolné a > 0 je

tak, aby uz — 0 (viz pfedchozi sekce).

faktorial nekonecné krat vétsi nez k%, presné feceno k— — 00, viz cviceni .

Presné takovy vztah totalni dominance jednoho vyrazu nad druhym nas zajima a ddme mu jméno. A protoze
vztah, ktery uvazujeme, je jakasi totalni nerovnost, zavedeme k ni i nerovnost opa¢nou. Samoziejmeé to neni tfeba
(stejné jako ndm k porovnavéani sta¢i jen smér >), ale obcas to nékomu pfijde uzitecné (tak jako <).

Z hlediska formalniho budeme mluvit o posloupnostech. Neni to nic divného, kdyZ se podivame na chovani
algoritmu globalné, pfes vSechna mozna k, tak dostavame posloupnost hodnot. Pro zjednoduseni se soustiedime
na vzajemné srovnani dvou vyrazi, které jdou do nekonecna, coz pak znamend, Ze miuzeme i predpokladat, Ze jsou
kladné. Pokud by totiz néjaky vyraz pro mald k daval zaporné hodnoty, tak prosté pocatek takovéto posloupnosti
ignorujeme, stejné nas zajima jen chovani pro velka k.

9b.a 8 9b.a
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Definice.

Necht {ax}, {bx} jsou posloupnosti kladnych éisel spliujici ap — oo, by — 0.
Rekneme, 7e ay, je o(by), psano také ay = o(by), jestlize 7% — 0 neboli Z—’; — 00.
Rekneme, 7e ay, je w(by), psano také a, = w(by), jestlize 7% — oo neboli Zi — 0.

Nage tvodni tvahy ted miizeme zachytit zapisem k! = o(k®) nebo také k* = w(k!).

Toto znaceni pochdazi z oblasti fyziky, matematické analyzy a teorie Cisel, hodné se také pouziva pfi analyze
algoritmt. Cte se ,aj je malé 6 b,“, podobné s omegou. Nejen v diskrétni matematice je také velmi rozsifena
fraze posloupnost {a;} roste asymptoticky rychleji nez posloupnost {b;}, také by slo fict asymptoticky
rad ruastu ap je vétsi nez asymptoticky rad ruastu b, a dalsi obdobné formulace. KdyZ se objevi slova
yasymptoticky“, ,rychlost ristu“ ¢i ,rad rtstu“ v néjaké podobé, tak jde s vysokou pravdépodobnosti pravé o
vztah ar = o(by).

Jiz z definice je jasné, Zze pojmy o a w jsou dudlni,

e aj, = o(by) pravé tehdy, kdyz by = w(ay).

Symbol w je tedy pouzivan vyrazné méné. Vsimnéte si, ze znacka = zde neznamend klasickou rovnost, ale je to
soucasti specifického znaceni, je to jakasi zkratka pro slovo ,je“. Néktefi autofi to vnimaji jinak, berou o(b,,) jako
mnozinu vSech posloupnosti {ax} spliujicich lim(Z—:) = 0. Pak to neni jen soucést znaceni, ale ma to skuteény

matematicky vyznam a namisto naseho znaceni s ,=* piSou ay € o(by).

Ted pfichazi na fadu prozkouméni vzajemného vztahu popularnich vyrazt. Nez zformulujeme pfislusné tvrzeni,
udélame jesté jeden motivacni priklad, abychom docenili prakticky dopad takovychto srovnéni.

Priklad 9b.b: Predstavme si, Ze mame pocitaé, ktery vykond milion uréitych kroki za sekundu (tedy jeden
trva tisicinu milisekundy), a zkousime na ném algoritmy, které pracuji se vstupy o velikosti k. Kazdy algoritmus
potfebuje na zpracovani jiny pocet kroki, podle toho, jakym vzorcem naro¢nost zavisi na k. V tabulce si porovndme
nékolik typickych narocnosti prepocitanych na cas.

Na zacatku tabulky zvySujeme k povlovné, od stovky dal zvySujeme velikost dat vzdy desetkrat. Mimochodem,
velikost vstupnich dat 10® neni z4dné prehanéni, napiiklad pfi feseni klimatickjch modelti, proudéni kolem letadel
¢i podobnych hratkach s pfirodou nejsou matice o tak velkych rozmérech ni¢im vyjimeénym.

Cas je udavan v milisekundach, pokud neni feceno jinak, pak je ,s¢ sekunda, ,m“ minuta, ,h“ hodina, ,,d“ den
a ,r“ rok.

Pr1i prohlizeni tabulky za¢neme nejprvedvéma radky s teckami, kde porovnavame algoritmy s linearni a kvadra-
tickou naroc¢nosti. Porovnani ¢asii potvrzuje nasi zkusenost, ze pro mala k zase tak velky rozdil mezi pfimkou a
parabolou neni, ale jak zvétSujeme proménnou, tak se parabola odpichne a uhani k nekoneénu vyrazné rychleji; ke
konci tabulky dobihé linearni algoritmus porad jesté v fddu minut, zatimco kvadraticky uz vyzaduje stovky let.

Mnoho algoritmtit ma linearni ¢asovou narocnost, coz v zasadé znamenad, ze zvétSime-li velikost dat desetkrat,
délka trvani se zvétsi také desetkrat (pfima tmeérnost). Piikladem budiz trvani kompilace videa v zavislosti na
jeho délce.

Kvadratickou naro¢nost zna kazdy z nés. V mozku-procesoru umime rychle nésobit ¢isla az po 9, pro nasobeni
vétsich (k-cifernych) éisel mame algoritmus, ktery vyzaduje k? onéch jednoduchych nasobeni. Podobné to funguje
i v pocitadi.

k=] 5 10 15 20 30 50 | 100 | 1000 |10000| 10° | 10% | 107 | 108
In(k): | 0.0016] 0.0023] 0.0027| 0.003| 0.0034| 0.004| 0.0046| 0.007 | 0.009 | 0.01 | 0.014|0.016] 0.018
e £k:10.005| 0.01 [0.015]0.02] 0.03 |[0.05] 0.1 1 10 [0.1s| 1s | 10s |[1.7m
kIn(k):| 0.008 [ 0.023 | 0.04 [0.06 | 0.1 | 0.2 [ 046 | 6.9 | 92 [1.1s| 13s [2.7m| 31m
E1-585:1 0.013 | 0.038 | 0.073 | 0.12 | 0.22 | 049 | 1.5 57 | 2.2s |1.4m| 54m | 1.4d | 55d
55k?:10.0002| 0.001 | 0.002 |0.004| 0.009 |0.025( 0.01 | 10 1s |1.7m| 2.8h |11.6d| 3.2r
o £2:10.025| 0.1 02 |04 | 09 |25 10 1s | 100s | 28m | 11.6d| 3.2r | 317r

2k:1 0.03 1 32 1s | 18m |35.5r| 10'6r | 10%87r
ookl | 0.1 3 21m | 77r | 10%6r | 10%*8r| 1041y

Ted se podivdme na zajimavé modifikace kvadratického rtistu. Hned nad pfislu§nym fadkem vidime data pro
jiny pocitac, ktery se nam nemalymi naklady podafilo stokrat urychlit. Jak se da c¢ekat, pro mensi hodnoty k
mame dokonce lepsi vysledky nez linedrni piipad, ale pro velka k se nakonec zase dostavame k dlouhym béhtim.

Ale nésobeni k-mistnych ¢isel se d4 udélat i fintou, kterd snizi naroénost z k% na piiblizné k'-%%°, viz piiklad .
Jak ukazuje piislusny fadek tabulky, i zde na zacatku prohravame se stokrat urychlenym kvadratickym ristem,
ale podle ocekévani nakonec mensi mocnina vychézi vyrazné rychleji i pii pouziti piivodniho pomalého pocitace.
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Kvadratickou narocnost vyzaduje také usporadani seznamu o k polozkach pomoci vzajemného porovnavani. Zde
existuji populdrni alternativy, napfiklad merge-sort, ktery ma naro¢nost jen kIn(k) (viz cviéeni ). Prislusny radek
je hned pod fadkem linedrnim a vidime, Ze se az tak moc nelisi (u obou mluvime na konci tabulky o minutach),
takze to je opravdu dost dobré, na hlavu porazime urychleny kvadrat i mocninu k!-58°.

Pro aplnost jsme pridali nékolik situaci jiného typu. Na prvnim fadku je algoritmus logaritmické narocnosti,
coz je velice nendro¢ny rist. Logaritmus pro velké £ ,uvada“ a roste ¢im dal pomaleji, takové algoritmy méame
nejradéji, tfeba binarni vyhledavani, viz priklad .

Naopak dole mame fadek s geometrickou narocnosti a tisicnasobné urychleny faktorial. V obou ptipadech jsme
tabulku ani nedokoncili, ono to ostatné neméa smysl v okamziku, kdy vyskakuji délky béhu programu mnohonasobné
prekracujici dosavadni trvani vesmiru. To uz jsou hodnoty, kde ani miliarda-nasobné urychleni pocitace nic nesvede.
Jsou problémy, ve kterych faktorial jako naroc¢nost vyskoci, napriklad pocitani determinantu matice podle definice,
tabulka ukazuje, ze od téch radéji ruce pry¢ (determinant se d& urychlit na mocninu, viz priklad ). Podobné
nepiijemné jsou i geometrické narocnosti, napiiklad lamani Sifry RSA zavisi na délce zvoleného kli¢e zhruba
geometrickym zpusobem, diky ¢emuz je tato Sifra (zatim) bezpeénd, jen malo informaci si svou hodnotu uchova
desitky let, které jsou zatim tfeba na vylusténi i na téch nejsilnéjsich pocitacich. V okamziku, kdy vykon pocitact
vzroste natolik, Ze Sifra prestane byt bezpecnou, staci diky rychlému ristu naroc¢nosti nepatrné zvétsit délku klice
a pocitace uz zase Celi vypoctiim na dekady.

A

Potvrdimes si oficidlné, co jsme z ptikladu vytusili.

Véta 9b.1.
(i) Necht a,b > 0 a ¢ > 1. Pak plati
(k)" je o(k?), K je o(g"), a" je o(k!) a k! je o(k*).
(ii) Jestlize 0 < a < b, pak [In(k)]* je o([In(k)]®) a k2 je o(kY).
(iii) Jestlize 1 < q < 7, pak ¢* je o(r").

Jaky tedy méame obrazek? Mame pét skupin vyrazi, logaritmy [In(k)]*, mocniny k°, geometrické vyrazy ¢~,

faktorial k! a obecnou mocninu k*. Kazdy vyraz z jedné z téchto skupin je pro velkd k vétsi nez jakykoliv vyraz
ze skupin jmenovanych diive, bez ohledu na konstanty. Takze naptiklad pokud si dostatecné dlouho pockame, tak
(1.1)% > AR1000000 g libovolnou volbu konstanty A > 0.

V ramci kazdé skupiny pak o hierarchii rozhoduji hodnoty parametru, tfeba 3* roste asymptoticky rychleji nez
¥, coz roste asymptoticky rychleji nez 2*, podobné k7 roste asymptoticky rychleji nez k* a to roste asymptoticky
rycheji nez Vk.

Témto vztahtim se Casto fika ,Skala mocnin“ a jeji znalost umozni rychle porovnavat risty riznych vyrazi.
Diukaz jen naznacime, aby mél ¢tenar predstavu.

Dukaz (naznak): (i): Za¢neme zprava, budeme zkoumat podily.
1) Pro k > 1 mame shodny pocet ¢lent v ¢itateli i jmenovateli a mtizeme je sparovat.

k:k_k-k-k---k_kk:k k
K 1.2.3-k 123 k
Podil tedy dosahuje libovolné velkych hodnot, proto %I,C — 0.
2) I zde rozdélime podil do péart, protoze pocty souciniteli souhlasi.
K1 2 3 k-1 k

— =
q q9 49 (g q q

Ted je tieba si uvédomit, Ze ¢ je konstantni, zatimco k se méni. Vidime, Ze zlomky jsou vlastné porad stejné, pro
vSechna k za¢indme stejné, pokud k zvétsime, tak se k soucinu pridaji nové ¢leny na konec. Tyto nové priddvané

¢leny jsou typu %, tedy jsou stale vétsi, zatimco zacatek ziistava stejny. Jak je tento zacatek velky?

Nejprve jsou zlomky, které jsou malé, jako %, ale diive ¢ pozdéji se ¢itatel zvétsi natolik, ze uz budou vysledné

zlomky typu % vétsi nez 1, casem dokonce dospéjeme tak daleko, Zze budou vétsi nez 2. My pfesné vime, kdy

se tak stane, az ¢islo v Citateli pfekroé¢i |2¢|. Pokud tedy bude k vétsi nez ¢islo K = |2q], tak vyraz % vzdy

12 K-1 K

zacind vyrazem e T d = A, jehoz hodnota zavisi ¢isté na g. Tento vyraz bude nasoben dal$imi zlomky

typu %, které jsou ovsem vsechny vétsi nez 2 a je jich presné k — K. Muzeme proto pro k > K odhadovat
kK12 K K41 k-1 ﬁ—A K+1 k-1 k

¢ q q9 q q ¢ q q g q
A
_ k—K __ k
>A.2...2=A.2 =55 2" = o0,
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3) Vztahy k% = o(q*) a [In(k)]® = o(k?) se dokazuji metodami matematické analyzy na par fadcich. Je nicméné
zajimavé, Ze existuje relativné elementarni diikaz ze k¢ je o(q*), ukdzeme si jej.
Nejprve odvodime, Ze k je o(2%). Necht je tedy A > 0 libovolné, ukézeme, ze 2¥ > Ak pro dostateéné velka k.
Oznaéme dj, = 2¥ — Ak. Protoze 28 — oo, uréité existuje K € N takové, ze 2¥ > A+ 1 pro k > K. Pro tyto k
pak muZzeme odhadovat
dpy1 =281 —Ak+1)=2F 428 — Ak —A=2F — Ak + 2" —A=dp + (2" — A) > di + 1.
Co to znamena? Af uz je rozdil 25X — AK jakykoliv, po¢inaje timto indexem se s kazdym zvySenim k rozdil
zveétsi alespon o jednicku. To znamena, Ze dfive ¢i pozdéji zacnou byt dj kladné, tedy existuje kg takové, ze pro
k > ko je dp > 0, tedy 2F > Ak.
Tento dtikaz lze upravit pro libovolné ¢* s ¢ > 1, viz cvideni .
Pak uz snadno dokazeme, ze pro libovolné a > 0 mame
ﬂ _ (qk/a)a _ ((ql/a)k
ke ke k
(ii): ’]j—z = kb~ — 00, nebot b — a > 0. Podobné pro logaritmy.
k

a
) — 00? = 0.

(iii): ;—k = (g)k — 00, nebot g > 1, je to zase geometrickd posloupnost.

U

Ted si zavedeme dalsi pojmy, které ndm umozni pfiblizné porovnavat vyrazy podle velikosti pro velkéd k. Definice
jsou inspirovany praktickymi pozadavky. Jeden je, Ze srovnani by mélo byt pfiblizné. Naptiklad je v zasad€ jedno,
jestli néco trva 10 let nebo 10 let a 2 hodiny. Cleny méné dilezité tedy budeme chtit zanedbévat.

Druhy pozadavek je, aby nase porovnavani ignorovalo situaci, kdy pocita¢ nékolikrat urychlime. To znamen4,
ze pokud jeden vyraz roste urcitou rychlosti a druhy je stale feknéme pfiblizné dvakrat vétsi, tak chceme, aby
definice fekla, Ze budou mit stejnou asymptotickou rychlost riastu.

Opét se omezime na vyrazy, které jdou do nekonecna.

Definice.

Necht {ay}, {bx} jsou posloupnosti kladnych ¢isel spliujici ay — oo, by, — oo.

Rekneme, 7e ay je O(by,), jestlize 3K > 0 a kg € N aby Vk > ko: ap < Kby,

Rekneme, ze ay, je Q(by), jestlize 3L > 0 a ko € N aby Vk > ko: ai, > Lby.

Rekneme, 7e ay je ©(by) nebo ze ay < by, jestlize 3K, L > 0 a kg € N aby Vk > ko: Lby < ai, < Kby.

Prvni pojem je odhad shora, kdy jakoby fikdme, ze ar < by, ale té by mlzZeme trochu pomoci vynasobenim
konstantou, aby se nad a; dostala. Podobné funguje odhad zdola v druhém pojmu. Cteme a;, je velké 6 by.

Tieti pojem je pravé tim, kterym chceme fict, Ze se véci v zasadé rovnaji. Cteme a;, je téta by, ale v diskrétni
matematice (a dalsich aplikacich) ¢asto sly$ime néco jako asymptoticka rychlost rustu ay je by.

Néktefi autori maji ty definice jinak, bez odfezavani s kg, naptiklad takto:

e = (")(bk) jestlize AK, L > 0 aby Vk: Lby < ap < Kby.

D4 se snadno ukazat, ze takovato definice je vlastné stejné jako ta nase. Je snazsi na ¢teni (a obcas i na pouziti),
ale neumoznuje odrezavani zacatkl, ¢imz se zase komplikuje hledani spravného K ¢i L. NiZe to uvidime na
konkrétnich prikladech.

Hned z definice vidime, ze plati nasledujici:

e a; = O(by) pravé tehdy, kdyz b = Q(ay) [protoze ar, < Kby, <= by > (1/K)ax],

e a; = O(bg) pravé tehdy, kdyz ar, = O(by) a ar = Q(ay), coz je pravé tehdy, kdyz ar = O(bg) a by, = O(ayg).

M4 to smysl, dva vyrazy se ,skoro rovnaji“ (rychlosti rustu), jestlize je jeden ,skoro mensi“ nez druhy a také
naopak.

Uvedeme si nékteré souvislosti mezi novymi pojmy i pfedchozim srovnanim o a w. Pokud méa ¢tendf uz trochu
pfredstavu o vyznamu rozliénych srovnani, tak by mu nésledujici tvrzeni méla piijit prirozena.

Fakt 9b.2.

Uvazujme posloupnosti {a}, {bx} kladnych ¢isel jdouci do nekoneéna.

(1) Jestlize ar, = o(by), pak ar = O(bx) a nemuze platit ar = Q(by) ani ar = O(by).
(ii) Jestlize ar = w(bk), pak ar = Q(bx) a nemuze platit ar = O(by) ani ap, = O(by).
(iii) Nemuze platit zaroven ax = o(by) a by, = o(ax).
(

iv) Jestlize ar = ©(b), pak nemuze platit ar = o(bx) ani by = o(ag).
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Dukaz (poucny): (i) Zvolme libovolné K > 0. Z pfedpokladu mame platnost ‘;—: — 0 a podle definice limity
musi existovat kg takové, aby pro k > kg platilo ‘;—: < K. Pro tato k pak méme i ar < Kby, coz dokazuje
ap = O(bk)

Pokud by zaroven platilo ax = Q(b), tak pro néjaké L > 0 a k¢ plati ax > Lby neboli ‘g—: > L pro vSechna
k > ko, coz ale znemoznuje splnéni definicne ‘;—: — 0 proe = L.

(ii) Dikaz je obdobny.

(iii) Toto by znamenalo, zZe
rtzné limity.

(iv) Z definice a = O(bx) najdeme K,L > 0 a ko takové, ze pro vSechna (dostateéné velka) k > ko plati
L < ‘;—: < K. Jestlize ovSem pro vSechna k > kg plati ‘g—: > L, pak pro ¢ = L neni mozné splnit podminku z
definice limity 0, tudiz neplati, Ze Z—: — 0 neboli neplati, ze a = o(bx). Z Z—: < K pro vSechna k zase vylouc¢ime
3 — oo a neplati aj, = w(by) neboli neplati by = o(ay).

a ar

e 0 a zaroven T = 00, coz je nemozné, jedna posloupnost nemize mit dveé

U

Priklad 9b.c:
1) a) k = o(k?) neboli k? = w(k).

b) Plati i k = O(k?), ale neplati k = Q(k?) ani k = O(k?).

Pojem O tedy ,,pozni“, Ze rychlosti k a k2 nejsou souméfitelné.

Dukazy: a) % =k — oo, proto k = o(k?).

b) Plati k£ < 1- k2 pro vsechna k € N, proto lze zvolit K =1, kg = 1 a mame k = O(k?).

Plati také k = Q(k?)? Aby pro néjaké L platilo k > Lk? pro vsechna (dostatecné velkd) k, muselo by platit
i k—kQ > L pro vSechna (dostatecné velkd) k, ale to nejde, protoze 17]2 — 0, jinymi slovy se tento podil nakonec
dostane pod jakoukoliv hladinu L, kterou zkusime.

NemtiZe proto platit ani k = Q(k?). Plyne to ostatné z ¢asti a) a Faktu vyse.

2) a) 13k = O(k).

b) 13k = O(k), 13k = Q(k), k = O(13k), k = Q(13k)

c) Neplati 13k = o(k) ani 13k = w(k).

Pojmy tedy dle naseho prani nepovazuji nasobeni konstantu za podstatnou zménu rychlosti ristu.

Dukazy: a) Zvolime L = 1 a K = 13, pak pro kazdé k mame L -k < 13k < K - k, sta¢l proto zvolit kg = 1. Zde
tedy v pohodé projde i dikaz pomoci alternativni, neodfezavaci definice.

b) plyne automaticky z a).

c) Protoze 13 = 13, tak neplati ani ¥ — 0, ani 3£ — .

3) a) 100k + 50 = o(k?).

b) 100k + 50 = O(k?).

c) Neplati 100k + 50 = O(k?).

d) 100k + 50 = O(k). Neboli asymptoticka rychlost rastu 100k + 50 je k.

Nejprve pojmy spravné poznaly, Zze véechny éleny vyrazu 100k + 50 rostou vyrazné pomaleji nez k2, nepomohlo
jim ani nasobeni konstantou.

Pojem © pak ukézal, Ze umi zanedbévat nejen nasobeni cislem, ale také pfitomnost méné dilezitych clend,
spravné rozpoznal, ze v daném vyrazu je tim podstatnym clen k.

Dikaz: a) 1005850 — 100 4 50 _,

b) Vyplyva automaticky z a), ale klidné ukézeme i piimy dikaz. Potfebujeme najit konstantu K takovou, aby
100k + 50 < Kk? (pro velka k). Protoze k < k2, ur¢ité mame 100k < 100k?, takze volba K = 100 by se postarala
o prvni ¢ast, ale jesté bude zlobit ta druha. Spravime to navysenim K.

Uréité plati 50 = 50 -1 < 50k2, takZe pokud pfidame k prvotni volbé K = 100 jesté padesatku, mélo by to stadit
k pokryti obou ¢asti. Volime tedy K = 150 a ted uz opravdu pro vsechna k € N mame

100k + 50 < 100k + 50k* = 150k* = Kk>.
Vidime, Ze jsme ani nemuseli odrezavat zacatek posloupnosti, takze nas dikaz plati i pro alternativni definici
pojmu O(k?).

Jako alternativu si ukazeme, Ze namisto zvétSovani K lze pouzit moznost odiezavani, pokud pracujeme s definici,
ktera to povoluje. Vime, Ze k2 je nekone¢né krat vétsi nez k, takze pokud si po¢kdme, tak urcité prevazi piimo
cely ¢len 100k. Vidime napiiklad, ze pokud je k > 100, tak uz mame 100k < k -k = k2, takze by fungovala i volba
K =1 a odfiznuti k¢ = 100.

Jesté se ale musime postarat o tu padesatku. Jedna moznost je, ze si prosté pockame o néco déle. Trocha
experimentovani ukaze, ze po dosazeni k& = 101 uZ opravdu plati 100k + 50 < k2, a da se ukazat, ze to plati
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i pro vSechna néasledujici k. Lze tedy zvolit K = 1 a odrfezavaci bod kg = 101, pro vSechna k > ko pak plati
100k + 50 < 1- k2, to uz ale neni vidét tak jasné, muselo by se to dokédzat analytickymi metodami.

Nejjednodussi je ¢asto kombinovat oba pristupy, pres odfezavani a ptes zvétsovani pomoci K. Uz jsme vidéli, ze
pro k > ko = 100 mame 100k < k2, pro takovato k ale také evidentné mame 50 < 100 = k < k2. MizZeme tedy
zvolit K = 2 a odhadovat, ze pro k > 100 = kg je

100k + 50 < k* + k* = 2k* = K - k%,

c) Protoze 100k + 50 = o(k?), tak uz je vylouceno 100k + 50 = Q(k?) a tedy i 100k + 50 = O(k?) (viz Fakt vyse).

d) Hledame konstanty L, K tak, aby L -k < 100k + 50 < K - k pro vSechna ¢i pro dostatecné velkd k (podle
verze definice ©). Je jasné, Ze volba L = 1 funguje pro vSechna k € N. U horniho odhadu zase zvolime kombinaci
pristupt pres odfezavani a pfes zvétSovani. Evidentné 50 < k, pokud se chytie omezime na velkd k, v tomto
ptipadé staéi zvolit kg = 50. Také mame (pro vSechna k) odhad 100k < 100 - k. Dame to dohromady, pro k > 50
plati

13 < k* = 100k + 50 < 100k + k = 101k,

tedy staci zvolit K = 101.
4) a) 2k% + 13 = O(k?).

b) Neplati 2k% + 13 = o(k?) ani 2k? + 13 = w(k?).

Vidime, ze © ,poznalo®, Ze o rychlosti riistu 2k? + 13 rozhoduje vyraz k2.

Diikaz: a) Hleddme K, L tak, aby platil odhad Lk? < 2k? + 13 < Kk pro viechna (velkd) k. Je hned vidét, Ze
L = 1 bude fungovat pro vsechna k € N, coz mimochodem dokazuje, 7ze 2k? + 13 = Q(k?) neboli k2 = O(2k? +13).

Ted hleddme K neboli vlastné chceme ukazat, ze také 2k% + 13 = O(k?). Volba K = 2 by nam zajistila dobry
odhad pro prvni ¢ast vyrazu, u druhé bude nejednodussi si trosku pockat. Pro k& > 4 totiZz urcité mame

2k* + 13 < 2k + k* = 3k,
takze staci zvolit kg =4 a K = 3.
Pokud bychom nechtéli odfezévat, tak bychom odhadovali tieba takto: Protoze 1 < k2, tak urcité

2k% +13 = 2k%2 + 13 -1 < 2k? + 13k% = 15k°.

Volba K = 15 tedy zaruci platnost potfebného odhadu pro vsechna k.
2
b) Plyne to z a). D4 se také ukéazat, ze 25413 — 2 takze tento podil nema ani limitu 0, ani limitu co. Proto
neplati 2k? + 13 = o(k?) ani 2k? + 13 = w(k?).

AN
V praxi se ovéem ap = ©O(bx) obvykle dokazuje jinak nez hledanim K, L. které by fungovaly. Vychodiskem je

zkouméani podilu ‘g—l’:. Pokud m4 limitu 0 ¢i nekonecno, tak uz vime, co to znamena. Pokud mé limitu jinou, pak
také dostdvame podstatnou informaci diky nasledujicimu dulezitému tvrzeni:
e Jestlize mé ¢* nenulovou (a konecnou) limitu, tak ar = ©(b).
Na hledéni limit ndm analyza nabizi mocné néstroje, takze diikaz je pak ¢asto na jednom tfadku. Napiiklad to,
ze 100k 4+ 50 = O(k) (viz priklad vyse) se dokaze hravé vypoctem
./ 100k + 50
hm(i
k
Tento vysledek fika, ze pro velké hodnoty k je 100k + 50 v zasadé stokrat veétsi nez k, takze rostou fadoveé stejné
rychle.

) - lim<100 n %) — 100 + 0 = 100.

Klasicky problém je, kdyz nam nékdo da kombinaci rtiznych typt a my mame rozhodnout, jak se chové cely
vyraz (jakou mé asymptotickou rychlost rustu). Pak se pouzije nasledujici trik: Jestlize se séitaji dvé ¢asti a ve
vzédjemném porovnavani jedna z nich prohraje, tak ji 1ze vynechat, aniz bychom tim pro velkd k ovlivnili dany
vyraz. Formalné:

Fakt 9b.3.
Uvazujme posloupnosti {a}, {bx} kladngch ¢isel jdouci do nekoneéna.
Jestlize by, = o(ak.), pak ap + by = @(ak)

Indukci to pak rozsifime na vice séitanci, ¢imz dostaneme algoritmus pro hledani dominantniho typu v kombinaci
vice ¢lent.

Piiklad 9b.d: Jakou asymptotickou rychlost riistu mé vyraz 3% — 15057 + v/k — 200 - ¥ + logs(k)?
Vidime, 7e se ve vyrazu séitaji ¢leny ze tii kategorii: geometrické vyrazy 3* a e*, mocniny /z a k7 a logaritmus.
Vime, zZe z téchto tii skupin rostou nejrychleji geometrické vyrazy, proto lze podle Faktu vyse ty ostatni ignorovat.
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O dominanci se tedy poperou vyrazy 3% a ef. V ramci jedné skuiny rozhoduje velikost parametru, zde 3 > e a je
jasno.

Zaver: 3¢ — 150k + k — 200 - ¥ 4 logs (k) = ©(3%).
Slovné, asymptoticka rychlost riistu daného vyrazu je 3%. Nékdy se také iika, ze dany vyraz je typu 3*.

Zkuste si vzit néjaky poéitaci piistroj a dosadit do obou vyrazii tfeba k = 10%, uvidite, ze se vysledné hodnoty
moc nelisi.

A

Jak tedy vypada postup? Pri hledani asymptotické rychlosti ristu daného vyrazu se nejprve pohybujeme na
arovni kategorii, porovname ty, které jsou pritomny a pak se dale v tvahach omezime jen na ty casti vyrazu
, které patii do nejvyssi pritomné kategorie. Mezi nimi pak rozhodne velikost parametru, ¢imz se vybere tzv.
,2dominantni ¢len“, ktery urcuje chovani celého vyrazu.

Priklad 9b.e:
a) k2 — 257k = O(k?).
b) 3F + 7Tk%27 — (—-2)F = ©(3%).
c) 20k! + 1602 — 3% = O(k!).
A

Casto srovnavame jen mocniny, z vysledki vyse pak okamzité plyne nésledujici zavér:

Dtsledek 9b.4.
Jestlize je p(k) polynom stupné n a a, > 0, pak p(k) = ©(k"™).

Stru¢né feceno, pro velkd k se polynom chova stejné jako jeho nejvyssi mocnina.

Zdalo by se, ze uz dokdzeme v pohodé vyhodnocovat rychlost ristu vyrazid, ale neni tomu tak, nase skala totiz
nepostihuje vechny vyrazy. Kam na ni napiiklad zapadne vyraz kIn®(k)? Urcité kIn®(k) = w(k), ale jak se ten
vyraz porovna tieba s k1:01? Kam pfijde na nasi skéle vyraz eVk nebo In(e* + 13k)?

Ve skutecnosti ona skala predstavuje jen malou ¢ast toho, co se miize vyskytnout, na druhou stranu si s ni
prekvapivé casto vystacime. Kdyz ndhodou narazime na néco, co do ni nepatii, pak hodné zalezi na zkusSenosti a
intuici, protoze univerzalni metody pro zkouméani nejsou. Jako ukizku prozkoumame dva vyrazy.

Priklad 9b.f: Jakd je asymptoticka rychlost rustu kIn(k)?
Protoze %(k) — 00, tak uréité k1n(k) je w(k).
My ale vime, Ze pro libovolné kladné a plati In(k) = o(k®), proto kln(k) roste asymptoticky pomaleji nez
k-k® = k'te. Dtkaz:
Eln(k) In(k)
kl+a - ka
Dostavame tedy zajimavy obrazek. Mame kategorii mocnin k%, kterou si ¢lovék intuitivné predstavuje jako
souvislou, za¢neme malymi mocninami, tfeba k% '3, a jak postupné mocninu zvysujeme, dostdvame stéle rychleji
rostouci mocniny. Ted jsme ale zjistili, Ze do té skaly dokazeme zasunout vyraz kIn(k), a to bezprostiedns za k!.
Tak bezprostfedné, Ze sebemensi zvySeni mocniny nam jiz da néco, co dominuje vyrazu kIn(k).
Ve skutecnosti je to jesté zajimavejsi. Za k je schovana celé kategorie. D4 se totiz snadno dokazat, ze pro vsechna
b > 0 mame kIn’(k) = w(k), ale kIn°(k) = o(k®) pro libovolné a > 1. V ramci této vsunuté kategorie urcujeme
dominanci tradi¢né podle mocniny b.

JAN

— 0.

Poznamenejme, ze mnohé vyznamné algoritmy maji pravé naro¢nost kIn(k), takze znalost rychlosti ristu tohoto
vyrazu je vysoce uzitecna.

Priklad 9b.g: Jaka je asymptoticka rychlost ristu eVk?

Viraz e patii do kategorie geometrickjch posloupnosti ¢*. Viimnéme si, Ze vSechny tyto vyrazy lze pfevést na
exponencialu, protoze ¢8 = e™@* Tuto kategorii (kde bereme ¢ > 1) si tedy mizeme predstavit jako mnozinu
exponencial e?* pro A = In(q) > 0.

7 toho bychom odhadli, ze eVF do této kategorie nepatii, protoze Vk = k'/? = o(k), tudiz se da cekat, zZe i
vk _ o(eAk)

e . DokéZeme to: Pro A > 0 mame
Vk
ZT’“ —Vk=Ak ;=< _(  pebot  Vk — Ak — —oo.

9b.4, 9b.g 14 9b.4, 9b.g



Diskrétni matematika 9b. Porovnavani rychlosti ristu pHabala 2012

Maéame tedy eVk = o(q¢*) pro ¢ > 1. Nizsi kategorii jsou mocniny k% pro a > 0. Zkusime tedy s nimi nas
VE
vyraz provnat. Pokud ¢tenaf zna analyzu, pak pomoci I’'Hospitalova pravidla hravé dokaze, Ze % — 00, COZ

potvrzuje, Ze eVk = w(k®). Tento vyraz je tedy nékde mezi kategorii mocnin a kategorii geometrickych posloupnosti
(exponencidl).
Protoze se snazime co nejméné zaviset na jiném kursu, alesponl naznacime, pro¢ by ona limita méla jit do

y . . , k vk . o vy . . (s
nekonecna. Nejprve si upravime ;- = W a pak si ozna¢ime m = vk (tedy pouzivdme substituci). Dostavéame
vV m ~ > - , > s vz v ~ PR
Yo = 5. Kdyz ted posleme k — oo, tak také m — oo a naSe standardni Skala nekonecen uz odpovi, zZe
e — 00.

A

Dobra zprava je, ze pii bézné analyze algoritmu si v zasadé vystac¢ime s onémi zakladnimi ¢tyimi kategoriemi a
kln(k), coz uz vSechno zname. Opravdu? To je otazka provokativni, a zaprovokujeme jesté vic. Umime viibec do
téch vyrazu dosadit ¢islo?

Kupodivu to neni tak snadné, jak to vypada. Zatimco mocniny a exponencidly zvladne v pohodé i obycejna
kalkulacka, dosazovat do faktoridlu velké ¢isla je adrenalinovym sportem. Napfiklad pfi vypoc¢tu 1000000! bychom
potfebovali udélat milion nasobeni, pficemz by se ke konci pracovalo s dost velkymi ¢isly, i velké pocitace by se
radné zapotily.

Jenze my vlastné nepotfebujeme piesnou hodnotu, stejné pri analyze vyrazti bereme vSechno piiblizné. Pak se
nabizi nékolik velice uziteénych odhadid pro faktorial.

Fakt 9b.5. . i
Pro k > 6 plati & < k! < &
Dukaz (rutinni s vyjimkou): Tou vyjimkou je netrividlni fakt, ze zlomek (1 + %)k = (%)k je pro k € N vzdy

mezi 2 a 3, na coz jsou rozlicné triky, které sem spis nepatii, a d& se to najit v kazdé tlustsi ucebnici analyzy.

Pro nas to znamena, ze % < (kkﬁ)k < % neboli 3(,{%1)]6 >1a 2(%“)’6 <1

Dokézeme ted indukei V(n): & < k!.
(0) V(6) Fika 20 < 6!, coz urcité plati.
c k+1
(1) Pro jisté (libovolné) k > 6 predpokladejme, 7e £ < kI Potiebujeme ukazat, ze &EU"" < (k+1)!. Mame
K 3(k+4+1)E* (k+1)F k )k (k + 1)k+1 o B+ 1)k+1

| = k! — = =
(k4 1)t = (b4 1)k > (b g = =y i (1) 2

Dikaz hotov. i
Ted dokazeme indukei W (n): k! < &.
(0) W (6) ika 6! < 35, coz ur¢ité plati.
k
(1) Pro jisté k > 6 predpokladejme, 7ze k! < g—: Pottebujeme ukazat, ze (k+ 1)! < % Méme
kP 2(k+1EF (k+1)F k )k (k + 1)++1 _ (bt 1)+t

| = k! — = =
(b 1! = (1)K < (k4 g = e e = 2(557) g S g

Dtkaz hotov.
L]

e 21 s o . k k . < . r vt~ .. .
Faktorial je tedy nékde mezi (%) a (g) . Nésledujici tvrzeni fika, ze kdyz si misto 2 nebo 3 v tomto odhadu
dame e, tak uz viceméné dostaneme faktorial.

Véta 9b.6. (Stirlingtiv vzorec)
Pro velké k plati k! ~ v/2mk ()",

Je to vysledek tézky, ale stoji za to, ta aproximace je opravdu vynikajici. Dokonce az neuvétitelné. Normalné
kdyz ¢lovek slysi, ze néco je aproximacni vzorec, tak ¢eka dobré aproximace pro vétsi ¢isla, feknéme v radu stovek
¢i tisicl, nékdy si musi pockat jesté déle, ale tento vzorec se uz trefuje hodné blizko dokonce od zacatku. Ukazeme
to v tabulce, kde jsme dali i procentualni chybu vzhledem k zakladu, ktera o presnosti vypovida nejvice.

k:] 1 ]2]3]| 4 51 6 7 8 9 10 20 30
Kl:] 1 | 2] 6 | 24 [120(720|5040 | 40320 | 362880 | 3628800 | 2.433 - 10'% | 2.653 - 1032
Stirling : [ 0.92 1.9 | 5.8 [23.5| 118 | 710 | 4980 | 39902 | 359536 | 3598696 | 2.423 - 10'® | 2.645 - 1032
chyba % :] 8 | 5 33| 2 |[1.7]14] 1.2 1 0.9 0.8 0.4 0.3
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Cviceni

Cviceni 9b.1 (dobré): (i) Ukazte, ze k> < 2* pro k > 5. Bude se vam hodit, Ze pro k > 5 je k? — 2k — 1 =
(k—1)2-2>0.
(ii) Ukazte, ze k> < 2% pro k > 5. Bude sevam hodit, Ze pro k > 5 je k* — 3k? — 3k — 1 > 0, coz odtivodnime
napiiklad takto:

k* —3k? =3k — 1> k> - 3k* — 4k = k(k* — 3k —4) = k(k — 4)(k + 1) > 0.

Cviéeni 9b.2 (dobré): Dokazte indukci, ze pro k > 4 plati 2% < k!.

Cviceni 9b.3 (poucné): Dokazte, ze pro kazdé a > 0 platl = 00.
Napovéda: Nejprve pro a € N imitujte dikaz z prikladu .
Pro necela a pouzijte srovnani nerovnosti.

Cviéeni 9b.4 (pou¢né): Dokazte, Ze pro libovolné ¢ > 1 plati, Ze pro kazdé A > 0 existuje ko tak, aby ¢* > Ak
pro k > ko.

Cviéeni 9b.5 (rutinni): Sefadte podle asymptotické rychlosti rstu vyrazy 5k + In(k), k? — 100k, kIn(k), 2k3,
VEk.

Cviceni 9b.6 (rutinni): Najdéte asymptotické rychlosti ristu nasledujicich vyrazu.

(i) Vk + logy (k); (i) 2% + k2 + 2k;

(ii) k3 + 13k2 + 14; (iv) 2% + k!.

Cviceni 9b.7 (poucné): Dokazte podle definice nasledujici tvrzeni:

(i) 100k? = O(k*), 100k? = o(k*); (iii) k* = o(k!);

(ii) 3k + 7 = O(k); (iv) k + 3sin(k) = O(k).
Reseni:

9b.1: (i): (0) k = 5: 52 = 25 < 128 = 25,

(1) k > 5, predpoklad k% < 2F. Pak 2Ft1 =2.2F > 2. k2 = k2 + k2 = (k2 + 2k + 1) + (k> — 2k — 1)

= (k+1)2+ (k* — 2k — 1) > (k+ 1)? dle vztahu z napovédy.

Alternativa: prevést na rozdil. Piedpoklad: 2¥ — k2 > 0. Pak

2FL _(k+1)2 =22V — k2 -2k - 1=2(2" k%) + k> -2k—1>2-0+0=0.

(ii): (0) k= 5: 5% = 125 < 128 = 25.

(1) k > 5, predpoklad k® < 2F. Pak 281 =2.2F > 2. k3 = k3 + k3 = (K® + 3K2 + 3k + 1) + (k> — 3k2 — 3k — 1)
= (k+1)>+ (k3 — 3k®> — 3k — 1) > (k + 1)3 dle vztahu z napovédy.

Alternativa: pfevést na rozdil. Pfedpoklad: 2¥ — k3 > 0. Pak

2k —(k+1)P =228 — k3 —3k? -3k —1=202" - k*) + k> -3k -3k —-1>2-0+0=0.

9b.2: (0) k = 4: 16 < 24 plati.

(kl)>n12 4, predpoklad 2% < k!. Pak (k+1)! = (k+1)-k! > k-2F = % S2k+L 5 9k +1 hrotoze pro k > 4 urdité plati

9b.3: Necht a € N. Nejprve dokazte, ze pro k > a plati =2 > % Pak
k! 1-2---(k k—1)k k—a
f = Rln Db > hpe k> (3)° 'k—>00-

Pro obecné a > 0 je k* < klel,

9b.4: Pro A > 0 libovolné oznacime d, = ¢* — Ak a najdeme K € N takové, ze ¢~ > % pro k > K (nebot

q* — o0). Pro tyto k pak (¢ —1)¢* — A >1a

dpi1=¢"P—Ak+1)=¢*"+(q-1)¢¥ - Ak - A=q¢" -~ Ak+ (¢—1)¢* —A=dp + (q—1)¢" — A >d; + 1.

9b.5: Pofadi je vk, 5k 4+ In(k), kIn(k), k% — 100k, 2k>.

9b.6: (i): ©(Vk); (ii): O(k®); (iil): ©(2%); (iv): O (k).

9b.7: (i): 100k2 = o(k*): M = 199 — 0. 100k? = O(k*): plyne z pfedchoziho nebo pfimo: K = 1, kg = 10, pak

k>ko = k?>100 = 100k:2<k:2 k* =1k

(ii): L=1, K=4,kg=T,pak k> ky = 1-k<3k+T7ak>ky = 3k+7<3k+k=4k.
k—3 k—2 k k— 2 k=1,

(iii): Pfedpoklad k > 5, pak ,’:izl 2 (k—b)Ab3 b2 by s bd b3k 2kdp 31.1.1-100=o00.
(iv): sz K =2 ky=6pak k > kg = k+3sink) <k+3<k+k= 2kad1ky3§%ktake
k:Zko:>k+3sin(k)2k—32k—%k::%k.
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9c. Sumy
Uvazujme néjakou kone¢nou posloupnost {ay}-,,. Znamend to, Ze mame néjaka ¢isla. Co s nimi mizeme dé-
m
lat? Treba secist. Abychom nemuseli pofadd psét a, + an+1 + -+ + am, zavedeme pro to znaeni » . ap. Ma
k=n

to jeden drobny zadrhel, t¥i teCky nejsou zrovna presné matematické vyjadreni. Pokud chceme sumu definovat
radné, musime to udélat indukci. Budeme definovat sumy libovolné velikosti, takze si na zac¢atku rovnou vezmeme
nekonecnou posloupnost.

Definice.
Necht {ay}72,, je posloupnost. Definujeme

E ap = Qn,

k=n

m—+1 m

Z ap = (Z ak> 4+ am+1  pProm > n.
k=n k=n

Pokud m < n, pak definujeme > ap = 0.
k=n

Néazvoslovi: dolni mez n, horni mez m, sumacéni znaceni sigma Y, sumacéni index k.

1 Co takovd suma vlastné znamend? Reprezentuje urcité cislo, které zavisi na s¢itané posloupnosti, na mezich, ale
viibec ne na k, to je jen pracovni proménnd, kterd plni svou roli uvniti sumy, ven ale nepronikne. Je to pékné
vidét z téchto prikladi:

4

DRE+1) =2 1+1)+(2-2+1)+(2-3+1)+(2-4+1) =3+5+7+9=24,
k=1

15

Z G = a13 + a14 + a1s,

k=13

m

Y =0+ m+1)2+n+2)2+ -+ (m—1)2+m’

k=n
Jak vidime, v zaddném vysledku napravo k viibec neni, samoziejmé ale vidime, Ze ostatni prvky sumy (¢leny
posloupnosti, meze) tam uz vidét jsou, na nich vysledek piirozené zavisi. Protoze je k ¢isté interni a pracovni véc,
mizeme si ji nazvat jak chceme, takze Y ,-  ap =Y i a; =Y p ap=...
Dokonce mtizeme sumacni index posouvat, to se nékdy hodi. Funguje to jako standardni substituce: Kdyz mame
sumu s indexem k, tak si miZeme zvolit novy index, tfeba i, ktery je s k svazan vzorcem typu i = k + A. VSechny
vyskyty k v sumé se pak musi nahradit i, ale pfesné podle toho substitu¢niho vzorce, takze namisto k£ piSeme
k =i — A, meze se musi také zménit. Napiiklad dolni mez je ddna podminkou k = n, takZe nejmensi hodnota ¢
jei=k+ A=n+ A. Ukdzeme priklad:

1=k—2

’ k=i+2 °
;%%::k—3wi—3—2—1 :E;%“'
N k=Tmi=7-2=5

Je to opravdu totéz? Porovname ty sumy:

7
Zak = a3 + a4 + a5 + ag + ay,
k=3
5
Z Qijy2 = A142 + Q242 + a342 + 442 +a542 = az + a4 + a5 + ag + ay.
i=1
Jaké operace budeme se sumami provadét? Jako inspiraci se podivame na dva priklady s jednoduchymi su-
mami, které si vzdy prepiSeme do ,,dlouhého” zapisu se vSemi ¢leny. Sumu mizZeme chtit vynasobit ¢islem a pak
zjednodusit pomoci distributivniho zakona:
3 3
cz ar = c(a1 + a2 + ag) = cay + caz + cag = Z(cak).
k=1 k=1

17
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Miuzeme také chtit sumy scitat, ted pro zménu pouzijeme komutativitu a asociativitu s¢itani.
3 3 3
Zak +Zbk = (a1 + as +CL3) + (bl + ba +b3) = (a1 +b1) + ((12 +b2) + (ag +b3) = Z(ak +bk).
k=1 k=1 k=1
Obecné plati, ze kdyz mame néjaky vztah se sumami, ktery nam neni uplné jasny, tak se vyplati zkusit si néjakou
kratsi sumu rozvinout do dlouhého zapisu a pak je vétsinou hned vidét, co se déje.

Vyse zminéné dva priklady nés inspiruji k obecné definici. M4 to ale hacek. Pokud napiiklad zkusime secist
2 1
> ar a Y, by, nedokdzeme uz vysledny vyraz (a1 + b1) + az zapsat jednou sumou. Jinymi slovy, abychom mohli
k=1 k=1
sCitat, potfebujeme stejné meze u zucastnénych sum.

Definice.

m m
Uvazujme sumy > ak, ». bx a ¢ € R. Definujeme

k=n  k=n
c- (Z ak> = Z(c -ag),

k=n k=n
(0 + (£00) = St

Vsimnéte si, Zze obé rovnosti lze ¢ist obéma sméry. Prvni z nich pfi ¢teni zprava doleva tiké, Ze ze sumy lze
vytknout spole¢ny nasobici faktor. Druha pfi ¢teni zprava doleva fiké, ze sumu se ¢leny, které umime napsat jako
soutty (stejnym zptisobem), lze roztrhnout na dve.

Pokud mame dvé sumy, potfebujeme je secist a jejich meze indexti nejsou stejné, pak jsou dvé moznosti. Jestlize
maji obé sumy stejnou ,délku“ (stejny pocet ¢lent1), tak se dd u jedné z nich indexace posunout, aby uz meze
souhlasily. Pokud jsou pocty ¢lenti rtizné, tak uz posun nepomize. Pokud je ale opravdu nutné potiebujeme secist
do jedné sumy, budeme muset z té delsi néjaké Cleny odtrhnout. To neni problém, sumy se daji rozpojovat a
spojovat, pokud indexace navazuje, tieba

3 5 5
Zak‘i'zak:(a1+a2+a3)+(a4+a5):a1+a2+a3+a4+a5:2ak7
k=1 k=4 Py

27 20 27
Sa-datda
k=12 k=12 k=21

Posvétime si to oficidlné:

Fakt 9c.1.
Necht {ax}32,,, je posloupnost. Pro libovolné m,n, p € Z splitujici no <n < m < p plati

p m p
E ap = E a + E ag.
k=n k=n

k=m+1

Tuto rovnost je mozné pouzivat obéma sméry, tedy rozdélovat sumu na ¢asti ¢i sumy spojovat do jedné. Lze pak
3

8 8
i odecitat, naptiklad Y ar — > axr = D ax (rozepiste si to, pokud to jesté nevidite).
k=1 k=4 k=1

3 6
Piiklad 9c.a: Chceme seéist > ap a > bi. Nejprve v druhé sumé posuneme index tak, aby indexace zacinala
k=1 k=2
jednickou, to zajisti substituce ¢ = k — 1, pak nejmensi hodnota k = 2 prejde na novou dolni mez ¢ =2 —1=1.

Protoze ma druhéd suma vice ¢lenti, nebude nam ale souhlasit horni mez, tak ¢leny navic odebereme. Protoze
chceme scitat, vratime se v druhé sumé od indexu ¢ zpét k indexu k, abychom méli stejné pismenko. Neni to
nutné, ale méné to mate.

3

3 6 3 5 3 5 3 3
Zak—FZbk:Zak—FZbiH :Za’erZkarl :Zak+2bk+1+b5+bﬁ:Z(ak+bk+1)+b4+b5.
k=1 k=2 k=1 =1 k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
A

9c.1, 9c.a 18 9c.1, 9c.a
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Je dilezité umét se sumami hbité pracovat, ale jak jsme pravé vidéli, jde vlastné o staré dobré algebraické triky,
jen v novém kabéaté, takze to snad nebude problém.

Dobra otazka je, kolik je soucet dané sumy. Pokud je kratka, tak vzdycky mizeme sundat boty a zacit scitat
na prstech, ale pro delsi sumy ¢i sumy s proménnymi mezemi je dobré znat néjaké vzorce. Zacneme souctem asi

N

Véta 9c.2. (soucet geometrické posloupnosti)
Uvazujme ¢ € R. Pak

n 1— n+1
qu: 1qu ’ Q#l’
=0 n+1l qg=1.

n
Diikaz (pouény): Oznaéme s, = >. ¢* =1+q+¢*>+---+q¢* Pak q-s, = ¢+ ¢*> + ¢+ -+ ¢"*, proto

k=0
q5n — sp = ¢"T1 — 1, tedy (¢ — 1)s,, = ¢"T1 — 1. Jestlize je ¢ # 1, mizeme vydélit a mame s,, = %

n
Kdyby ¢ = 1, tak rovnou vidime, 7ze > 1 =1+1+---+ 1, sé¢itdme 1 celkem (n + 1)-krét (opravdu? zac¢indme
k=0
s indexem 0, tim to vysko¢i o jedno, zkuste si par sum), takze s, = n + 1.

U

n
Tento zakladni vzorec pak umozni zpracovat i sumy obecnéjsich geometrickych vyrazi. Séitat > ag” je snadné,
k=0
staci to a vytknout a mizeme pouzit jiz znamy vzorec. Zajimavéjsi pripad je, pokud indexace nezacind nulou. Pak
se d& s tispéchem pouzit vytykaci trik. Je velice snadny, jak uvidime z nésledujiciho piikladu, jako obvykle ndm

vyrazné pomuze dlouhy zapis:

16 3
Z ag® = ag"® + ag™ + ag"® + ag'® = ¢"3(a + aq + ag® + ag®) = QIBZCqu-
k=13 k=0
Obecné dojdeme ke vzorci (pro g # 1)
n
1— n—N+1
k=N 4
Ukéazeme si formalni diikaz, pouzijeme v ném vytknuti spole¢ného nasobku ze sumy a substituci:
n n n i=k—N n—N 1 qn_N+1
k N _k—N N k—N - N i N -
aq” = = =lk=3—»i=N-N=0|= = _ .
Y agh =" agVq ag™ > q 3 i=N ag™ Y ¢'=q"a I~
k=N k=N k=N k=n—i1=n—N i=0

Dalsim popularnim typem vyrazu, ktery ¢asto sé¢itdme, jsou mocniny.

Véta 9c¢.3. (soucty mocnin)

Nasledujici vzorce plati pro vSechna n € N:
n

() > 1=mn

k=1

k

=
SN—
M=

sn(n+1);

i
L

tn(n+1)(2n + 1);

~—~
-
=
E:
=
(=
e
[
I

=
Il
—_

—~
—
<
~—
1=
o
w
Il

an?(n+1)2.

i
1L

Dukaz (pouény): Takovéto vzorce se evidentné dokazuji matematickou indukei, (ii) a (iii) mame jako cviceni v
kapitole o indukci, (iv) si laskavy ¢tenaf béhem 17 vtefin dodéla sam. Spravna otazka ale zni, jak se na ty vzorce
prijde. Tak (i) je snadné, prosté s¢itdme n jednic¢ek. Coz takhle (ii)?

Vzorec pro tento soucet vymyslel Gauss, kdyz byl malé nechutné chytré dité. Ucitel jej nechal seéist prvnich
100 ¢&isel, at méa od néj chvili pokoj, takze byl notné prekvapen, kdyZ mu maly Johann za chvili hlasil vysledek.
Jak na to prisel? Predstavme si takovy soucet, pro zacatek pro sudé n:

14243+ -+(n—-2)+(n—-1)+n.

9c.3, 9c.a 19 9c.3, 9c.a
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Vsimnéte si, Ze prvni a posledni ¢islo daji dohromady n + 1. Také druhé ¢islo zleva a zprava daji dohromady
n

n + 1. Také tfeti ... Takovych dvojic je pfesné %, takze soucet je 5 (n +1).
Co kdyZ je n liché? Pak méme % (n—1) dvojic a prostredm ¢islo zustane osamocené, je to &islo 1(n+1) (zkuste
si to na né&jakém piiklade). Celkovy soucet je tedy 3(n — 1)(n+1) + 1(n+1) = ,n(n +1).

Jiny trik jak to vidét: NapiSeme si tu sumu dvakrat pod sebe, jednou jako s = 1+2+-- -+ (n—1)+n, podruhé
jako s=n+(n—1)+---+ 241, kdyz secteme, dostaneme nalevo 2s, napravo n dvojic se sou¢tem n + 1, ted
uz nemusime rozliSovat mezi sudymi a lichymi n.

Neéktefi autori tu prihodu s Gaussem povazuji za bajku, takze si ukdzeme jiny postup.

Zacina takto: Vime, ze (k + 1)2 — k? = 2k + 1. Co dostaneme, kdy# takovéto ¢leny za¢neme s¢itat? Nejprve
priklad:

3
DUk +1)? =k =[22 — 17] + [32 = 2°] 4+ [4* - 3] = 4% — 12,
k=1
Jinymi slovy, vSechny ,,prostfedni® ¢leny se pokrati. Obecné mame toto:

zn:[(kﬂ) k= (n+1)? - 12

ale také
n

[(k + 1)? k2:n2k+1_2 E+> 1=2) k+n.
> Ske1)=2) ks 3123

k=1
Proto

(n+1)2—1:2zn:k+n = ik‘:%[(n—i—l)Q—l—n]:%n(n—l—l).

(iii): Podobny trik.

k=1
ale také
Z[(k:+1)3—k3]:2[3k2+3k+ —3Zk2+3 Zk+21—32k2+ Sn(n+1) +
k=1 k=1
Mame tedy

(n+1)>» —1—3Zk2+ Snn+1)+n = ZkQ H(n+1P-1-3n(n+1)—n) = Lln(n+1)(2n+1).
k=1 k=1

(iv): Podobny trik. Viimnéte si, Ze pii nalezeni souctu Y k? jsme pottebovali znat soucet > k a soudet > 1.
Ted si budeme hrat s (k +1)* — k% a budeme potiebovat znat soucty > k2, S"k a ) 1. Pfenechdme to ¢tenafd,
pokud se jesté nudi, miize si zkusit nalézt > k?.

]

Gaussuv trik je uzitec¢ny, protoze diky nému ziskdme okamzité také soucet sumy, kterd ma ustfihnuty zacatek:

> k=1(n—m+1)(n+m). Samoziejmé to lze vzdy ziskat rozdilem dvou sum, tieba

zn:kz’:zn:lﬁ Zk? n(n+1)(2n+1) — L(m — 1)m(2m — 1).
k=m k=1

Alternativni zpusob, jak najit uzaviené vzorce pro rozlicné soucty, ¢tenar najde v kapitole , viz piiklad a cviceni .

Priklad 9c.b:
150 150 49

> k=) k=) k=3150-151 — 14950 = 25 - (3 - 151 — 49) = 10100.
k=50 k=1 k=1
A

Jesté jednu sumu se naucime séitat, a to aritmetickou.

9c.4, 9c.b 20 9c.4, 9c.b
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Véta 9c.4. (soucet aritmetické posloupnosti)
Uvazujme cisla a,d € R. Pak

n

> (a+dk) = (n+1)a+ %n(n +1)d.
k=0

Dukaz (rutinni): Toto je snadné,

n

Z(a—i—dk)—ia—l—dik—(n—&—l)a%—;n(n—i-l)d.

k=0 k=0 k=0

U

Trochu jiny (a obecnéjsi) vysledek lze dostat zase pomoci Gaussova triku. Zkuste si na nékolika pfikladech ovéfit,
ze jestlize {ay } je libovolna aritmeticka posloupnost, pak zase napsénim dvou kopii pod sebe, jen v opa¢ném poradi,

dostavame dvojice se stale stejnym souétem. Dostavame tak vzorec Z ar = 3(n— N +1)(any + an).
k=N

Se sumami se daji délat zajimavé véci. Jedna je moznost scitat pfes indexy, které netvori souvislou posloupnost

od dolni meze k horni. Pokud si zvolime kone¢nou mnozinu M C Z, mizeme definovat »_ ay. Vyznam je zjevny,
keM
napiiklad volba M = {13,23} davd >  ar = ai3 + as3. Pro uplnost jesté zadefinujeme, ze > ap = 0.
keM ked

Jesté zajimavéjsi to je, pokud je soucasti sumy dalsi suma. Ty se daji vzdy rozbalit, nékdy to jde 1épe zevnitr,
jindy zvendi.

2 3

P¥iklad 9c.c: a) U vyrazu > 3. i?j to vyjde v zdsadé nastejno. Nejprve ukdZzeme postup, kdy za¢neme roze-
i=17=1

pisovat vnéjsi sumu, pak postup, kdy zacneme zevnitr.

ZZ”-Zﬁﬁzfj— (12-14+12-24+12-3) 4+ (22 -1+ 2% -2+ 22 3) = 30,

= 1] 1
ZZiQi:Z(i2'1+i2'2+i2'3):ZGF:6-12+6-22:30.
=1 j=1 i=1 1

b) U nésledujici sumy je rozvijeni zvenéi vyrazné snazsi, protoze pak se dozvime, jaké jsou vlastné meze vnitini
sumy. Pokud za¢neme zevnit¥, budeme muset s¢itat Z .4 s proménnymi mezemi.

N :[1+1)+(1+2)+(1+3)]+[(2+2) (2+3)]+ (B +3)]
3 3 3 3 3 3 3
;;(H-]):;z ;1+;j}=;[z (3—1—1—1)—1—7(3—1—}—1)(1—1—3)} ;;(92'—31'24-12)
3 3 3
:%[9Zi_3zi2+1221:%[9'%'3'4—3%-3-4-7+12-3}:%-48:24.

c¢) Pokud ale vnéjsi suma nema konkrétni meze, pak rozvijenim zvendéi stejné nic neziskdme, ani to dokonce nejde
(kdyz nevime konkrétné, jaké indexy Vnéjéi suma pouziva). Pak nezbyva nez se s tim poprat zevnitf.

Z;Z;];l:;zj—ZzH-l [Zz —i—Z}
i[én(n+1)(2n+l)+ %n(n—l—l)} = én(n+1)(n—|—2).
A

Posloupnosti je mozné také nasobit. Neformalné jsme to uz délali v kapitole .

9c.4, 9c.c 21 9c.4, 9c.c
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Definice.
Necht {ay}72,, je posloupnost. Definujeme

Hak = Qn,
m

H ap = <H ak> “Qm+1 Prom > n.
k=n

Pokud m < n, pak definujeme [] ar = 1.

k=n
7
Takze napiiklad [[ ar = as - a4 - a5 - ag - a7. Toto znaceni je velice pohodlné hlavné v piipadé, kdy je pocet
k=3
n
¢initel dan obecné, napiiklad mizeme psat n! = [] k. VSimnéte si, Ze diky definici prazdného soucinu jako
k=1
jednicky tento vzorec funguje i pro n = 0.
Cviceni

Cviceni 9c.1 (rutinni): Spocitejte nasledujici sumy pfimym vypoctem, bez pouiiti vzorcul.

() 3 (k + 1) (iv) 3 (241 — 2%); (vil) 2 (3k +2):

k=1 k=0 k=
4 y 4 e 4 7/ . .
(i) 22 (=3)% (v) 3 3-2% (viii) >° >° (i —Jj);
=0 k=0 i=1j5=2
o 8 38 ) 4 4
(i) >° 13; (vi) 3 (1+(=1)%); (ix) > > J-
k=1 k=0 i=1j=i
Cviceni 9c.2 (rutinni): Spocitejte nasledujici sumy pomoci vhodnych vzorc.
L 2 k . 32 k 200
1) > (3) (iv) > (3)5 (vii) > (2k+1);
k=0 k=23 k=100
33 12 10 20
(i) 3 2 (v) 3 (3 — 2, (viii) 3 37 124
k=3 k=0 = 1] i
L. o A ;
(iii) kzgo 107; (vi) Z (5) (ix) Z:l Z 125.

Cviceni 9c¢.3 (rutinni): Sluc¢te nasledujici sumy do jedné.

3 % k+ > (1—i) <m>2z—zg7

k=-2 i=—2 1_—2

. 123 1 123 4

(i) > o+ 2 5 (IV)ZZ—Zm
n=1 j=1 =3 m=0

Cviceni 9c.4 (dobry, pou¢ny): Dokazte, Zze pro libovolné k, m € Ny plati
(x(m—l)k+x(m—2)k+”_+m3k+x —|—JZ —|—1)($ _1) km_l'
Napovéda: Zapiste si ten levy polynom jako sumu, pak rozndsobte ten pravy a sjednofte sumy.
Vsimnéte si, ze pro k = 1 dostévate (z™ — 1) = (x — 1)(z™ 1 + 2™ 2 + .-+ + 2 + 1), zobecnéni zndmého vzorce
22 —1=(z—1)(x+1).

ResSeni:

9¢.1: (1): 2+3+4+5+6=20; (ii): 1 — 349 — 27+ 81 =61; (iii): 13+ 13+---+13 =10 13 = 130;

(iv): (21 —20) 4 (22 —21) 4+ (23 —22) + (22 —23) + (25 —24) + (26 —2%) +- (27— 26) + (28 —27) + (29 —2%) = 2° -1 = 511;

(v): = (1+2+4+8+16)—3 31—93 (vi): 2404+2+0+2+0+240+2=10; (vil): 2+ 5+ 8+ 11+ 14 = 40;
1

(viii): 22(1—])%—2( -7+ Z( Jj)+ i(él—j):0+0+(1+0)+(2+1+0):4;
(ix): 24)]+Z4jy+2j+23_(1+2+3+4) +(24+3+4)+(3+4)+4 = 30.
Jj=1 j=2 Jj=3 j=4

9c.2: (i): 1_5226 —2(1—($)*) =2 S (ii): 23 Iizk — 23120 — 93(231 _ 1) = 17179869176

22
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33
nebo > 2F —20 91 _ 92— 127 1 _ 94— 934 _g— 17179869176;
k=0
90 1091 . 23 k 231 — (2)10 23 10
10 £ 10" 202 oo o (7 Z )= 0 B =20 -0
= k k_ 313 _1-28 1,913 13 1 _ oy Lk
(v): Z 3 z 2 2y = 331 1)+ 2% - 1= 805352 (vi): -5 = 5;
=0 k= 5
200 200 °
(vii): (2 k— z k) > 1=2(1200-201 — 199-100) — (200 — 100 + 1) - 1 = 30199;

k=100

10 10 10
(vidi): S3(20—i+1) 12 = 12(2 21— % 2) =12(10-21 — L10- 11) — 1860;

i:l =1 i=1

% 10 10 10
()1212;1 =Y 12Li(i+1) =Y 6i*+ > 6i=06-£10-11-21+6- 310 - 11 = 5640.

=1 =1 i=1
7 7
9c¢.3: (i): =3 Z k+ Z (1-k)= > Bk+1—-Fk) = > (2k+1).
k=—-2 k=-—2 k=-—2 k=—-2
123 123 123 123
(=X p+ X 2t=Y(G+51)= 21—123
n=1 n=1 n=1
j=1+3
= | "SI oS (oo Y 2= UG-8 - 2 = 39— 6))
1i): = | . . = ] — — 7o = J— —J7 = —07).
1=-2—j=1 j=1 j=1 =1 =1
i=10— j =13
m=1—2
. i=m + 2 11 5 13 9 11 5 11 9 122 132
(=] g sy |5 S mt) = S om?= 3 (mt2) - (m;m +122418%)
1=13—> m=11
11
= > (m+2-m?) —12% — 132
m=1
9c.4:
m—1 m—1 _ m—1 _ m—1 _ m—1 ' m _ m—1 _
( 2 ) Zb 1) = ( m”“)x’“— 2k — x(z+1)k_zxmzzxgk_zxm
=0 1=0 =0 =0 1=0 j=1 =0
m—1 m—1
—IEMk‘I‘ZCCJk_ [L‘Zk—l‘()k—l‘mk—l
j=1 i=1
9d. Rady

Tato kapitola je silné doplitkova. Ctenar ji bude potfebovat v zasadé jen tehdy, pokud bude chtit fesit rekurentni

rovnice pomoci generujicich funkei (kapitola ).

Jedna z véci, kterou s Cisly bézné dé€lame, je jejich secteni. Kdyz mame nekonecénou posloupnost, tak mame
¢isel nekone¢né mnoho, nicméné to neodradi odhodlaného pritkopnika od pokusu secist i je. Zjevné to ale nebude
nic lehkého, pocinaje filosofickou otazkou, zda vibec lze v koneéném Case, ktery ndm v zivoté zbyva, provést

nekoneéné mnoho séitani.

Matematicka analyza k tomuto problému piistupuje tradi¢nim zptsobem, snazime se vyjit od toho, co umime.
Myslenka je jednoduché, za¢neme prosté ¢isla postupné scitat a divame se, jak se chovaji obdrzené mezivysledky.
Pokud se po Case v zdsadé€ prestavaji ménit, tak usoudime, Ze jsme se dostali k ¢islu, které predstavuje soucet

uplné vsech ¢lend dotycéné posloupnosti.

Definice. N
Necht {ay}?2,, je posloupnost. Pro N € N, N > n definujeme ¢asteéné souéty jako sy = > ay.
9 o0 o0 h=n
Rekneme, ze Fada ) aj konverguje k ¢islu A, znaceno Y ap = A, jestlize I&im (sn) = A. Jinak fekneme,
k=n k=n o0
ze dotyc¢na rada diverguje.
0

Pokud lim (sy) = oo, pak zna¢ime ) aj = oo.

N —o00 k=n

23
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N

Let {ax}32,, be a sequence. For N € N, N > n we define partial sums by sy = > ai.
- k=n
,if lim (an) = A. Otherwise
N—oco

(&)
We say that the series >  a; converges to a number A, denoted ) ap = A
k=n

k=n
we say that the series diverges.

[ee]

Piiklad 9d.a: 1) Uvazujme fadu >, 0=04+0+0+0+---.
k=1

Tipneme si, ze by soucet mél vyjit 0. Pozna to nase definice?

N
Vezméme N € N, prislusny ¢asteény soucet pak je sy = >, 0=04+0+---4+0 = 0 (s¢itdme N nul). Kdyz posleme
k=1
o0

N do nekoneé¢na, tak evidentné sy — 0, a proto podle definice zkoumana fada konverguje, navic »_ 0 = 0.
k=1

[e.e]

2) Uvazujme fadu ) 1=1+1+14+1+---.

k=1
Tipneme si, Ze by soucet mél vyjit co. Pozna to nase definice?

o
Vezméme N € N, piislusny ¢asteény soucet pak je sy = > 1 =1+1+---4+1 = N (s¢itdme N jednicek).
k=1

Kdyz posleme N do nekonecna, tak evidentné sy — oo, a proto podle definice zkoumané fada diverguje, navic

(&)
> 1=o00.
k=1

3) Uvazujme fadu > (=1)F = (=1)% + (=)} + (=1)2 + (=13 +-- - =1—-1+1—1+---.

k=0
Tady neni jasné, co ¢ekat, zeptame se definice. Nejdiive se podivame na par ¢astecnych soucti pro inspiraci.
3

2
s3=>» (-)F=1-1+1-1=0,

=3 ((DF = (D0 () (1) =111 = 1
k=0 k=0
4 5
3422(71)k:171+171+1:17 35:Z(f1)’“:1—1+1—1+1—1:0.
k=0

k=0
A ted obecné. Vezméme N € N, piiklady a zamysleni naznacuji, Ze prislusny c¢astecny soucet pak je sy

N
> (=1)* = 0 pro N liché a sy = 1 pro N sudé. Posloupnost {sy} = {1,0,1,0,1,0,...} nemé limitu, tudiz ani

k=0
o0
pifslusnd fada nemtize konvergovat. Zavér je, ze > (—1)* diverguje.
k=0
Na rozdil od piedchoziho pfikladu ted nemame soucet nekonecéno, takZze uz k tomu neni co dodat.
0
N k
4) Uvazujme fadu Y (3) =44+ 3+5+ 36+
k=1
Jak vypadaji ¢aste¢né soucty?
2 k > k
_ Ve _ 1,1 _ 3 _ Ve _1 1,1 7
s2=) (3) =3+i=% =) (3) =3+tits=¢
k=1 k=1
. k
_ Ve 11,1, 1 15
54—2(5) =3titst1i6= 16
k=1
Odhadneme, Ze pro N € N plati sy = 21;—;1 =1- 2% Dokéazeme to matematickou indukci:
1
k
(O)ProN=1s1=>(5) =3=1— 5.
k=1
(1) Vezméme libovolné n € N a predpokladejme, ze sy = 1 — 2% Pak
N+1 N
o 1\ k . 1\ k 1 o 1 1 . 2—1 . 1
svar =) (3) =2 (3) toam =l taa=l-ova =17

k=1

k=1

Méme potvrzeno, Ze sy = 1 — 2%,, a protoze 2V — oo, dostavame lim(sy) =1—0 = 1.

Zaveér: i (%)k konverguje a i (%)k =1.
k=1 k=1

9d.a
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S~ 1 _1,1,1,1,1
5) Uvazujme fadu ) y =7 +5+3+3+s+---.
k=1
Jak vypadaji ¢aste¢né soucty?
2 3
k=1 k=1
5

?rh—‘
l\J\»—t
N[N
VA
w

Il

4
_ 1 _ 1,1, 1_25 _ 1 _ 1,1 .1, 1_ 137
=) i=lt+3+5+i=%  s=) i=l+z+3+i+t3=1
k=1
Nevim jak vy, ale ja v tom nic pékného nevidim. Je to tim, ze rozumné vyjadfeni pro s,, opravdu neexistuje, tahle
fada je docela drsna. Zajimavym vtipnym trikem, popiipadé snadnym analytickym vypoctem se da ukéazat, Ze
o0

tato fada diverguje a ) % = 00.

JAN

Prvni t¥i piiklady ukazuji mozné chovani fad. Rady konverguji ¢i diverguji, a ty divergujici mohou divergovat
zajimavé (nascitat se do nekone¢na ¢i minus nekoneéna) nebo néjakou oscilaci, kdy uz o vysledku sé¢itani nejde
fict viibec nic.

Ctvrty priklad ukazuje, Ze konvergovat mohou i jiné fady neZ ta trivialni nulova. V této souvislosti je dobré
pripomenout jeden vysledek zmatematické analyzy, Ze nutnou podminkou konvergence fady je, aby jeji jednotlivé
¢leny jako posloupnost $ly k nule. Pak uz je jasné, pro¢ v pfipadech 2) a 3) mame divergenci. Neni to ale podminka
postacujici, jak ukazuje ptiklad 5).

Ve skutecnosti je to tak, ze konvergentni fady jsou ty, jejichz ¢leny jdou k nule a to dostatecné rychle, pficemz
vyznam ,dostatecné® zavisi mimo jiné i na tom, jaké se v fadé vyskytuji znaménka. Porovnejme nasledujici zndmé
vysledky z analyzy:

—1 1 1 1 1
;k_l 2tz Tyt
iﬂzl_l_i_}_l_i_...konverguje
1 2 3 4 ’

k
—~1 1 1 1 1 .
27:,+7+7+—+--k0nverguje.

Rychlost klesani ¢lenti posloupnosti {%} jesté neni dostatecna k tomu, aby je Slo secist se zdarnym vysledkem
(konvergentni fada). Pokud ale u kazdého druhého ¢lenu zménime znaménka, tak uz se tato ¢isla rozumné naséitaji,
mimochodem, vysledek je In(2). Cleny posloupnosti {,712} klesaji k nule tak rychle, Ze i kdyZz jim nechame plusy
a poscitame je, dostaneme rozumny vysledek.

Rozpoznat konvergenci fady je zna¢né naro¢ny problém a nejsou pro to jednoduché mechanismy. Analyza nabizi
celou Fadu ndstrojii, ale nebudeme to zde potfebovat. Uk4zeme si jeden typ Fady, ktery umime zvlddnout, vratme
se na chvili k ptikladu 4). Muzeme si Véimnout ze vlastné sc¢itdme geometrickou posloupnost, a pro ¢asteény

soucet jsme méli vysledek, podle Véty mame Z q" 1_1q$ pro q # 1. Ovéfte si, ze to souhlasi s vysledkem,
k=
ktery jsme tam odvodili—pozor na odlisny zacatek indexace, fadé v ptikladé 4) chybél prvni élen k& = 0 neboli
jednicka.
Kdyz v tom vzorci posleme N — 0o, dostaneme obecny vysledek. Z néj se d& odvodit jesté jeden, ktery se bude
hodit, tak jej pridame.

Vétglo 9d.1.
(i) 3 ¢" = 3 profg[ < 15
k=0

(ii) kz—:o(k +1)¢* = ﬁ pro |¢| < 1.

oo
Radam typu Y ¢* fikdme geometricka ¥ada a jsou velice uziteéné. V§imnéte si mimochodem, Ze prvni étyfi

k=0
priklady vyse spadaji do této kategorie.

9d.1, 9d.a 25 9d.1, 9d.a



Diskrétni matematika 9d. Rady pHabala 2012

Operace s radami.
S fadami se da manipulovat podobné jako se sumami. Mizeme posouvat indexy substituci, mizeme fady scitat
a nasobit ¢islem.

Definice. - -
Uvazujme fady Y ax a > by, necht ¢ € R. Definujeme operace

k=0 k=0
C(Z ak> = Z(cak),

k=0 k=0
Zak + Zbk = Z(ak + b).
k=0 k=0 k=0

Tato definice je ¢isté formalni, je to navod, jak sestavovat nové fady pomoci urcitych pravidel. Nékdo nam da
dvé tady, rozhodneme se je secist, tak si z obou vytahneme koeficienty, po dvou secteme a z vysledkid sestavime
novou fadu. Dobra otazka zni, co se déje se soucty fad, kdyz s nimi provadime tyto operace. Maji soucty nové
vyrobenych fad néco spole¢ného se soucty rad puvodnich?

o0 oo
Obecné to je obcas zajimavé. Pokud napiiklad seéteme dvé fady, > 1 a > (—1), které diverguji, dostaneme
~ - k=1 k=1
fadu novou Y [+1(—1)] = >_ 0, kterd jiz konverguje. Pokud ale pracujeme ¢isté s konvergentnimi fadami, pak uz
k=1 k=1

véci funguji t;k, jak bychom radi, soucet vzniklé fady se da odvodit prirozenym zptsobem z informace o fadach,
se kterymi jsme zacali.

Véta 9d.2.

o o oo
Uvazujme konvergentni fady > ap = A a ) by = B, nechf ¢ € R. Pak konverguji i fady »_ (car) = cA a
k=0 k=0 k=0

> (ax +br) = A+ B.
k=0

9d.3 Mocninné rady

o0
Pfipometime geometrickou fadu Y ¢*, pro jejiz sou¢et mame vzorec. D4 se na to nahliZet tak, Ze vlastné mame
k=0
fadu s parametrem ¢ a podle toho, co dosadime, dostavame bud ¢islo (fada konverguje), nebo se dozvime, Ze takové
dosazovani k ¢islu nevede. KdyZ se s ¢ omezime na interval (—1,1), dostdvame pfedpis, ktery kazdému ¢ ptiradi
jisté ¢islo—jinymi slovy, vznikla nam funkce. Protoze byva zvykem znacit proménnou jako x, miZzeme napsat,
o

7e mame funkci x — Y ¥, jejiz defini¢nim oborem je interval (—1,1), kde dokonce pro ni mame i pohodlng&jsi
k=0

vyjadieni: x — i

tg(k)

24k

[ee]
Neni diivod se omezovat jen na séitani vyrazii x*, mize chtit s¢itat tieba > pro ruzné hodnoty (volby)

¢isla z a polozit si dvé zasadni otéazky: Pro kterd x tak dostaneme konvergentni fadu? A kdyZz se na takova z
omezime, dokaZzeme pro soucet fady najit rozumny vzorec?

Rady funkci jsou vysoce naroénd oblast matematické analyzy nabizejici velice malo jednoduchych odpovédi.
Je to tim, Ze funkci je strasné hodné a s velice rozlicnym chovanim, takze kdyZz se jich navic pokousime séitat
nekone¢né mnoho, da se ¢ekat spousta rtznych problémi. V takovychto nepiehlednych situacich se matematici
tradicné zaméri na urcitou mensi skupinku objektd s peknym chovanim, které by zaroven byly uzitecné. V teorii
fad funkci je takovouto klicovou skupinou skupina fad, které by slo lidové oznacit za polynomy nekone¢ného
stupné.

Definice.

oo
Pojem mocninn4 ¥ada (power series) oznacuje libovolnou fadu ve tvaru Y. apx*, kde ax, k € Ny jsou pevné
k=0

zvolend ¢isla (koeficienty fady) a = je proménna.

o0 oo
Dvé mocninné fady jsme uz vidéli, Y. z* (zde jsou vSechny koeficienty ar = 1) a > (k + 1)z*.
k=0 k=0
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Poznamka: Spravné bychom méli fict ,mocninna fada se stfedem v 0, protoZe v analyze se hovoii obecné o
o0

mocninnych fadach se stiedem c ve tvaru Y. aj(z — ¢)*. Pro nage ticely by tato vétsi obecnost nic nepfinesla,
k=0
je proto rozumné se zamérit na nejjednodussi verzi.

A

Je-li ddna mocninné fada, zdsadni otdzka zni: Pro které hodnoty x bude po dosazeni vysledné fada (ted uz s
realnymi ¢isly) konvergovat? Vzdycky je mozné najit alespon jedno z, pro které to vyjde: Dosadime-li do libovolné
o
mocninné fady z = 0, dostdvame »_ 0 =0.
k=0
Ta otézka tedy ve skute¢nosti zni, zda existuji i jind x, kterd dévaji konvergentni fadu. Analytici dokazuji, Ze
mnozina takovychto z je velice pékné, vzdy se jedna o interval kolem pocatku. Je to tedy interval s krajnimi body
—o a g, tomuto c¢islu se fika polomér konvergence fady.
x
Napiiklad jiz vime, Ze fada > x* konverguje pro z € (—1,1), m4 tedy polomér konvergence o = 1. Vsechna

k=0
o > 0 jsou mozné, napriklad existuje fada, pro kterou ¢ = oo, tedy fada, kterd konverguje pro vSechna realna

x, naopak jsou fady s ¢ = 0, takové konverguji jen na intervalu (0,0) = {0}, tedy kromé povinné nuly uz jiné x
dosadit rozumné nelze.

Operace s mocninnymi fadami.
Mocninné fady jsou také fady, takze je umime sc¢itat a nasobit ¢islem. Jak to dopadne?

c(i akazk) ankl‘ Z(cak)wk,
= k=0

Z akx + Z bka? Z akxk + bkxk) = Z(ak + bk)xk
k=0 k=0
Vidime, ze vznikaji zase mocninné rady. U nich se nové koeficienty ziskaji ndsobenim ¢i sectenim koeficienti
puvodnich fad, presné jako u operaci s polynomy. Jak tomu bude s vysledky u konvergujicich fad?
Pokud vychozi fada/fady konverguji s polomérem konvergence ¢ > 0, tak uz jejich souc¢tem neni jen ¢islo, ale
funkce na urcitém intervalu. Odpovidaji si funkce na obou stranach rovnosti vysSe? Nastésti ano, jinak by ta teorie
moc uzite¢na nebyla.

Véta 9d.4.

o0 [e.e]
Uvazujme mocninné fady . axz® a > bpa*, necht ¢ € R. Predpokladejme, 7e obé konverguji na né&jakém
k=0 k=0

intervalu I a Y apz® = f(x), Y bpz® = g(z) na I. Pak mocninné fady > (cap)z® a Y (ap + bi)z" také
k=0 k=0

o0 (&)

konverguji na I a plati tam Y (cap)2* = cf(x) a > (ar + bp)z* = f(z) + g(z).
k=0 k=0

oo
Priklad 9d.b: Jiz vime, Ze kz;o 2% = 11 pro z € (—1,1). D4 se ukazat, Ze pro = z tohoto intervalu plati také

o0
vztah > %xk = —In(1 — z). Nemtzeme ale tyto dvé fady rovnou seéist, protoze nemaji stejnou indexaci.

Pokud_bychom se rozhodli vyfesit problém posunem indexu u druhé rady, nastane problém jinde:
>+ gt = k=il -yt +Zm
k=0 k=1 k=1—1=1-1=0 k=0

o0

:Zx +Zk+1 Z(w +k+1 ).

k=0
V sumeé se nam sesly rozdilné mocniny, takze vyslednou fadu nelze upravit do tvaru mocninné fady. To neni dobré,
proto indexy sjednotime jinou z oblibnych metod, prosté z té prvni fady vynechéame jeji prvni ¢len (dany idexem
k = 0), protoze v druhé také neni.

o oo [o.¢] oo o [o.¢]
Zxk—l—Z%xk:(x +Z >+Z :ck:xo—l—Zxk—i—Z%mk:l—i—Z(%—l—lxk
k=0 k=1 = k=1 k=1 k=1 k=0
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Vznikla opravdu mocninnd fada a podle véty vysSe konverguje pfinejmensim na intervalu (—1,1), kde je jejim
sou¢tem funkce 2~ —In(1 — z).

A

Dana mocninné fada se da modifikovat i vice zpiisoby nez jen vynasobenim ¢islem. Shrneme si popularni ipravy.

Véta 9d.5. - -
Uvazujme mocninnou fadu Y apz¥, kterd konverguje na né&jakém intervalu I a plati tam Y apz® = f(x).
k=0 k=0
Necht ¢ € R a N € Ny. Pak na vnitiku intervalu I konverguji i nasledujici rady:
[ee]
ot = e f(a)
k=0
o0
chakx = f(cx);
k=0
o0
ZakkarN _ wa(x)7
k=0
oo
Zkakxk_l = f'(x)
k=0
o0
Z kapz® = zf'(2)
k=0

o0 o0
Druhy vztah je vlastné obycejna substituce za proménou: > cFarz® = 3 ap(cx)k, u tfetiho vztahu zase staéi
k=0 k=0
vytknout:

oo o0 oo
g apzttN = g 2Napz® = 2N E apz”® = wa(x)
k=0 k=0 k=0

0
Zajimavy je ¢tvrty vztah. Viimnéte si, ze vznikne zderivovanim piivodni rovnosti Y apz* = f(x), pticemz nalevo
k=0

[ee] / o0

namisto derivovani celé fady derivujeme jen jeji ¢leny. Zapsdno formalné, [Z akxk} = Y [axz*]’. Podobné lze
k=0 k=0

ukazat, ze fady lze takto i integrovat, viz néjaka kniha o analyze.

Celkové pouceni z této véty se da shrnout tak, Ze pokud mame fady konvergujici na otevieném intervalu, tak s
nimi mizeme v zasadé zachéazet jako s polynomy (séitat, vynasobit mocninou, derivovat ¢len po ¢lenu atd). Tyto
triky se nam budou hodit v kapitole

Priklad 9d.c: Vime, ze Y 2 = ;1 na intervalu (—1,1).
k=0

KdyZ tuto rovnost zderivujeme napravo i nalevo, dostavame (¢teno zprava)

(1 —196)2 - LiJ - [iwk} = i[w’“]’ = g)kwk—l

k=0 k=0

I~ i=k—1 I~
:Zkazk_l =| k=i+1 :Z(i—i—l)xi.

k=1 k=1—1=0 i=0

Pfi pfechodu na novy fadek jsme pouzili pozorovani, ze pro k = 0 vychazi 0-z~! = 0, tudiz lze tento ¢len a tento
index z fady vynechat.
Jaky je zavér? Pomoci zndmého vzorce pro soucet geometrické fady jsme dokazali vzorec (ii) z Véty .

A
Pokud pro néjakou funkci najdeme mocninnou fadu, kterd ji ma jako svij soucet, tak fikame, Ze jsme danou
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funkci rozvinuli v mocninnou fadu. Nejpopularnéjsi rozvoje jsou tyto:

1imzgxk:1+x+x2+x3+x4+-~,3:6(1,1);
x_za];_1+m+332+?+x4+ r €R;
k=0
sin(az)zé(—l)k(;::i)!:x §+§—i+-~',xeﬂ§;
COS(w)Zli(—l)ké:;:l jﬂf ag—i—---,xeR;
1n(1+x):§:(—1)’f+1f:x—erf—er---,xe(—1,1>.
k=1

Dalsi rozvoje se daji ziskat z téchto pomoci Gprav z véty vyse.

Priiklad 9d.d: Najdeme rozvoje pro nasledujici funkce:

r o _ | U SRR <
el il v L D DEAED DAL D DEE
k=0 k=0 =
1 1 ’ 1 = &
1+ 1—(—a?) l—y =
:Z(_xZ)k:Z(_l)k 2k:1—$2—|—aj4—gj6—|—-~;
k=0

arctg(r) = /1+x2 /Z d:c—Z/ 1)* 2kd$_22(];-1|-)1 2251 o

Nevime, kterd hodnota C' je spravna, tak zkusime dosadit néjaké konkrétni x do levé i pravé strany a uvidime.
Tteba volba z = 0 dava arctg(0) = >0+ C neboli 0 = C. Mame tedy

oo
(=n* 2k+1 a® 2 al
t pu— pu— —_—— —_—— — LRI
arcte(z) kZOQkJrlx S

Pokud dosadime x = 1, dostavame 7 =1 — % + % = l ... nebolimT=4- % + % — % + % — -+, coz je vychodisko
pro nékteré popularni metody vypoct u Cisla 7 s hbovolnou presnosti.

A
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