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10. Rekurentni vztahy

Kapitolu uvedeme popularnim prikladem.

Priklad 10.a: Tento problém je zndm po ndzvem Hanojské véze. Predstavte si t¥i tycky, na jedné je navleCeno
n diskt (s dirkou uprostfed) pékné podle velikosti od nejvétsiho dole po nejmensi nahote. (Chtél jsem udélat
obréazek, ale misto toho vas poslu do nejblizsiho hrackéarstvi, kde v oddéleni pro mrnata urcité tycku s kolecky
maji.) Cilem je dostat tyto disky do stejné pozice, ale na jiné tycce, pficemz jediny povoleny tah je pfesunout
pravé jeden disk bud na prazdnou ty¢ nebo na disk na jiné ty¢i, ktery je ale vétsi; jinymi slovy, nelze nosit vic
diskii najednou a nelze polozit vétsi na mensi (a nelze je odlozit nékde iplné mimo). Je mozné tuto ulohu vyfesit?

Af uz vymyslime jakykoliv zptisob, nakonec musi pfijit okamzik, kdy pfesouvame dolni, nejvétsi disk na cilovou
ty¢. Abychom to mohli udélat, je nutné vSechny disky nad nim dat nékam jinam, ale Zddny z nich nesmi pfijit
na cilovou ty¢, to bychom totiz ten nejvétsi nemohli dat na néj, konec konctl, my ten nejvétsi stejné chceme dat
az doli. Vidime tedy, Ze nutnou pfipravou pro presunuti nejvétsiho disku je, aby vSechny ostatni byly na té treti
ty¢i, a to samoziejmé podle velikosti (jinak to nejde). Shrnuto, chceme-li pFenést celou hromadu feknéme na ty¢
2, musime tam dat dolt nejvétsi disk, coz vyzaduje pfeneseni pyramidy disk®l nad nim na ty¢ ¢islo 3.

Dostavame tim jasnou rekurzi. Zacneme s pyramidou n diskid na ty¢i 1, a abychom ji pfenesli na ty¢ 2, musime
nejprve prenést hornich n — 1 diskt na ty¢ 3. Tuto mensi pyramidku o n — 1 discich preneseme tak, ze jeji nejvetsi
disk chceme prenést na cilovou ty¢ 3, ale na to potifebujeme to, co je nad nim, tedy pyramidku velikosti n — 2,
prenést na tyc¢ 1 ¢i 2 atd. Drive ¢i pozdéji dojdeme k tomu, ze mame nékam pfenést jeden disk, a to ten nejmensi,
coz lze bez problému.

Proveditelnost by tedy mélo jit dokdzat indukci. Jedina trochu nejasna véc je, zZe uprostied feseni budeme v
situaci, kdy mame prenést feknéme pyramidku s 13 disky, ale dalsich 5 diski z pfedchoziho rekurzivniho rozkladu
uz se nékde potuluje. Nedojde pfi pokusu o skute¢nou realizaci naseho algoritmu ke konfliktu s pravidly? Nastésti
ne. VSechny ty disky z pfedchoziho rozkladu jsou totiz vétsi nez ty v nasi pyramidce, tudiz je mtzeme v dané
chvili povazovat za podlahu, v pfesouvani té pyramidky nas neomezi. Radéji to zapracujeme do naseho dikazu.

Zkusime tedy dokazat indukci, Zze dokdzeme pienést pyramidku n diskd z libovolné tyce a na libovolnou jinou
ty¢ b, s tim, Ze na tycich b a c jiz mohou byt néjaké vétsi disky.

(0) n = 1: Jeden disk urcité pfeneseme na cilovou ty¢, pfi¢emz ndm nebude vadit, kdyz uz tam bude néjaky
vétsi disk.

(1) Pfedpokladame, ze pyramidku o velikosti » umime. Méjme pyramidku o n+ 1 discich na tyéi a, potiebujeme
ji dostat na ty¢ b, pfiCemz na tycich b a ¢ uz jsou treba néjaké disky vétsi nez ty v na$i pyramidce. Nejprve
pouzijeme indukéni pfedpoklad a pfesuneme hornich n diskii na ty¢ ¢ (v tom nadm piipadny vétsi disk dole nebude
vadit), pak pfesuneme spodni disk nasi pyramidky na ty¢ b (ani v tom nam piipadny vétsi disk nebude vadit),
nacez opét vyuzijeme indukéni predpoklad a presuneme hornich n diskil nasi pyramidy z tyce ¢ na tyc b, kde uz
lezi disk s ¢islem n + 1, ktery je vétsi nez disky pyramidky nad nim, i to je v pofadku.

Tim je dtkaz hotov.

To bylo snadné. Mnohem zajimavéjsi je otazka, kolik pfesunt diski (,taht“) na to budeme potfebovat. Kdyz
oznacime H,, pocet tahi, které nas algoritmus spotiebuje na presun pyramidky o n discich, tak nam zkusenosti z
kapitoly o indukci naznacuji, Ze pro H,, dostaneme rekurzivni vztah. Je jasné, ze H; = 1. Postup v kroku (1) pak
fika, ze H,.1 = H,+ 1+ H, =2H, + 1.

Podobné funkce jsme zkoumali v kapitole 5b. Nejprve jsme si vzdy spocitali nékolik prvnich hodnot a pak z toho
uhadli vzorec. Zde méme Hy =1, Ho = 3, H3 =7, Hy = 15, H5 = 31. Vidite néjaky vzorec? Pokud ne, zkusime

......

Vétu 9c.2.
H,=2H, 1+1=22H, »+1)+1=22H, ,+2+1
=2*(2H, 3+ 1) +2+1=2°H, 3+2°+2+1
=2°2H, 4+ 1) +22+2+1=2"H, 4 +2°+22 +2+1=...
n—1 1 on
_ on—1 n—2 2 _ i - __on _
= 2" H 42" 4 42 +2+1—;2 =Ty =21
Ta ¢ast se tfemi teckami je samoziejmé podezteld, to byl ten optimismus. Proto jsme zatim nedokézali, ze mame
spravnou odpovéd, ale mame uz rozumného kandidata, pro kterého spravnost dokdzeme snadno indukei:
(0) H; =2 —1 =1, to souhlasi.
(1) Pfedpokladejme, ze pro néjaké n > 1 mame H, = 2™ — 1. Pak
Hy1=2H,+1=2-(2"-1)+1=2"" _1.

Souhlasi, nas vzorec je spravny.
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Reseni hadanky zvané Hanojské véze pro n diskt tedy zabere 2" — 1 piesunil, pokud pouZijeme na$ algoritmus.
Zajimavé je, ze lze dokdzat (to uz je téz8i), ze hadanku nelze vyfesit za méné tahti, nas algoritmus je tedy optimalni
feseni.

K této tloze se vaze legenda o jakémsi klastefe ve Vietnamu, kde mnisi zkouseji uz nékolik staleti vyfesit tuto
ulohu s 64 disky (samoziejmé zlatymi a velkymi), a az to udélaji, tak svét skonéi nebo néco. Pokud nasleduji
optimalni strategii a jeden disk pfenesou za sekundu (coz je hodné optimistické, jak asi sami znate, kdyZ nékdy
doma pienasite velké kusy zlata), tak jim to zabere 264 — 1 ~ 18-10'® vtefin, coz vychazi na néjakych 600 miliard
let. Zatim tedy asi nemé smysl rozfofrovat penzijni fond.
si zapisovat do svitkid, ve které fazi kterého podprogramu zrovna jsou a kam se maji vracet, to nevypada moc
prakticky. Nastésti existuje jednoduchy névod.

Algoritmus: V prvnim kroku vezméte nejmensi disk a premistéte jej smérem doprava na nejblizsi ty¢, kam vam
to pravidla dovoli, pfi¢emz se to bere cyklicky (z posledni tyce se vracite na prvni).

V druhém kroku vezméte takovy jiny nez nejmensi disk, kterym je mozné v ramci pravidel tdhnout, a také jej
presuiite doprava (cyklicky) na nejbliz§i moznou ty¢.

Tyto dva kroky ted opakujte, v druhém kroku bude vzdy jen jediny disk jiny neZ nejmensi, ktery je mozné
presunout jinam.

Pokud je n liché, celd pyramidka se presune o jedno doprava, pokud je n sudé, presune se o jedno doleva
(cyklicky). Chcete-li to naopak, Soupejte disky na opa¢nou stranu.

Zkusime si to se ¢tyimi disky:

1
2 2
3 3 3 3 1 1 1
4 11 = 411 = 412 = 4 12 = 432 = 4 3 2
1 1
12 2 2 21 1
= 431l = 431 = 134 = 134 = 2314
1
2 2
1 1 3 3 3 3

- 2 3 4 - 2 1 4 - 214 - 114 - 1 1 4
Je vidét, ze v kazdém kroku, kdy nenosime disk 1, mame opravdu jen jednu jinou moznost tahu.

Mimochodem, zkoumayji se i varianty tohoto problému. Jedna z nich (Reve’s puzzle) je, Ze ty tycky jsou Ctyfi,
a zajimavé na ni je, ze se dodnes nevi, kolik je minimum tahd k pfemisténi n diskt. Kandidatem je algoritmus z
roku 1939, ale zatim (2011) se nepovedlo dokéazat, Ze je to optiméalni strategie.

Jako dopliikové ¢teni silné doporucuji povidku A.C. Clarka Devét miliard boZich jmen.

A

Induktivné definované funkce ¢i posloupnosti dostavame, kdyz se pri popisu situace setkdvame se vztahem, ktery
néjak kombinuje pfitomnost s minulosti. Takovy vztah mé své jméno.

Definice
Rekurentni vztah ¢ rekurzivni vztah (recurrent relation) pro posloupnost {ay } je libovolné rovnice typu
F(ap,apn—1,an—2,...,an,) =0, kde F' je néjaka funkce.

Treba podstata problému Hanojskych vézi se da vyjadrit vztahem H,, — 2H, 1 —1 = 0. Je to vztah vyjimecné

4
pékny, rozhodné lepsi nez tieba vztah a,, = sin(a,_1a,+1)4/ a:;i;l, se kterym bychom upfimné fe¢eno nehnuli.

Hlavnim problémem rekurentnich vztahu je, Ze nenabizi rozumny zptsob, jak pocitat neznamé hodnoty. Napri-
klad v rekurentnim vztahu a® — a,a,_1 + a,_2 = 0 ndm pili§ nepomiize, kdyZ znadme tfeba a; = as = 1, protoze
rovnici a§ — ag + 1 = 0 vyfesit neumime.

Neni proto divu, Ze se vétSina pojednani o rekurentnich vztazich hned na zacatku omezi jen na ty vztahy,
které lze upravit do tvaru a, = G(an_1,an_2,.-. ,an,). Casto se takovyto vztah piSe s posunutym indexem,
ant1 = Gan,ap-1,... ,an,), to ,n+ 1 psychologicky naznacuje, ze néco mame (a,, az a,) a chceme dalsi ¢len.
Takto jsme to délavali v kapitole 5. Vztah tohoto typu je mnohem perspektivnéjsi, protoze jakmile zname nékolik
pocatecnich hodnot, dokdzeme iteraci pocitat nové a nové hodnoty. Tim ale narazime na dalsi problém. Vypocet

konkrétnich hodnot timto zptisobem je velice drahy, na aigggo potiebujeme spocitat vsechna pfedchozi a,,.
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Hlavnim tématem proto byva hledani zptisobu, jak pro rekurentné zadanou posloupnost (¢i funkci) najit explicitni
vyjadfeni pro a,, vzorcem v uzavieném tvaru (elementarni funkce spojené algebraickymi operacemi ¢i skladanim),
viz ten priklad s vézemi. Nékdy je to z principu nemozné, nékdy by to snad mozné i bylo, ale neumime to najit.
Abychom dostali rozumné odpovédi, budeme se muset omezit na rekurentni vztahy velice jednoduchého (ale porad
silné uziteéného) typu. Pro ilustraci ukédzeme jesté nékolik piikladi.

Priklad 10.b: Pfipomenme si piiklad 5a.d, kde jsme rekurzi dokézali tapetovatelnost Sachovnice triminy. Ote-
viend otazka zustala, kolik trimin je na Sachovnici o strané 2™ potfeba, oznacili jsme to t,. Algoritmus vedl na
rovnice t1 = 1 a t,41 = 4t,, + 1. Zkusime postup z hanojského pfikladu 10.a.

tp =4ty 1+ 1=4(4t, o+ 1)+ 1=4%, o +4+1
=4%(4t, 3+ 1) +4+1=4%, 3+4>+4+1
=434ty g+ 1)+ A1 =4, 4+ P41 =

n—1
. 1—4"
_ yn—1 n—2 2 _ i __ _lign
=4"" M 442 4 +4+1_Z;4 = =3¢ -1
Ovéreni spravnosti tohoto vzorce indukci nechame na ctenari.

A

Vidime, Ze jsme schopni timto postupem relativné rychle nalézat vzorce pro funkce ¢i posloupnosti zadané
vztahem a,41 = a - a, + b a poc¢atecni hodnotou a,, = A. Bohuzel pro komplikovanéjsi vztahy uz to neni prilis
perspektivni.

Piiklad 10.c: Mg¢jme induktivni definici funkee f(1) =3, f(2) = -1 a f(n) = f(n — 1) +6f(n —2) pron > 3.
Dostavame f(3) = 17, f(4) = 11, f(5) = 113, f(6) = 209. Vidite v tom néjaky vzorec? J& ne.
Zkusme pristup z predchozich prikladii:
fn)=fln=1)+6f(n—2)=[f(n—=2)+6f(n—3)]+6f(n—2)=T7f(n—2)+6f(n—3)
=T7f(n=3)+6f(n—4)]+6f(n—3)=13f(n—3) +42f(n —4)
=13[f(n —4)+6f(n—5)]+42f(n —4) =55f(n —4) +78f(n—5) =7
Vidite z toho néco? Asi bude lepsi pockat na kapitolu 10b, kde se podobné priklady naucime fesit na dvou radcich.

A

10a. Linearni rekurentni rovnice

Hodné rekurentnich vztaht se d& prepsat do tvaru, kdy G zavisi jen na stale stejném poctu k predchozich ¢lent
a navic linedrnim zptsobem: a,, = dy(n)an—1 + d2(n)an—2 + - - + dip(n)an—k.
7 praktického divodu bude lepsi takovéto rovnice psat trochu jinak.

Definice
Linearni rekurentni rovnice, popfipadé linearni rekurzivni rovnice radu k € Ny je libovolna rovnice ve
tvaru

Uik + Co—1(N)apip—1 + - + ca(n)ani2 + c1(n)ans1 + co(n)a, = b,  pro vsechna n > ny,
kde ng € Z, ¢;(n) pro i = {0,... ,k — 1} (tzv. koeficienty rovnice) jsou néjaké funkce Z — R, pficemz cq(n)
neni identicky nulova funkce, a {b,}72,, (tzv. prava strana rovnice) je pevné zvolena posloupnost realnjch
Cisel.

Jestlize b, = 0 pro vSechna n > ng, pak se pfislusné rovnice nazyvéd homogenni.

By a linear recurrence equation of order k € Ny we mean any equation of the form
aptk + Ck—1(n)anip—1+ -+ ca(n)anta + c1(n)ans1 + co(n)a, =b,  for all n > ny,
where ng € Z, ¢;(n) for i ={0,... ,k — 1} (coefficients of the equation) are some functions Z +— R with c¢o(n)

not identically zero, and {b,};2,,, (the right hand-side of the equation) is a fixed sequence of real numbers.
If b, = 0 for all n > ng, then the equation is called homogeneous.

Priklady ze zacatku této kapitoly sem samoziejmé patii, staci ve vztazich vhodné posunout indexy. Hanojsky
vztah se d& prepsat jako H,,; — 2H, = 1, jde o linearni rekurentni rovnici 1. fddu, podobné se d& triminova
rovnice prepsat jako t,; — 4t, = 1. Ve tfetim piikladé jsme méli rovnici f(n +2) — f(n+1) — 6f(n) = 0, je to
tedy linearni rekurentni rovnice 2. fadu. Naopak a,, — a,,_16,—2 = 0 linedrni neni.
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Poznamka: Mame-li posloupnost {a,}, 1ze vytvofit z rozdilu nésledujicich ¢lenti posloupnost novou, defino-
vanou jako Aa, = a, — a,—1. Tomuto se iika diference {a,} a existuji alohy, které s timto pojmem pracuji a
vedou na rovnice typu a,+1 = Aa, + 1 a podobné. Témto rovnicim se pfirozené ¥ika diferenéni rovnice. Néktefi
autori pak tento nazev prenaseji na vSechny rekurentni rovnice a mluvi o linedrnich diferen¢nich rovnicich.

A

! 10a.1 Poznamka o rovnicich a posunu indexu:

Stoji za zminku, Ze vlastné nejde o rovnici jednu, ale o nekone¢né mnoho rovnic, napiiklad ten hanojsky vztah
vlastné znamena rovnice Hy —2H, =1, H3 —2H, =1, Hy —2H3 =1, H5 — 2H, = 1 a tak déle. Je to trivialni,
ale az budeme mluvit o ,feseni rovnice“, je dobré si toho byt védom, pod slovem ,rovnice“ se jich skryva mnoho.

S tim souvisi posouvani indexu. Vidéli jsme jiz t¥i formalni zpusoby, jak rovnice napsat. V piikladé 10.c jsme
pouzili zapis f, = fn_1+6fn_2 typu fr, = G(fn—1, frn—2), zminili jsme také intuitivnéjsi formu f, 11 = f,, +6f,_1
neboli f,+1 = G(fn, fn—1). Definice linedrnich rekurentnich rovnic ted po nas chce zapsat tento vztah jako
frnt2 — fne1 — 6, =0, kdy jsme to ,referencni n“ dali naopak ke ¢lenu s nejmensim indexem ve vztahu.

Nicméné toto neni pro linedrni rovnice standard, rizni autori si své linearni rovnice indexuji vselijak podle toho,
jak jim to prijde vyhodnéjsi. K tomu se obvykle dodava, ze v praxi neni problém prechazet mezi jednotlivymi
formami pomoci posunu indexu. Co z toho pro nas plyne?

Kdyz otevieme néjakou knihu o takovychto rovnicich, tak se musime dobie podivat, jak zrovna dotycny autor
rovnice chce mit, abychom spravné chapali jeho tvrzeni. Neprijemné je to u teorie, kdy je tfeba pii prechodu z
jedné knihy do druhé ptrekladat vzorce do jiného znaceni.

Je také jasné, Ze se musime naucit dobfe ménit index. Pti sestavovani rovnic pro popis néjaké konkrétni situace
je totiz vyhodné pracovat s tim ,psychologickym* tvarem a,41 = ..., pro TeSeni jej pak budeme piepisovat do
tvaru dle definice lineadrni rovnice. Jak tedy indexy posouvame?

Na prvni pohled snadno, prosté vSechny vyskyty indexacni proménné zvysime ¢i snizime o stejné cislo. U dané
rovnice f, = fp—1+6f,_2 pfictenim dvojky ke vSem n dostéavame f, 12 = fr+1+6f, neboli f,1o0— frnr1—6f, =0,
presné jak potiebujeme pro tuto knihu. Je pfitom ale tfeba mit na paméti dvé véci. Ukdzeme si je na rovnici
Api1 = Qp — na,_3 + 2n pro n > 7, kde potfebujeme zvysit index o t¥i.

Za prvé, kdyz se méni indexa¢ni proménna, méni se opravdu vsSude, nejen v mistech indexu. Pokud bychom
nasi vzorovou rovnici piepsali jako a,14 = any3 — n2a, + 2n, bylo by to $patné, viz n? a 2n. Spravny prevod je
Unia = Any3 — (n+ 3)%a, + 2(n + 3). Opomenuti takového posunu je ¢asté chyba u zkousek.

Za druhé, indexac¢ni proménna se meéni i ve specifikaci rozsahu. To pravé souvisi s tim, Ze vlastné mluvime o
soustavé rovnic. Piivodni zadani a, 1 = a,, — n%a,_3 + 2n pro n > 7 obsahovalo tyto rovnice:

ag = a7 — 72a4 + 14
a9 = ag — 82a5 + 16
ajp — ag — 92a6 + 18
a1 = aig — 102(17 + 20 atd.
My musime dosdhnout toho, aby rovnice po posunu indexu davala stejnou mnozinu. Na to doporucime dva zptisoby.
Jedna moznost je spolehnout se na selsky rozum. Ze zadani ,a,,1 = a, — n?a,_3 + 2n pro n > 7 vidime, Ze
nejmensi mozny index, ktery se v rovnicich mize vyskytnout, je 7 — 3 = 4. Musime zajistit, aby tomu tak bylo
i v nasi preindexované rovnici, coz se evidentné udéla volbou n > 4. Ovéfime, po dosazeni n = 4 do prepsané
rovnice pak prvni rovnost vychazi ag = a7 — 7%a4 + 14, coz je spravné, viz ten sloupecek vyse. Resime tedy rovnici
Unia — ana3 + (n+ 3)%a, = 2n + 6 pro n > 4, je to linearni rekurentni rovnice 4. fadu.
Dalsi moznost je prfi precislovani rovnic pouzit formalni substituci, viz priklad 10b.f.
A

Kdyz uz jsme u zapisu, co jsou ty tfi tecky v definici rekurentni rovnice? V matematice se rozumi, zZe takto
definované vyrazy v sobé ve skutecnosti schovavaji indukci, v tomto pfipadé se da vyjadrit pomoci sumacniho
znaménka:

k—1
An+k + Z Ci(n)an—f—i = bn
1=0

Trochu nevyhoda takového znaceni je, Ze si jej ¢lovék musi zase v hlavé prekldadat do dlouhych soucti, zejména
chce-li to pouzit v konkrétni situaci, takze z déivodu néazornosti se budeme v kritickych chvilich snazit pouzivat
spis to delsi znaceni. Na druhou stranu je v tomto suma¢nim znaceni pékné vidét zakladni referen¢ni index n a fad
k, navic je to podstatné kratsi na psani, takze v teoretickych vypoctech (zejména téch brutalnéjsich) se sumacni
zapis vylozené vyplati.
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Dodejme jesté, ze ta podminka ¢y # 0 je podstatna pro uréeni fadu rovnice, jinak by tam nula nevadila. Naptiklad
rekurentni rovnici 1. fadu a,41 — 13a, = 0 lze také psat jako a,t3 — 13a,42 = 0, coz vlastné odpovida obecnému
tvaru a,43 + colpnyo + Cc1an41 + coa, = 0, ale zde ¢y = 0, a tak to rovnice 3. fadu neni. V principu by slo pouzivat
i tu druhou variantu (pokud tomu ¢lovék dobfe rozumi), ale my se zde budeme drzet ,spravného“ zapisu.

Abychom tu podminku, Ze c¢o(n) neni nulové funkce, nemuseli pofdd psat, tak namisto toho fekneme, Ze dana
rovnice je fadu k, a bude to totéz. Jsou ale situace, kde fad tak podstatny neni, pak predpoklad o radu rovnice
psat nebudeme.

V této kapitole teoreticky prozkouméame, jak se feseni linearnich rekurentnich rovnic chovaji, konkrétni metody
pro jejich hledani pak odvodime v dalsi kapitole. Nejprve bychom si méli fict, co vlastné pii feseni rovnic hledame.

Definice
Necht je déana linearni rekurentni rovnice

ptk + Ck—1(n)anik—1 + -+ c1(n)ans1 + co(n)a, =b, pro vsechna n > ny.

Jako jeji feSeni oznacime libovolnou posloupnost {an}j’f:no takovou, ze po dosazeni odpovidajicich ¢lent do
dané rovnice dostavame pro vSechna n pravdivy vyrok.

Ukazeme jednoduchy ptiklad.

Priklad 10a.a: Posloupnost a, = 13(n —1)!, n > 1 je feSenim rovnice
Gn+1 —nay, =0  pro vSechnan > 1,

protoze kdyz pro libovolné n € N dosadime doty¢ny vzorec do rovnice za a, a ap41, tak dostaneme pravdivy
vyrok 13n! —n-13(n —1)! = 0.
A

Mimochodem, tato rovnice uz je dost tézsi a zde se takové fesit nenaucime.

Piiklad 10a.b: Dlouhodobé pozorovani volné Zijicich kralika v Austrélii ukézalo, Ze se jejich pocet kazdych Sest
mésici zdvojnasobi. Vse zacalo v roce 1859, kdy jich bylo vypusténo 24. Kolik jich bylo v roce 18697

Oznacme si jako a, pocet kralikti v roce 1859 + n, takze nas zajima a, pro n > 0 a vime, ze a9 = 24. Ze
vstupnich dat vyplyva linearni rekurentni rovnice, kterou se rtist kralikt ridi: Je-li jich jeden rok a,,, pak za Sest
meésicu je jich 2a,, a za dalsich Sest mésict (tedy za rok od a,,) je jich 2 - 2a,, = 4a,,. Dostavame a,,+1 = 4a,, tedy
Gn+1 —4a, =0 pron > 0.

Hledame Feseni této rovnice 1. fadu, zaroven chceme, aby spliiovalo ag = 24. Spocitame zacatek této posloupnosti:

ag = 24,

a1 = 4ag =4 - 24,

ay =4a; =4 - (4-24) = 42 - 24,

az = 4dap = 4 - (4% - 24) = 43 . 24,
Odhadneme, ze posloupnost a,, = 24 - 4™ je hledanou posloupnosti.

Zkouska: ag = 24 - 4° = 24, pocéate¢ni hodnota je v poradku.

Pro libovolné n > 0 pak a, 41 — 4a, = 244"t —4.24-4" = (, ptesné jak bylo pozadovano.

Pak uz hravé zjistime, Ze v roce 1869 tam teoreticky bylo ajg = 24 - 4!° neboli cca 25 milionti kralikd. To uz
je skoro dost, neni nékde chyba? Historie fika, Ze od roku 1869 zabijeli v Austrélii asi 2 milony kralika roéné,
aniz by to néjak znatelnéji ovlivnilo jejich populaci, takze téch 24 miliondi najednou nevypadé nerealné. Pokusy
o klasickou decimaci (odstfel, jedy) rist mirné zpomalily, ale i tak byl v roce 1950 jejich stav odhadovan na 600
miliont. Moderni metody s tim drobet pohly, dnes je stav odhadovan na 300 miliont, coz je ale porad slusné ¢islo
na 24 prapredkd.

Pokro¢ila pozndmka: Ctenai asi citi, Ze tento model neni zrovna nejspolehlivéjsi. Zadrhel je ve vychozim
predpokladu, populace se za Sest mésictt bude tézko presné zdvojnasobovat, spi§ ptijde o primérnou hodnotu.
Jde tedy o statisticky tdaj a statistické idaje se nedaji pouzivat na malé populace, funguji jen na velkych
mnozstvich. Kdybychom zkoumali populace o milionech kraliki (coz pozdéji délame), tak by jesté vysledky
mohly byt docela spolehlivé, ale my jsme zacali s 24 kraliky, coz je hodné malo. U tak malé populace se klidné
muze stat, ze za Sest mésicti jich nebude 2 - 24 = 48, ale tfeba 34 ¢i 50, ¢imz se cely dalsi vyvoj vykoleji dost
jinam. Pfi modelovani realnych situaci je vidy tfeba byt opatrny, zda vysledek, ktery ndm matematika dala,
lze aplikovat na popisovanou situaci. Kli¢ova je zde vérnost modelu, matematickd odpovéd na matematickou
otazku je samoziejmé spolehliva.
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Ke kralikim se vratime v prikladé 10b.i, kde se podivame za rok 1869, a také v pfikladé 10b.b, kde ukazeme
jiny pfistup k jejich problematice.
AN

Vratme se k prikladu o kralicich. KdyZ si misto poc¢ate¢niho po¢tu 24 dame pocet jiny, tfeba obecné &islo ¢, pak
stejnym postupem dostaneme feSeni a,, = ¢ - 4". Jinak fe¢eno, pokud uvazujeme jen danou rovnici a,+1 = 4a,,
pak ji Fesi vSechny posloupnosti typu a,, = ¢-4", kde ¢ je néjaka redlna konstanta (tohle si zase ovéite dosazenim).
Mame tedy nekonecné mnoho feseni danych jednim vzoreckem, ve kterém si mizeme Gpravou parametru vybirat
jedno konkrétni feseni, které vyhovuje doplitkovym pozadavkim.

Z hlediska filosofického to dava smysl. Rovnice samotné je néco jako pfirodni zdkon popisujici mnozeni kraliki,
tudiz se da cekat, ze existuje mnoho situaci, které tomuto zdkonu vyhovuji, stejné jako gravitacni zdkon umoznuje
mnoho riznych zpusobu padani objektu (kladivo padajici ze stfechy mrakodrapu urazi trochu jinou drahu nez
chleba padajici ze stolu). Takovéto situace se 1isi svobodou, v nasem piipadé kraliki lze mluvit o situaci s jednim
stupném volnosti, coz vidime podle jednoho parametru. Logicky pak do toho zapadé, Ze kdyz si pridame jeden
dalsi pozadavek, tak uz tuto volnost ztratime a dostaneme jedno konkrétni feseni.

Brzy ukazeme, Ze kdyz je rovnice fadu k, tak ma k stuptid volnosti, neboli lze najit feSeni, ve kterém je k
konstant, které si miizeme zvolit dle libosti. Takovému FeSeni se ¥ikd obecné Feseni.

Pokud zac¢neme klast pozadavky, tak s kazdym pozadavkem jeden stupeni volnosti ubyde (pokud je klademe
rozumné, aby si tfeba neodporovaly nebo nékteré z nich nefikaly totéz). Pokud si rozumné zadame k podminek,
tak uz zbyde jen jedno FeSeni. Kazdému takovému konkrétnimu FeSeni fikdme partikularni feseni. Pokud bychom
si napriklad u téch kralikt zadali, ze as = 40000, tak se najde pfesné jedno partikularni feSeni, které tomu bude
vyhovovat, a my z néj vycteme, s kolika kraliky bychom méli zacit, aby z nich za 5 let bylo 40000.

Maéme-li rovnici druhého fadu, pak bude mit obecné feseni dva parametry, a pokud si zadame tfeba ag = 1
a ajg = 13, tak uz tim uréime feseni jednoznac¢né. Podminky si tedy mtzeme zadavat vselijak, ale nejcastéji to
délame tak, jak jsme zvykli z kapitoly 5b: Rekneme, jak m4 hledana posloupnost zaéit.

Napfiiklad rovnici apy2 — 2ap4+1 + a, = n+ 1 Ffddu 2 si mizeme piepsat (po posunu indexu n 4+ 1 — n) do
intuitivniho tvaru a,4+1 = 2a, — ap—1 + n. Kdyz si zadame, kolik je ag a a1, tak uz se ostatni hodnoty daji
dopocitat neboli rovnice mé jediné feseni.

Této myslence dame oficialni nazev.

Definice
Necht je dédna linedrni rekurentni rovnice fadu &

ptk + Ck—1(n)ansk—1 + -+ c1(n)ans1 + co(n)a, =b,  pro vsechna n > ny.

Za pocate¢ni podminky (initial conditions) pro tuto rovnici povazujeme libovolnou soustavu rovnic
Qny = Ao, Qng+1 = A1, ..., Ang+k—1 = Ak_1, kde A; € R jsou pevné zvolena cisla.

TakZe pro rovnici fadu k definujeme k podminek, zkusenost pak rika, Ze feSeni nezbyde zadné svoboda. Potvrdi
nam to oficialné nasledujici véta.

Véta 10a.2. (o existenci a jednoznac¢nosti)

Kazdé linearni rekurentni rovnice mé néjaké feseni.

Je-li dana linedrni rekurentni rovnice fadu k a prislusné pocateéni podminky, pak existuje jediné feseni této
rovnice, které spliiuje dané pocateéni podminky.

Véty o existenci a jednoznacnosti byvaji v matematickych teoriich o rovnicich klicové. V§imnéte si, ze druha
¢ast véty vlastné fikad dvé véci, jednak ze TeSeni existuje a pak Ze je jediné. Neni to pfitom opakovani z prvni
Casti. Prvni ¢ast véty totiz jenom 1ika, Ze né€jaké Feseni existuje, ale nezarudi, ze nutné musi spliovat pocatecni
podminky, které zrovna potifebujeme. Az druhd ¢ast rika, ze kdyz si libovolné vybereme poc¢ateéni podminky, tak
uz k nim feSeni existuje, a pak také doda, Ze je jediné mozné.

k—1
Dukaz (pouc¢ny): 1) Dokazeme druhou ¢ast véty. UvaZujme rovnici a, 4 + ci(n)a,+; = b, a pocateéni
p y Y ] + + p
i=0
podminky an, = Ao, @ne+1 = A1, ..., Ang+k—1 = Ar—1. Nejprve ukazeme, Ze existuje feSeni této tulohy.

Sestrojime jej pomoci strukturalni indukce pro n € {ng,ng + 1,70 +2,...}.
(0) Zakladni krok: Pro n =ng,ng +1,... ,n9 + k — 1 definujeme a,, = A,,_p,,.

(1) Necht n € N, n > ng + k — 1. Pfedpokladdejme, Ze jsou definovany an,, ang+1,--. ,an. Pak definujeme
k—1

Apt1 =bpr1-k — >, ¢i(n+1—k)apy1_k+i- Na pravé strané pouzivame jen a,yi—k, Gpi2—k, - - - , 0y, které dle
i=0
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predpokladu mame, nebot diky n > ng + k — 1 v8echny pouzivané indexy spliiuji n + 1 — k + ¢ > ng. Definice je
proto korektni.
Tim méame vytvofenu posloupnost {a,};Z,, . Potfebujeme ukazat, zZe je to Feseni.

Platnost poc¢atec¢nich podminek je zjevna dle definice v kroku (0). Nyni ovéfime platnost rovnice. Zvolme tedy
libovolné N > ng. Pak N + k > ng + k — 1, proto byl pii definici an4 pouzit krok (1) pron = N +k — 1.

k-1 k—1
Meéli jsme tedy definici ayir = by — > ¢i(IN)anti, coZ po prepsani dava ayix + > ¢;(N)ays; = by a FeSend
i=0 i=0

rovnice je splnéna.

Nyni je tfeba ukézat jendozna¢nost. Vezméme tedy jiné feSeni {a,} nasi tlohy (rovnice a pocéate¢nich pod-
minek). Ukdzeme silnou indukci, Ze se jiz musi shodovat s nasim {a, }. Pfesné, pro n > ng dokdzeme V (n):
Ay, = G-

(0) Pron =ng,no+1,... ,n0 + k — 1 musi podle poc¢atecénich podminek platit a,, = A,—pn, = ap.
(1) Necht n € N, n > n + k — 1. Pfedpokladejme, ze pro m = ng,no + 1,... ,n plati a,, = a,,. Protoze
k—1
je {an} feSeni, musi platit anir + Y. ¢;(N)ansi = by. Kdyz to aplikujeme s N = n + 1 — k, dostavame
i=0
3 k—1 . ' o k—1 . -
dn+1+ >, ci(n+1 —k)any1—kt+i = bny1—k neboli app1 = bpy1-x — >, ci(n + 1 — k)ap 41—k Pouzijeme
i=0 1=0
indukéni predpoklad a podminku (1) z definice {a,,} a dostavame
k—1 k—1
Upt1 = bpy1-k — Z ci(n+1—=Fk)ani1—kti = bpp1—k — Z cin+1—=Fk)anti—pti = Gnt1-
i=0 1=0

Tim je indukéni krok dokézan a tedy i jednoznacnost nalezeného feseni.

2) Ted dokadZzeme prvni ¢ast véty, tedy existenci néjakého feSeni libovolné linedrni rekurentni rovnice. To je
ale snadné. Kdyz je dana linearni rekurentni rovnice fadu k, tak si prosté zvolime néjaké pocateéni podminky,
tfeba pro jednoduchost an, = anyg41 = ... = Gpg+k—1 = 0, a podle 1) k nim najdeme feseni, mame proto néjaké
feSeni dané rovnice.

U

Dtsledek 10a.3.
Necht {am }pv—n, @ {Gm }re=p, jsou dvé feseni téze linedrni rekurentni rovnice fadu k. Jestlize se shoduje prvnich
k ¢lenu téchto reseni, pak se shoduji celé posloupnosti.

Dukaz (pouény): Oznacme Ay = any, A1 = Gngt1,--- , Ak—1 = anyg+k—1. Pak {a,, } Tesi onu linedrni rekurentni
rovnici a také spliiuje poc¢atecéni podminky A;. Diky shodnosti prvnich k ¢lenti ovSem i feSeni {a,,} spliuje tyto
pocatecni podminky, proto podle Véty o jednoznac¢nosti musi jit o shodné posloupnosti.

U

Véta ndm zarudila existenci feSeni, ale neporadila, jak jej najit vyjadiené explicitnim vzoreckem. Abychom tuto
otédzku dokazali uspokojivé zodpovédét, musime védét vic o tom, jakou strukturu feseni maji. Nasledujici véty
nepiekvapi nikoho, kdo se jiz s néjakymi linedrnimi rovnicemi setkal. Jako obvykle ukdzeme, Ze feSeni homogennich
rovnic Utvofi linedrni (vektorovy) prostor. Vhodné posuny tohoto prostoru pak daji feseni dané rovnice pro
nenulové pravé strany. To je v kostce obsah zbytku této kapitoly, za¢neme posledné zminénym faktem.

Definice
Uvazujme linearni rekurentni rovnici

antk + ck—1(n)anip—1+ -+ ca(n)ansa + c1(n)ans1 + co(n)a, =b,  pro vsechna n > ny.
Pak se linearni rekurentni rovnice
Apik + Ch—1(n)antk—1+ -+ c2(n)ansa + c1(n)an+1 + co(n)a, =0  pro viechna n > nyg,

nazyvé k ni pfidruzena homogenni rovnice.

Prichéazi prvni inzerovana véta.
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Véta 10a.4. (o struktufe feSeni linedrni rekurentni rovnice)
Necht je déna linearni rekurentni rovnice
Apik + Ch—1(n)antk—1+ -+ c1(n)ans1 + co(n)a, = b, pro vSechna n > ng
a néjaké jeji feseni {ap, -
Posloupnost {a,};2,,, je feSenim této rovnice pravé tehdy, pokud se da napsat jako {a,} = {apn} + {ann},
kde {ap,n} je néjaké reSeni pridruzené homogenni rovnice.

)
n=ng

1 Tento diikaz je v zdsadé stejny jako u linedrnich rovnic v pfedchozich kapitolach. Zda je posloupnost fesenim doka-
zeme prosté tak, ze ji dosadime do pfislusné rovnice; také vime, ze praktic¢téjsi je dosadit zkoumanou posloupnost
do levé (komplikovanéjsi) strany rovnosti a postupné se tipravami propracovat k pravé.

Dukaz (rutinni, pou¢ny): Dokazujeme oba sméry ekvivalence.

1) <=: Nechf {ann}3>,, je n€jaké feseni piidruzené homogenni rovnice a {a,} = {apn} + {ann}. Chceme
ukazat, Ze jsme dostali feseni dané rovnice. Dosadime tedy do rovnice, za¢neme levou stranou. Pro libovolné
n > ng mame
ntk + Ck—1(n)anik—1 + -+ c1(n)ans1 + co(n)ay,

= (apntk + @ntk) + cr-1(n)(apnik—1 + apntr—1) + -+ c1(n)(apni1 + anny1) + co(n)(apn + ann)
= [apntk + c—1(n)apnik—1 + -+ c1(n)ap ny1 + co(n)ap n
+ [ahntk + ci—1(n)ahnth—1 + -+ c1(n)anns1 + co(n)any]
=0b, +0=0b,.
Takze {ap, + Gnn ey, Fesi danou rovnici.

2) = Necht {an}?f:no je néjaké feseni dané rovnice. Definujme ay, , = ay, — a, . Pak evidentné plati rovnost
{an} = {apn} + {ann} a zbyva ukazat, ze {apn}ne,, Tesi pfidruZzenou homogenni rovnici. Dosadim do levé
strany, pouzijeme sumacni zapis, abychom ukazali, jak se tim véci pékné zjednodusi.

k—1 k—1
Wik + Y Ci(M)annsi = (@nyk — apnik) + O ci(n)(@nts — apnyi)
i=0 i=0
k—1 k—1
= Qp+tk — Opn+k + Z ci(n)an i — ci(n)apn+i
=0 1=0

k—1 k—1
= (an+k + Z ci(n)anH) — (ap7n+k + Z ci(n)ap,nH) =b,—b,=0.
i=0 i=0

1 Kdyz to zapiSeme mnozinové, tak mnozina vSech feSeni dané linedrni rekurentni rovnice je
{{apn} + {ann}; {ann} Fesi pridruzenou homogenni rovnici}.
7 toho plyne, ze abychom uméli fesit linearni rekurentni rovnice, tak potifebujeme umét opravdu dobie fesit
homogenni rovnice, zatimco pro ty nehomogenni sta¢i néjak uhodnout alespon jedno feseni. Pfesné tuto strategii

ted budeme néasledovat, nejprve se blize podivame na to, jak vypadaji vSechna feSeni homogenni rovnice. Na to
mame dalsi vétu, tentokrate uz budeme pracovat jen se sumami, zivot je kratky.

Véta 10a.5. (o struktufe prostoru feseni homogenni linearni rekurentni rovnice)
Necht je ddna homogenni linedrni rekurentni rovnice fadu &

k-1
Otk + g ci(n)an4+; =0 pro vSechna n > ny.
i=0

Pak mnozina M vsech jejich feSeni je linearni prostor dimenze k.

Dukaz (drsny, poucny): 1) Nejprve dokazeme, ze M je linearni prostor. Vezméme dva prvky {a, } a {a@,} tohoto
prostoru (jde tedy o feSeni dané rovnice), necht u, v € R. Pak pfislusna linearni kombinace u{a, } +v{a,} spliuje
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pro kazdé n > ng

k—1 k-1
(U@p ke + Vapyr) + ci(n)(Uanti + Vanti) = Wantk + Vantk + u Z ci(n)anti +v Z ci(n)an+i
i=0 i=0 ;
k—1 k-1
= u<an+k + ZCZ( )anﬂ) + U(an+k + ZCZ an+i) =u-04+v-0=0,
i=0 i=0

takze také fesi danou rovnici a tedy uf{a,} + v{a,} € M. M je proto linedrni podprostor linearniho prostoru
vSech posloupnosti, tudiz linearni prostor.
2) Ted ukazeme, ze dimenze M je k.

Necht {a;,,} je FeSeni dané rovnice a pocatecnich podminek a,, =1, any41 =0, ..., Gpg+k—1 = 0.
Necht {az,,} je FeSeni dané rovnice a poc¢ate¢nich podminek a,, =0, apg+1 =1, angr2 =0, ..., angrr—1 = 0.
Postupujeme obdobné dale a dostaneme k FeSeni, pri¢emz {a;,} fesi poCatecni podminky ap,+i—1 = 1 a

Uno+j—1 = 0 pro j # i, 1 < j < k. Tato feSeni existuji dle Véty 10a.2. VSimnéte si, Ze feSeni se dopliuji. Prvni z
téchto feseni zacina {1,0,0,0, ...}, druhé za¢ina {0, 1,0,0, ... }, tfeti zac¢ind {0,0,1,0,0,... }, takze kdykoliv se
u téchto posloupnosti podivame na stejny ¢len (prvni, druhy az k-ty), tak vidy pouze jedna z nich ma hodnotu
1 a ostatni maji hodnotu 0. To bude za chvili velice dilezité.

a) Tvrdime, Ze tato feSeni jsou linedrné nezavisla. Pfedpokladejme, Ze Z ui{a; n} = {0}, neboli nechf se jista

linearni kombinace téchto reseni rovna nulové posloupnosti, tedy nulovemu prvku prostoru M. Potfebujeme
ukéazat, ze pak nutné u; = 0 pro kazdé i. Vezméme tedy j z mnoziny {1,2,...,k} a podivejme se v té rovnosti
nalevo i napravo na j-ty prvek posloupnosti, neboli na prvek posloupnosti s indexem ng + j — 1. Kazdy prvek
nulové posloupnosti je prosté 0, proto

k
E Ui ng+j—1 =0
=1

Na vyraz nalevo aplikujeme pocatecni podminky pro jednotliva feseni. Jak uz jsme diskutovali, jen jediné z
téchto feSeni ma nenulovy svij j-ty clen (Clen s indexem ng + j — 1), jde o FeSeni {a;,} a ten ¢len je roven
ajn+j—1 = 1. Proto ta rovnice ve skutecnosti zni u; = 0, pfesné jak jsme potifebovali.

k
Dokazali jsme, ze z rovnosti »_ u;{a;,} = {0} uz nutné vyplyva u; = 0 pro vSechna i, proto je mnozina
i=1
{H{ain}pn,; i=1,2,... ,k} linedrné nezévisla. Z toho mimo jiné plyne, ze dim(M) > k.
b) Nyni dokazeme, Ze onéch k posloupnosti také generuje M, tedy je to vlastné baze. Vezméme néjaké libovolné
feseni {a,} € M, potfebujeme ukazat, ze se d& vyjadrit jako linearni kombinace nasich k posloupnosti. Podi-

vejme se na linearni kombinaci {a,} = > anyti—1{ain} (zde tedy pouzivame prvnich k ¢lentt onoho daného
i=1

feSeni jako koeficienty linearni kombinace). Necht j je né&jaké ¢islo mezi 1 a k. Jaky je j-ty ¢len posloupnosti
{an}, tj. ¢len @yy4j—17 Jak jsme jiz diskutovali, ona FeSeni zahrnutd v dané linearni kombinaci jsou nenulova
vzdy pouze jednou, takze dostavame

k

Ung+j—1 = E Ung+i—10ing+j—1 = Ung+j—1 1 = Gnoyj—1.

i=1

To znamend, Ze posloupnosti {a,} a {a,} jsou obé feSenim dané rovnice a maji také shodné vsechny ze svych

k
prvnich k-¢lent, proto se podle Dusledku 10a.3 rovnaji, tedy {a,} = {an} = > ang+i—1{ain}-

=1
Ukazali jsme, ze libovolné feseni dané rovnice (tj. libovolny prvek mnoziny M) lze vyjadrit jako linedrni kombi-
naci posloupnosti {a;  }72,,,- Spolu s lineadrni nezavislosti to znamend, Ze mnozina {{a;n }ney,,; 1 =1,2... ,k}

je béaze prostoru M a proto dim(M) = k.
]

1 Jaky to mé dtsledek? Linedrni algebra nabizi zajimavou zkratku. Staci najit néjakou béazi prostoru téchto fesen,
jinymi slovy, staci najit néjakych k feseni {a;n}5>,, této homogenni rovnice tak, aby byly linedrné nezavislé,

k
a uz zname vSechna TfeSeni, jmenovité se daji vyjadiit jako linearni kombinace ) wi{a;,} = {Z Ui n}
i=1
Vsimnéte si, Ze se tam objevuje k parametrii u;, coz presné souhlasi, dostavame tak obecné feseni dane homogenni
rovnice.

n=ngo

10a.5, 10a.b 9 10a.5, 10a.b
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Na néco podobného jsme narazili u kraliku (pfiklad 10a.b). Rovnice a,,4+1 —4a,, = 0 je homogenni rovnice 1. fadu,
podle této véty je prostor jejich feseni jednorozmérny. My jsme zjistili, ze vSechny posloupnosti {c4*} = c{4k}
jsou Fesenimi, toto jedno feseni {4*} tedy piedstavuje jednoprvkovou bazi prostoru feseni a vie souhlasi.

To je krasné, ale zatim je to jen sama teorie, porad jesté nevime, jak vlastné néjaké to feSeni najit. Abychom to
napravili, musime se omezit na jesté péknéjsi typ rovnic.

Cviceni
Cviceni 10a.1 (rutinni): Dokazte, Ze dana posloupnost fesi danou rovnici, pfipadné i s po¢ateénimi podminkami:
(i) {27} 5, an+2 — 4a,, = 0 pro vSechna n > 3;
(i) {2"}5% 4, ant2 + Gny1 — an = 52" pro vSechna n > 1, a1 = 2, ag = 4;
(iii) {n2™ +1}22,, an+2 — 3an+1 + 2a, = 2- 2" pro vSechnan >0, ag =1, a; = 3;
(iv) {2" 4+ 3"}9%0, Gnt2 — Bapt1 + 6a, = 0 pro vSechna n > 0;
(V) {2" + n}S2y, anto — any1 — 2a, =1 — 2n pro véechna n > 1, a; = 3, ay = 6.

Reseni:

10a.1: Staci dosadit, nejlépe zacit levou stranou:

(i): Gpyo —4a, =272 —4.2" =4.2" —4.2" =0 pro n > 3;

(ii): 2nt2 427l _9n —4.27 4 2.2" — 2" = 5.2" pro n > 1, poc¢atecni podminky: a; = 2! = 2, ap = 22 = 4
souhlast;

(iii): apyo — 3any1 +2a, = (272 (n+2)+1) = 32" (n+ 1) + 1) + 2(2"n + 1)

=4n2" +8-2" +1 —6n2" —6-2" — 3 +2n2" +2 = 2-2" pro n > 0, poc¢ateéni podminky: ag = 2° -0+ 1 = 1,
a; =2 - 141 = 3 souhlasi;

(iv): apyo—>bant1+6a, = (2" T2 +37T2) 52" 1 4 3nH1) 1 6(2"+3") = 4.2"+9-3"—10-2" —15-3"+6-2"+6-3" = 0
pron > 0;

(V): pyo—ani1—2a, = (272 +(n+2))— (2" +(n+1))—2(2"+n) = 4-2"4+n+2-2-2"—n—1-2-2"—2n = 1-2n
pro n > 1, poéateéni podminky: a; = 2' + 1 = 3, ay = 22 + 2 = 6 souhlasi.

10b. Rovnice s konstantnimi koeficienty

Zde se konec¢né naucime rovnice resit. Nejprve se ale musime vzdat moznosti, ze by koeficienty rovnice zavisely
na n.

Definice
Linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty je libovolna rovnice ve tvaru

Anitk + Ck—10nt+k—1 + -+ c1apy1 + coan, = b,  pro vSechna n > ny,

kde ng € Z, ¢; € Rproi = 0,... ,k — 1 jsou pevné zvolena cisla a {b,};2,, je pevné zvolena posloupnost
realnych cisel.

S takovymi rovnicemi se uz da néco délat. VSimnéte si, ze priklady 10.a, 10.c a 10a.b jsou tohoto typu.

Definice
Necht je dédna linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty

Gntk + Ck—10nt+k—1 + -+ c1any1 + coan = by, pro vSechna n > nyg.
Jeji charakteristicky polynom (characteristic polynomial) je definovan jako polynom
p(A) = LIRS Lk ISR S

Kofeny charakteristického polynomu se nazyvaji charakteristicka ¢isla, popfipadé vlastni ¢isla dané rovnice
(characteristic numbers/roots or eigenvalues).

K ziskani charakteristickych &isel potfebujeme vyfesit rovnici \F + ¢, 1 A¥71 4+ -+« 4+ ;A + ¢o = 0, které se také
fikd charakteristickd rovnice (characteristic equation).

V prikladé s kraliky jsme méli rovnici a,,41—4a, = 0 a feSeni {4}, podle nové definice také mame charakteristicky
polynom A\ — 4 a charakteristické ¢islo A = 4. Tato shoda neni ndhoda.

10b.1 10 10b.1
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Fakt 10b.1.
Jestlize je A charakteristickym ¢islem dané homogenni linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty

Gn+tk + Ch—1Gn+k—1 + -+ crany1 + coan, =0  pro vSechna n > ny,

pak je geometrickd posloupnost {\"}72,, ~jejim Fesenim.

Dukaz (pou¢ny): Dosadime posloupnost a,, = A" do dané rovnice (zac¢neme levou stranou). Protoze je A
nulovym bodem charakteristického polynomu, dostaneme pro libovolné n > nyg

Atk + Chm1nik—1 + ++ + Clant1 + Cotyn = N"TF ey NPTETL e AT 4 A
= A" AF + o N A ) = Ap(A) = A" -0 = 0.
Tato posloupnost tedy fesi danou rovnici.

U

Jak vime, polynom stupné k£ mé k kofenti (pokud bereme i komplexni a véetné nasobnosti). Pro nalezeni baze
FeSeni rovnice fadu k zase potifebujeme k posloupnosti. To vypada slibné, nejprve snadny pripad:

Véta 10b.2.
Uvazujme homogenni linearni rekurentni rovnici s konstantnimi koeficienty radu k

Otk + Ch—1Gn+k—1 + -+ + crany1 + coan, =0 pro vSechna n > nyg.

Jestlize méa k riznych charakteristickych ¢isel \;, pak posloupnosti {)\?}?j’:no tvori bazi prostoru feseni dané
rovnice.

k k
To je velice prijemné tvrzeni, protoze obecné Feseni této rovnice pak je > w;{A\}l'} = {Z ul)\?}
i=1 i=1

Dukaz (drsny): Dané posloupnosti tvori Feseni dle pfedchoziho tvrzeni, sta¢i tedy dokazat, Ze jsou nezavislé, a
bude to i baze, nebot je jich tolik, kolik je dimenze prostoru feseni (Véta 10a.5).

k
Potfebujeme ukazat, ze rovnice ) u;{A\'} = {0} nutné vede na u; = 0 pro vSechna i. Jako obvykle se staci

i=1

podivat na prvnich k ¢lent zacastnénych posloupnosti, dostaneme nasledujici soustavu rovnic:
ul)\?o . —HLQ)\SO . +--- +Uk)\zo =0 Ui +usg + - tug =0
ul)\qfoJr —HLQ)\SOJF + .- +Uk)\zo+1 =0 ULA1  FugAo 4 ---HupAry =0

ul)\?o+2 +u2)\7210+2 + .. +uk)\zo+2 =0 — ul)\% +U2A% +o +uk)‘12c =0

g Ao AJOTR T g Aot WY U ST A T = 0
Potfebujeme ukazat, Ze jejim jedinym feSenim je to trividlni, coz znamend, ze potfebujeme ukazat, ze matice
soustavy
1 1 1
A1 Ao o Mg
)\% /\3 /\z
)\llc—l )\/5—1 )\ilz—1
je regularni. To je ale pro navzdjem ruzna \; standardni fakt z linearni algebry, jde o tzv. Vandermontiv
determinant.

U

! Piiklad 10b.a: V piikladé 10.c jsme se divali na funkci zadanou induktivné podminkami f(1) =3, f(2) = —1
a f(n)=f(n—1)+6f(n—2) pron > 3. V fe¢i posloupnosti to je f, = fn—1+6f,_2, do spravného tvaru linedrni
rovnice to prevedeme napriklad substituci m = n — 2 neboli n = m + 2. Dostavame homogenni linearni rovnici
fm+2 — 3am+1 + 2fmm, = 0 pro m > 1, hledame FeSeni spliiujici pocatecni podminky f; = 3, fo = —1. Protoze je
rovnice 2. fadu, pocet podminek souhlasi.

Reseni: Nejprve najdeme obecné feseni. Uréime charakteristicky polynom:

pA) =X =X —6=(\—3)(A+2).
Z rovnice (A — 3)(A + 2) = 0 dostavame charakteristicka ¢isla A = 3, —2 a obecné feSeni {u - 3" + v - (—=2)"}52,,
tedy f, = 3"u+ (—2)"v pro libovolna u,v € R.

10b.2; 10b.a 11 10b.2, 10b.a
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Ted mezi témito nekoneéné mnoha Fesenimi najdeme to, které spliiuje poc¢ateéni podminky. Ty vyzaduji nasle-
dujici:

fi=3w+(-2)lv=3 3u—2v=3
2 2 =
fo=3u+(-2)v=-1 9u +4v = —1.
Odtud hravé vykutdme, Ze u = %, v = —1. Reseni dané tlohy tedy je {3 -3" + (—1)- (—2)”}20:1 neboli (pfejdeme

k funkcim dle zadani) f(n) = 3"~ — (—2)" pron > 1.
Po vyfteseni tlohy byva dobré udélat zkousku, tj. ovérit, ze to, co jsme nasli, je opravdu FeSeni.
Takze: f(1) =3° — (=2) =3 a f(2) = 3! — (—2)%2 = —1, to souhlasi, ted se podivame na induktivn{ rovnici:
f) +6f(n—1)=[3""" = (=2)"] + 63" 7% — (=2)" 7] =3""" — (=2)" +2-3""1 + 3 (-2)"
=3.3"" 14 2. (—2)n = 30D (Lot — (4 1),
Poznamka: Pokud bychom pfi zapisu obecného feSeni chtéli pouZzit metody z linearni algebry, mohli bychom
mnozinu vSech Teseni zapsat napiiklad témito zptisoby:

{03t (20} wo € RY = {uf3" 102, + of(-2)" B2y wv € RY = ({3712, {(-2)" 1),
A

Nejcastéji fesime dva druhy tuloh.

1) Chceme obecné feSeni dané rovnice (tedy vlastné chceme znat mnozinu vsSech feSeni). Pak najdeme bazi
prostoru feseni pomoci charakteristickych ¢isel a obecné feseni dostaneme jako linedrni kombinaci této béze.

2) Chceme FeSeni rovnice, které navic splituje dané pocatecni podminky. Jak jsme pravé vidéli, tento druhy typ
ulohy se obvykle fesi ve dvou krocich. Nejprve se najde obecné feseni podle postupu 1) a pak se uréi hodnoty
konstant tak, aby vysledné feseni spliiovalo pocateéni podminky. Tento druhy krok je v zasadé trivialni, prosté si
napiseme, co od obecného feseni chceme (poc¢ateéni podminky), pak vyfesime vzniklych k& rovnic o k neznamgych
a je to.

Priklad 10b.b: Zde zkusime jiny pohled na kraliky. Na zacatku prvniho mésice dostaneme parek cerstvé na-
rozenych krélikti. Necht F,, je pocet parti na zacatku n-tého mésice od obdrzeni. Podle jakych pravidel se krélici
mnozi? Uvazujme tyto zasady:

e kralici se za¢nou mnozin ve chvili, kdy jsou jim 2 meésice;

e kdyz se za¢nou mnozit, tak pak maji kazdy mésic jeden par mladych;

e kralici nikdy neumfou (jsou to matematic¢ti krélici).

Jak to pak s jejich pocéty vypada? Na zacatku 1. mésice je F; = 1 par. Pofad je jesté mlady, takze i na
zacatku druhého meésice je jen Fy = 1 par. Pak se ale za¢ne mnozit a na zacatku dalsiho mésice uz ma mladé,
proto F3 = 1+ 1 = 2. Na zacatku 4. mésice se ten prvni par znovu zmnozil, ale druhy je jesté mlady, takze
Fy=2+1=3. A tak déle, jak to vlastné funguje?

Chceme-li znat, kolik bude kralikd na zacatku meésice n + 1, tak vychozim stavem je samoziejmé stav predchozi,
tedy F,. K tomu se musi pri¢ist nové prirastky, coz se pfesné rovna poctu pari, kterym je na zacatku meésice n+1
alespon dva meésice, neboli poctu pari, které uz tu byly na zacatku mésice n — 1. Dostavame F,, 1 = F, + Fj,_1,
coz je rovnice udavajici Fibonacciho posloupnost, viz ptiklad 9a.c. Pfesné takovouto ivahou (véetné nesmrtelnosti
kraliki) k ni ctihodny Leonardo z Pisy zndmy téz jako Fibonacci pfisel.

Pfepiseme si to jako Fj, 1o — Fj,+1 — F,, = 0 a tuto homogenni linedrni rekurentni rovnici 2. fadu s pocate¢nimi
podminkami F; = 1, F5 = 1 hravé vyresime.

1++5

Nejprve obecné feseni: Z p(\) = A2 — X — 1 = 0 dostavame charakteristickd ¢isla A\ = . Obecné feseni

2
dané rovnice je tedy F,, = u(leT\/g) + v(%ﬁ) .
Aplikujeme pocatecéni podminky:
1+v5  1-+5
F=u 5 + v 5 =1 :>u(1+\/5)+v(1—\/5)=2
1+1/5)\2 1—+/5\2 u(3+V5)+0v(3—-V5)=2
F2:“< 2 ) +U( 2 ) =1
Kdyz rovnice ode¢teme, dostaneme u + v = 0, odtud v = —u, dosadime do prvni rovnice a dostaneme 2u\/5 = 2,
tedy u = % = —0.
Zaveér: Fibonacciho posloupnost je dana explicitnim vzorcem F,, = %(1 +2\/5) — % (%5) .
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Tato posloupnost mozné neni nejlepsim modelem pro mnozeni kralikt, ale objevuje se pfi zkouméani jeva pie-
kvapivé ¢asto. Jiz jsme ji vidéli pfi odhadu rychlosti Euklidova algoritmu (Véta 6a.18) a jesté ji potkdme jak v
této kapitole, tak v prikladé 11b.f.

Zajimavé je ¢islo ¢ = 1‘*'7‘/5 = 1.618... Je to presné hodnota zlatého fezu, dalsi izasna nadhoda. Protoze je to to
vétsi z charakteristickych ¢isel, je dominantni a tedy v jazyce kapitoly 9b mizeme Fict, ze F,, = O(¢").

Mozné vam vrté hlavou, co by se stalo, kdybychom do toho zapracovali smrtelnost kralikti. Zkusme tifeba toto:

e na konci ¢tvrtého mésice kralici umiraji.

Jaky model z toho vyjde ted? To je trochu komplikovanéjsi, je to mozna lépe vidét, kdyz si zavedeme posloupnost
b., kterd ¥ika, kolik para kralikt se narodilo na zac¢atku mésice n. Toto ¢islo se rovna poctu part, kterym je v
té chvili dva ¢i t¥i mésice, protoze ti mladsi jesté nemohou a ti starsi uz maji pfesné opacné starosti. Dostavame
vztah b,, = b,_o + b,,_3.

Aktudlni stav na za¢atku meésice n, ozna¢me jej c,, je dan sou¢tem poctu kralikia, kteri se pravé narodili ¢i jsou
meésic, dva a tfi mésice stari, tedy ¢, = b, + bp—1 + bn—2 + b,—3. Kdyz na vSechny b; aplikujeme jiz odvozeny
vztah, dostaneme

Cp = (bn—2 + bn—3) + (bn—3 + bn—4) + (bn—4 =+ bn—5) + (bn—5 =+ bn—G)
= (bn—2 + bn—3 + bn—4 + bn—5) + (bn—3 + bn—4 + bn—5 + bn—6) =Cp—2+Cp—3.
Posun indexu dava c,11 = ¢p—1 + cph—2, je to tedy podobné Fibonacciho vztahu, pocatek posloupnosti dokonce
s Fibonacciho posloupnosti souhlasi, ¢c; = co = 1, c3 = 2, protoze v té dobé se jesté smrtelnost neprojevila.
Dostavame posloupnost {1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16,21, ... }, kterad evidentné (a logicky) roste pomaleji nez ta pro
Fibonacciho nesmrtelné kraliky. Jak rychle vlastné roste?

Prepis dédva homogenni linedrni rekurentni rovnici ¢, +3—c¢p 41 —c¢,, = 0 tfetiho fadu. Bohuzel, jeji charakteristicka
rovnice A3 — A — 1 = 0 nem4 Zadné ,,pékné“ koteny. To ale nevadi. K uréeni rychlosti riistu nam vlastné staci znat
koten, ktery je v absolutni hodnoté nejvétsi, ten se da urcit i priblizné nékterou z oblibenych metod (Newtonova,
bisekce), vychazi 1.325... To znamena, Ze ¢, je pfiblizné ©((1.325)™).

A

Zatim jsme méli v prikladech stésti a vZdy jsme dostali k& riiznych charakteristickych cisel. Na to se ale neda
spoléhat a v pripadé opakovaného kofene zatim nevime, co délat. Navic ani rtizné kofeny jesté neznamenaji iispéch,
protoZe ony mohou byt komplexni, zatimco my zde feSime rovnice v readlném oboru (konec konct uvazujeme jen
realné koeficienty rovnic). S témito dvéma problémy se musime naucit vyrovnat, za¢neme tim prvnim.

Fakt 10b.3.
Necht je ddna homogenni linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty. Jestlize je A jeji charakteistické
¢islo a ma nasobnost m jako kotfen charakteristického polynomu, pak posloupnosti {A\"}, {nA"},... , {n™"1\"}

jsou fesSenim dané rovnice a tvori linedrné nezéavislou mnozinu.

Pro zkraceni budeme v takové situaci prosté rikat, ze A je charakteristické ¢islo nasobnosti m.

Dukaz (naznak, pou¢ny): Ditkaz tohoto faktu je obecné drobet dobrodruznéjsi, proto ukézeme, pro¢ to plati

pro dvojnasobny kofen. Pouzijeme obecny postup, ktery funguje i pro charakteristicka c¢isla vyssi nasobnosti.
k=1 k=1
Méjme tedy rovnici @, x + Y. Cianyi = 0, kde cg # 0. Jeji charakteristicky polynom je p(A) = A\¥ + 3 ¢; AL
i=0 i=0

Jestlize je Ao alespori dvojnésobny kofen, pak teorie polynomii (nebo obecné funkei) ¥ik4, Ze plati nejen p(Ag) = 0,
ale také p’'(N\g) = 0 (zde p’ je derivace). To budeme zahy potfebovat.

1) Potfebujeme dokézat, ze posloupnosti {\j} a {nAj} fesi danou rovnici. Pro prvni posloupnost uz to vime,
zbyva tedy ovérit, ze i ta druhé funguje. Dosadime do levé strany rovnice.

k—1 k—1 k-1 k—1
gk + Y Citngi = (n+ RN+ ci(n+i)AGT = nAg T+ AT 4> e T+ g™
i—0 i=0 1=0 1=0
k-1 k—1
=nAgTF D T emAg T AT 4 it
=0 1=0

k-1 k—1
=X (A + 3 ek ) + AT (AT 4+ Y N
i=0 =0

=nAIp(Ao) + AT (No) = nAg -0+ AT -0 =0.

Posloupnost {nAj} tedy spliiuje danou rovnici.
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2) Ted jesté potfebujeme dokéazat linedrni nezavislost téch dvou posloupnosti. Podobné jako u pfedchoziho
. .. . o . . . 10 ., . ,
diikkazu nezévislosti se to nakonec prevede na otazku, zda je matice ( \ )\> regularni. Protoze ¢y # 0, musi

byt i Ag # 0 a matice regularni je.
3) Obecné by se muselo dokazat, ze {n™ 1A\"} je fesenim, pokud m4 A\ ndsobnost alespoii m, coZ by se délalo
podobné, jen to déa vic prace, pouzilo by se pritom faktu, Ze pro kofen A\g nasobnosti m se v bodé \g vynuluji i

derivace p’, p”, ... p{m=b,
Nezavislost by se pak redukovala na otazku regularnosti matice
1 0 0 e 0
A A A e A
A2 22 23 )2 e 2m—1)\2
AL (= D)A (m= 13Tt L (m =) amed

I to je néco, na co ndm kladné odpovi linearni algebra.

U

Vidime tedy, ze pokud ma néktery kotfen charakteristického polynomu vyssi nasobnost m, tak sice bude o m — 1
méné riznych korenti ve Vété 10b.2, ale stejny pocet nezavislych reseni zase pribyde diky tomu nasobeni ¢lenem
n’. Celkovy pocet feseni je tedy porad spravny, ale jesté zbyvéa dokéazat, ze tato nova feSeni typu {n‘A\"} nezkazi
nezavislost po pridani k posloupnostem pochéazejicim od ostatnich .

Véta 10b.4.
Necht je ddna homogenni linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty fadu k. Necht jsou Aq,..., Ays
jeji rizna charakteristicka cisla, pficemz kazdé \; ma nasobnost m; € N. Pak je mnozina

e N OV N bV W PV IR SR oY) BRI PV A P\ SRR e PY A

bazi prostoru feseni dané rovnice.

Vlastné uz toho hodné mame dokazaného, zbyva linedrni nezavislost vysledné mnoziny feSeni, kterd se zase
redukuje na regularitu jisté matice a to je prace pro linedrni algebru (tentokrate opravdu drsnd). Stejné jako
autofi vétsiny ucebnic na toto téma i my toho ¢tenarie (a sebe) usetiime. Opravdu zvédavého ¢tenare odkdzeme na
néjakou podrobnéjsi ucebnici diferencidlnich rovnic, kde se u homogennich linearnich rovnic déla prakticky totéz.

Priklad 10b.c: Najdeme obecné feSeni rovnice a3 — Gpio — Gpi1 + ap = 0 pro vSechna n > —2.

Reseni: Je to homogenni line4drni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty, Véta 10b.4 tedy dava navod k
fesSeni.

Charakteristicky polynom je p(A) = A3 — A2 — A + 1. Kofeny polynomu t¥etiho stupné se sice daji ziskat pomoci
vzorcl, ale ty jsou diky své komplikovanosti vysoce nepopulérni. Toto je skolni pfiklad, nenasel by se néjaky pékny
koten? Zkusime dosadit malé celd ¢isla, 0 nefunguje, ale 1 ano. Mame prvni koten a ted odloupneme z p pfislusny
korenovy faktor:

p(A) = (A =1)(A* - 1).
A je to jasné,
) =(A=1)A-1)A+1) = (A =1)*(A+1).
Méme tedy charakteristickd ¢isla A = 1 (dvojnasobné) a A = —1 (jednoduché). Podle Véty 10b.4 proto bude
mnozina

{{]‘n}n——%{nln n——2’ - n——2}

bazi prostoru vsech feseni, dostdvame obecné feseni {u-1" 4 v - nl” +w- (—1)"}5 s ={ut+vn+w(-1)"}5 _,
pro u,v,w € R.

Pro tplnost udélame zkousku, dosadime toto feseni do levé strany dané rovnice. Pro n > —2 méme
An+3 — Ant2 — Ani1 + an = (u+v(n+3) + w(—=1)""3) — (u+ v(n + 2) + w(-1)""2)

—(u+vn+1) +w(=1)""" + (u+vn+w(-1)")

=u+vn+3v+w(=1)>=D" —u—vn—2v—w(-1)*(-1)

—u—ovn—v—w(=1)"(=1)" +u+vn+w(-1)" = 0.

n

A
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Ted uz tedy teoreticky umime vytesit vSechny homogenni linedrni rovnice s konstantnimi koeficienty, pokud jsme
spokojeni s pripadnymi komplexnimi posloupnostmi. Jenze my spokojeni nejsme, kdyz zde mluvime o rovnicich s
realnymi koeficienty, tak také ocekavame realna reseni. Potfebujeme tedy jesté jeden trik.

Je znamo, ze jestlize je A = a+ (i kofenem polynomu p, pak je jeho kofenem i A* = a— 3i. V bézi se tedy objevi
i dvojice {(a + (i)™}, {(a — Bi)"}. Kli¢em je podivat se na jejich linedrni kombinace u(a + (3i)™ + v(a — Bi)",
ukéze se totiz, ze mezi nimi je i dostateény pocet redlnych posloupnosti na to, aby ndm daly dvojrozmérny linearni
prostor (nad redlnymi ¢isly), coz je pfesné to, co potiebujeme.

Déla se to takto: NapiSeme o + Bi = r[cos(p) £ isin(p)], pak (o £ Bi)"™ = r™[cos(np) £ isin(ny)], a proto

(v + B0)" + (a — B9)™" = 2r" cos(ny),

(a4 Bi)" — (a— pi)" = 2ir" sin(ny).
Vidime tedy, Ze pokud vezmeme linearni kombinaci ${\" 4+ (A*)"}, tak dostaneme FeSeni dané rovnice ve tvaru
{r™ cos(np)}, coz uz je redlné posloupnost, zatimco linedrni kombinace 5 {\" — (A*)"} davé dalsi realné feseni
{r"sin(ny)}. D4 se také ukazat, ze posloupnosti {r" cos(np)} a {r" sin(np)} jsou nezavislé. Jaké je tedy ponau-
¢eni?
Komplexni kofeny vzdy chodi po dvou, takze pokud dostaneme charakteristické ¢islo A = r[cos(¢) + isin(y)],
které neni redlné, tak pouzijeme dvojici feseni {r" cos(ny)} a {r"sin(ny)}. Je-li to kofen vicendsobny, tak ob-
vyklym zpiisobem dale prihodime {nr™ cos(ny)} a {nr"sin(ny)}, piipadné {n?r" cos(ny)} a {nr"sin(ny)} az
po {n™ 1r"cos(np)} a {n™ tr"sin(np)}, kde m je nasobnost kotene \. Tato feseni (kterych je 2m) zéaroveii
zastupuji feSeni pro sdruzeny kofen \*.

Ted uz tedy opravdu umime vyftesit vSechny homogenni linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty.
Mohli bychom to zase potvrdit vétou, ale stejné bychom ji nedokazovali, tak radéji rovnou zformulujeme algoritmus.

k-1

S Algoritmus 10b.5. pro feseni homogenni linedrni rekurentni rovnice ay, i + Y, ¢iany; =0, n > ng fadu k.

i=0
k=1

1. Sestavte charakteristicky polynom p(\) = A* + 3 ¢; A%,
i=0

Resenim rovnice p()\) = 0 najdéte viechna charakteristicka ¢isla dané rovnice.
2. Sestavte mnozinu posloupnosti B takto:

e pro kazdé realné charakteristické ¢islo A pridejte do B posloupnost {A"}72,
e pro kazdé realné charakteristické ¢islo A, jehoz nasobnost je m > 1, pridejte do B rovnéz posloupnosti
{n)\n}%o:no’ crt {nm_l)\n}%o:no;

e pro kazdé komplexni charakteristické ¢islo A = r[cos(¢) + i sin(yp)], které neni realné, pridejte do B posloupnosti
{r"cos(ng)}pL,, a {r"sin(ny)}oL,, ; pro jeho komplexné sdruzené ¢islo A* jiz do B nic nepfidavame;

e pro kazdé komplexni charakteristické ¢islo A = r[cos(p) +isin(p)], které neni realné a jehoz nasobnost je m > 1,

pridejte do B posloupnosti {nr"™ cos(ng)}o2,, ..., {n™ r" cos(np)}o2,,.
a {nr"sin(ng)}o2, ..., {n™ r"sin(ng)}52,, ; pro jeho komplexné sdruzené islo A* jiz do B nic nepfidavame.
Mnozina B je bazi prostoru feseni.
k 9]
3. Oznac¢ime-li B = {{al,n}, e {akm}}, pak je obecné feseni dané rovnice urceno vzorcem {Z uiai’n} pro
=1 n=ngo
U, ..., up € R.
4. Jsou-li dany pocatecni podminky, pak do nich za piislusnéd a; pro j = ng,...,no + k — 1 dosadime vzorce
k
a; = Y, u;a;; a vyfeSime vzniklych k rovnic pro k neznamych u;. Ty po dosazeni do obecného feSeni urci

i=1
prislusné partikularni reseni.
A

Hned si to ukazeme na prikladé.

Priklad 10b.d: Najdeme feSeni rovnice a3 — apnt2 + Gni1 — ap = 0 pro vSechna n > 13 s pocatec¢nimi
podminkami a13 =1, a14 = 0, a5 = 1.

Reseni: Je to homogenni linearni rekurentni rovnice 3. ¥fadu s konstantnimi koeficienty a mame tii poc¢atecni
podminky, je to tedy korektné zadané iloha a pouzijeme algoritmus 10b.5.

1) Nejprve najdeme obecné feseni. Charakteristicky polynom je p(A) = A\ — A2 + \ — 1. Zkusime néjaky kofen
uhadnout, trefime se s 1. Mame prvni kofen a rozlozime p pfislusnym zptsobem:

p(A) = (A= 1)(A* +1).
A je to jasné,
pA) = (A=A =i)(A+17).
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Maéame tedy jednoduché charakteristicka ¢isla A =1a A= +i=1" [cos(
proto bude mnozina

g) + isin(g)]. Podle Algoritmu 10b.5

{{1"}ol4s, {1 cos(n) }Zozlg’ {1"sin(nf) }20:13}
bazi prostoru vsech feseni, dostavame obecné feseni

{u A+ 17 cos(n%) +w- 1" sin(nﬁ)}Oo = {u + vcos(ng) + wsin(ng)}:;13 pro u,v,w € R.

2) Ted je tieba najit feSeni vyhovujici poéé%ceér?i;Bpodminkém. Dosadime do nich obecné Feseni:
a13 :u+vcos(13g) +wsin(13g) =1 ut+w=1
a14:u+vcos(14g) +wsin(14§) =0 — u—v=20
ais :u+vcos(15g) +wsin(15g) =1 u—w = 1.

Odtud v = v =1 a w = 0. Dosazenim do obecného feseni dostavame hledané partikularni feseni

{1+ cos(nf) }n=13'
Vypadé trochu komplikované, ve skuteénosti je to periodickd posloupnost {1,0,1,2,1,0,1,2,1,0,1,2,1,... }.

AN

Krasny algoritmus. Bohuzel funguje jen v pfipadé, Ze mame snadné rovnice. Jakmile ma rovnice ¥ad vyssi nez
dva, je mala Sance, Ze ziskdme kofeny charakteristické rovnice. Pak nezbjva nez hledat kofeny pomoci numerickych
metod, které ale davaji hodnoty jen pfiblizné, nastavaji problémy s nasobnosti a viibec je to nepfijemné. Proto
byva jednodussi hledat numericky pfimo feSeni.

10b.6 Nehomogenni rovnice.

Tak jsme se naudili, jak najit vSechna feseni homogenni linearni rovnice. Vime uz také, ze v pfipadé, Ze je rovnice
nehomogenni, ndm sta¢i néjak najit jedno jeji feSeni, a uz zase budeme umét najit vSechny. Bohuzel, k nalezeni
toho jednoho FeSeni obecny algoritmus neexistuje. Zde je tfeba spoléhat na nahodu, napfiklad existuje jisty typ
pravé strany b,,, pro ktery jiz feseni umime uhodnout.

Definice
Rekneme, ze posloupnost {bn}?f:no je kvazipolynom (quasipolynomial), jestlize existuje A € R a polynom
P(n) takovy, ze b, = P(n)A"™ pro vSechna n > ny.

Nastésti pro nas vede mnoho piikladt pravé na kvazipolynomialni pravou stranu a mtizeme pouzit nésledujici
tvrzeni.

Véta 10b.7. (feSeni pro kvazipolynomidlni pravou stranu)
Uvazujme rovnici

Gn+tk + Ch—1Gn+k—1 + -+ c1apy1 + coan, = b,  pro vsechna n > nyg.
Predpokladejme, Ze existuji A € R a polynom P takovy, ze b, = P(n)A"™ pro vSechna n > ng. Necht m je
nasobnost tohoto ¢isla A jako charakteristického ¢isla pfidruzené homogenni rovnice, pticemz m = 0 v pripadé,
Ze toto A\ vibec charakteristickym ¢islem neni.
Pak existuje polynom Q(n) stupné stejného jako P takovy, ze {n™Q(n)A\"} je feSenim dané rovnice.

Ditikaz je ponékud komplikovanéjsi a vynechame jej.
Vsimnéte si, ze kvazipolynomy zahrnuji i polynomy, volba A\ = 1 totiz dava b, = P(n). Toto pozorovani se jesté

bude hodit.

Na prvni pohled to vypada jako dalsi teoretické tvrzeni o existenci feseni, které pri praktickém hledani moc
nepomuze, ale neni tomu tak. Je pravda, Ze ndm véta nefekla, ktery polynom () bude fungovat, ale mnozina
nabizenych moznosti je natolik mald, Ze si z ni jiz dokdZeme vybrat to spravné Q(n).

Slouzi k tomu tzv. metoda odhadu ¢ metoda neurcitych koeficientt (method of undetermined co-
efficients). Uhodneme FeSeni jako {n™Q(n)A"}, kde jsme za @) napsali obecny polynom vhodného stupné, jeho
koeficienty tedy budou slouzit jako parametry. Zbyva najit hodnoty téchto parametri tak, aby vznikla posloupnost
byla fesenim, a to se déla dosazenim posloupnosti do dané rovnice. Tim zjistime, ktery polynom funguje, a jsme
hotovi. Nejlépe to vysvétli priklad.

Priklad 10b.e: Najdeme obecné feSeni rovnice a2 — 2ap11 — 3a, = —9In2" pro n > 0.
Vyuzijeme Vétu 10a.4 a zacneme tim snazsim.
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1) Najdeme obecné feSeni rovnice a,12 — 24,41 — 3a, = 0 pro n > 0. Charakteristicka rovnice A —20-3=0
déva charakteristicka ¢isla —1,3 a obecné FeSeni {u - (—1)" 4+ v - 3"}02,.

2) Ted musime najit néjaké feseni dané rovnice. Mame $tésti, prava strana je kvazipolynom, kde A = 2 a
P(n) = —9n je polynom stupné 1. Protoze ¢islo A = 2 neni charakteristickym éislem pfidruzené homogenni
rovnice (viz prvni ¢ast), bude m = 0 a ¢len n® = 1 vlastné z feseni vypadne, to je také pifjemné. Vidime tedy,
7e urcité existuje néjaké feseni ve tvaru {n° - Q(n) - 2"} = {Q(n)2"}, kde Q je jisty polynom stupné 1. Takovy
obecny polynom je dan jako Q(n) = An+ B, takze Véta 10b.7 vlastné garantuje, Ze existuji néjaké konstanty A, B
takové, ze {(An+ B)2"} je feSenim dané rovnice. Tyto nezndmé konstanty najdeme tak, ze doty¢nou posloupnost
prosté dosadime do dané rovnice a uvidime, které konstanty povedou k jejimu splnéni.

Chceme tedy, aby pro vSechna n > 0 platilo
Gnio — 2ap11 — 3an, = —9n2"
(A(n +2) + B)2"? —2(A(n + 1) + B)2"*! — 3(An + B)2" = —9n2"
(An+2A+B)-4—-2(An+A+B)-2—-3(An+B) = -9
4An 4+ 8A +4B —4An —4A — 4B —3An — 3B = —-9n
—3An+4A—-3B =-9n
[-3Aln+ [4A—3B] = -9 +0.
Dostali jsme rovnost dvou polynomu a vime, ze dva polynomy se rovnaji, jen pokud se rovnaji jejich koeficienty
(to vyplyva z toho, Ze jednotlivé mocniny jsou jako funkce linedrné nezavislé). Proto mame rovnice —34 = —9
a 4A — 3B = 0, odkud obratem ruky dostaneme A = 3, B = 4. Pravé jsme zjistili, Ze dané rovnice ma FeSeni
{(B3n+4)2"}.
Protoze diky vété o strukture feSeni vime, Ze obecné feSeni se da ziskat jako jedno partikuldrni plus obecné
homogenni, mizeme napsat odpovéd: Obecné feseni dané rovnice je {(3n +4)2" + (—1)"u + 3"v}5%,.

JAN

Toto je typicky pribéh feseni linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty a kvazipolynomialni pravou
stranou. VSimnéte si, ze charakteristicka ¢isla zavisi ¢isté na levé strané dané rovnice, takze nam ji popisuji, fikaji
nam, jak se chova. Naopak to ¢islo A nAm popisuje zésadni chovani pravé strany (polynom uz ji jen modifikuje).
Jestlize se A a charakteristicka ¢isla nepfekryvaji, pak to znamena, zZe se levd a prava strana neovliviuji a feseni
dostaneme v jednodussim tvaru. Pokud by se ale A\ rovnala nékterému charakteristickému ¢islu, pak to ukazuje,
7e leva a prava strana maji néco spole¢ného, miizeme si predstavit, ze spolu rezonuji, Ze mezi nimi existuje néjaka
vazba. To se pak musi projevit v nasem odhadnutém feseni, pridavame tam nasobici faktor n, a to tolikrat, kolik
je nasobnost A, ¢ili jak moc se ty dvé strany rovnice ovliviiuji. D4 se Tici, Ze to n™ je korekéni faktor pro pripady
vzéjemného ovlivnéni levé a pravé strany.

Priklad 10b.f: Najdeme FeSeni rovnice a, = 2a,_1 + 32" pron > 1 s podminkou ag = 13.

Nejprve si ji pfepiSeme tak, aby nezndmé byly na levé strané: a,,—2a,_1 = 3-2". Ted ji pfepiSeme do standardniho
tvaru, tedy zvétsime vsechna n o jednicku: a, 1 — 2a, = 3 - 2”1, Nejmensi a; zminéné v piivodni rovnici pro
n =1 bylo ag, aby to platilo i pro nasi pfepsanou rovnici, musime brat n > 0.

Pokud davate prednost formélnimu ptistupu, pak v rovnici a,, — 2a,—1 = 3 - 2" pouzijte substituci m =n — 1,
dostanete n = m + 1 a tedy a1 — 2a,, = 3 - 2™ L. Tato rovnice ma byt platna pro n > 1, tedy pro m +1 > 1,
coz znamena m > 0.

Kazdopadné mame linearni rekurentni rovnici s konstantnimi koeficienty a,+1 —2a, = 3- 2"+l n >0 a nejprve
budeme hledat obecné feseni. Jako obvykle za¢neme pfidruzenou homogenni rovnici.

1) Rovnice ay+1 — 2a, = 0 mé charakteristicky polynom p(\) = A — 2 a tudiz charakteristické ¢islo A = 2.
Dostévame obecné ,homogenni feSeni® aj , = 2"u pro u € R.

2) Ted potfebujeme najit néjaké feseni rovnice a,y1 — 2a, = 6 - 2", pravou stranu jsme si prepsali, aby bylo
vidét, Ze je to kvazipolynom. Jeho parametry jsou A = 2 a P(n) = 6. Hned vidime, Ze toto A\ se prekryva s
charakteristickymi ¢isly levé strany, jmenovité jednou, proto m = 1 a v ndmi uhodnutém feSeni bude muset byt
opravny ¢len. Stupen polynomu P je nula, proto podle Véty 10b.7 musi existovat polynom () stupné 0 takovy,
ze {n'Q(n)2"} je feseni nasi rovnice. Obecny polynom nultého stupné mé tvar Q(n) = A pro néjaké A € R,
dostavame tedy nasledujici uhodnuté feseni: a,, = An 2"™.
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Zbyva najit A, takze dosadime toto odhadnuté fesSeni do rovnice a uvidime, jaké A bude fungovat:
Gpi1 — 26, =627
A(n+1)2"T —2. Ap2" =6-2"
2A(n+1)—2An =6
2A=6 — A =3.

Méme tedy zaddané feseni, je to a,, = 3n2". Kdyz jej pficteme k ay, ,,, dostaneme obecné feSeni.

Zavér: Obecné feseni rovnice je {3n 2" + 2"u}> ; pro u € R.

Protoze jsme preci jen fesili trochu jinou rovnici nez tu ptvodni, radéji udélame zkousku pro rovnici ze zadani:
Nejmensi hodnota n, ktera se v zadané rovnici vyskytuje, je n — 1 pro n = 1, coz je n = 0. NasSe posloupnost tedy
zaéind spravnym indexem. Ted dosadime, za¢neme komplikovanéjsi pravou stranou:

2a, 1 +3-2"=2(3(n—1)2"" 1 +2" ) +3.2" =3(n — 1)2" + 2"u + 3 - 2"
=3-(n—141)2" 42"y =3n2" +2"u = a,.
Rovnice je splnéna.
3) Ted najdeme partikularni feseni, které spliiuje danou pocateéni podminku:
13=ap=3-0-224+2%=0+u = u=13.
Zadana tloha ma FeSeni {(3n + 13)2"}5° .
Poznamka: Co by se stalo, kdybychom zapomnéli na opravny faktor? Mysleli bychom si naivné, ze existuje reseni
ve tvaru a, = A -2". Po dosazeni do rovnice bychom dostali
Gpni1 — 20, =627
A"t 2. A2" =6 2"

2A—2A=6
0=6.
A méame smiilu. TakZe ty opravné faktory opravdu k nécemu jsou.

JAN

Shrneme si postup.

S Algoritmus 10b.8. pro nalezeni feSeni rovnice anyx + Ck—1an4k—1 + -+ + c1ap41 + coan = b, pro vSechna
n > ng, kde b, = P(n)A", ¢; € R a ¢g # 0 (tedy Fad k).
1. Nejprve Teste pridruzenou homogenni rovnici a4 + Ck—10n+k—1 + -+ - + C1Gn4+1 + Coay = 0.
a) Najdéte vSechna charakteristickd ¢isla A; s ndsobnostmi m; feSenim rovnice Ay, + ot N e A+ = 0.
b) Podle Algoritmu 10b.5 sestavte bézi prostoru feseni B = {{aim};’f:no; i=1,... ,k}.

k
c) Obecné Feseni pridruzené homogenni rovnice je {ap,} = {Z uiaivn} pro u; € R.
i=1

Pokud byla zadana rovnice jiz homogenni, jdéte na 3.

2. Pokud nebyla zadané rovnice homogenni, zkontrolujte, zZe je prava strana kvazipolynom, tedy b,, = P(n)A" pro
néjaké A € R a polynom P.

a) Porovnejte A s charakteristickymi ¢isly A; z kroku 1. Pokud se zZadnému nerovnd, polozte m = 0. Pokud pro
néjaké j plati A = \;, polozte m = m; (nasobnost doty¢ného charakteristického ¢isla).

b) Sestavte obecny polynom () stupné stejného jako P, tradiéné se pouzivd Q(n) = A+ Bn+---.

c) Uhadnéte feseni a,, = n"Q(n)A\". Dosadte jej do dané rovnice a po zkréceni A zjednoduste levou stranu do
tvaru polynomu. Porovnanim koeficienti polynomu na levé a pravé strané ziskate tolik rovnic, kolik je neznamych
koeficienti v Q.

d) Vyfeste tyto rovnice a obdrzené konstanty dosadte zpét do Q). Ziskate jedno konkrétni Feseni ay, .
k 0o k
e) Obecné feseni dané ulohy je {apm + > uiai,n} ¢ ay, = appn+ Y UG, Pro n > ng.
i=1 n=ngo i=1

3. Pokud byly s rovnici zaddny také pocatecni podminky, dosadte za a; v téchto podminkach vzorce pro a; z
obecného Teseni, které jste nasli. Ziskate k rovnic pro k nezndmych wuy,... ,u;. Vyfeste tuto soustavu, ziskana u;
dosadte do vzorce pro obecné feSeni a dostanete tak partikularni Feseni pro zadanou tlohu.
A

S Mechanismus vzniku odhadu je vlastné velice snadny. Geometricky faktor A™ opiSeme, polynom také, jen jej
zménime na obecny. V pripadé shody A na pravé a levé strané jesté pridame korek¢ni faktor. Vyzkousime to v
nésledujici tabulce. Ve sloupcich jsou levé strany rovnic a v fadcich napravo jsou pravé strany. Napiiklad druhé
pole zleva v prvnim fadku odpovida rovnici a2 — 3a,4+1 + 2a, = 12", vyplnili jsme piislusny odhad.

10b.8, 10b.f 18 10b.8, 10b.f



Diskrétn{ matematika 10b. Rovnice s konstantnimi koeficienty pHabala 2012

(py2 — 9a, = Gnt2 — 3Ap4+1 + 20, = | apyo —4aps1 +4a, =| [ =
A =-3,3] A=1,2] A =2 (2x)] /: by
(An + B)2n n(An + B)2" n2(An + B)2" :[;”L 2_”2]
— n2(_1\n
(An2 + Bn+ C)(=1)" | (An® + Bn + C)(—1)" | (An? + Bn + C)(~1) —[;L_( 11>]
An+ B n(An + B) An+ B Z[i”_lf
A(-3)" A(=3)" A=) = (3"
! A=-3

Je dobré se na to podivat po fadcich. V prvnim radku krasné vidime, jak se vzdy v odhadech feSeni zachovava
geometricka posloupnost a zobecnény polynom z pravé strany, nékdy pak priddavame opravny faktor podle toho,
kolikrat se A napravo najde také jako charakteristické ¢islo levé strany. Zajimavy je treti fadek, tam zZadny geome-
tricky ¢len nebyl a toto se také v odhadech zachovalo, pfi porovnavani je pak tfeba pouzit A = 1, protoze pravou
stranu lze prepsat jako (2n — 5) - 1. Podobné v poslednim Fadku mame vlastné 1 - (—3)", tudiz je tam jakoby
polynom stupné nula, coz se zobecni jako konstanta.

Ukéazeme ted jeden zajimavy piiklad a pak si zkusime ptisobnost tohoto algoritmu trochu rozsifit.

Priklad 10b.g: Zde se podivame, kolik operaci ,,stoji“ vypocet determinantu matice o rozméru n X n.

a) Podle definice se maji s¢itat soudiny typu A17(1) * A2x(2) " * Gnx(n), Kde suma jde pies vSechny permutace m
mnoziny {1,2,...,n}. Téchto permutaci je n! a jeden takovy soucin stoji n — 1 nasobeni plus jedno pfic¢teni k
ostatnim, tedy vypocet determinantu podle definice vyZzaduje celkem n - n! operaci, a to jsme jesté nezapocitali
vytvareni téch premutaci. Jde tedy o zcela neperspektivni zptisob, jakmile se mohou objevit trochu vétsi matice.

My takto pocitdme determinanty 2x2 a 3 x3 tuzkou na papir, kdy to jesté jde. Pro trochu vétsi matice se s oblibou
pouziva rozvoj podle fadku ¢i sloupce, ktery je pripadné opakovan, dokud se nedojde k malym determinantim.
Byla by tato metoda dobrym vychodiskem pro algoritmus?

b) Necht a,, je ndro¢nost pocitdni determinantu rozvojem podle prvniho sloupce, je-li velikost matice n x n. K
jeho spocitani si nejprve musime spocitat n doplitkovych determinanti, které maji o jedno mensi velikost, takze
na to potfebujeme n - a,_1 operaci. Ty pak potiebujeme stiidavé pricitat a odcitat, dostaneme a, =n-a,_1 +n
operaci. Pro matici 1 x 1 samoziejmé potfebujeme a; = 1, coz je pocatecni podminka.

Kdy7 to pfepiSeme, mame a,,+1 — (n + 1)a, = n + 1, coz je sice krasné linedrni rekurentni rovnice, ale bohuzel
nemd konstantni koeficienty, takze jsme se ji vyfesit nenaudili. To ale nakonec nebude tak velky problém, my ted
totiz ukdzeme, Ze i tento algoritmus je natolik narocny, ze nas nebude zajimat.

Dokazeme indukci, ze kazdé feSeni a,, této rovnice splnuje a,, > nl.

(0) a3 =1 = 1!, v poradku.

(1) Piedpokladejme, ze a, > n!. Pak apt1 = (n+1)a, +n+1>(n+1)nl+n+1> (n+ 1)\

Oproti vypoctu podle definice jsme si tedy moc nepolepsili a jako obecna metoda to neni vhodny napad, nicméné
stoji za zminku, ze pokud dopiedu vime, ze hodné ¢lendi matice je nulovych, pak se naro¢nost prudce snizuje a
rozvoj podle sloupce/fadku se stava zajimavou volbou, viz cviceni 10b.7.

c¢) Zkusime ted jiny postup, udéldme zase rozvoj podle prvniho sloupce, ale tentokréte si nejdiive vyrobime nuly
pod levym hornim rohem, abychom pak nemuseli pocitat tolik subdeterminantii. Kolik operaci bude stat takovyto
vypocet determinantu matice n x n, ozna¢me to d,,?

Zkusme totalné pesimistickou variantu. Vlevo nahore miize byt nula. Pak nejprve projdeme ostatni ¢leny v prvnim
sloupci, abychom nasli néco nenulového (pesimisticky n operaci, bude to az dole), pak prohodime prvni a posledni
fadek (n operaci, musime prohodit vSechny ¢leny v fadcich) a nékde si zapamatujeme, ze tim paddem pocitame
minus ten determinant. Piiprava prvniho fadku nés tedy pesimisticky stadla 2n operaci. No a pak odecitdme
prislusny nésobek prvniho fadku od ostatnich, kazdy fadek nés stoji 2 operace na ¢len (nasobeni, odeéteni), tedy
zase 2n operaci na fadek, musime jich takto upravit n — 1. Se¢teno: vyzaduje to 2n + 2n(n — 1) = 2n? operaci.

Ted je tedy matice pfipravena a rozvijime podle ¢lenu vlevo nahofe, takZe musime spocitat jeden determinant
matice o fad mens{ a vynasobit jej tim levym hornim ¢lenem. Dostavame tak rovnici d,, = d,,_1 + 2n? + 1. Opét
si ji prepiSeme: Chceme vyiesit d,, 1 — d,, = 2(n + 1)? + 1 s poc¢ateéni podminkou d; = 1.

Toto uz je linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty, takZe nasadime standardni metody. Nejprve
homogenni rovnice: d,+1 — d, = 0 dava charakteristicky polynom A — 1 a tudiz vychézi charakteristické ¢islo
A = 1. Obecné Feseni této homogenni rovnice je konstantni posloupnost {u - 1"}5%, = {u}n2,.
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Ted potiebujeme partikularni feSeni, ptepis d, 11 — d,, = 2n? + 4n + 3 = (2n? + 4n + 3)1" ukazuje, Ze mame
kvazipolynomialni pravou stranu, kterd ma A\ = 1, coz se shoduje s charakteristickym ¢islem (jednoduchym) levé
strany. V nami odhadnutém fefeni tedy bude muset byt opravny ¢len n' a také obecny polynom @ stupné 2.
Odhadneme proto feseni ve tvaru d,, = n'(An? + Bn + C)1" = An3 + Bn? + Cn. Dosadime jej do dané rovnice a
levou stranu pak upravime na polynom:

dn+1 —dy, = 2n2+4n+3
(An+12 +Bn+1>+C(n+1)) — (An® + Bn®> + Cn) = 2n® +4n + 3
An® + A3n* + A3n+ A+ Bn* + B2n+ B+ Cn+C — An® — Bn> = Cn=2n> + 4n + 3
(3A)n* + (3A+2B)n+ (A+ B+ C) =2n* +4n + 3.
Porovnanim koeficientl u stejnych mocnin na levé a pravé strané dostavame soustavu rovnic 34 = 2, 3A+2B =4,
A+ B+ C =3, z ni hravé odvodime A = %, B=1,C= %.

Dostavame tedy partikularni feseni {%n?’ +n?+ %n} a obecné feseni { %n3 +n?+ %n + u} My ovsSsem hledame
feSeni spliiujici pocatecni podminku d; = 1, takze chceme % + 1+ % +u =1, coz dava u = —2.

Zavér: Dana rovnice ma feseni {%n‘3 +n?+ %n — 2};:0:1.

Popravdé feceno, vétsinu prace jsme si mohli odpustit. Nas u algoritmti zajima jejich asymptotickd rychlost,
pricemz vidime, ze homogenni feSeni jsou konstantni posloupnosti, takze riist feseni urci spis ten odhad. V ném
byl dominantnim ¢lenem n?, to uz jsme vidéli i predtim, nez jsme konstanty nagli (protoze A v takovych piipa-
dech vyjde nenulové). Nemuseli jsme tedy konstanty nachézet, uz v okamziku odhadu bylo vidét, Ze studovany
algoritmus potiebuje fddové n® operaci neboli d,, = O(n?).

Kdyz si predstavite, jak tento algoritmus funguje rekurzivné ptes celou matici, tak byste méli dospét k nazoru,
7e to vlastné neni nic jiného, nez Ze matici upravime na trojihelnikovy tvar a pak vynasobime ¢leny na diagonéle.
Je to proto tizce svazano s Gaussovou eliminaci a o té je znamo, Ze potiebuje fadové n3 operaci. N4$ vypocet tedy
dal spravnou odpovéd. Naroc¢nost n? je upiimné feceno také dost drsnd, ale oproti faktorialu je to totalni revoluce.

A

Existuji pravé strany, které jsou velice blizké kvazipolynomim. Naptiklad b,, = n-3" + 7-2" vypadé hodné jako
kvazipolynom, ale tento vyraz nelze sjednotit pomoci jediného A", je jich tam vic. Zde pomuze princip, ktery je
velice obecny a zase jej najdeme u vSech typi linearnich rovnic.

Véta 10b.9. (o superpozici)
Necht k € N, uvazujme funkce co(n),ci1(n),...,cx—1(n): Z — R.
k—1
Jestlize posloupnost {a, };2,, Tesirovnici anyr + D ci(n)anyi = b,  pro viechna n > ng
i=0
k—1 .
a posloupnost {a, }52,,, fesirovnici  anyr + D ci(n)any; = b,  pro viechna n > ng,
i=0
k-1 ~
pak posloupnost {a, + @n}pL,,, fesi rovnici  anqx + Y ci(n)ani; = by +b,  pro vechna n > ny.
i=0

Dtikaz je snadny a nechame jej jako cvic¢eni 10b.8.

Indukci se to d& snadno rozsitit na libovolny (konecény) pocet s¢itanct na pravé strané. Véty o superpozici jsou
jakymsi evergreenem vsech oblasti matematiky zabyvajicimi se linedrnimi rovnicemi a umoznuji ndm rozdélit
nepfijemnou pravou stranu na pfijemnéjsi séitance, rovnice pak fesime pro kazdy z nich zv1ast.

V nasem piipadé jde o soucet kvazipolynomt. Pak nemusime se sé¢itamim jednotlivych ¢aste¢nych feseni cekat
az na konec postupu, ale 1ze davat dohromady jiz jednotlivé odhady. Ukazeme si to na prikladeé.

Priklad 10b.h: VyfeSime rovnici a,192 — a, = 3-2™ — 12 pro n > 0 s podateénimi podminkami ag = 1, a; = 0.

Reseni: Jde o linearni rekurentni rovnici s konstantnimi koeficienty, takze aplikujeme standardni algoritmus.
Nejprve fesime homogenni rovnici: @, — a,, = 0 dava charakteristickou rovnici A> — 1 = 0, jsou tedy jednoduch4
charakteristické ¢isla A = £1 a obecné feSeni {u - (—1)" +v-1"}>2 ) = {(=1)"u + v}>2,.

Ted potiebujeme néjaké partikuldrni feseni. BohuZel prava strana neni kvazipolynomialni, protoZe se ned4 napsat
jako polynom krat néjaké A\". Je to ale soucet dvou kvazipolynomt, 3-2" a —12 = —12-1"™. Pro kazdy z nich ted
odhadneme feseni.

Kvazipolynom 3-2" ma polynom P(n) = 3 stupné 0, budeme tedy potfebovat Q(n) = A, a specidlni ¢islo A = 2,
které nepatii mezi charakteristicka ¢isla levé strany, takze neni tfeba délat korekci, m = 0. Proto uhodneme feSeni
A2,
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Kvazipolynom —12 - 1™ mé polynom P(n) = —12 stupné 0, budeme potiebovat Q(n) = B (zde jsme pouzili jiné
pismeno, abychom mohli vznikajici odhad pfiéist k pfedchozimu), a specialni éislo A = 1, které je charakteristickym
¢islem levé strany, a to jednou, bude tedy korekce s m = 1. Proto uhodneme feseni n' - B - 1" = Bn.

Pro celou danou pravou stranu tak dostavame FeSeni ve tvaru a,, = A2™ 4+ Bn. Konstanty A, B uréime dosazenim
naseho odhadu do dané rovnice:

Gpio —ap =3-2" —12
(A2"2 4 B(n+2)) — (A2" 4+ Bn) = 3-2" — 12
4A2" + Bn+2B — A2" — Bn=3-2" — 12
3A2" +2B =3-2" —12.
Na rozdil od predchozich piikladt se nam ted nepodarilo zkratit A™, coz neni pfekvapeni, protoze vlastné mame v
tloze dvé rizné lambdy. Neni to ale zadny problém, mocniny 2" a 1™ jsou lineadrné nezavislé, takze jen zobecnime
predchozi metodu. Budeme navzajem porovnavat koeficienty na levé a pravé strané u stejnych mocnin n® a \".
Vidime tam mocninu n°2", na levé strané je u ni 34 a na pravé strané je u ni 3. Proto A = 1. Podobné vidime
na levé strané u mocniny n°1" koeficient 2B a na pravé strané —12, proto B = —6. Tyto konstanty dosadime do
naseho odhadnutého FeSeni a nalezli jsme partikularni FeSeni {2" — 6n}.
Ted pouzijeme vétu o struktufe FeSeni, obecné feSeni dané rovnice je {2" — 6n + (—1)"u + v}22,.
Zbyvé zpracovat pocatecni podminky:
a=1l4+u+v=1 u+v=0
—
a1 =2—-6—u+v=0 —u+v=4
Reseni tlohy je {2" — 6n — 2+ (—1)" + 2}2°,,.
JAN

— u=-2,v=2.

Vsimnéte si, ze vétu 10b.9 jsme formulovali pro vSechny linedrni rovnice, nejen ty s konstantnimi koeficienty,
takze jsme ji mohli zafadit do kapitoly 10a. Dokonce by trochu pomohla, protoze jsme pti dikazu Véty 10a.4
pouzivali specialni piipad superpozice, kdy je jedna prava strana nulova. Ctenai by ale asi nevédél, odkud se
tam bere a co s ni, tady je na spravném misteé.

Priklad 10b.i (pokracovani 10a.b):  Vratme se ke kralikim. Odhadli jsme, Ze poté, co se kralici deset let nerusené
mnozili, bylo jich v roce 1869 cca 24 - 10°. Podivame se na dva scénaie. Oznac¢me jako a, pocet kralik n let po
roce 1869, a to v milionech (uSetfime Sest nul).

a) Pokud by se kralici nerusené mnozili dal, pak by jejich populace zase spliiovala rovnici a,+1 = 4a, neboli
an+1 — 4a, = 0 a pocatetni podminku ag = 24.

Tato homogenni rovnice mé charakteristické ¢islo A = 4 a obecné feseni a,, = u - 4", pocatecni podminka pak
dava a,, = 24 - 4".

b) Druhy scénaf vyuziva informace, Ze se stiilelo 2 - 10° kralikéi ro¢né. MuZeme si to interpretovat tak, Ze je
vystfilime na konci roku, coz dava upraveny vztah a,i1 = 4a, — 2, tedy an41 — 4a, = —2, zase s pocatecni
podminkou ag = 24.

Toto je standardni linedrni rekurentni rovnice, u niz nejprve najdeme feseni piidruzené homogenni tlohy. To uz
jsme udélali ve scénafi a), dostali jsme ap_, = 4" u.

Ted potiebujeme né&jaké partikularni Feseni. Prava strana —2 = —2 - 1™ je kvazipolynom, ktery méa polynom
P(n) = —2 stupné 0, proto pouZijeme Q(n) = A, a ¢islo A = 1, které neni stejné jako charakteristické ¢islo levé
strany. Proto m = 0 a korekce nebude tfeba. Dostdvame odhadnuté feseni a,, = A1™ = A. Spravné A najdeme
dosazenim a,, do dané rovnice:

any1 —4a, = —2
A—4A=-2
—3A=-2 = A=
Mame tedy obecné feSeni nasi rovnice ve tvaru a, = % + 4™u. Kdyz pouzijeme pocateéni podminku ag = 24,
dostaneme % +u =24, tedy u =23 + %

Druhy scénat dava rist populace a,, = % + (23 + %)4" Vidime, ze populace roste pomaleji, ale pofad rychlosti
geometrické posloupnosti 4", takze k néjaké zasadnéjsi zméné nedoslo.

Zajimavé tloha: Zkuste vyfesit stejnou tlohu, ale ted s ubytkem L, tedy vyfeste rovnici a,y1 — 4a, = —L s
podminkou ag = 24. Stejnym postupem dostanete vzorec, ve kterém se objevi parametr L, a poloZte si otazku,
jak velké by L muselo byt, aby jiz a, nerostlo rychlosti 4™ (napovéda: vzorec vyjde a,, = % + (24 — %)4”) Je
vidét, ze byste museli na konci kazdého roku vysttilet 72 miliont kralikdi. Mozna vas napadne, Ze chyba je v tom,

win
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7e je strilime az na konci roku, kdyz se rozmnozi. Bohuzel si ¢lovék nepomiiZe ani stfilenim tieba hned na zacatku
roku. Pak je spravnd rovnice déna a,+1 = 4(a,, — L) = 4a,, — 4L, je to tedy vlastné pivodni ptiklad, jen se efekt L
CtyTtikrat zvétsi. Na zabranéni geometrického ristu by bylo proto tfeba stfilet minimélné % = 18 miliént rocne,
coz je potrad nerealistické.

N 4

metod boje proti sktidctim.

Poznamka: Problém s tim, kdy kraliky strilime, se da fesit tak, Ze pracujeme s mensimi ¢asovymi intervaly.
Mizeme napftiklad uvazovat stav po tydnech b,, dostdvame pak rovnici b,41 = Kb, — L, kde L je hodnota
tydenniho odstielu a K je konstanta pfirozené mnozivosti, ktera samoziejmé souvisi s tou ¢tyfkou za rok. Pokud
bychom nestiileli, bylo by za 52 tydnt K°? krat vice kralikii, proto musi platit K52 = 4. Odtud jiz K snadno
uréime, rovnici lze vyfesit a ro¢ni stavy dostaneme jednoduchym prevodem a,, = bss2,,. Tento model je jiz mnohem
realistic¢téjsi. Lze dokonce pocitat i stav po dnech, pak uz je ale lepsi prejit rovnou na diferencidlni rovnice, kdy
méfime Cas na realné ose, ¢imz se dostavame mimo oblast diskrétni matematiky, toto je hajemstvi matematiky
spojité neboli matematické analyzy.

A

10b.10 Poznamka: Onen prvni model neomezeného rustu kralika dany vztahem a, 1 = Ka, patii pfes svou
jednoduchost k jedném z nejzajimavéjsich a nejpouzivanéjsich modelt, fika se mu exponencialni model, protoze
vede na feSeni ¢ - K" = ¢ - ™57 T kdyz ¢asto vykazuje jen pfibliznou shodu s redlnym jevem, lze jej pouzit k
rychlému orienta¢nimu nahledu, coz byva velice uzitecné. Nékteré popularni situace:

e Mate na Ucté ag = C penéz, kazdy rok se vam to zaro¢i hodnotou r procent. Pak vyvoj financi popisuje
(dokonce pfesné) vztah a,11 = (1 + ﬁ)an.

e Mate-li na zacatku kolonii ag = C' bakterii v Petriho misce, pak jejich pocet po jednotlivych hodinach je dan
vztahem a, 1 = Ka,. Vysledna exponencidla vykazuje dobrou shodu s realitou, dokud neni pocet natolik velky,
ze baktérie za¢nou soupefit o zdroje zivin.

e Totéz lze Tici o libovolné populaci, ktera se volné mnozi, neuziraji z ni predatori a mé dostatek zdroji. I lidstvo
se tak jeden ¢as portiznu mnozilo.

e Kdyz se rozpadne atom uranu 235, vypusti dva neutrony. Kdyz neutron vhodné vleti do dalsiho atomu uranu,
ten se rozpadne a vypusti dva neutrony. Pocet rozpadlych jader po n krocich je dén a,+1 = 2a,, coz vede na 2" a
Fika se tomu jaderny vybuch. Ve skutecnosti je pocet vypusténych neutrontt proménny, udava se v priméru okolo
2.5, ale ten nasobici faktor v rovnici byva mensi, protoze urcité procento neutrond se netrefi do dalsiho atomu a
uleti bez uzitku pry¢. V jadernych elektrarnach se toto snazi podporovat, dokonce neutrony i lapaji. Tento priklad
je samoziejmeé zjednoduseny, ale vystihuje podstatu.

e Radioaktivni prvky funguji tak, Ze se jednotlivé atomy neustale ndhodné rozhoduji, zda se rozpadnou nebo
ne. Jestlize mame a,, atomd, tak se z nich béhem sekundy urcité procento p rozpadne, takze pak uz jich mame
pi1 = (1 — ﬁ)an. Vede to na feSeni a, = c(l — ﬁ)n, které plati i pro hmotnost ¢ hustotu zastoupeni v
jiném materidlu a velice dobfe odpovidé realnému stavu (vétsinou se ale zase pracuje se spojitym Casem a vyjde

exponenciéla ce*). Na tomto vzorci je mimo jiné zaloZena metoda méfeni staif organickych latek ve vykopavkach.

JAN

Piiklad 10b.j: V kapitole o indukci jsme si dokazovali rozliéné sou¢tové vzorce (viz napf. cvifeni 5a.l), ale
poznamenali jsme, Ze na to, abychom dokéazali indukci jejich spravnost, je musime odnékud ziskat. Jedna moznost
byla naznacena v dikazu Véty 9c.3, zde si ukazeme dalsi.

Najdeme vzorec pro »  k=14+2+---+n.
k=1

n

Hledanou hodnotu si ozna¢ime s,, = Y k. Pak plati rekurentni vztah s,+1 = s, + (n + 1), mame tedy rovnici
Sp+1 — Sn = n + 1, evidentné plati poégteléni podminka s; = 1.

Tuto tlohu vyfesime standardnim zptisobem. Nejprve najdeme obecné reseni pridruzené homogenni rovnice
Sn+1 — Sp = 0. Charakteristickd rovnice A — 1 = 0 dava charakteristické ¢islo A = 1 a konstantni posloupnost
{u-1"}22, ={u}>2, jako obecné feseni homogenni rovnice.

Ted najdeme jedno partikularni feSeni. Prava strana je kvazipolynomialni, n + 1 = (n + 1)1", proto lze pouzit
metodu odhadu. Zde je specialni ¢islo A = 1 také charakteristickym ¢islem (jednoduchym), méame tedy korekéni
faktor m = 1 a odhadneme feSeni s,, = n'(An + B)1" = An? + Bn. Dosadime do Fesené rovnice, upravime na
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polynom a porovname koeficienty:
Sp+1 —Spn=n+1
(An+ 1)+ B(n+1)) — (An* + Bn) =n +1
2An+ (A+B)=n+1 = 2A=1, A+B=1= A=B=1.
Maéame tedy partikulérni feseni {%nQ + %n} a obecné Teseni {%nz + %n + “}Zozl' Ted jesté najdeme hodnotu u
tak, aby tato posloupnost spliiovala pocateéni podminku:
81:%—1—%4-’&:1 — u=0.

L 1 . L
Vychézi s, = $n® + 4n = %, COZ je onen zndmy vzorec.

2
A

Priklad 10b.k: Mame k dispozici dva rizné signély lisici se délkou (pipnuti, tfeba jako u Morseovky), jeden
trva 1 ms, druhy 2 ms. Kolik rtznych zprav se da poslat za n ms?

Toto je kombinatoricka tiloha, kterymi se zabyvame v kapitole 11b, je to tedy jakasi upoutavka na to, co prijde,
a zaroven pripominka, ze v doty¢né kapitole ¢tendr najde dalsi priklady s rekurentnimi vztahy.

Oznac¢me jako a, pocet raznych zprav, které lze vyslat za n miliseskund. Uvazujme mnozinu vsech takovych
zprav. Tato mnozina se da rozdélit na dvé ¢asti podle toho, jestli ve zpravé je jako posledni kratky ¢i dlouhy
signal. Pocet zprav, které konci kratkym signalem, je stejny, jako pocet zprav o délce n — 1. Pocet zprav, které
kon¢i dlouhym signalem, je stejny jako pocet zprav o délce n — 2. Dostavame tedy rovnici a,, = a,,_1 + ay,_2 pro
n > 2. Je to zase Fibonacciho vztah!

Jaké jsou pocatecni podminky? Je jen jedna zprava dlouhd 1 ms, a; = 1, zato do dvou ms se vejde bud jeden
dlouhy signal nebo dva kratké, tedy dveé rlizné zpravy, as = 2.

Kdyz si rovnici upravime, a,4+2 — any1 — ap = 0, dostavdme homogenni linearni rovnici 2. fadu s konstantnimi

(552)" +o(58)"

koeficienty, kterou fesime jako v ptikladé 10b.b. Dostavame obecné feseni a,, = u

Pocéatecni podminky nam pak daji hledané partikulérni feseni a,, = % (Lg/g)nﬂ — % (I_T*/g)nﬂ. Je to vlastné
posunuta Fibonacciho posloupost, a,, = F,,+1. Pro ilustraci, je mozné vyslat tfeba 89 rtznych zprav béhem 10 ms
a 987 riznych zprav béhem 15 ms.

A

Priklad 10b.l: Zde si ptiblizime tzv. Joseftv problém: Celkem n lidi stoji v kruhu a postupné jsou vyfazovani
takto: Jeden se urci jako prvni, od néj se pak odpocitava a kazdy k-ty ¢lovék vypadava z kruhu. Pocité se porad
dokola stale se zmensSujictho kruhu, dokud nezistane jeden ¢lovék. Otézka zni: Na jakém misté (v ptvodnim
rozestaveni) stal ten, kdo nakonec ztstal?

O jméno tohoto problému se postaral historik Flavius Josephus. Jednou se pry udajné seslo v jeskyni 41 po-
razenych vzboufenctl, ktefi chtéli timto zptisobem spachat postupné sebevrazdu metodou £ = 3. Mezi nimi byl
i Flavius se svym otrokem, ale z néjakého divodu se nehodlali pfidat k ostatnim s tou sebevrazdou. Vybrali si
proto chytfe mista tak, aby ztstali jako posledni dva, a pak se nendpadné vytratili. O vérohodnosti této prihody
lze opravnéné pochybovat, vsak to byl historik.

My se podivame na verzi s k = 2. Mame n lidi v kruhu oc¢islovanych od 1 do n, rozpoditavaji se prvni druhy a
kazdy se sudym ¢islem vypadava ze hry, dokud se nedojede na konec kruhu, pak to za¢ne byt zajimavé. Protoze
se to bude hodit, zkusme si to rozmyslet. Zacatek kruhu po prvnim prichodu vypada jako 1,3,5,7,... Pokud je n
sudé, tak jako posledni vypadl pan ¢islo n a po ném vypadne pan ¢islo 3. Pokud je liché, tak posledni byl na radé
pan n — 1, pan n (zatim) zustava a jako dalsi vypadava 1.

Oznacime jako J(n) pofadové ¢islo toho, kdo nakonec ztstane jako jediny, pokud se za¢ne s n lidmi. Pfedchozi
rozbor nabizi moznost vytvorit rekurentni vztah.

Jestlize byl na zac¢atku sudy pocet n = 2m, pak se po prvnim priichodu za¢ne vybirat z lidi 1,3,5,..., (2m —1),
kterych je m, zase metodou kazdy druhy. P¥i tom se ale poc¢ita vzhledem k novému poradi K. V jakém vztahu
je toto k puvodnimu poradi k7 Ten, kdo je nyni druhy, mél puvodné ¢islo 3. Nové tfeti mél 5, nové ¢tvrty mél 7.
Vidime, Ze vzorec je k = 2K —1. Vime vSe, co potfebujeme k nasledujici uvaze. Pokud vime, Ze v probraném kruhu
o m lidech nakonec zistane ¢lovék na pozici K, tedy J(m) = K, pak tento ¢lovék zistane i z puvodnich n = 2m lidi
a mél piuvodné pozici J(2m) = 2K — 1. Dostavame tedy pro sudy pocet lidi rekurentni vztah J(2m) = 2J(m) — 1.

Pokud jsme zacali s lichym poétem lidi n = 2m + 1, pak po prvnim kole zbydou 1lidé 1,3,5,7,...,(2m + 1),
kterych je m + 1. Dalsi vypadne jednicka, mame ted m lidi 3,5,7,...,(2m + 1) a z nich se vybird metodou kazdy
druhy. Opét potrebujeme najit pfevodni vztah. Novy prvni mél ¢islo 3, novy druhy mél cislo 5 atd, dostavame
k = 2K + 1. Jestlize tedy z nového poloviéniho kruhu nakonec zustane ¢lovék na nové pozici K = J(m), pak
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to je podle ptuvodni pozice ¢lovék J(2m + 1) = 2K + 1. Pro lichy pocet lidi proto dostdvame rekurentni vztah
J(2m + 1) = 2J(m) + 1. Je to nepiijemné, neméme jednotnou rovnici pro vSechna ¢isla.

Takovéto situace jsme se FeSit nenaucili, nezbyva, nez to néjak odhadnout. Jakou hodnotu méa J pro mala n?
J1)=1,J12)=1,J3)=3,J(4)=1,J(5)=3,J(6)=5,J(7)=7,J8) =1, J9) =3, J(10) =5, J(11) =7,
J(12) =9, J(13) = 11, J(14) = 13, J(15) = 15, J(16) = 1.

Vidime, ze kdyz je n ve tvaru 2%, pak je J(n) = 1, pak se pfidava po dvou. Hypotéza: Jestlize n = 2* + b, kde
b<2%abe Ny, pak J(n) =1+ 2b. Dokazeme to silnou indukei.

Prvni pocateéni hodnoty se shoduji. Ted udéldme indukéni krok.

Uvazujme tedy néjaké n = 2% + b, kde b < 2% a b € Ny. Predpokladame, Ze vzorec pro J z nasi hypotézy je
platny pro vSechna mensi cisla.

Jestlize je n sudé, tedy n = 2m = 2% + b, pak musi byt b sudé a m = 2271 4 %b, kde %b € Ny a %b < 2071
Mizeme pouzit indukéni predpoklad, J(2¢~1 + %b) =2 %b +1=0b+1 atedy

J(n)=J2m)=2J(m)—-1=2(b+1)—1=2b+1,
souhlasi.

Jestlize je n liché, tedy n = 2m + 1 = 2% + b, pak musi byt b liché a m = 2271 + %(b —1), kde %(b —1)eNga
2(b—1) < 27!, Miizeme pouzit indukéni predpoklad, J(2°1 + 2(b—1)) =2 -3(b—1)+1 =10 a tedy

Jn)=J2m+1)=2J(m)+1=2b+1,
souhlasi. Na§ vzorec je tedy spravné.

A

1
2

Tim kon¢i kapitola o linearnich rekurentnich rovnicich. Nakonec jesté jedna nepovind poznamka.

Tyka se zasadniho problému, Ze nase krasné metody jsou k ni¢emu, pokud prava strana neni kvazipolynom, a
dokonce ani homogenni rovnici neumime vy¥esit, pokud nejsou koeficienty rovnice konstantni. Touto problema-
tikou se zabyvaji pokrocilé teorie, my si zde ukazeme dva pripady, kdy se daji pomoci chytrého prevodu pouzit
nase metody.

a) Pokud se v rekurentnim vztahu jen nésobi/déli, pak se da rovnice pfevést na lineadrni pomoci logaritmu.
Ukazeme to na piiklade.

Méme rovnici a,+1 = agin' Po jejim zlogaritmovani dostavame In(an,+1) = 31n(a,) — 2In(a,—1). Kdyz si

n—1
oznacime b,, = In(a,, ), dostavame tak rovnici b, 11 = 3b,, —2b,,_1 neboli b,, ;2 —3b,+1 +2b,, = 0. Charakteristicka
rovnice A2 — 3\ +2 =0 dava A = 1,2 a feSeni b, = ul™ + v2". Pak a, = ebr = ¢vt2"v = ¢u. (e”)2n.

b) Zde se podivame, co se da délat s linedrni rekurentni rovnici 1. fadu, pokud nemé konstantni koeficienty.

Uvazujme nésledujici rekurentni vztah: f(n)a,+1 + g(n)a, = h(n).

Vytvofime funkce Q(n) = g({gglig)@) g(?‘f(il 1_)91()71) , vSimnéte si, ze Q(n+1) = Q(n)g(jf;(j—)l) Kdyz pouzijeme

substituci b,, = g(n)Q(n)a, neboli dosazujeme do rovnice a,, = (n;)& ) tak mame
T e M gmanm ~"™ = g neerm am "™

— anrl +b, = Q(n)h(n)
Dostavame tedy linedrni rekurentni rovnici s konstantnimi koeficienty, kterou pfi trose stésti (kdyz vyjde prava

strana kvazipolynomidlni) dokézeme vytesit. Dokonce lze napsat obecny vzorec. Jestlize zacneme pocatecni

hodnotou b; = —C, pak by = Q(1)h(1) + C, bs = Q(2)h(2) — Q(1)h(1) — C atd., indukci ukdzeme vztah
n—1 ) ] )

(=)"C - Zl(—l)”“Q(Z)h(Z)

= 9(n)Q(n)

Bohuzel, mira nutného $tésti je docela vysokd, naptiklad rovnice a,4+1 — (n+1)a, = n+ 1, kterou jsme dostali
v prikladé 10b.g, dava f(n) = 1, g(n) = —(n + 1), h(n) = n + 1, odtud Q(n) = % a dostavame rovnici
bnt1+bn = % Tim jsme skondéili, kvazipolynom na pravé strané neni a obecny souctovy vzorec vysSe nam
také k pfesnému feseni v uzavieném tvaru nepomuze.

n—1
b, = (—=1)"C — > (=1)""Q(i)h(i). Substituéni rovnice pak dava a, =
i=1

Cviceni
Cviceni 10b.1 (rutinni): Kazdé préazdné pole tabulky reprezentuje rekurentni rovnici, jejiz levou stranu najdete

v zéhlavi sloupce a pravou stranu napravo v oznaceni fadku. Napfiklad prvni pole druhého (prézdného) fadku
davé rovnici a2 — 4an41 + 3a, = (—1)".
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Pro kazdé pole najdéte odhad tvaru partikularniho feSeni (obecny, s konstantami A, B, ..., nemusite to dal fesit).
(nt2 — 4ap1 + 3a, = Gnt2 — 20y = | Gpy2 + 20p41 + ap = L=
[A=1,3] A= -2,2] A= -1 (2x)] /: b,
=n2"
(A =2]
=(-1)"
A =-1]
=(n—2)3"
(A =3]
=n?-1
A =1]
— 2" —92p. (—1)"
[)\ =2, 4]
=1 (-2
A=1,-2]
Cviceni 10b.2 (rutinni, zkouskové): Najdéte obecnd feseni nésledujicich rovnic:
(i) ant2 — 6an4+1 + 8a, = 0 pron > 0; (vii) apt2 — an = 18n 2™ pro n > 0;
(ii) apto —4a, =0 pron > 1; (viii) apy2 + 2a,+1 — 3a, = (5n + 12)2™ pro n > 0;
(iii) apto + ant1 — 2a, = 0 pro n > 2; (ix) ant2 — 4any1 +4a, =13-3" —3 pron > 1;
(iv) apy2 — 6an41 + 9a, = 0 pro n > —2; (X) Gnt1 = ap + 2641 +3-2"—2-(=2)" pron > 2;
(V) ant2 + 9a, = 0 pron > 0; (xi) ants + 3ant2 —4a, =16-2" 4+ 9 pro n > 0;
(Vi) Gni3 — 2Gn42 — Qi1 + 2a, = 0 pron > 1; (xii) apy1 = Gp_1+n—1pron > 2.

Cviceni 10b.3 (rutinni, zkouskové): Najdéte feSeni nasledujicich tloh s poéateénimi podminkami:
i) apq1 = 6a,—1 —an, pron >3, ay = —6, ag = 78;

i) apt2 — an = (8n +18)3" pron > 1, a; = 16, ag = 31;

i) apy1 =4a, —5Sap—1 +2a,_2pron >2,a90=1,a; =1, ay = 2;

iv) apyo +4a, =0pron >0, a9 =0, a3 = 1;

V) i1 =20, —ap_1 —4-(—1)" pron>0,a_1 =0, ay = 2;

vi) apy2 + 2ap41 —3a, =5-2"+8pron>1,a; =5,a2 =9;

(Vii) apt1 = ap +4ap—1 —4ap_o+ (6n —7)(=1)" pron > 2, a0 =2,a1 =4, ag = 7.

(
(
(
(
(
(

Cviceni 10b.4 (rutinni, dobré, zkouskové): Uvazujte funkce dané nasledujicimi rekurentnimi rovnicemi. Pro
kazdou z nich urcete asympotickou rychlost ristu (viz znaceni © z kapitoly 9b) pomoci metod z této kapitoly, ale
bez toho, abyste funkce opravdu pocitali.

(1) f(n+1)=2f(n)+ 2n; (iv) f(n+1) =4f(n) — 3f(n — 1) + n2";
(i) f(n+1) = f(n) + 2n; (v) f(n+1) =4f(n) = 3f(n —1) +3";
(iii) f(n+1) =4f(n) —3f(n—1) + 2n; (vi) f(n+1)=4f(n) —3f(n—1)+4".

Cviceni 10b.5 (rutinni, dobré, zkouskové): Najdéte pomoci rekurentnich vztaht explicitni vzorce v uzavieném
tvaru pro nasledujici sumy:

n n
() 1+4+7+10+ -+ @n+1) = 3 36+ 1) (in)1+3+6+10+~--+%:§1%;
() T4+A+ A2+ + A" = > A pro A # 1, (v) 12432+ +(2n+1)2= > (2k+1)2
k=0 k=0

Cviceni 10b.6 (poucné): Nastupni plat je 20,000. Ve smlouvé je kazdoro¢ni zvysSeni platu o 5 procent kvili
inflaci plus zvysSeni o vérnostni ¢astku 1000. Kolik je plat po n letech?

Cviceni 10b.7 (poucné): Vezmeme si hypotéku H korun. Je tro¢ena mési¢né tirokem r procent, na konci mésice
se plati splatka S. Necht H (k) je dluzné ¢astka po k mésicich splaceni.

(i) Najdéte rekurentni vztah pro H(k), uréete poc¢ateéni podminku a vzniklou tlohu vyfeste.

(ii) Urcete dluznou ¢astku po 2 letech, jsou-li idaje H = 3-10°, r = 0.5 (tedy ptil procenta za mésic), S = 13000.
Kolik je ro¢ni irokova mira?

(iii) Obecné najdéte vzorec, jak vysoka musi byt splatka S, aby dluzna ¢astka ubyvala.

Cvic€eni 10b.8 (dobré, pou¢né): Necht A, je matice dand a;; = 2 pro vSechna i, a;; = 1 pro |i —j| = 1 a
a;; = 0 jinak (tedy 2 na diagonale, 1 v mistech hned vedle diagonaly a 0 jinde). Najdéte rekurentni vzorec pro
dp, = det(A,).
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k—1
Cviceni 10b.9 (rutinni, pouc¢ny): Dokazte, Ze kdyz posloupnost {a, };2,, Tesi rovnici anix + D CiGnyi = by a
i=0
k—1 .
posloupnost {an }pZ,,, Tesi rovnici anir + D cianyi = by, (stejna leva strana), pak posloupnost {a, + G, }pZ,,
i=0
k—1 N
fesi rovnici a4 + Y. Ciany; = by + by
i=0
Reseni:
10b.1:
any2 — 40n41 + 3an = Opi2 — 20, = apy2 + 20n41 + G = L=
A=1,3] A =-2,2] A= —1(2x)] =b,
(An + B)2" n(An + B)2" n2(An + B)2" :[’; 2_"2]
A(-1)" A(-1)" 2A(-1)" = (="
! A =-1]
n n 2 n =(n—2)3"
n(An + B)3 (An + B)3 n’(An + B)3 D=3
— 2
n(An? + Bn + C) (An? 4+ Bn + C) (An? 4+ Bn + C) _[;\l_ 1]1
A2 4 (Bn + C)(—1)" | A2" 4 n(Bn + C)(—1)" | A2" + n2(Bn + C)(~1)n | =2" —2n-(=1)"
(A =2,4]
nA + B(~2)" A+ nB(=2)" A+ B(=2)" _[i :(1_3)2]
10b.2: (i): (A —2)(A —4) =0, {2"u+ 4"v}22 4; (il): A =2)(A+2) =0, {2"u+ (—2)"v}22 ;;
(ii): (A+2)(A—1) =0, {ut+ (—2)"0kgr (W) (A= 3)% = 0, {(un +v)3 1Sy
(v): (A =3i)(A+3i) =0, {(ucos(n}) + vsin(n 2))3”}n o’
(Vi) A=1)A+ DA =2)=0, {u+ (—1)"v +2"w} ;;

+1) =0, apn, = u+ (—1)"v; odhad a,, = (An + B)2", {(6n — 16)2" +u + (—1)"v}22;

+3) =0, apn = u+ (=3)"v; odhad a,, = (An + B)2™, {n2" +u + (—3)" v} q;

0, apn = n2"u + 2"v; odhad a,, = A3" + B, {13-3" — 3 4+ n2"u+ 2"v} ;;

(x): prepis: apt2 — apt1 —2a, =6-2"+4-(=2)" pron > 1; (A —=2)(A+1) =0, apn = 2"u+ (—1)"v; odhad
an = ntA2" + B(=2)", {n2" + (=2)" + 2"u + (—1)"0};

Xi) A=1)(A+2)%2 =0, ap.n, = u+(—2)"v+n(—2)"w; odhad a,, = A2"+n' B, {n+2"+u+(=2)"v+n(-2)"w} y;
) prepis: a2 — an = n =n-1"pron>1 (A—-1)(A+1) =0, ap, = u+ (—1)"v; odhad a,, = n(An + B),
n? — fracl2n +u + ( }

b.3: (i): prepis: an42 + an+1 — 6an =0pron>2; (A=2)(A+3) =0, {2"u + (—3)"v}2,, po¢. podm. davaji
{3-2" —2(=3)"}5Ly;

(ii): A=1)(A+1) =0, apn = u+ (—1)"v; odhad a,, = (An + B)3"™, {n3" +u + (—1)"v}22,, po¢. podm. davaji
[n3" + 1312,

(iii): pfepis: ant3 — 4ania + dant1 — 2a, = 0 pron > 0; (A — 1)2(A — 2) = 0; {u + nv + 2"w} 5; poé. podm.
davaji {2" — n}>2 ;

(iv): (A —2i)(A +2i) =0, {(ucos(nZ) + vsin(n ))2"} _o; po€. podm. davaji {2n~ 1sm(n2)}zo:0,
je to {0,1,0, —4,0, 16,0, —64,0,...};

(v): pfepis: ani2 — 2an41 +ap, = 4-(=1)" pron > —1; (A —1)2 = 0, ap,, = u + nv; odhad a, = A(-1)",
{(=1)" 4+ u+nv}se_4, po. podm. davaji {(—1)" +1}22 _,, je to {0,2,0,2,0,2,0,2,...};

(vi)y A =1)(A+3) =0, apn = u+ (=3)"v; odhad a,, = A2" + n!'B, {2" + 2n + u + (=3)"v}°, po¢. podm.
davaji {2" 4+ 2n + 1}72;

(vii): prepis: ap+3 — Gny2 — 4ant1 +4a, = (6n+5)(—1)" pron > 0; (A —1)(A —2)(A+2) =0,

ap.n = u+2"v+ (—2)"w; odhad a, = (An+ B)(=1)", {(n+1)(=1)" +u+2"v+ (—2)"w}>,, po¢. podm. davaji
[+ 1)(—1)m + 27+ — ()l

10b.4: (i): char. ¢isla: A = 2, proto hom. fes. f(n) = 2"u. Odhad pravé strany: f(n) = An + B, proto obecné
feseni bude tvaru f(n) = 2" + An + B. Protoze 2" > (2n + 1), bude f(n) = ©(2").

(ii): char. ¢isla: A = 1, proto hom. fes. f(n) = u. Odhad pravé strany: f(n) = n(An + B), proto obecné FeSeni
bude tvaru f(n) = u+ An? + Bn. Mame f(n) = ©(n?).

(iii): char. ¢isla: A = 1,3, proto hom. fes. f(n) = u + 3"v. Odhad pravé strany: f(n) = n(An + B), proto obecné
feseni bude tvaru f(n) = u + 3"v + An? + Bn. ProtoZe 3" > (An? + Bn + u), bude f(n) = ©(3").
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(iv): char. ¢éisla: A = 1, 3, proto hom. fes. f(n) = u + 3"v. Odhad pravé strany: f(n) = (An + B)2", proto obecné

feseni bude tvaru f(n ) =u+3"v+ (An + B)2". Protoze 3" > (An2" 4+ B2" + u), bude f(n) = ©(3").

(v): char. ¢éisla: A = 1,3, proto hom. es. f(n) = u + 3"v. Odhad pravé strany: f(n) = An 3", proto obecné feseni

bude tvaru f(n) = u+ 3"v + An3"™. Mame f(n) = ©(n3").

(vi): char. ¢isla: A = 1,3, proto hom. fes. f(n) = u+ 3"v. Odhad pravé strany: f(n) = A-4", proto obecné feseni

bude tvaru f(n) = u+ 3"v + A - 4". Protoze 4" > (3" + u), bude f(n) = 0(4™).

10b.5: (i): spi1 = Sp + (3n+4) a so = 1; sp,n = u, odhad s, = n(An + B) = An? + Bn, po dosazeni A = 2,

B= g, Sp = %n2+ %n—i—u. Poc¢. podm. dau=1, s, = w

(ii): Spt1 = sp+ A"t a sg = 1; sy, = u, odhad pro s,11— s, = A-AN"aX#1jes, = ANF| po dosazeni A = ﬁ,
n+1

_ﬁ7 1?—)?

(iii): Spy1 = Sp + M a sy = 1; sp.n = u, odhad s, = n(An? + Bn + C) = An® + Bn? + Cn, po dosazeni

Sp = ﬁ)\n + u. Poé. podm. d4 u = 5y =

A:%,B:%,C g;),snfgn—l—n—l—n—i—uPocpodmdaufOs—M

(iv): Sp+1 = Sn + (2n +3)2 a sp = 1; spn = u, odhad s, = n(An? + Bn + C) = An® + Bn? + Cn, po dosazeni
A=%2B=4,C=%4 s, =30 +4n* + n+u. Poc. podm. dd u=1, s, = (”H)(Q”;rl)(%w).

10b.6: P(n+ 1) = 1.05 - P(n) + 1000, P(0) = 20000.

Homogenni: P(n+ 1) —1.05- P(n) = 0, A = 1.05, Py(n) = (1.05)™.

Odhad kvazipolynomidlni pravé strany: P(n) = A, dosadit, —0.05A4 = 1000, A = —20000, proto

P(n) = u(1.05)" — 20000. Poé. podminka d4 40000 = u. Proto P(n) = 40000 - (1.05)" — 20000.

10b.7: (i): H(k+1) = (14 155)H(k) — S, H(0) = H; ozna¢me R =1+ 155.

Homogenni: H(k + 1) — RH(k) = 0, A = R, Hy,(k) = uR". Toto popisuje riist dluhu bez spléatek.

Odhad kvazipolynomialn{ pravé strany: H(k) = A, dosadit, (1 — R)A = —S, A = 52195 [ (k) = uRF 4 1005,
Po¢. podminka: H — 195 = 4. Proto H (k) = (H — 1222) (1 + ﬁ)k + 1005
(ii): H(k + 1) — 1.005H (k) = 15000, H(0) = 3000000;

Kdyby se nic nesplacelo, byla by dluzné ¢astka za rok (1.005)'2H(0), tedy ro¢ni tirok je 100-((1.005)*2 —1) ~ 6.17.
Po dvou letech je dluh H(24) = 400000 - (1 005)24 + 2600000 ~ 3025000.

(iii): Je potieba H — 1095 < 0 tedy S > .

10b.8: Rozvoj podle prvmho sloupce a pak prvniho fadku

2. 100 -0 210 --- 0 1 0 0 0
1210 0 2 1 0

1 21 -+ 0 1 21 0
0 121 0 01 2 - 0 0 1 2 0 12 -0
dnt1=10 0 1 2 o =277 7 1 o R .:2d”71'1'33~-- |
I 0 O 2

0000 .. 2 0 0 0 2 0 0 0 2

tedy dn+1 = 2dn — dn—l-
10b.9: Dosadte a,, + a, do levé strany rovnice, roznasobte, shromézdéte k sobé vSechna a,, a vSechna a,, a pak
pouzijte predpoklad, viz dikaz Véty 10a.4.

10c. Dalsi rovnice (Master theorem)

Mnohé rekurzivni algoritmy pouzivaji metodu ,rozdél a panuj“ (divide-and-conquer). Problém velikosti n se
rozdéli na a mensich problémt velikosti 7 (redlné nejblizsi celé ¢islo k 7, tieba [%W) Ty se vytesi a jednotlivé
vysledky je pak jesté tfeba zpracovat, to taky néco stoji, takze typicka rovnice pro narocnost je a, = a-a, ,+g(n).
Byvé tradiéni pouzivat v této souvislosti funkce, takze spis vidime rovnici f(n) =a- f(%) + g(n). Tato rozhodné

neni linearni.

Priklad 10c.a: Zde se podivame, kolik porovnavani nas stoji binarni vyhledavani v seznamu o délce n, ozna¢me
to f(n). Bindrni vyhledavani pracuje s uspofadanym seznamem (dle abecedy, velikosti atd.), takze kdyz hledame v
seznamu o velikosti n, mtiZzeme se podivat na prvek uprostied a hned zjistime, zda hledany objekt je v prvni nebo
druhé poloviné seznamu. Na pfislusnou polovinu (o velikosti ) pak zase posleme binarni vyhledavani, pokud ale
neni prazdna (pak bychom fekli, Ze hledany objekt v seznamu neni, ovéfeni nas stoji dalsi porovnani). Vidime,
ze hledani v seznamu o n polozkach vyzaduje tolik porovnavani, kolik hledani v seznamu poloviécnim plus dvé
porovnani, mame tedy f(n) = f(%) + 2, coz je presné rovnice typu, ktery v této kapitole budeme zkoumat.
Protoze jsme o tom je$té nic nevymysleli, zkusime na to jit selskym rozumem.

Nejprve se zbavime zlomku. Problém, zda zaokrouhlovat nahoru ¢i doltd, vyfesime elegantné tim, Ze se omezime
(zatim) na n suda, pak lze rovnici pfepsat jako f(2n) = f(n)+2. Kdybychom pouzili posloupnosti, dostali bychom
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Gop, = @y + 2, coz je opravdu rekurentni rovnice, ale rozhodné neni linearni. Vidime, ze problémy tohoto typu jsou
nééim jinym, nez jsme zatim probirali.

Vyhoda nového zapisu f(2n) = f(n) + 2 je v tom, ze jsme se vyhli zlomkim. Nevyhoda je, Ze ndm tato rovnice
neumoznuje zjistit hodnoty pro vSechna n. Zkusme se intuitivné podivat, co pro nezndmou funkci dostavame.

Zatneme pocateéni hodnotou pro jednoprvkovy seznam f(1) = 1 (prosté se podivame, jestli ten jeden prvek
v seznamu je nebo neni to, co hledame). Pak umime najit f(2) = f(2) +2 = f(1) + 2 = 1 + 2, podobné
fA=f3)+2=72)+2=01+2+2, f®) =f(5)+2=(1+2+2)+2, f(16) = (1 +2+2+2) + 2 atd.
Naopak tfeba f(6) neziskdme, protoze f(6) = f(3) +2 a f(3) nezname. Vidime, Ze doty¢ny rekurentni vztah ndm
dava f(n) pro n typu n = 2*, mizeme si tipnout, ze pak f(n) = 2k + 1. Tento vysledek neni uspokojivy, protoze
se v ném znenadani objevuje k, zatimco proménné ve funkci je n. Z rovnice n = 2* si ovSem k dokazeme vyjadfit
jako k = log,(n) a dostaneme f(n) = 2log,(n) + 1. To znamena, ze binarni vyhledavani je dost rychlé, podstatné
rychlejsi nez pfima timéra k délce seznamu.

Jaka je narocnost pro jina n? To je néco, co ndm doty¢né rovnice ptimo nefekne, zalezi to na konkrétni interpretaci
toho zlomku 7. Zatim to odlozime.

Shriime si poznatky, které budou hrat vyznamnou roli ve zbytku kapitoly: Jde o zcela novy typ problému, ktery
po vhodném pfepisu do tvaru f(bn) = af(n) + g(bn) dava (pfi trose Stésti) rozumnym zpusobem hodnoty pro
proménné n = b*. Uréeni f(n) pro ostatni n neni zjevné a pozdéji na tom budeme muset zapracovat.

A

Rovnice tohoto typu jsou v teorii algoritmu velice uzite¢né (viz dalsi pfiklady ¢ cviceni 10c.4). NeZ zacneme
vytvafet teorii, podivame se na  homogenni rovnici“, tedy na ptipad, kdy g(n) = 0. ZkuSenost ¥ika, ze by mél byt
nejsnazsi.

Piiklad 10c.b: Piedpokladejme, Ze funkce f je dand vztahem f(n) = a - f(%), kde a >0abe N, b>2
Zkusime nalézt f pomoci iterovani vztahu z definice.
Jestlize je ¢islo n ve tvaru n = b*, pak miizeme rekurzi najit

1) = ar () = ar. 102 = ar(5) = af) = 210, 107 = af ) = a*1(0)
FOF) = af0F) = a?f(BF72) = o = "L f(b) = 0" F(1).

Dtikaz spravnosti vzorce provedeme indukei na k, dokazujeme tvrzeni V (k): f(b%) = a* f(1).

(0) Pro k = 0 plati f(b°) = f(1) = a®f(1), to souhlasi.

(1) Pfedpoklddejme, Ze pro néjaké k € Ny plati f(b*) = a” f(1). Pak podle definice

FO) = a- (M) =a- f(1Y) = a-abf(1) = a*H ().

Dokéazali jsme tedy pro vSechna k € Ny implikaci V(k) = V(k + 1), cimz je ditkaz indukei ukoncen a vysledek
f(n) = a*f(1) je potvrzen. Opét se zbavime k ve vysledku: Jestlize n = b*, pak k = log,(n), po dosazeni méme
F(n) = alo®m) (1),

Kam tato funkce zapada na nasi obvyklé skdle (mocniny, geometrické posloupnosti, faktorialy atd.)? To uvidime,
kdyz si tento vyraz prepiseme:

alo8:(") = (plose(@)ylog, (n) — plogy(a)log,(n) — (plogy(n))logy(a) — plog,(a)

Proto pro é&isla typu n = bF plati f(n) = n'°8(®) f(1). Toto je velice vyhodny tvar, &isla a,b jsou totiz konstanty
znamé ze zadani, takze n'°%(%) f(1) je jist4 mocnina n.

D4 se ukazat (udélame to pro obecnéjsi piipady nize), ze se tato rychlost ristu zachova i pro ostatni ¢isla n € N.
Funkce dané touto nejjednodussi rovnici tedy rostou polynomialni rychlosti n'°%(®) neboli f (n) = @(nlogb(“)) (viz
kapitola 9b).

Je dobré si v§imnout, ze pokud a = 1, tak dostavdme ©(n°) = O(1), coz tik4, %e funkce by méla byt omezend a
nikam nertst. Kdyz pouzijeme pfesné vyjadieni vysledku, tak dokonce vidime, Ze f je presné konstantni funkce na
M: f(n) =a*f(1) = f(1). Je to ostatné vidét i piimo z rovnice, ktera pak iika f(bn) = f(n) a tedy f(b) = f(1),
F8) = 10) = 51 atd

Tento priklad byl dtlezity, protoze ukézal hlavni ingredience nasi dalsi prace, zejména ten zavérecny prevod na
mocninu n budeme opakované pouzivat. Radéji si jej zvyraznime:

Fakt 10c.1.

Necht b € N spliiuje b > 2, necht a > 0. Pro viechna n € N plati: Jestlize n = b* pro néjaké k € Ny, pak
k _ plogy(a)
a®=n .

10c.1, 10c.b 28 10c.1, 10c.b



Diskrétni matematika 10c. Dalsi rovnice (Master theorem) pHabala 2012

Dalsim a hlavnim tkolem je zjistit, co se stane, kdyz g(n) neni nulové. Postup z piikladu 10c.b 1ze zopakovat a
dostaneme obecny vysledek.

Lemma 10c.2.
Necht b € N, b > 2. Necht f(n) je funkce definovana pro n € M = {b*; k € Ny}. Pfedpokladejme, Ze existuje
a € R, a > 0 a funkce g na M takova, Ze

fn)=a- f(%) +g(n) pro vsechnan e M, n > 1.
Pak pro n = b* € M plati

f(n) = a* f(1) + ]ilaig(;).

Dukaz (poucny): Zase aplikujeme postup s opakovanym pouzitim rekurentni rovnice, dokud nedojdeme k f(1).
n 7 n n n
) = af (3) +9(n) = alaf (L) +9(5)] +9m) = a2 (55) +ag(3) + 9

_ 2 5 _ 3e(
=a?los (§) +o(5z)] +a0(§) + o = s (G5) + () + a0 (F) +on) =
e k1 n n n a
= () o o) oo v ato(g) vaa(f) +ofa(f5) o =t
Ta pasaz se tfemi teckami samoziejmeé zpusobuje, ze toto neni Zadny dikaz. Poskytlo nam to nicméné kandidata,

spravnost vzorce ted dokézeme indukci na k. Ukdzeme, Ze funkce f dand timto vzorcem spliiuje danou rovnici.
0

(0) k= 0: £0°) = (1) + 5 a'g (37) = 1(2) + 0 = ).

V té sumé se scitd pres prazdnou mnozinu, coz je automaticky 0.
k

k—1
(1) Piedpokladejme, Ze plati f(b*) = a®f(1) + > a@(%@.). Pak mame
i=0

k+1 bk+1 k+1 k k+1 k = % bk k+1
FOY) = a- f(75=) + ") = a- f05) + g0 = a- (aFF (1) + Y a'g () ) + 96
=0
k+1 = bt k+1 j=141
:a+f(1)+2a’+lg(bi+1>+g(b+): i=0 — j=1
i=0 i=k—1= j=k
(k+1) 1 b’““

s S5 () s s 5

Spravnost vzorce je dokazana.

).

U

Tento vzorec nedava hledanou funkci v pékném tvaru, nastésti umime pro nejobvyklejsi typy funkce g(n) najit
kompaktnéjsi vyjadieni.

P¥iklad 10c.c: Necht b € N, b > 2, uvazujme funkci f danou na mnozing M = {b*; k € No} rekurzivnim
vztahem f(n) =a- f(@) + g(n) pron > 1.
1) Nejprve analyzujeme situaci, kdy g(n) = ¢ pro né&aké ¢ € R. Lemma 10c.2 Fik4, Ze pro n = b* mame
f(n) =d"f(1) + Z a‘c. Ted jsou dvé moznosti.

=0
la) Pokud a = 1, tak dostaneme f(n) = f(1) + k¢ = f(1) + clog,(n). Funkce tedy na M roste logaritmickou
rychlosti.

Poznamenejme, ze zaklad logaritmu zde nehraje zésadni roli, protoze jej umime prevést na jakykoliv jiny diky
vzorecku log,(n) = ¢, plogg(n), kde ¢, p = log,(B). V computer science jsou popularni logaritmy o zakladu 2,
takze muzeme psat f(n) = f(1) + clog,(2) logy(n). Vzhledem k tomu, Ze pfi zkouméni ristu funkei nas nésobici
kladné konstanty nezajimaji, ndm ten ¢len log, (2) nevadi. Lze tedy konstatovat, ze f(n) = O(logy(n)) pron € M.

Mimochodem, presné sem zapadé rovnice z ptikladu 10c.a, vysledky souhlasi.
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1b) Pokud a > 1, pak pomoci vzorce z Véty 9c.2 a Faktu 10c.1 dostavame
ok 1fak_k ¢ c _log(a)( _ c) c
F) = a*f(1) + e = 0" (f(1) = ) + 7o = 0@ (F(1) = ) +

Zatimco tedy v prvnim piipadé a = 1 plati f(n) = O(logy(n)) (logaritmicky rist), ve druhém piipadé mame
f(n) = ©(n'°e+()) (polynomialni rist), zatim samozfejmé pouze na M.

Vsimnéte si, ze ve virazu n'°% (%) uz se zakladem logaritmu pohybovat beztrestné nelze, protoze vznikla konstanta
uZ nebude nezajimava, ale podstatné ovlivni rychlost riistu tim, Ze ndm umocni n: nl°g (") = (nlogb(Z))log2 ("), Takze
to nechame pékné tak, jak to vyslo.

Jesté bychom méli prozkoumat pfipad 0 < a < 1, ale nemé to moc smysl. Pak totiz dostdvame stejny vzorec
jako v ¢asti 1b) a pro 0 < a < 1 v ném plati a* — 0, pro velka n je tedy funkce f v zasadé konstantni. Najdou se
algoritmy, které trvaji v zasadé stale stejné, at je na vstupu cokoliv (t¥eba algoritmus, ktery na kazdy vstup reaguje
vypsanim ,,Dnes nemam naladu® a skonéi), ale na takové algoritmy asi ptes rekurentni vzorce stejné neptijdeme.
Vétsina autori proto predpoklada automaticky, ze ve studovanych rovnicich je a > 1, za¢neme to také délat.

Posledni poznamka: Jak to bude s vysledky, kdyz ¢ = 0, neboli méame homogenni pfipad feseny v prikladé 10c.b?
Dosazenim ¢ = 0 do vzorci, které jsme zde odvodili, dostaneme stejné vysledky jako v onom pfikladé, takze je
vSe v poradku.

2) Ted budeme analyzovat situaci, kdy g(n) = cn? pro néjaké ¢ € R — {0}, d € N. Lemma 10c.2 pak pro n = b*
dava
k—

F(n) = a" f(1) + ki aic(g)d = a" (1) + cn? Z(%)
1=0

Ja

=

Opét s¢itame geometrickou posloupnost, takze musime rozebrat dva piipady.

2a) Jestlize a = b?, pak dostaneme
k—1
f(n) =a*f(1) + en? Z 1=a"f(1) + enk = n'°%(@ £(1) + en?log, (n).
i=0
Vsimnéte si, ze a = b? znamend log,(a) = d, takze dostavame f(n) = n?f(1) + cnlog,(n).
2b) Druhy piipad je, ze a # b?, tedy l% # 1 a geometricky soucet ziskdme pomoci vzorce z Véty 9c.2. V néslednych

tipravach se nam pak kromé Faktu 10c.1 bude hodit pozorovani, ze (%)% = (b*)¢ = nd.

k k
1—(&)F bt — pd_a pd _ pda”
_ kK d i)k d [CRLE” d nd
f(”)—af(l)-i-cn-W_af(l)—{—cn-W_af(l)+cn.W
k d d d d
ok oaq ch d cb® g (a) _ ch d cb
=abf(1) —nt G e =l (f(1) bd—a)+n .

3) Prvni ¢ast byla dobré jako pfiprava na tézsi ¢ast 2), nicméné se nabizi otédzka, zda to nebylo zbytecné. Kdyz
ve vysledku ¢éasti 2) pouzijeme d = 0, dostaneme stejné vzorce jako v ¢asti 1)? Ano. Je tedy mozné udélat obecny
ZAver.

Vysledek: Necht g(n) = cn pro c € R — {0} a d € Np.

Jestlize a = b?, tak f(n) = n?f(1) + cnlog,(n).

Jestlize a # b?, tak f(n) = n'°g(2) (f(l) - debda) + nd debda.

Vsimnéte si, ze jsme vyloucili moznost ¢ = 0. V této verzi vysledku se totiz soustfedime na parametr d, coz u
homogenni rovnice nem4 smysl, tieba proto, ze libovolné d bude vyhovovat: Plati g(n) = 0 = On? pro vsechna
d, ¢imz by vznikl problém se zafazenim do spravné varianty v nasem vysledku. VSimnéte si nicméné, ze kdyz
dosadime ¢ = 0 do druhého vzorce, tak dostaneme presné vysledek z prikladu 10c.b. Je tedy mozné do tohoto
pfipadu zahrnout i moznost ¢ = 0, bude se ndm to hodit pozdéji.

A

Priklad nam poskytl zajimavé vzorce, zasadni problém ovSem je, Ze jsme dostali funkci pouze na mnoziné M,
ale algoritmy se pouzivaji pro n i mimo tuto mnozinu. Funkce naro¢nosti tam ma urcité néjakou hodnotu, ale z
rekurentni rovnice ji nedostaneme, zéalezi to na tom, jak se v konkrétnim algoritmu fesi rozdélovani na b ¢asti. Zde
si pomizeme dvéma zjednodusenimi. Za prvé, nas vlastné ¢asto nezajiméa presny vzorec pro f, ale odhad rychlosti
ristu, coz uz jsme ostatné délali v predchozich prikladech nebo ve cvic¢eni 10b.3. Diky tomu nepotiebujeme tplné
presnou informaci, staci jen priblizna. Tu ziskame z dalsi iivahy, je totiz rozumné predpokladat, Ze f nikde neklesa
(coZ se u naroc¢nosti algoritmu da ocekavat). Pak uz lze vysledky ziskané v ptikladé 10c.c vztahnout na vSechna
n.
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Véta 10c.3. (The Master theorem)

Predpokladejme, Ze neklesajici nezdpornd funkce f na N spliuje rovnici f(n) = a - f(%) + cn? na mnoziné
M = {b*; k € N}, kde b € N splituje b > 2 a a,c € R, d € Ny jsou konstanty splitujici a > 1 a ¢ > 0. Pak plati
nasledujici:

(i) Jestlize a > b?, tak f(n) = O(n'o8s(®),

(ii) Jestlize a = b?, tak f(n) = ©(n?logy(n)).

(iii) Jestlize a < b?, tak f(n) = O(n?).

Diikaz (poucny): (i): Jestlize a > b?, tak podle piikladu 10c.c mame pro n € M vzorec f(n) = c¢;n'°8(®) 4 cond,
kde ci,co € R jsou konstanty nezavisejici na n. Z a > b¢ plyne log,(a) > d, proto prvni séitanec pievazi
nad druhjm a funkce f(n) roste jako ¢;n'°%(®)  pokud tedy toto ¢islo neni nula. Co o ¢; vime? Mame ¢; =
f(1)— %, kde f(1) > 0 (f je nezdporna), zlomek je pak diky piedpokladéim ¢ > 0, b > 0 a a > b? zdporny
a odcitame jej, tedy ¢; > 0. Prvni ¢len proto nezmizi a je nasoben kladnym ¢islem, lze tedy fict, ze funkce f(n)
roste jako n!°g (@),

Proto existuji konstanty C; < Cy takové, ze pro n € M mame C1n'°%(®) < f(n) < Cynlo8(@), Pro n = b* to
znamend, ze Cra® < f(b*) < Caa”.

Nyni tento odhad roziiiime i na ¢isla v mezerach mnoziny M. Pfipomeiime, Ze pro b* mame a* = (b¥)1o8s(2),

Vezméme libovolné n € N, n > b. Pak existuje k& € N takové, 7e b¥ < n < bt a mizeme odhadovat
nasledovné:

f(n) < f(ka) < Opad® Tt = aCyak = aC’g(bk)logb(a) < aCynloss(@)

Fn) > F04) > Cra = gkt = D prriyone > Dpps
Oznac¢me D = % a Dy = aCy. Pravé jsme dokézali, Ze pro n € N, n > b plati Dyn!%(®) < f(n) < Daynlogs(a)
Odtud uz plyne, ze podobny odhad (jen mozné s jinymi konstantami) plati i pro vSechna n € N. Mame
f(n) = ©(n's ().

(ii): Jestlize a = b?, tak podle pitkladu 10c.c méame pro n € M vzorec f(n) = f(1)n¢ + en?log,(n). Druhy
¢len pro velkd n prevazi a koeficient c je kladny, proto existuji konstanty Cy < Cs takové, ze pro n € M mame
Cin?log,(n) < f(n) < Canlog,(n). Pro n = b* to tedy znamena, ze C1b%k < f(d*) < Cob*k.

Tento odhad zase rozsifime. PouZijeme pfitom s tspéchem ekvivalentnich nerovnosti k + 1 < 2k a k >
které evidentné plati pro k£ > 1.

Vezméme tedy libovolné n € N, n > b. Pak existuje k € N takové, ze b*¥ < n < b¥t1 a muzeme odhadovat
takto:

k+1
2

f(n) < FOOFY) < CobHD (k4 1) < Cob® b2k = 2090, (bF)k < 269Cyn?log, (n),
BEL L L) k1) > St logy(n).
Oznac¢me D; = 2% a Do = 20%Cy. Dokéazali jsme, 7e pro n € N, n > b je Dinlog,(n) < f(n) < Danlog,(n),
tedy f(n) = ©(nlog,(n)).

(iii): Jestlize a < b, tak podle piikladu 10c.c mame pro n € M vzorec f(n) = c1nt©8(@) 4 eond kde ¢q,¢0 € R
jsou konstanty nezavisejici na n. Z a < b% mame log,(a) < d, proto druhy séitanec prevazi nad prvnim, pokud

tedy neni nasoben nulou. Méame co = %, z predpokladii ¢ > 0,b > 0 aa < b? tedy dostavame co > 0 a funkce

f(n) opravdu roste jako n?. Proto existuji konstanty C; < Cq takové, Ze pron € M mame C1n? < f(n) < Cyn.
Pro n = b* to tedy znamend, ze C1b8% < f(b*) < Cybk.

Zase toto rozsifime. Vezméme libovolné n € N, n > b. Pak existuje k € N takové, ze b* < n < b**!, a miizeme
odhadovat nasledovné:

Fn) < FOFT) < Cob D = paCobkd = p?Cy(6%)? < b?Con,
C

Cq Cq 1
J(m) > FF) = CobH = bRt = L@ >
Oznadéime-li D; = % a Dy = b0y, tak jsme pravé dokazali, ze pro n € N, n > b plati Din? < f(n) < Dan? a
tedy f(n) = O(n?).
O

Interpretace: Za¢neme tim, Ze je-li funkce f déna nejjednodussim homogennim vztahem f(n) = a - f (%), pak
mé rist ©(n'°%(?), viz pitklad 10c.b. Pokud néco na pravou stranu piidame, pak nam disledek tohoto kroku
odhaluje pravé dokazana véta. Porovnava pritom a s b?, coz je ekvivalentni s porovnanim log,(a) a d. Véta tedy
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porovnava ,prirozeny rist® s tim, co jsme ptidali. To je velmi prakticky pohled na véc, proto si tak Vétu prepiseme
a zaroven do zdvéru zahrneme i onen homogenni pfipad, ktery jsme ve vété predpokladem ¢ > 0 vyloudili (viz
poznamka na konci piikladu 10c.c).

Disledek 10c.4.
Predpokladejme, Ze nezaporné neklesajici funkce f na N spliiuje rovnici f(n) = a - f(%) + cn? na mnozingé

M = {V¥; k€ N}, kde b € N splituje b > 2 a a,c € R, d € Ny jsou konstanty splitujici @ > 1 a ¢ > 0. Pak plati
nasledujici:

(i) Jestlize d < logy(a) nebo ¢ = 0, tak f(n) je ©(nloss(@)).

(ii) Jestlize d = log,(a), tak f(n) je ©(n'°&:(4) log,(n)) = O(n%log,(n)).

(iii) Jestlize d > log,(a), tak f(n) je ©(n?).

Vidime tedy, ze pokud na pravou stranu nepfiddme moc (mald mocnina), tak se nic nestane, funkce roste stejné
rychle, jako kdybychom na pravou stranu nepfidali nic. Pfevazuje tedy pfispévek od homogenni rovnice. Jakmile
ale pfesdhneme urcitou mez, tak zcela pfevazi to, co jsme na pravou stranu pfidali. Zajimavy je onen okamzik
prechodu, vysledny vzorec je rychlejsi nez jak prispévek od homogenni rovnice, tak prispévek od pravé strany
(jsou stejné), jako by se navzajem posilovali.

Pfi zkoumani algoritmt nam tedy po nalezeni vhodného rekurentniho vztahu véta 10c.3 (¢i jeji dusledek) oka-
mzité a bez jakékoliv dalsi prace dava presné to, co nas zajima. Jeji nazev je tedy pripadny.

Priklad 10c.d (pokracovéani ):  Vratime se k binarnimu vyhleddvani. Odvodili jsme rovnici f(n) = f (%) + 2.
Parametry jsou a = 1, b =2 a d = 0, neboli a = 1 = b%, mame také log, (a) = log,(1) = 0 takze ndm Véta 10c.3
davé, ze naro¢nost tohoto algoritmu je f(n) = ©(n’log,(n)) = O(logy(n)). Odpovida to tomu, co jsme si sami
predtim intuitivné odvodili. Dusledek 10c.4 ndm to samoziejmé dé také, tam bychom pouzili test d = 0 = log,(1).

A

Priiklad 10c.e: Zde si predstavime rychlé nasobeni: Méjme dvé éisla, a a b o n cifrach, feknéme v bindrnim
tvaru. Standardni aloritmus pro nasobeni vyzaduje vice nez n? operaci: nasobeni kazdého s kazdym pro jednotlivé
bity obou ¢isel plus véci jako sc¢itani mezivysledkl, které naro¢nost dale zhorsi, ale ne natolik, aby to zvysilo
rychlost riistu n2. Mimochodem, toto klasické nasobeni je zase dosti isporné na pamét, vyzaduje navic jen cca
log(n) registr.

Existuje zajimava finta: Rozdélime obé ¢isla na poloviny (ve smyslu fetézct ¢islic) o délce m = % mist, takze
a:Al '2”L—|—A2, b:Bl ‘2”L+B2. Pak

ab = (A12m =+ AQ)(B12m + BQ) = (22m + QTn)AlBl =+ Zm(Al — AQ)(BQ — Bl) —+ (2m =+ 1)A2B2

(ovétte). Viimnéte si, Ze se tam nasobi jen ¢isla velikosti m, a to tiikrat, ¢ili ndro¢nost je 3m? = %n2. Jsou tam i
dalsi operace, ale ty jsou ve srovnani s %ng nenarocné. Vypadaji sice na prvni pohled jako nasobeni, jenze pokud
jsou vSechna uvazovana ¢isla v binarnim tvaru, pak jde vlastné jen o posuny doleva, coz jsou velice rychlé operace
ve srovnani s nasobenim.

Vidime, Ze timto pilicim trikem jsme se dostali z n? na %n2, coz je pokrok, ovSem nic ndm nebrani podobnou
fintu rekurzivné aplikovat i na ta t¥i nasobeni, dostaneme tak algoritmus pro chytré nasobeni ¢isel délky n = 2.
Kolik zabere operaci?

Kdyz zapocitdame doplitujici faktory, které jsou vSechny linearné naro¢né, dostaneme rovnici f(n) = 3f(2) +cn.
Méme konstanty a = 3, b = 2 a d = 1, zde je d je mensi nez log,(a) = log,(3) a podle Disledku 10c.4 je tedy

naro¢nost algoritmu fadu ©(n'°%2(3)). Protoze log,(3) ~ 1.585..., je to lepsi nez klasické nasobeni s jeho n?.

Poznamka: Podobn4 finta existuje pro nasobeni matic, které standardné ,stoji“ n3 nisobeni a n?(n — 1) séitani,

¢ili v zdsadé je to algoritmus s naro¢nosti n3. Chytré nasobeni pro matice je zalozeno na rovnosti, pomoci které
se misto jednoho ndsobeni dvou n x n matic sedmkrat nasobi dvé matice o rozméru 4 a pak se jesté pouzije 15
s¢itani matic téze velikosti, zase se to da zrekurzivnit a dostaneme f(n) =7 f(%) + 15(%)2. Méame tedy a = 7,
b=2,d=2, opét je d mensi nez log, (a) = log,(7) ~ 2.8, proto ma toto maticové nasobeni narocnost O (n!sz(M),
coz je ponékud lepsi nez obvyklych n3.

A

Podobné jako u linearnich rekurentnich rovnic je také mozné pravé strany kombinovat.
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Véta 10c.5. (o superpozici)

Necht a € R, b € N spliiuji a > 1 a b > 2, ozna¢me M = {b*; k € N}.

Jestlize funkce f; splituje rovnici f(n)=af (n) + g1(n)  pro vSechna n € M

a funkce f5 spliiuje rovnici =af (%) + g2(n) pro vSechnan € M,

pak funkce f; + f> splnme rovnici f(n) = af (% ) + g1(n) + g2(n)  pro vSechna n € M.

Indukci se to samoziejmé dé snadno rozsifit na libovolny (kone¢ny) pocet s¢itanych funkei g na pravé strané. Co
z toho pro nés plyne prakticky? Jestlize zkouméame funkci danou vztahem f(n) = af (%) +p(n), kde p je polynom,
tak pro kazdou mocninu tohoto polynomu dostaneme funkci znamého ristu. Kdyz je se¢teme, dostaneme feseni celé
dané rovnice, a to roste tak rychle, jak rychle roste nejrychlejsi ze s¢itancii. Podivame-li se na jednotlivé moznosti
u Dtisledku 10c.4, tak hned vidime, Ze kdyZ dohromady zamichame feSeni odpovidajici nékolika hodnotam d, tak
nejrychleji z nich poroste praveé to, které odpovida nejvétsimu d. Z toho vyplyva nasledujici zaveér.

Praktické pravidlo: Jestlize je funkce f uréena rovnici f(n) = af (%) +p(n), kde p je polynom, pak je rychlost
rastu f urcena podle Diusledku 10c.4, kde za d vezmeme stupen polynomu p.

Jinymi slovy, je-li na pravé strané polynom, tak zalezi jen na jeho nejvétsi mocniné (coz je vlastné pii uvahach
s rychlosti staré dobré pravidlo, viz kapitola 9b).

Pozorny ¢tenaf ovSem muze namitnout, ze jsme se pocinaje Vétou 10c.3 omezili na ¢ > 0. Co se stane, kdyz
budou nékteré (vSechny) koeficienty v polynomu zédporné? Z praktického pohledu to neni problém. Bud je piislusna
mocnina tak mald, aby vysledek neovlivnila (d < log,(a)), pak zaporny koeficient nevadi, protoze skuteény rist
funkce udava jina ¢ast vztahu. Nebo je zaporny koeficient u mocniny, ktera je dost velka na to, aby urcila rust f,
pak se dozvime tieba to, ze f je jako —n?, coz je ale u praktickych piiklad nemozné, nebot naro¢nost algoritmii
nemiize byt zapornéa. Cili tam, kde by zdporné koeficienty mohly vadit, se zase u prakticky motivovanych tloh
nemohou objevit.

Na z&vér jednu kuriozitu. Rovnice typu T'(n) = aT?(n/b) diky té druhé mocniné neumime zkoumat pomoci
vysledkil této kapitoly. Nabizi se trik. Nejprve pouzijeme substituci n = b*, dostavame T'(b*) = aT?(b*~1). Ted
rovnici zlogaritmujeme: In(T'(b*)) = In(a) + 2In(T(b*~1)). Kdyz oznacime ar = In(T(b*)), dostaneme rovnici
ar = 2ax—1 + In(a), coz je linedrni rekurentni rovnice a snadno ji vyfesime pomoci algoritmu 10b.8.

Co to ukazuje? Ucebnice se vétsinou zabyvaji vykladem metod pro feSeni uréitych typa rovnic, takze by to
mohlo vzbudit dojem, Ze rovnice umime néjak planovité resit. Ve skutec¢nosti umime takto fesit jen velice malou
skupinku rovnic, téch nejpéknéjsich. Stac¢i mala modifikace a objevi se rovnice, na kterou obvyklé metody nelze
aplikovat. Pak to zac¢ne byt zajimavé, znalost metod je jen nezbytny zaklad, ale pak prichazi hledani fint a trik,
jak si poradit s né¢im, co do nasich skatulek nezapada.

Cviceni
Cvi€eni 10c.1 (rutinni): (i) Uvazujte funkci danou f(n) = f(2) 4+ 3 a f(1) = 1. Spo¢itejte f(4), f(16), f(256).
(ii) Uvazujte funkci danou f(n) = f(%) + n? a f(1) = 0. Spo¢itejte f(2), f(4) a f(32).

Cviceni 10c.2 (rutinni, poucné, *zkouskové): Pro nasledujici funkce nejprve odhadnéte pfesny vzorec na mnoziné
M = {b*} iteraci defini¢niho vztahu a dokazte indukei jeho spravnost (viz piiklad 10c.b, popf. ditkaz Lemma 10c.2),
poté aplikujte Master theorem (¢i jeho dusledek) k ovéfeni asymptotické rychlosti ristu funkee.

O J0) =2f(3), 00 13 (iv)" () = 37(3) +1, F(1) = 13;
(i1 - 1(5) + 1, 70 = 13; (v) f(n) = f(5) + 5, (1) =13;
(iii)* f(2)+1, f = 13; (vi) f(n) = f(%) +3n?, f(1) =13.

Cviceni 10c.3 (rutinni): Pro nasledujici funkce urcete rychlost jejich asymptotickou ristu pomoci Master theo-
rem, poprlpad Dtsledku 10c.4:

()f ) =2f(%); (iv) f(n) = f(%) + 2n; (vii) f(n) = f(%)+13n
(ii) f(n) = f(%); (v) f(n) =3f(%) + 2n; (viii) f(n) = f(%)
(i) f(n) = 4f(%); (vi) f(n) =2f(%) +27; (ix) f(n) =4f(%) +

Cviceni 10c.4 (pouéné): V tomto cviceni bude struéné popsano nékolik uziteénych algoritmt. Pro kazdy z nich
sestavte rekurentni rovnici popisujici naro¢nost algoritmu, poté odhadnéte asymptotickou rychlost rastu dotycéné
funkce pomoci Véty 10c.3 ¢i Disledku 10c.4.

(i) Chceme-li poéitat mocninu z™ pf¥imo, vyzaduje n — 1 nasobeni.

Rychlé mocnéni: Jestlize mdme umoctiovat na sudou mocninu, miizeme pouzit 2™ = (z™)2. K vypoctu je tedy
potieba 1) spocitat ™ 2) vynasobit z™ - ™.
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Pokud je i m sudé, mizeme v rozkladu rekurzivné pokracovat, idealni je pouzivat tento algoritmus na mocniny
typu 22 . Urcete, kolik j Je pak tfeba nasobenl

Napiiklad pro vypocet z® stadi nasobit 22 =z -z, 2* = 22 - 22 a 28 = 2* - 2%, tedy celkem t¥ikrat.

Bonus: Takto lze zjednodusit vypocet libovolné mocniny. Naptiklad x'® si napiSeme jako x'T48 = . 2% - 28, T¥i
nasobeni ndm dala vSechny nutné mocniny typu a:Qk, dalsi dvé nasobeni nam daji x'3. Stadi tedy pét nasobeni
namisto dvanacti. Odhadnéte pocet nasobeni nutny k vypoctu obecného x™

(ii): Mame seznam o n polozkach a chceme jej sefadit podle velikosti/abecedy. Pokud bychom pouzili metodu
,najdi nejvétsi, pak najdi nejvétsi ze zbytku, pak najdi nejvétsi ze zbytku...“, bylo by tfeba fadové n? porovnani.
Merge sort: Necht mé seznam sudy pocet polozek n = 2m. Rozdélime jej na poloviny, usporaddme kazdou z
nich a dva uspotfddané seznamy o délce m spojime do jednoho uspoirddaného seznamu, coz lze udélat s pouhymi
2m = n srovnanimi. Pro n = 2% 1ze postup snadno iterovat. Odhadnéte pocet srovnani pot¥ebny k urovnani celého
seznamu.

(iii) Mame seznam o n polozkach a chceme najit nejvétsi a nejmensi polozku v seznamu. To stoji pfinejhorsim 2n
srovnani, pokud pouzijeme primocary tutok: Prvni ¢islo si schovame jako min a max, kazdé dalsi ¢islo porovname
s doCasnym minimem a maximem a pokud je extrémnéjsi, nahradime jim piislusnou hodnotu.

Pokus o napodobu merge sortu: Rozdélime seznam na polovinu, najdeme u kazdé poloviny jeji maximum a
minimum, pak stac¢i porovnat obé maxima a obé minima a méme globalni extrémy. Kolik porovnani vyzaduje
algoritmus, kdyz toto pileni iterujeme?

Cviceni 10c.5 (dobré, poucné): Predpokladejme, ze funkce f spliiuje rekurentni vztah f(n) = 3f(\/ﬁ) + 13 pro
n ve tvaru k%, k € N, k > 2 a plati f(2) =1

(i) Najdéte f(16)

(ii) Uvazujte funkci F(m) = f(2™). Pomoci pivodni rekurentni rovnice najdéte novou rekurentni rovnici pro F,
urcete rychlost risu F' a pak i f.

Cvigeni 10c.6 (dobré, poucné): Necht a € R, b € N splituji @ > 1 a b > 2, oznaé¢me M = {b¥; k € N}. Dokazte
nasledujici:

Jestlize funkce f; splituje rovnici f(n) = af ( b) + g1(n) pro vSechna n € M
a funkce fy splituje rovnici f(n) = a f ( ) + g2(n) pro vsechna neM,
pak funkce fi 4 f spliuje rovnici f(n) = af(%) + g1(n) + g2(n) pro vSechna n € M.

Cviéeni 10c.7 (dobré, pou¢né): Nechf a € R, b € N splituji @ > 1 a b > 2, oznaé¢me M = {b*; k € N}. Necht
funkce f, splituje rovnici f(n) = af(%) + g(n) pro vSechna n € M.

Dokaite, ze funkce f splituje rovnici f(n) = af(%) + g(n) pro viechna n € M préavé tehdy, kdyz f = f, + fi, kde
fn je néjaka funkce spliujici rovnici f(n) = af(%) pro viechna n € M.

Cvigeni 10c.8 (dobré, pou¢né): Necht a € R, b € N splituji @ > 1 a b > 2, oznaéme M = {b*; k € N}. Necht N
je mnozina vSech funkci na M spliujicich rovnici f(n) = af (%) pro vsechna n € M.
Dokazte, ze N je jednodimenzionalni vektorovy prostor.

Reseni:

10c.1: (i): f(4) = f(1)+3=1+3=4, f(16) = f(4)+3 =4+ 3 =7, pracovni mezivysledek f(64) = f(16) +3 =
7+3 =10 a tedy f(256) = f(64) + 3 =10 + 3 = 13.

(ii): f2) = f(1)+22=0+4=4, f(4) = f(2) + 4% = 4+ 16 = 20, pracovni mezivysledky f(8) = f(4) + 8% =
20 + 64 = 84, f(16) = f(8) + 162 = 84 + 256 = 340 a tedy f(32) = f(16) + 322 = 340 + 1024 = 1364.

10c.2: (i): Piepis: f(3n) = 2f(n); f(3) = 2f(1) = 2-13, f(32) = 2f(3) =2- (2 13) = 22 - 13,

f(3%) =2f(3%) =2-(22-13) = 2213, odhad f(3%) =13 . 2*.

(0) k=0: f(3°) =13-20=13 = f(1).

(1) f(3%) =13-2F = f(3F1) = 2f(3%) = 13- 2"+ souhlasi.

Piepis: f(n) = 13- 2°8:(") = 13 . plo8s(2) na M.

Disledek 10c.4: a = 2, b= 3, ¢ = 0, proto f(n) = ©(n'°8:(?),

(ii): Piepis: £(3n) = f(n) + 1 f(3) = (1) +1=13+1, f(32) = f(3) + 1= (13+ 1) + 1 = 13 +2,

F(3) = f3%) +1=(1342) + 1 =13 + 3, odhad f(3*) = 13 + k.

(0) k=0: f(3°) =13 +0 =13 = f(1).

(1) f3") =13+ k = f(3* )= f(3*)+1=(13+k)+1=13+ (k + 1) souhlasi.

Piepis: f(n) = 13 +logs(n) = 13 + logs(2) log,(n) na M.

Diisledek 10c.4: a = 1, b= 3, d = 0 = logz(1), proto f(n) = ©(n°logy(n)) = O(log,(n)).

(iii): Piepis: £(2n) = 2f(n)+1; £(2) = 2f(1)+1=2-13+1, f(22) = 2f(2)+1=2-(2-13+1)+1=22.13+1+42,
f(23)=2f2*)4+1=2-(22-134+1+2)+1=2%-13+1+2+4,
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e =2f2)+1=2-(22-134+1+2+4)+1=2*-13+1+2+4+8,

odhad f(2F) =13-2F 414244+ .-+ 21 =13.2F 4 120 —13.9F L ok _ 1= 14.2F 1,

(0) k=0: f(2°) =14-2° -1 =13 = f(1).

(1) f(2F) =14-2F -1 = fFY) =2f(2")+1=14-2F"1 -2+ 1 =142 — 1 souhlasi.

Pfepis: f(n) = 14n —1=na M.

Ditisledek 10c.4: a = 2, b =2, d = 0 < log,(2) = 1, proto f(n) = O(n'°82(2)) = O(n).

(iv): Pfepis: f(2n) =3f(n)+1; f(2) =3f(1)+1=3-13+1, f(2%) =3f(2)+1=3-(3-13+1)+1=3%-13+1+3,
f23)=3f2)+1=3-(32-134+1+3)+1=3%-13+1+3+9,
f@H=3f2%4+1=3-(3-13+1+34+9)+1=3*-13+1+3+9+27,

odhad f(2¥) =13-3% + 143494 --- 431 =13.3k 4 13" —13.3k ; 1.3k 1 _ (134 1).3k L
(0) k=0: f(2°) = (13ﬂL 1)-20—1 =13 = f(1).

(1) f(2k) = (134 3) -3k -1 = f(2k+1) 3f(2F)+1=(1343) 3" =2 +1= (134 3) - 3" —  souhlasi.
Prepis: f(n) = (13+ 3) - 3loga(n) _ = (13+ )n log2(3) _ 3 na M.

Ditsledek 10c.4: a =3,b=2,d =0 < log,(3), proto f(n) = O(nlos23)),

(v): Piepis: f(2n) = f(n)+n; f(2)=f(1)+1=13+1, f2}) =f(2)+2=13+1+2,

f23) =f(22)+22=13+1+2+22 f(24) = f(23)+23 =13 +1+2+ 22+ 23

odhad f(2¥) =134+ 14244+ .- +2F1 =13+ =2 _13+2k—1:2k+12.

(0) k=0: f(2°) =20+ 12 =13 = f(1).

(1) f(2F) =2k +12 = f(2FFY) = f(2F) + 2F = 2F 4+ 12 + 2F = 2. 2F - 12 = 2F+! 4 12 souhlasi.

Prepis: f(n) =n+ 12 na M.

Disledek 10c.4: a =1, b =2, d =1 > log,(1) = 0, proto f(n) = ©(n).

(vi): Pfepis: f(2n) = f(n) +3(2n)? = f(n) + 12n?; f(2) = f(1) +12-12 =13+ 12 1,

f2H =Ff2)+12-22=13+12-1+12-22 f(23) = f(2%) +12-(22)2 =13+ 12 -1+ 1222 + 12 (22)?,

f2YH =f(23)+12-(23)2 =13+ 12 -1+ 1222 + 12 (22)2 + 12 - (22)3,

odhad f(2F) = 134+ 12(1 4+ 4 4+42 4 - +4571) = 13 4 122247 — 134 4.4k —4 —4ktl 49

(0) k=0: f(2°) =4t +9=13 = f(1).

(1) f(2F) = 4F149 = f(2FH1) = f(27)+12(27)% = 4F 1 49412(22)F = 4FH1 4345149 = 4.4F+1 4.9 = 4F+2 49
souhlasi.

Prepis: f(n) = 41°08:(0+2 4 g — (22)log2(n) . 42 4 9 — (2l082("))2. 16 + 9 = 1602 + 9 na M.

Diisledek 10c.4: a =1, b =2, d = 2 > log,(1) = 0, proto f(n) = O(n?).
10c.3: (i):a =2,b =3, c =0, tedy f(n) = O(n's:(2));

(ii): a=1,b=3, c =0, tedy f(n) = O(n'°e:(1)) = O(1);

(iii): a = 4, b =2, c = 0, tedy f(n) = O(n'°821)) = O(n?);
(l)a—l,b—3,d—1>log3()f0 tedy f(n) = ©(n);
(v):a=3,b=3,d=1=logs(3), tedy f(n) = B(nlogy(n));
(vi)a=2,b=14,d=0<logy(2) = %, tedy f(n)=0(ne:2) =0(
(vii): a =8, b=2,d =1 < log,(8) = 3, tedy f(n) = O(n 10g2<8>) O(n?);
(viil): a = 4, b =2, d = 2 = log,(4), tedy f(n) = O(n'°2:( log,(n)) =
(ix): a =4, b=2, d = 3 > log,(4), tedy f(n) = 0(n?).

10c.4: (i): f(n) = f(%) +1,a=1,b=2,d=0=1log,y(1), proto f(n) = O(n®logy(n)) = O(log,(n)).
Poznamka: Je to rozhodné lepsi nez n pii umoctiovani podle definice.

Bonus: Kazdé m € N lze napsat jako souc¢et mocnin typu 2¢ (neboli zapsat ve dvojkové soustave), nejvyssi pouzita

mocina 2* je ddna jako k = |logy(m)]|. Mocninu 2™ pak ziskdme vynasobenim téch z mocnin x!, 22, 2%, ... 22",

které se objevi v rozkladu. Vypocet nejvyssi mocniny nés dle piedchoziho vypoétu stoji log,(2%) = k nasobeni,
téch mocnin je celkem k+1 a v nejhorsim nasobime vSechny, coz je dalsich £ nasobeni. Nejhorsi scénar pro vypocet
2™ timto zpusobem tedy dava 2k = 2[log,(m) | nasobeni, tedy narocnost 0O (log,(m)) nasobeni. To je velmi pékné.
(ii): f(n) =2f(%) +n,a=2,b=2,d=1=1logy(2), proto f(n) = O(n'log,(n)) = O(nlog,(n)).

Poznamka: Je to dost lepsi nez onéch n?.

(iii): f(n) =2f(2)+2,a=2,b=2,d =0 <logy(2) =1, proto f(n) = O(n'°e2(2)) = O(n).

Poznédmka: Je to tedy fadové stejné rychlé jako pfimy ttok, moc jsme si nepomohli.

10c.5: (i): f(4) =3f(2)+13=3-1+13 =16, f(16) =3f(4) +13=3-16 + 13 = 61.

(ii): F(m) = f(2™) = 3f(2™/2) + 13 = 3F(Z2) + 13. Diisledek 10c.4: a = 3, b = 2, d = 0 < log,(3), proto
F(m) = 0(m!°823)) to dava f(2™) = O(m'°823)) a proto f(n) = O([logy(n)]'8=()).

10c.6: Dosazeni: (f1+ f2)(n) = fi(n)+ f2(n) = afi(}) +g1(n) +afa(}) +92(n) = al(fi+ f2) (%) +(91(n) +g2(n)).
10c.7: 1) Necht f je feSeni. Definujte f, = f — f,, dosadit:

n);

O(n? log N));
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fu(n) = f(n) = fp(n) = af (}) + 9(n) — afy(}) — 9(n) = a(f = f,)(}) = afn)(})-
2) Necht f; je homogenni Fefeni. Pak podle véty o superpozici f, + f5 Fesi rovnici f(n) = af (%) + g(n) + 0.
10c.8: Podle pitkladu 10c.b je N = {f(b¥) = a¥f(1)} = {f(b*) = ¢ - a¥; ¢ € R}, jde tedy o jednorozmérny

vektorovy prostor s bazi danou funkei f(b*) = a*.

10d. Bonus: Generujici funkce

Zde si predstavime zajimavou alternativni metodu feseni rekurentnich rovnic. Bude zaloZena na materialu vylo-
zeném v kapitole 9d, kde jsme se seznamili s fadami a mocninnymi fadami. Za¢neme tim, Ze se na ty véci podivame
trochu z jiné strany.

Je jasné, ze existuje vzajemné jednoznac¢né vztah mezi posloupnostmi a mocninnymi fadami. Kazda posloupnost

o0
{ar}32, dava vzniknout odpovidajici mocninné fadé Y arx® a naopak, pokud si z mocninné fady vytahneme jeji
k=0
koeficienty ax, vytvori ndm posloupnost. Nas budou nasledné zajimat jen fady, které se chovaji rozumné vzhledem
ke konvergenci. Uvazujme proto mnozinu M vSech posloupnosti {a;}72, takovych, Ze pro né odpovidajici fady
o0
3" apz® konverguji na néjakém nedegenerovaném intervalu, jinymi slovy, maji polomér konvergence o > 0.

k=0
Pokud m4 néjaka fada netrividlni obor konvergence, tak na tomto intervalu definuje jistou funkci. To znamena,

ze vlastné ke kazdé posloupnosti z M dostavame urcitou funkci f, ktera je definovana na néjakém intervalu (—p, o)
pro ¢ > 0. Vznikd ndm tim pfifazeni neboli zobrazeni. Ozna¢me jako N mnozinu vSech funkci, které dostaneme
pomoci posloupnosti z M, necht T' je prislusné zobrazeni M — N, které ke kazdé posloupnosti {aj}7>, prifadi

oo
funkei danou jako soucet mocninné fady > apz*.
k=0
Priklad 10d.a: Vime, ze Z 2 = L mna (—1,1). Tato fada se d4 napsat jako > 1-z" neboli odpovidd
k=0
posloupnosti {1}2°, = (1,1, 1 1 ).
Mizeme tedy tvrdit, ze {1},C 0o €M aT({1}) =L,
Dalsi znamy rozvoj je pro exponencidlu, e* = > k—? Vidime tedy, Ze {%} eMa T({%}) =
k=0

oo
Naopak se pomoci analytickych metod snadno ukéze, e fada > k!z* konverguje jen pro z = 0, tedy mé polomér
k=0
konvergence p = 0. Proto posloupnost {k!}7° , nelezi v M a v této teorii na ni tedy nedosdhneme.

A

Jaké vlastnosti mizeme od nasich novych pojmu ¢ekat? Hodné piijemné a obcas také zajimavé.

Véta 10d.1.
Mnozina M je linearni prostor.
Zobrazeni T je linearni.

Duikaz (poucny): Vezméme dvé posloupnosti {ax}3,, {bx}ie, € M. Odpovidajici fady pak konverguji na

oo o0
netrividlnim intervalu, ozna¢me funkce odpovidajici ptislusnym faddm jako f(z) = . apz®, g(z) = 3 bra®.

V nasSem novém znaceni to znamena, ze f(z) =T ({ar}) a g(x) = T({br}).

Soucet posloupnosti je definovan jako {ar}72, + {br}i2, = {ar + b}, a teto posloupnostl odpovida fada
S (ag + by )z*. Véta 9d.4 iika, Ze tato fada konverguje a jeji soucet je roven E apx + Z bpz® = f(x) +g(x).
k=0 k=0 k=0

Tim se dozvidame dvé véci. Za prvé, soucet {ay }72  +{br} 7>, lezi v M, tedy tato mnozina je uzaviena na s¢itani.
Za druhé, tomuto souc¢tu odpovida funkce f(x)+g(z), coz se da zapsat jako T'({ar} +{br}) = T({ar})+T({bx})
a jedna podminka linearity pro T je splnéna.

[e.°]
Necht ¢ € R. Posloupnosti c{ax}32, = {cax}32, odpovidd fada Y carz®. Podle Véty 9d.4 tato fada konver-

k=0
guje a jeji soucet je > carz® = cf(x), proto c{ax}, € M a T({car}) = cf(x) = ¢T'({ax}), &imz se potvrdila
k=0

druhé podminka linearity T'.
Dokézali jsme, ze mnozina M je coby podmnozina linedrniho prostoru vSech posloupnosti uzaviena na sc¢itani
a nasobek konstantou, tudiz je M také linearni prostor.

U

10d.1, 10d.a 36 10d.1, 10d.a



Diskrétni matematika 10d. Bonus: Generujici funkce pHabala 2012

Linearita bude velice uzite¢nd, diky ni uz napriklad hravé odvodime, kam se posilaji konstantni posloupnosti

{a}p2, = (a,a,aq,...):

T({a}i2o) = aT({1}220) =

Vztah mezi posloupnosti a funkeci je v nékterych aplikacich tak uzitec¢ny, Ze si zaslouzi své jméno.

Definice
Rekneme, Ze funkce f je generujici funkci (generating function) pro posloupnost {a}?°,, jestlize na

oo
néjakém intervalu (—p, o) pro o > 0 plati f(z) = 3 apa®.
k=0

Nékdy se tomu také fikd vytvorujici funkce.

My ted potiebujeme udélat dvé véci. Jednak si vytvorit néjaky slovnicek vyrazi, které umime transformovat, a
za druhé rozsifit vlastnosti, protoze linearita nam nebude stacit, budeme chtit délat i jiné triky.

Abychom si udélali rozumny slovnicek, zamyslime se nejprve nad vlastnostmi 7" z trochu jiné strany. Jiz z definice
je jasné, ze T je na. Otazka, zda je prosté, je ovSsem znacné tézka a vyzaduje to tvrdou analytickou praci. Nakonec
se ale ukaze, ze kdyz mame fady s rozdilnymi koeficienty, tak uz nutné musi davat rtzné funkce. To znamen4,

1

ze T je bijekce a tudiz miZeme pracovat i s jeji inverzi T—'. Vime uz napriklad, ze T-'(:1=) = {1}32,. Tento
1

l—x°

oboustranny vztah budeme znacit {1} <

.....

Fakt 10d.2. (slovnik)

1 1
T({1}720) = 7= neboli (1,1, 1,1,...) =

1—x;

5 neboli (1,2,3,4,...) <

1
-2

1

T({k+1}3,) = A—a2

Neni to zrovna nejbohatsi slovnik, ale ve spojeni s triky, které uvidime vzapéti, ndm to postac¢i. Dalsim krokem
jsou pravidla, kterd ndm umozni pomoci slovni¢ku pracovat i s pfibuznymi vyrazy. V zasadé jde jen o standardni
manipulace s mocninnymi fadami vyjadiené v naSem novém jazyce. Nejprve si ukazeme jeden piiklad, ktery snad
ozrejmi, Ze opravdu nejde o nic jiného nez dobrou praci s fadami, pri které se ¢asto vyplati si je napsat v dlouhém
tvaru. To se ndAm bude hodit v dtikazech, které ptijdou.

Priklad 10d.b: Co vime o posloupnosti (1,0,1,0,1,0,1,...)? Odpovida ji fada

1
0 2 4 6 2k 2\k
i A e +--~—]§O:1: —kgo(x) =1

Takze (1,0,1,0,1,...) € M aT(1,0,1,0,1,...) = 1= neboli (1,0,1,0,1,...) < .

xT

1, k sudé;
0, k liché.
Pokud chceme pékny vzorecek, nabizi se trik, rozmyslete si, ze to je vlastné posloupnost {%[1 + (=1)¥] }2020.

A

Da se tato posloupnost zapsat néjak presné? Nejjednodussi je specifikovat jeji ¢leny coby ap = {

Ted uz se podivejme na pravidla, pfipomerime si, Ze uz jsme dokézali linearitu. Co je$té mtzeme chtit s posloup-
nosti udélat? Kromé nasobeni celé posloupnosti konstantou {cay} je mozné také tuto konstantu umoctiovat, tedy
z posloupnosti {ay} vyrobit {c*a;}. Obéas se hodi umét ptejit k posloupnosti {kay}. Posledni v§znamnou skupi-
nou operaci je posun v posloupnosti. Pokud posouvame ¢leny doleva, tak dostavame posloupnosti (a1, az,as,...),
(az,as,as,...), (a3, aq,as,...) a tak déle, rozmyslete si, Ze se toto da zapsat vzorcem {ap4n}7, kde N udava,
o kolik jsme ¢leny posunuli.

Trochu obtiznéjsi je posun doprava. Myslime tim posloupnosti (0, ag, a1, az, ... ), (0,0, ag,a1,...), (0,0,0,ap,...)
a tak déle. Nabizi se zapis {ax_n}3,, ale ma to podstatny zadrhel. Pfedstavme si posun od dva, naivni pokus
by byl {ar—2}72,, ale jak vypada prvni ¢len této posloupnosti? Pro k = 0 dostavame a_», kterézto ¢islo vi-

1, =>0;
bec neexistuje. Toto se fesi zavedenim Heavisideovy funkce H(z) = { 0’ ; 0 a pak uvazujeme posloupnost
9 x Y

{apr—NnH(k—N)}2 . Proindexy k > N je H(k—N) = 1 a tudiz ¢leny neovlivni, naopak pro k < N je H(k—N) =0
a to se bere tak, Ze prvni ¢leny jsou automaticky nulové a na a;_ y uz se ani nedivame, ¢imz se elegantné vyhneme
problémtim.

10d.3, 10d.b 37 10d.3, 10d.b



Diskrétni matematika 10d. Bonus: Generujici funkce pHabala 2012

Ted se podivame, jak se tyto operace odrazi na nasem piifazeni. V zésadé jde jen o aplikaci Véty 9d.5 na nasi
situaci.

Véta 10d.3. (gramatika)
Necht {ay}72, € M. Pak plati nasledujici:
(i) Pro c € R plati T({c*ar}2,) = T({ar}2,)(cx);

ii) Pro N € N plati T({ar+n}320) = 3 | T({ar}32o) — > awz®|;
k

(

(iii) Pro N € N plati T({ax—nH(n — N)}22) = 2V T ({ar}32,);
(iv) T({har ko) = 2T ({ar ko)’

(v) T({(k + Dar}Zo) = [# T{ar}3Zo)l"

Nez to dokazeme, ukdzeme si tataz pravidla v jiném zapise, ktery je pro mnoho lidi (ale ne vSechny) uzivatelsky
piitulngjsi. Zahrneme i linearitu, at to mame vSechno pohromadé.

Dusledek 10d.4. (pravidla)

Necht {ar}7,, {br}3>y € M, oznac¢me f(z) = T'({ar}) a g(x) = T({bx}). Necht ¢ € R a N € N. Pak plati
nasledujuci.

(1) (ao,al,ag,...) (bg,bl,bQ,...)<—>f($)—|—g(([‘);

(2) {car} = (cap, cay,caz,...) < cf(x);

(3) {cFar} = (Cag,ctar, Pay,...) « flcx);

(4) (an,an+1,aN12,-..) < ﬁv [f(m) —ayg— a1 — - — aN_ll’N*l];
(5) (0,0,...,0,a0,a1,as,...) <z f(z);
(6) {kar} = (0-ao,1- a1,2az,3a3,...) < z[f(z)];

(7) {(k+ 1)ar} = (1-ao,2a1,3az2,4as,...) < [z f(x)].

Vsimnéte si, ze druhy vzorecek ve slovniku (Fakt 10d.2) vznikne z prvniho aplikovanim pravidla (7) z této véty.

Ted tato pravidla dokdZeme, vzdy si napiSeme Fadu odpovidajici upravené posloupnosti nalevo a pak z ni néjak
zkusime vyrobit fadu odpovidajici ptivodni posloupnosti. Pouzijeme znaceni f(x) pro T'({ax}), protoze ndm to

uleh¢i zivot. Pokud vam nékteré tpravy pfijdou jako ¢ernd magie, zkuste si zvolit konkrétni hodnotu (tfeba N = 4)
a napsat si ty vzorecky v dlouhé formé namisto sum.

Diikaz (pouény): (i): Posloupnosti {c*ay} odpovidé fada
> (cFar)x Zak b)) = Zak(cm)k = f(cx).
k=0 k=0
(ii): Posloupnosti {ak+N} = (an, CLN+17 an+2,--.) odpovida fada

1 1
k+N—-N _ k+N
g Gk+N113 g CLk:-s—NfL’Jr g Gk-s—NiL"Jr N NE ak+NﬁU
k= k=0

m=k+N 1S o
k>0= m=>N mNZ“mf” *N[ZWC +Z“m"” Zam"”}

=N

1 [o'e) N-1 N-1
——N[Zamxm—zamxm]zf[ am® }
m=0 m=0 m=0

(iii): Posloupnosti {ay_nyH(k — N)} = (0,...,0,a9,a1,as2,...) odpovida fada
o m=k-—N o] o)
Z ap_ Nzt = k=m+N |= Z amr™ N = Z amz™ N
k=N k>N=— m>0 m=0 m=0

=z Z amz™ = N f(z)
m=0
10d.4, 10d.b 38
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(iv): Posloupnosti {kay} = (0, a1, 2az, 3as, . ..) odpovida fada

ikakxk :xiakkxkfl :xiak[ a:i [arz®]
k=0 k=0 k=0 k=0
=23 akxk}/ — 2[f(2)].
k=0

(v): Posloupnosti {(k + 1)ax} = (ao, 2a1, 3asg, 4as, .. .) odpovidé fada
Z(k +1) akx Z aip(k+ 1)z Z ak|x k+1 [Z akxk+1}
k=0
o0

[wZakx } [z f(2)].

U

Jsou dva mozné pristupy k praci s témito pravidly a generujicimi funkcemi viibec. Je mozné ignorovat ,,vnitinosti“
a pri transformovani mechanicky aplikovat slovnik a gramatiku, kterou se uzivatel prosté nauci nazpamét. Tento
pristup funguje vecelku uspokojivé u rutinnich priklad a ma malé naroky na premysleni takového uzivatele. Selhava
ovSem pii setkani s prikladem, ktery néjak vybocuje, takovych je samoziejmé spousta, mozna vétsina.

Proto je perspektivnéjsi také véci rozumét, chapat podstatu transformace i zpusob, jak se k oném pravidlim
prichézi. Jednak to dodé sebejistoty pfi praci s pravidly, druhak to pfedstavuje zachrannou kotvu pro pfipad, ze
by pamét nefungovala tplné spolehlivé, a hlavné je to jediny zptisob, jak pfistupovat k nerutinnim piikladam.

Jako priklad pouziti gramatiky si dokdzeme par dalSich zajimavych vzorecki, které se obcas hodi.

Fakt 10d.5.
(i) (1,-1,1,-1,1,...) & 11
i) (0,1,1,1,1,...) < £

( 1—x2°
(i) {a’“} e
( 1

IV) { ak+1} « zia'

U (iv) neni jasné, pro¢ by nékdo chtél pracovat s tak osklivou posloupnosti, ale na ten vzoreéek je nutné se
podivat z opac¢né strany: Bude se nam silné hodit umét transformovat funkce typu

r—a’

Dukaz (pouény): (i) PouZijeme pravidlo (3) s volbou ¢ = —1 na vzorec (i) z Faktu 10d.2. Nebo poc¢kame na
dikaz (iii) a pak tam pouzijeme a = —1.

(ii) Pravidlo (5) na vzorec (i) z Faktu 10d.2.

(iii) Pravidlo (3) na vzorec (i) z Faktu 10d.2.

iv) =1 L=-1_1_ 1 (é)k} pomoci (iii), dal uz se to snadno upravi.

a T— a 1—51 a

Tim méame vSechny nastroje pohromadé a je nacase si ukazat, k ¢emu generujici funkce mohou byt.

Priklad 10d.c: Uvazujme rekurentni rovnici an49 — @, = 3+ 2" — 12 pro n > 0 s pocateénimi podminkami
apg=1,a; =0.
Vime, ze dand rovnice vlastné reprezentuje mnoho rovnic:
as —agp=3-2°—12
az—a; =3-2' —12
ag—ay=3-2%—12

Vlastné tedy porovnavame nekonecné mnoho ¢isel neboli postupné éleny jistych posloupnosti. Na pravé strané
vidime posloupnost {3 - 2™ — 12}9 ;. Na levé strané bude lepsi si to rozlozit, odecitd se tam neznamé posloup-
nost {a,}52, a pri¢itd posunutd posloupnost {a,42}52 . Danou rovnici lze tedy interpretovat jako rovnost mezi
posloupnostmi:

{ant2tnzo —{antnio ={3-2" = 12}77,
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Kdyz se posloupnosti rovnaji, musi se rovnat i jejich obrazy vzhledem k zobrazeni T', tedy diky linearité a dalsim
pravidlim mame

THant2}nzo — {antnZol = T[{3- 2" —12}2]
T{ant2}nZol = THan}knZol = TI{3 - 2" }7%0] — T{12}7%]
LT ({an}20) — a0 — ara] — T({an k) = 3T({2"}250) — 12T({1}2).
Bude se ndm lépe pracovat, kdyZ si oznac¢ime f(x) = T'({a,}). Diky pocateénim podminkam také umime dosadit
za ag a ai, to je ale ndhodicka, ono to tak musi vyjit uz z principu (pocet téch ¢lentt v prvnim vzorci je roven

stupni rovnice, coz se rovna poctu pocateénich podminek). Také umime vyhodnotit vyrazy napravo. Dostdvame

Lf(x) ~ 10— f(2) =3 — 12

1-2¢ 11—z
Tuto rovnici ted vyfesime pro nezndmou funkci f(x).

L) ~1] - f) =375 — 120
F@) =1 -af(@) = 2 - 2
f(:):) 1 312 _ 1222

= 4 _
1—22 (1-22)1-22z) (1-22)(1-2)
Mame funkei, ted bychom ji potfebovali pomoci T~! pievézt zpét na posloupnost. Vyrazy na pravé strané ale

nemame ve slovnicku (ani rozsifeném). Pomiize algebra, dané vyrazy lze rozloZit na parcidlni zlomky. Detaily
nechame do kursu analyzy, dostavame

_ 1 3x? 1222
J(w) = (1—2)(1+2) + 1-2)1+z)(1—-22) (1-—2)21+z)
1 1 -3 1 1 9 6 3
:<1ix+1—ix>+<1—2x+1j—x+1—2a:>_<_1—:1:+(1—3:)2+1+:c>
8 6 2 1

T 1l-2z (1—-2)2 Ttz 12z

Tento vyraz jiz dokdzeme prevést na posloupnosti. Pomoci 7! neboli éteni zprava doleva u « dostdvame
{an} =8 —6(k+1)—2 - (—1)F 428 =2F 2. (—1)F — 6k +2.

Presné tento vysledek jsme dostali, kdyz jsme tento problém fesili jako pfiklad 10b.h pomoci algoritmu pies

charakteristicka Cisla, pridruzenou homogenni rovnici a podobné.

JAN

Priklad 10d.d: Najdeme obecné feSeni rovnice a,12 — 3ap11 + 2a, = 0.
Nage metoda potiebuje znalost poéateénich podminek, tak si tam ddme parametry ag = p, a; = ¢q. Ted aplikujeme
transformaci na rovnici, kterou vnimame jako vztah o posloupnostech:

{ant21nZo = 3lant1}nlo + 2{an}nZo = {0125
Kdyz si obraz {a,}2, ozna¢ime jako f(x), dostavame
1 1
[f(z) — a0 — arz] — 3;[1?(55) —ao] +2f(x) =0

z2
[f(x) = p — qz] = 3z[f(x) — p] + 22° f(x) = 0
f(z)[1 = 3z + 222 = p + qx — 3px
_ptgr—3px  p+qr—3px

) = ~ e - 1)
fz) = q__21p+ 21;__(11 :(ZP—Q)ﬁJr(q—p)l_%

Zpétna transformace dava {a,}22, ={(2p —q) + (¢ — p) - 2"}22,.

Neni to tplné nejtradi¢néjsi tvar. Vzhledem k tomu, Ze p, ¢ jsou libovolné, miizeme si oznacit v = ¢ — p, ¢imz
dostavame a,, = (p — v) + v2", a diky svobodé volby p pak jesté mame i p — v s libovolnou hodnotou, mizeme
jej oznacit u. Dostavame tak feseni a, = u + v2", coz opét odpovida TesSeni, které bychom dostali klasickym
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zpusobem. U tohoto pfikladu by se diky charakteristickym ¢isléim ziskalo na jednom Fadku.
A

Kdyz porovname feseni Algoritmem 10b.8 a pfes generujici funkce, vidime nasledujici rozdily:

e Mame-li najit obecné feseni, byva klasickd metoda pres vlastni ¢isla casto vyrazné rychlejsi.

e Potrebujeme-li ¢isté partikularni feSeni, pak je metoda pomoci transformace pfinejmensim rovnocenna, miize
byt i snazsi.

Kritické body FeSeni pres generujici funkce jsou dva. Jednak musime byt schopni vyfesit explicitné rovnici, kterou
jsme odvodili pro funkci f, a pak jesté musime umét tuto funkci transformovat zpét (parcidlni zlomky jsou mozna
pracné, ale zarucené funguji, mize byt hut). Vyhodou této metody je, Ze je docela flexibilni. Na této trovni to
ovSem moc neuvidime. Kdyz si predstavime, jaké pravé strany bychom uméli s nasimi znalostmi transformovat,
tak nam v zasadé zase vyjdou kvazipolynomy, na levé strané pak dostavame rozumné rovnice v pripadech, kdy
jde o linearni rekurentni rovnici. Jinymi slovy, s tim, co zatim umime, se transformaci daji resit v zdsadé stejné
rovnice jako pomoci metod z prechazejicich sekci. Potvrdi to i nasledujici priklad.

Priklad 10d.e: Vyfesime rovnici a,+1 — (n 4+ 1)a, = 0, n > 0 s po¢ateéni podminkou ag = 1.
Po transformaci pomoci T' a s ozna¢enim T'({a,}) = f(z) dostavame

L r@) -1 - @) = 0
Lf@) 11— f@) - af'@) =0

x
fl@) =1 —af(z) —a?f'(z) =0
22f (x) + (x— 1) f(z) +1=0
Toto je dosti drsna diferencialni rovnice, takze se dal nedostaneme. Ani tato metoda nepomuze.

Zajimavé je, Ze transformace je uzite¢na v obou smeérech. Jiz jsme mluvili o prevodu rekurentni rovnice na rovnici
s funkcemi, ale velice uzite¢ny miize byt i prevod nepfijemné diferencidlni rovnice na rekurentni, jejiz feSeni se
pak da tfeba néjak odhadnout.

Zrovna nas priklad to ale neukédze. Pokud nékdo potfebuje vyftesit diferencialni rovnici vyse a prevede si ji
transformaci na rekurentni rovnici, mize relativné snadno uhodnout feseni a,, = n!. Bohuzel, jiz jsme diskutovali,
7e tato posloupnost nepatii do M, tudiz ji pomoci T neumime prevést zpét na funkci a feseni diferencialni rovnice
tak nedostaneme.

A

Vyhody metody vyniknou ve chvili, kdy si uzivatel rozsifi slovnicek a zasobu rozlicnych transformacnich trikd,
navic lze upravit i koncept generujici funkce, aby obsahl vice posloupnosti. Tato rozsifeni jsou mimo rozsah této
kapitoly, jejim cilem je ¢tenafe dovést k pochopeni, jakym mechanismem transformace funguji, bude pak pro néj
snazsi pracovat i s jinymi. Obecny mechanismus je vzdy stejny: 1. Dana rovnice se pretransformuje do zcela jiného
jazyka, bonusem byva, pokud se nepfijemné operace diky pravidlim pfevedou na prijemnéjsi. 2. Nova rovnice se
vytesi. 3. Ziskané feSeni se zase pfevede zpét.

Na zavér ukazeme par zajimavych rozsifeni slovnicku pro nasi transformaci.

Fakt 10d.6.
(i) Pron e Nplati {(})} = ((5). (1), (5),---.(1),0,0,...) & (1 +z)™.
(ii) Pro a € R plati {({)} < (1 +a)°.

(iii) Pro n € N plati {("+k)} =(L,n+1, (”+2), ("+3), ..

n n n

Jak tyto vzorecky naznacuji, generujici funkce jsou uziteénym nastrojem i v kombinatorice.
Cviceni
Cviéeni 10d.1: Najdéte T'({k?}).

ReSeni:

. z(z+1)
10d.1: =)

41



