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11. Kombinatorika (Pocitani)

Kombinatorika je nauka o usporadani véci, jeji dilezitou soucasti je schopnost véci spocitat. Dnesni podobu lze
vystopovat do 17. stoleti a vzhledem k tomu, Ze pocitani hraje zdsadni roli v pravdépodobnosti, tak asi nepfekvapi,
ze vyznamnym impulsem tehdy byly zaleZitosti ohledné sazeni. Ctenaf se pravdépodobné jiz s nékterymi kom-
binatorickymi vécmi setkal, mozna se dokonce ucil rozeznavat variace od kombinaci, s opakovanim ¢i bez. Tyto
znalosti jsou bezesporu uzitecné, ale maji jedno vyznamné omezeni: Mnoho situaci se do téchto jednoduchych
skatulek nevejde. Dlouhodobé vyhodnéjsi je tedy rozumét zdkladnim principiim a umét si pomoci nich rozmyslet i
komplikované situace. Jinymi slovy, tato oblast rozhodné neni algoritmicka, neni to ten typ prikladi, kde se staci
naucit dostateény pocet vzoreckl a uspéch je zarucen. Spise je to uméni, kde hodné zalezi na dobrém pochopeni
zakladi, zkuSenostech a invenci.

Zde do této oblasti spis jen nahlédneme. Nejprve se podivame na jednodussi situace, které v zasadé odpovidaji
oném permutacim/variacim/kombinacim probiranym ¢asto na stfedni skole. V dalsi kapitole zajdeme trochu dale.
Protoze u kombinatoriky zélezi vice nez obvykle na zkusenostech, ukédZzeme vic nez obvykle piikladii a cviceni.

11a. Zakladni principy

Zacneme tfemi zakladnimi principy, jejichz aplikaci se da v zasadé vyftesit vétsina béznych situaci. Nebudeme
je formulovat jako véty, uz proto, ze v nich nebudeme vizdy pouzivat pfesnou matematickou terminologii. Vzdy
uvedeme dvé verze, jednu pouzivajici jazyka pocitani, druhou pouZzivajici jazyka mnoZin.

11a.1. Séitaci princip

e Jestlize je mozné jisty proces rozdélit na dva disjunktni ptipady, kdy si proces vidy vybere pravé jeden z

téchto pripadi, prvni pfipad je mozno provést n; zpusoby a druhy ns zptsoby, pak je proces mozno provést

n1 + ng zpisoby.

Zobecnéni: Jestlize je mozno jisty proces rozdélit na N pripadt, kdy si proces vzdy vybere pravé jeden z téchto
N

ptipadd, a i-ty pfipad je mozno provést n; zpisoby, pak je proces mozno provést » . n; zpusoby.
i=1
N
e Uvazujme mnozinu M objektu. Jestlize existuje rozklad M = |J M; (tedy M; jsou navzajem disjunktni), pak
=1
N
M| = 3 M)

i=1

Toto asi nevyzaduje bliz§iho komentate, uz od détstvi vime, ze kdyz si hromadku rozdélime na vice mensich,
tak je staéi poscitat zvlast a pak vysledky secist. V kapitole 11b se podivame na situaci, kdy mnoziny M; nejsou
disjunktni.

11a.2. Nasobici princip
e Predpokladejme, ze jisty proces lze rozlozit do dvou po sobé nasledujicich fazi. Jestlize je prvni fazi mozné
udélat vzdy ny zpusoby a druhou vzdy (nezavisle na vysledku prvni faze) ns zpusoby, pak je cely proces mozno
udélat ni - ny zplisoby.

N
Zobecnéni: Je-li N fazi, kazdéa vzdy n; zpusoby, pak je cely proces mozno provést [[ n; zpusoby.

i—

1
e Uvazujme mnozinu M pocitanych objekti. Jestlize je M = My x M, pak |M| = |My| - |Ma|.

Vsimnéte si, ze druhé vyjadreni neni tak univerzalni jako to prvni, nuti nas totiz vybirat do druhé faze stale tytéz
objekty, zatimco prvni vyjadieni pfipousti také moznost, Ze si v zavislosti na vysledku prvni fize ménime mnozinu
voleb v druhé fazi; jedind podminka je, Zze musi mit vzdy stejnou velikost. I to by se dalo vyjadrit matematicky,
ale bylo by to komplikovanéjsi, zatimco my se zde snazime o uchopeni zakladnich myslenek. Pf¥idame jesté jeden
princip, asi nejvice samoziejmy a mozna nejméné pouzivany z téch tii, ale nékdy vysoce uzitecny.

11a.3. Dopliikovy princip

e Predpokladejme, Ze jisty proces lze provést dvéma zpiisoby, specidlnim a nespeciadlnim. Pak je pocet specialnich
zplusobi roven poctu vSech zpusobt provedeni snizenym o pocet nespecialnich zptusobt provedeni.

e Uvazujme mnozinu M pocitanych objekti. Pak pro M; C M plati |M;| = |[M| — |M — M.

Ted si vSechny tyto principy ukadzeme v akei.
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1 Pfiklad 1la.a: V obchodé maji 6 rtznych druhit USB flashek. Ctyfi kamaradi si je tam jdou koupit, kazdy
jednu. Podivame se na tuto situaci blize.

a) Kolika zptisoby mohou vejit do obchodu, pokud musi po jednom?

Jde o proces, ktery lze rozdélit na ¢tyri faze. Jako prvniho vstupujicitho si mizeme vybrat ze ¢tyf. Tato volba
ovlivni, kdo konkrétné mize byt zvolen jako druhy vstupujici, ale neovlivni zasadni parametr: Pro druhého si
vzdy vybirdme ze t¥i kandidatia. Opét nezavisle na tom, kdo Sel prvni a druhy, si pro tfetiho vybirdme ze dvou (i
kdyz pokazdé jinych, ale vzdy dvou). Na étvrté misto pak uz je jen jedna volba. Je vidét, ze jde pfesné o situaci
z nasobiciho principu, proto pocet zptisobti je 4-3-2-1 =4! = 24,

Tomuto typu situace, kdy jen ménime poradi urcité mnoziny objektd, fikdme permutovani, a kazdému jejich
konkrétnimu usporadani fikdime permutace. Obecny vzorec evidentné bude, Ze existuje n! permutaci n rtznych
objekta.

Poznamka: Pokud nemusi po jednom, jde o fadové tézsi problém, viz priklad 11a.l.

b) Vesli do obchodu. Kolika raznymi zpusoby si mohou vybrat flashky za pfedpokladu, ze od kazdého druhu je
jich dostatecny pocet a zajima nas, kdo si vybral jakou?

Kamarady miizeme ocislovat a nechat je vybirat jednoho po druhém. Kazdy z nich ma na vybér ze Sesti typn,
jde tedy zase o nasobici princip a odpovéd zni 6 -6 -6 - 6 = 6% = 1296.

Zde to lze vidét i pfes kartézsky soucin: V okamziku, kdy kamarady ocislujeme, se vlastné ptame na mnozstvi
vektorid o ¢tyfech souradnicich, které lze vytvorit, kdyz méme 6 voleb pro kazdou soufadnici.

Formalneé situaci, kdy zalezi na tom, kdo si co vybere, fikdme ,zalezi na poradi“ vybéru. Tomu, zZe se tentyz
druh miize vyskytnout vicekrat, rikdme ,volba s opakovanim®. Nase ivahy tedy vedou ke konstatovani, ze kdyz
vybirdme k-krat z n réiznych objektd, s opakovanim a na pofadi zélezi, pak je po¢et moznych vysledki n*.

c) Kolika rtiznymi zptusoby si mohou vybrat flashky tak, aby méli kazdy jinou?

Zase jde o proces, ktery lze rozlozit do fazi. Prvni kamarad mé na vybér 6 moznosti. Tim ovSem omezi vybér
druhého, ale at uz si prvni vybere cokoliv, druhy mé na vybér vzdy pét moZnosti. Podobné pak treti mé jen ¢tyfi
a Ctvrty tfi, konkrétni moznosti se vzdy lisi podle toho, co si vybrali ti piedtim, ale dilezité je, ze pocty jsou
stejné. Je tedy 6 -5 -4 -3 = 360 moznych vybéra dle zadani.

Jak by se takovy vysledek dal zapsat kompaktné a jesté tak, aby se v ném objevily parametry 6 a 47 Takto:

6-5-4-3-2-1 6! 6!
6-5-4-3= = =___
2-1 21 (6 —4)!

Obecné kdyz vybirame k-krat z n rtznych objekti, na potradi zalezi a bez opakovani, pak je to mozné provést

(n%!k)! zpusoby.

d) Kolika riiznymi zpusoby si mohou vybrat flashky tak, aby se néktera opakovala?

Pfi pifmém ttoku jde o dosti komplikovanou tilohu, kterd nezapada do zadného z principti. Reknéme, Ze nechdme
prvniho vybrat. Kolik voleb ma ten druhy? To zalezi na tom, jestli se rozhodne volbu prvniho opakovat nebo ne.
Tim se situace rozpadne na dva disjunktni pfipady (s¢itaci princip), ale nebude to tak jednoduché, protoze ti dalsi
uz se opakovat nemusi, ale také mohou, navic neni vylouceno, ze se néktera flashka objevi az tfikrat ¢i ¢tyrikrat.
Pokud bychom to tedy chtéli prozkoumat, vznika mnoho kfiZzovatek a situace se brzy stava neprehlednou. Budeme
proto hledat alternativu, pfesto je uzitecné poznamenat, ze nékdy je tieba se s takovouto situaci poprat, vratime
se k tomu blize v prikladu 11a.l.

Dalsi mozny pristup je z pohledu flashky, kdy si fekneme, ktera se vybere vicekrat, tim se nam situace rozdéli na
Sest pripadt. Hlavnim problémem zde je, Ze tyto pfipady nejsou disjunktni, protoze se mutze stat, ze se vyberou dvé
rtizné flashky opakované. Sc¢itaci princip proto nelze aplikovat. Opét je uziteéné poznamenat, Ze pokud bychom
nenalezli lepsi alternativu a museli tuto situaci dofesit, pak to lze udélat pomoci pokrocilych metod z pfisti
kapitoly, jmenovité by se pouzil princip inkluze a exkluze.

Tim se dostavame k optimalnimu feseni. Klicem je vSimnout si, ze opakovani vybéru flashek je presné opak k
situaci, kdy se zddna neopakuje, takze lze pouzit doplitkovy princip a vysledky z ¢asti b) a c). Pocet moznych
vybért dle zadani je tedy 6* — % = 1296 — 360 = 936.

Vsimnéte si, Ze tato metoda je sice prijemnd, ale nelze na ni spoléhat. Co kdybychom méli kamaradi vice a
zeptali bychom se, kolik vybéri opakuje dvé a vice flashek? Opakem by pak byly vybéry, kde se opakuje nejvyse
jedna flashka, obé ulohy by tedy nezapadaly do Zadné standardni situace a vyzadovaly by individualni pfistup.
Jinymi slovy, ackoliv jsme ted prvni dva postupy zavrhli, jsou situace, kdy se vyplati umét je dotdhnout do konce,
protoze uz nebude snadné alternativa.

e) Kolika zpusoby si mohou vybrat flashky tak, aby se zadna neopakovala, kdyz je ndm jedno, kdo ma kterou?
Interpretace: Vyberou si flashky, a protoze je chtéji platit dohromady, vysypou je pfed prodavace na jednu
hromadku. Kolik riznych hromadek, ve kterych se flashky neopakuji, miaze prodavac¢ vidét?
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Vymyslet to pfimo je pon€kud komplikovanéjsi, protoze k tomu, abychom mohli pouzit nasobici princip, ndm
chybi rozliSeni na faze. Proto je asi nejjednodussi si tam potradi uméle dodat a pak jej zase odebrat. Kdyz se tedy
budeme soustfedit i na to, v jakém pofadi jsou flashky na tu hromédku pokladany, pak jde o problém z ¢asti c) a
vime, ze takovychto moznosti je g—: Ozna¢me si mnozinu téchto vybéra pracovné M, jde o mnozinu usporadanych
Ctveric.

Kdyz si pak potfadi odmyslime, tak nastane problém, protoze mnohé (dokonce vSechny) situace jsme zapocitali
vicekrat. Naptiklad volby (1,3,5,2) a (3,2,5,1) se v okamziku, kdy na pofadi vybéru nezalezi, smrsknou do jedné
moznosti {1,2,3,5} (pouzili jsme mnozinu, at zdiraznime irelevanci potradi). Je v tom néjakéa pravidelnost? Ano,
usporadané vybéry se smrskavaji na jeden neusporadany vzdy po stejnych poctech. Je to dobie vidét, kdyz se na to
podivame z druhé strany: Kazd4 hromadka ¢tyf riznych flashek nam da 4! = 24 permutaci neboli 24 usporadanych
vybért. To znamend, ze mnozina uspofadanych vybéri se prirozené rozpada do skupinek (disjunktnich) o velikosti
4! = 24 a kazda z téchto skupinek vybért pak dava jen jednu hroméadku. Pocet rtiznych hromédek je tedy roven

& 360
poctu téchto skupin vybért, coz je i—" =51 = 15.
' 6!
Zase to budeme chtit zapsat pomoci vstupnich dat 6 a 4, dostaneme m

Situace, kdy vybirame k-krat z n riznych objektl, bez opakovani a také bez poradi, je v kombinatorice velice
Casta a vyplati se ji naucit rozpoznavat. Rovnéz se bohaté vyplati pamatovat si pfislusny vzorec ﬁlk),, aby si
ho ¢lovék nemusel pofad znovu vymyslet, na rozdil od vzorcti z b) a ¢) uz neni zjevny na prvni pohled. Budeme
se mu jesté v této kapitole vénovat.

Uziteéné je také spojeni mezi situacemi c) a e), které jsme tu odvodili. Funguje totiz v obou smérech, takze
pokud si ¢lovék pamatuje situaci z této ¢éasti, mize pomoci ni fesit pfiklady typu c). Postupuje se pak naopak:
Chceme-li rozdélit rozdilné flashky mezi kamarady, pak nejprve rozhodneme, které jim vibec dame, to je prvni
faze s ﬁlk), moznostmi, a vybrané flashky pak mezi né v néjakém poradi rozdame neboli je permutujeme, to je

druhd faze s k! moznostmi. Podle nasobiciho principu je celkovy pocet moznosti ﬁlk), -kl = (nﬁi!k)!’ viz c).

f) Kolik raznych hromadek muze prodavac¢ vidét, kdyz uz neni Zddné podminka na opakovani, takze se mohou i
nemusi opakovat?

Jinymi slovy, kolika zptisoby je mozno vybrat ¢tyti flashky, kdyz je povoleno opakovani a na poradi nezalezi?
délat.

Hlavnim problémem tady je, Ze kdyz zkusime jednu konkrétni hromadku rozdélit mezi kamarady ve snaze
zopakovat postup z Casti e), tak uz to nedopadne vzdy stejné. Je pofad pravda, ze hromadka {1,2,3,5} dava
4! = 24 raznych vybéria pro kamarady, ale hromadka {1,1,1,2} uz d& jen ¢étyfi rizné vybéry (kdo dostane
dvojku?) a hromadka {6,6,6,6} uz dokonce jen jeden (kazdy si vezme Sestku). To znamend, Ze kdyz si mnozinu
M vsech vybéru flashek kamarady rozdélime do skupin podle toho, jaké pak vytvori hromadky, tak ty skupiny
nebudou vzdy stejné velké, jinymi slovy, pocet téchto skupin nezjistime pomoci velikosti M a déleni jako v ¢asti
e).

Je to tedy slepa ulicka a je na to tieba jit jinak. Tato situace je z téch zakladnich s prehledem nejméné intuitivni,
vétsina lidi nad ni radéji moc nepremysli a rovnou si pamatuje pfislusny vzorec, coz vam doporucujeme. Pro
odvazné prijde jeho odvozeni.

Klicova uvaha vypadd néasledovné: Kdyz na poradi nezéalezi, tak si ty flashky miZeme vzdy seradit podle
néjakého kritéria, tfeba podle toho, jak jsme si je ocislovali. Dostdvame tak hromadky typu {1,1,1,1}, {1,1,3,6}
atd. Kazdy takovyto vybér je tedy jednoznacéné urcéen rozhodnutim, kolik mist mezi témi ¢tyfmi zaberou jednicky,
kolik dvojky, kolik trojky a podobné. To se da realizovat nasledovné. Vytvorime si ukazatele, které ukazuji, kam
az v té ctyrce mist pijdou jednicky, kam az ptijdou dvojky a podobné, Sestky ukoncovat nemusime, takze je
celkem pét ukazateltt zmén typu flashky. Pak jesté potiebujeme ukazatele na ta mista k obsazeni, tedy celkem
(6 — 1) + 4 = 9 ukazatela. Tvrdime, Ze témito ukazateli se jiz vybéry jednoznacéné urci.

Ozna¢ime-li pismenem T ukazatel typu a pismenem M ukazatel mista, tak napfiklad hromadka {1,1,1,1}
by se kédovala MMMMTTTTT, neboli prvni typ konéi az po vSech ¢tyfech mistech, hromadka {1,1,3,6} by
se kédovala MMTTMTTTM (po dvou mistech ukonéime jedni¢ky a rovnou i dvojky, pak jedno misto trojek
a ukonc¢ime trojky, ¢tyfky i pétky) a hroméadka {2,3,3,5} by se kédovala TMTMMTTMT. Dulezité je, Ze to
funguje i naopak, kdykoliv si vezmeme néjaké poradi péti T a ¢tyr M, tak nam to dé urc¢itou hromadku flashek.

Pocet moznych hroméadek je tedy dan poc¢tem moznych usporadani ¢ty M a péti T, coz zjistime snadno dalsim
trikem: Podivame se na to tak, Ze z deviti mist se vybiraji ¢tyfi, nesmime opakovat a na poradi nezalezi, ¢ili
podle e) vime, Ze se to da délat ﬁiéw = 126 zpusoby.
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Pouceni: Kdyz vybirdme k-krat s opakovanim z n riznych objekti a bez poradi, tak je to mozno udélat (:,(_nlijlk)),'

riznymi zpusoby.

A

Timto piikladem jsme probrali klasické ¢tyri zakladni situace. Nez si je shrneme, udélame si uziteénou definici.

Definice
Necht k& < n € Ny. Definujeme jejich kombinaéni ¢islo nebo binomicky koeficient jako

(1) = mm

Cteme to ,,n nad k“.

Let £ < n € Ny. We define their binomial coefficient or combinatorial number as (Z) = ﬁlk), We

read it “n choose k”.

Ackoliv to z definice nemusi byt zjevné, ze zpisobu, kterym jsme k tomuto ¢islu dosli, hned vyplyva, ze kombi-
nacni ¢isla jsou vzdy pfirozena ¢isla (viz také cviceni 11c.4).

Vyraz z definice je neprakticky, protoze faktorialy jsou velice drahé na vypocet. Proto byva lepsi nejprve zkratit
jeden z faktorialti ze jmenovatele se zacatkem faktoridlu v citateli. Mame pak
n\ n! - n-(n—=1)---n—k+2)-(n—k+1) n-(n—1)---(k+2)-(k+1)
(k) Kl(n—k)! k! N (n—k)! ’
Samoziejmé vzdy volime tu variantu, kterd dad méné vyslednych cinitelti, tedy kratime ten vétsi faktorial ve
jmenovateli. Pfi ruénim vypoc¢tu pak miuzeme doufat v dalsi kraceni.

Priklad 11a.b: Spodéitame néjaké kombinaéni ¢islo, tfeba
(9)_ 9! . 9-8-7-6! 9-8-7 9-8-7

_ - =3.4.7=84
3]~ 31(9—3)! 316! 3! 3.2

A

Moznéa jste si vSimli, Ze jakmile se kombina¢ni ¢islo pfepiSe na zlomek, ztraci se rozdil mezi k! a (n — k).
Potvrdime si to faktem a pfidadme dvé dalsi jednoducha pozorovani.

Fakt 11a.4.
(i) Pro vSechna n € Ny plati (Z)L) =1

(ii) Pro v8echna n € N plati <T> =n.
[ n
S \n—k)°

Dtikazy jsou tak snadné, ze je s divérou nechame jako cviceni 11a.61. Dalsi vlastnosti kombinacnich ¢isel najde
Ctenar v kapitole 11c.

(iii) Necht k < n € Ny. Pak plati Z

N

Shrneneme si ¢tyti zékladni situace, které jsme si rozmysleli v pfikladé 11a.a.
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Véta 11a.5.
Uvazujme mnozinu o n riznych prvcich.
(i) Je n! zptisobi, jak je sefadit (neboli je n! permutaci).

| n
(ii) Jestlize na potadi zélezi a opakovani neni povoleno, pak je ﬁ = ( k> - k! riznych zpisob, jak vybrat

k prvki z této mnoziny.
(iii) Jestlize na potadi zalezi a opakovani je povoleno, pak je n
mnoziny.

k rtiznych zpisobi, jak vybrat k prvki z této

n
(iv) Jestlize na poradi nezalezi a opakovani neni povoleno, pak je ( k) ruznych zpusobi, jak vybrat k prvku z
této mnoziny.

n+k—1

(v) Jestlize na poradi nezalezi a opakovani je povoleno, pak je < )

) ruznych zptsobi, jak vybrat k

prvki z této mnoziny.

Ony dva parametry, zda se opakuje a zda na poradi zalezi, patii k tomu hlavnimu, co urcuje metodu zpracovani
kombinatorické situace. Je dilezité umét situace (ii)—(iv) rozpoznat a pfinejmensim pro ty dvé posledni znat
prislusné vzorce. Nékdo si pamatuje vzorce i pro prvni dvé z nich, ale jak uz jsme vidéli, d4 se bez toho obejit.
Vybértim ,usporadanym®, kde na potadi zalezi, se iikd variace, zatimco vybérim ,neuspofddanym®, kde na
poradi nezélezi, fikdme kombinace. Zde to nebudeme pfili§ pouzivat. Shrneme si to v tabulce.

bez opakovani |s opakovanim
s poradim n! i
(variace) (n—k)! "
bez poradi n n+k—1
(kombinace) k k

Ted se podivame na nékteré aplikace téchto zékladnich situaci.

Priklad 1la.c: Kolik je mozno vytvorfit osmimistnych hesel (password) skladajicich se z pismen a ¢islic?
Kazdy znak je nezavisly jev, ktery je mozno udélat 26 + 10 = 36 zptisoby, proto je mozno vytvorit 36° hesel.

A

Priklad 11a.d: Adam, Bara a Cirda chtéji do divadla, hodlaji sedét hned v prvni fadé, kde je 13 sedadel. Kolika
zpusoby se tam mohou rozesadit?

Tato 1loha je nefeSitelna, protoze nemame dostatek informaci. Jmenovité, potiebujeme védét, zda se kazdy
spokoji s jednim sedadlem ¢i jich bude chtit vice, popfipadé zda by jim naopak nevadilo sedét jeden druhému na
kliné tieba Cirda je jesté maly(4).

a) Pokud ptidame pfedpoklad, ze kazdy chce své sedadlo (jedno), pak jde o vybér z 13 mist, bez opakovani, na
poradi zalezi (chceme védét, kdo kde sedi), tedy % =13-12-11 =1716.
b) Kdyby byli ochotni v nouzi i sdilet sedadlo(a), pak by §lo o vybér s opakovanim, tedy 133 = 2197.

c) Co kdyby chtéli sedét vedle sebe? Pak je t¥eba situaci rozlozit na dva kroky. Nejprve vybereme trojici sedadel
vedle sebe, kolik je moznosti? Vybirdme z blokta 1-3, 24, ..., 11-13, téch je 11. Na vybrané trojmisto se pak
rozesadi, to jsou permutace tii lidi. Je tedy celkem 11 - 3! = 66 moznosti.

d) Co kdyby chtéli sedét vedle sebe a s Cirdou uprostied? Zase je 11 moznosti na trojku, ale pak uz je dano, kde
sedi Cirda, jedina volba je, kdo sedi na levém a kdo na pravém konci, tedy 2 moznosti. Celkem je tedy 11-2 = 22
moznosti.

JAN

Piiklad 11a.e: Kolik permutaci pismen ABCDEFGH obsahuje slovo DECH?
Toto se udéla jednoduchym trikem, prosté se DECH vezme jako jeden celek, ktery se spolu s ostatnimi ¢tyfmi

pismenky permutuje, takze celkem permutujeme pét véci. Moznosti je tedy 5! = 120.
A

Piiklad 11a.f: Kombinatorika je zasadnim néastrojem pro lidi zabyvajici se seriézné hranim karet.
Pro hrace bridge je zékladni tvaha, Zze ze standardniho balicku 52 karet je mozno dostat 13 karet presné

(i’g) — 52-51-50-49-48-47-{13?!-45-44-43-42-41-40 = 635013559600 ~ 6.4 - 1011
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zpusoby (vybirdme 13 z 52, bez opakovani, na pofadi v ruce nezalezi).

Priznivce hry poker zase zajimé, ze dostat z tohoto balicku pét karet je mozno (552) = 2598960 ~ 2.6 - 106
zpusoby.

A

Piiklad 11a.g: Kolik riznych balicki bonbdéni (ty jsou tam volné lozené) je mozné vytvofit, kdyz do balicku
vybirame 10 bonbdnu ze t¥i druht, pricemz od kaZzdého druhu je k dispozici dostatek kusa?

Vybirame desetkrat z t¥iprvkové mnoziny, vybér mtizeme opakovat a na poradi nezélezi, protoze bonbdny se pak
stejné budou v balicku volné michat. Je to ta nejobtiznéjsi ze ¢tyt zakladnich situaci, proto si vzorec pamatujeme:

Je mozné udélat (*T1071) = (77) = 152 = &L = 66 riznych balickiL.
A

102! 2

Priklad 11la.h: Uvazujme bindrni fetézce o délce 8 (bajty).
a) Kolik jich je?

Pro kazdou pozici vybirdme nezévisle ze dvou hodnot 0 a 1, tedy 28 = 256 fetézct.
b) Kolik z nich obsahuje pfesné tfi jednicky?

Zde vybirame, na které pozice jednicky dame, a na poradi vybéru nezélezi (¥ict, ze jednicky maji byt na pozicich
1, 2 a 6, vyjde nastejno jako Fict, ze maji byt na pozicich 2, 6 a 1). Takze vybirdme z osmi mist, bez opakovani a
bez poradi, tedy (g) = 3% = fj;jg = 56 Tetézcl.
c¢) Kolik z nich obsahuje nejvyse t¥i jednicky?

Toto je snadné, sta¢i pos¢itat moznosti pro zadnou, jednu, dvé ¢ tfi jednicky (jde o navzéjem disjunktni situace):

G+ +G)+ ) =1+8+28+56=093.

d) Kolik z nich obsahuje alespon tfi jednicky?

8
Podobny postup jako v c¢) vede na (2) fetézctl. Zde ale bude jednodussi prejit k opa¢nému jevu neboli nejvice
k=3

dvéma jednickam, dostaneme
22— [(5)+ () + (5)] =256 —1—8—28 =219.

e) Kolik z nich m4 stejné jednicek a nul?

Ty, které maji presné étyii nuly, (§) = 70 fetézct.
f) Kolik z nich m4 vic jednic¢ek nez nul?

Jedna moznost je spocitat (g) + (2) + (é;) + (g) =93.

Alternativa: VSech Fetézcii je 256, z nich 70 mé stejny pocet, zbyva 256 — 70 = 186 fetézci, které maji bud vic
jedniéek nebo vic nul. Mezi témito situacemi je zjevna symetrie (kdykoliv mame fetézec s vétsim poctem jednicek,
zaménou 0 < 1 ziskdme Fetézec s vice nulami), proto polovina tohoto po¢tu ma vic jednicek, tedy %186 = 93.

A

Ted se podivame na nékolik teoretickych situaci.

Piiklad 11a.i: Dokazeme, 7e jestlize je A koneéna mnozina, pak |P(A)| = 214,

1) Pro usnadnéni ozna¢me |A| = n. Podmnoziny vytvaiime tak, ze se u kazdého prvku z A rozhodujeme, zda jej
vezmeme ¢i ne. Takze vlastné vybirdme n-krat z dvouprvkové mnozZiny {ano, ne}, odpovédi se mohou opakovat a
na poradi zélezi (chceme védét, o kterém prvku fikdme ano ¢i ne). Podet moznosti je tedy 2™.

Chceme-li to odvodit ze zdkladnich principt, pak prosté bereme postupné prvky A a u kazdého jsou dvé moznosti
rozhodnuti, téchto fazi je n, cely proces je proto podle nasobiciho principu mozno provést 2-2---2 = 2™ zpusoby.

2) Aternativni FeSeni: Podmnoziny vznikaji tak, Ze si z mnoziny vybereme nékolik prvki, na pofadi nezalez,
protoze je pak ddvame do mnoziny, a opakovat nesmime. Jde tedy o jasnou kombinacni zalezitost, chybi uz jen
zjistit, kolik prvki vlastné méme vybrat. Odpovéd zni, Ze to neni ddno, musime vyzkousSet vSechny moZnosti.
Takze nejprve vybereme nic (prazdnd podmnozina), to se dd jednim zptusobem, coz je mimochodem (’8), pak
vybirame jeden prvek, celkem (T) moznosti, pak dva prvky, celkem (g), a tak dale, az po vybér celé mnoziny, coz
se da jedinym zpusobem, coz je mimochodem (Z) Kdyz to se¢teme, dostaneme vSechny mozné zptisoby vybéra

n
podmnozin: ) (Z)
k=0
Samozrejmé je to stejny vysledek jako u prvniho feSeni, viz Dusledek 11c.7.

3) Alternativni feseni: Indukce na |M]|.
(0) Pro nulaprvkovou mnoZinu {) existuje jedna podmnozina (), takze 2° = 1 souhlasi.
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(1) Piedpokladejme, ze vztah plati pro n-prvkové mnoziny. Méjme mnozinu M o n + 1 prvcich, zvolme si jeden
z prvka m. Kazda podmnozina z M bud v sobé m nem4, pak je to vlastné podmnozina mnoziny M — {m} o n
prvcich, téch je podle indukéniho pfedpokladu 2™, nebo v sobé m mé a pak je to vlastné Y U {m} pro né&jakou
podmnozinu Y C M — {m}, takze podmnozin M obsahujicich m je také 2". Jde o disjunktni moznosti, proto je
celkem 2" + 2" = 2. 2" = 2"+l podmnozin.

A

Priklad 11a.j: Necht A, B jsou kone¢né mnoziny.
a) Kolik je zobrazeni z A do B?

Kazdy prvek z A si muze zcela svobodné vybrat, kam do B se posle, coz je |B| moznosti. Vybirdme |A|-krat,
celkovy pocet vybért je tedy |B|l4.

Zavér: Existuje |B|l4l zobrazeni z A do B.

b) Kolik je prostych zobrazeni z A do B?

Ted kazdy prvek svou volbou omezi volbu prvka nasledujicich. Prvni prvek z A mé na vybér | B| moznosti, druhy
uz jen |B| — 1, t¥eti uz jen |B| — 2 atd., ten posledni prvek mé |B| — |A| + 1 moznosti. Nasobici princip tak dava
celkem |B|- (|B| —1)---(|B| — |A| + 1) moznosti vybéru.

Vsimnéte si, ze kdyz |A| > |B|, tak toto ¢islo dava nulu, coZ je naprosto spravné, pak zadné prosté zobrazeni
neexistuje. Budeme-li chtit odpovéd vyjadiit kompaktné pomoci fakorialti, tak si na to budeme muset dat pozor.

Zévér: Jestlize |B| > |A|, pak je 2

WVAI)! riznych prostych zobrazeni z A do B, jinak neni zadné.

c) Pocet zobrazeni na se urcuje obtizné a nechame jej do pristi kapitoly, viz Véta 11b.3.

d) Vime, Ze u koneénych mnozin jsou bijekce mozné jen v pfipadé, ze |A| = | B|. Pak uz bijekce souhlasi s prostymi
zobrazenimi a lze pouzit vysledek z b).

Zavér: Jestlize |A| = |B|, tak je |B|! bijekci z A na B.

Neni to zadné piekvapeni, u bijekce je kazdy prvek z B napojen na néjaky (jediny) prvek z A, takze se to celé
redukuje na otazku, v jakém poradi se napoji neboli na pocet permutaci.

A

Piiklad 11a.k: Kolik mé rovnice x1 + x2 + x3 = 13 feSeni splnujicich x; € Ng?

Pokud se budeme snazit néjak kombinatoricky pridélovat prirozena ¢isla do x;, tak budeme mit velké problémy s
uhliddnim jejich sou¢tu. V ptipadé malych ¢isel by jesté sel udélat rozbor vSech piipadi (zacit s (0,0,13), (0,1,12)
a postupné se zkusit dopoéitat k (13,0, 0), viz piiklad 11a.v (ii) ¢i algoritmus 11d.7), ale pro vétsi ¢isla to rozhodné
neni perspektivni, ono uz zde s 13 by to bylo dost drsné.

Nejsnazsi feSeni spociva v totalni zméné zorného thlu. Nebudeme pridélovat Cisla proménnym, ale proménné
¢islim. Mame 13 jednicek a kazdé z nich si vybere, do které x; ptijde. Takze vybirdme tfinactkrat ze t¥i moznosti
T1,T2,x3, evidentné s opakovanim a na poradi nezalezi, protoze je jedno, které konkrétni jednicky jdou treba
do 1, nas jen zajimé, kolik jednicek si tu xyvybralo. Je to tedy zase ten nejméné intuitivni zédkladni ptipad a
pamatujeme si, ze je celkem (3+£—1) = (}g) = 105 moznych feseni.

Tento trik se zménou pridélovani je docela uziteény. Postup je mozné také zajimavé modifikovat, tfeba takto:
b) Kolik existuje FeSeni rovnice x; + xo + x3 = 13 spliujicich z; € Ny a také z; > 1, 9 > 3, 23 > 27

Trik: Nejprve rozdélime napevno 6 jednicek tak, aby uz x; nabyly svych minimalnich nutnych hodnot. Zbyvajicich
7 jednicek pak rozdélime jako pfedtim (vybirdme pro kazdou ze t¥i proménnych), je tedy (3+;71) = (?) = 36
takovychto Teseni.

Pro dalsi varianty tohoto problému viz ptiklad 11b.d.

JAN

Mnoho kombinatorickych situaci ale takto pfimocarych neni, casto je potieba rtizné postupy kombinovat a nalézt
spravny pristup neni snadné. Jako ilustraci ted ukaZeme ponékud zajimavejsi priklady. Nejprve se jesté vratime k
nasim kamaradd@im a ukazeme jeden uzite¢ny pohled na véc.

Piiklad 11a.l (pokracovani 1la.a): Vratime se Uplné na zacéatek, do situace, kdy kamaradi vchéazeji do dveri.
Kolika zpusoby by mohli vejit, kdyby mohli vchazet nejen po jednom, ale také po dvou?

Tato otazka se vymyka zakladnim ¢tyfem situacim, musime se tedy vratit k principim. Zkusme si to rozfazovat.
Nejprve nechédme vejit bud jednoho kamardda (4 moznosti) nebo dvojici, coz je vybér dvou ze étyf bez opakovani,
(3) = 6 moznosti. Je tedy celkem 10 moznosti, kdo mohl vejit prvni, ale tim se proces zadrhne, protoze nejsme
schopni udat jednoznaény pocet moznosti pro dalsi fazi. Reknéme, ze by jako druhy vesel jeden kamarad. Pocet

moznosti pro jeho vybér zavisi na tom, z kolika vybirdme, ale to zavisi na tom, co se stalo v prvnim kole. Kdyby
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na zacatku vesel jeden, tak mame tfi volby pro toho druhého, ale kdyby jako prvni vesli rovnou dva, tak zbyvaji
uz jen dvé volby pro toho, kdo vejde v druhé fazi. Neni tedy splnéna zdkladni podminka z nasobiciho principu,
protoze druhou fazi neprovadime vzdy stejnym poc¢tem moznosti.

V takové situaci se obvykle rozbor situace rozdéli na moznosti a kazda se zkouma samostatné, vysledky se pak
davaji dohromady podle sc¢itaciho principu. Mnozinu vSech moznosti vstupu proto rozdélime na podmnozinu téch,
které zacaly jednim clovékem, a na pomnozinu téch vstupt, které zacaly dvojici. Kdyz ale v obou podmnozinach
postoupime dal, tak se rozpadnou i tyto podmnoziny na mensi kousky, protoze i pak mame moznost volby mezi
jednim kamarddem ¢i dvojici. Situace se rychle stava nepfehlednou a v téchto situacich se vyplaci pouzit strom,
ktery do tvah vnese fad, diky tomu je pak mimo jiné méné snadné néjakou moznost piehlédnout. Zkusme si
nejprve udélat strom pro pfipad, Ze by kamaradi byli t¥i, ozna¢me si je A, B, C.

° Kazda cesta shora dola (tzv. vétev) znaéi jednu

moznost, kdyz tedy spocitame jejich konce (tzv. listy),

/ tak vidime, ze je celkem 12 moznosti vstupu. Je evi-

A B C AB AC > pc dentni, Ze tato metoda neni nejefektivnéjsi, napriklad
/ | \ / | \ / | \ | | | za chvili uvidime, zZe pro ¢tyri kamarady by strom

B C BC A C AC A B AB C B A musel mit 66 listd, coz uz je docela dost. K tuspor-

| | | | | | néjsi praci se s vyhodou pouzivaji pravidelnosti ve

¢ B ¢ A B A stromu.

Vsimnéte si, ze tii levé ¢asti stromu maji stejnou strukturu, staci tedy spocitat velikost jedné casti a vynésobit
tfemi. Podobné maji i pravé ¢asti stejnou strukturu. Stac¢i tedy nakreslit strom nikoliv se vS8emi moZnostmi, ale
se vSemi typy moznosti, a u kazdého typu pak zjistit, kolik skuteénych vybért reprezentuje. To se d& délat vice
zpusoby, ukazeme zde dva.

1) Prvni zptisob bude asi trochu tézsi na vysvétleni, ale v praxi mi pfijde rychlejsi. Je zalozen na tom, ze vyuziva
néasobiciho a sc¢itaciho pravidla coby pravidel pro pohyb ve stromu. Zhruba feseno, kde je ve stromu pravidelnost,
tam nasobime, kde je nepravidelnost, tam sc¢itdme, a to na libovolné trovni. UkdZeme to na nasem pivodnim
prikladé, tedy na ¢tyrech kamarddech vchazejicich po jednom ¢i po dvou.

Zakreslime si moznosti vstupu, ale misto konkrétniho kamarada budeme davat pro-

ménné, jmenovité a jako znak pro libovolného kamarada, b jako znak pro libovolného °

kamarada jiného nez a, ¢ jako libovolného kamarada odlisného od a ¢i b atd. V kaz- 4q 6ab

dém okamziku vybéru si zaroven ve stromu udélame poznamku o tom, kolik moznosti / \ \

volby v tom kterém misté mame. 3hb  3be 2c¢ led
Jak se na to pfislo? Naptiklad prvni kamarad se vybiral ze ¢tyf moznosti, proto je 20/ 1\cd 1y 1g

nahote vlevo u a ¢tytka. Pokud Sel po ném dalsi kamarad, vybiral se ze tii (trojka u
b), a kdyz sli jako druzi dva, byly (g) = 3 moznosti (trojka u bc). Na druhou stranu d

pokud §la jako prvni dvojice, mohlo se to stat (g) = 6 zpusoby (Sestka u ab) a tak

déle.

Celkovy pocet moznosti ted zjistime tak, Ze prochdzime strom zdola a aplikujeme nasobici ¢i séitaci pravidlo
podle toho, jak to na rtznych mistech stromu vypada (pravidelné ¢i nepravidelné). Vznikajici ¢éisla si zapiSeme do
nové kopie naseho stromu, ted uz ¢isla u vétveni nepredstavuji okamzity pocet moznosti, ale soudet za celou ¢ast
stromu nize. Dostavame je takto.

Zacneme tim d vlevo dole, tam je jedna moznost. Posuneme se nahoru, vidime ¢, u néj dvojka, coz rika, ze ten
usek c¢—d je opakovan dvakrat. Predstavime si tedy, jakoby od c¢ vedly dolti dvé stejné ¢asti, které obé maji o
aroven nize uz jen jednu cast. To je pravidelnost, kterou resi nasobici princip, proto celd tato ¢ast stromu se miize
stat 2 - 1 zpusoby.

Pouceni: Kdyz od néjakého bodu vybéru vede dold jen jedna cesta, tak to znamena,

ze je pod nim nékolikrat opakovany tvar, staci tedy vynasobit velikost tohoto tvaru s %%

¢islem u vybérového bodu. 484 184h
Posuneme se nahoru. Vidime b, ale také vidime, ze k nému vedou zdola dvé cesticky. / \ \

Je zde tedy nevyvéZzenost, kterou Fesi s¢itaci princip. Céast stromu s vrcholkem c re- 9y  3phe 2¢ led

prezentuje 2 moznosti a ¢ast oznacend cd méa u sebe poznamku, Ze reprezentuje jednu /\ | |
kopii, tedy jednu moznost. Celkem tedy ty ¢asti stromu, které jsou pod zkoumanym  2¢ led 1d 1d
b, reprezentuji 2 + 1 = 3 moznosti vybéru. A tento (nevyvazeny, ale jiz prozkoumany) 14
strom je u b zopakovan tfikrat (to je ta poznamka u b), tudiz zase nasobici princip k4,
ze ten kus stromu, jehoz typ zacind béckem, predstavuje 3 - 3 moznosti.

Od tohoto b se pfesuneme nahoru a jsme u a, ale zase vidime, Ze se k nému dostaneme i odjinud. Je tedy cas
zapamatovat si, ze b-Cast stromu se mize stat 9 zplsoby, a podivat se na tu druhou c¢ast. Zase zacneme zdola,
je tam d s jednickou a nad tim bc s trojkou. Podle nasobiciho principu se tedy cela cast mize stat 3-1 = 3
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zpusoby. Kdyz to secteme, tak vidime, ze ¢ast stromu pod a reprezentuje 9 + 3 = 12 moznosti, a tato ¢ast stromu
je zopakovana ¢tyfikrat (viz pozndmka u a). To znamend, Ze cela ackova ¢ast stromu predstavuje 4 - 12 = 48
moznosti. Pravé jsme se dozvédéli, ze pokud ptijde jako prvni jeden kamarad, tak se to muize stat presné 48
zpusoby.

Stejnym postupem doplnime pocty v druhé ¢asti stromu, zac¢neme zdola a skoncéime ¢islem 18 u ab. Dohromady
je tedy 48 + 18 = 66 moznosti, jak mohou kamaradi vejit po jednom ¢i po dvou.

2) Alternativni zpusob funguje tak, Ze ony poéty moznosti v jednotlivych uzlech nekompilujeme od listu ke
koteni, abychom tak dostali celkovy pocet, ale naopak shora dolt, kdy uz nemusime vybirat vhodné principy, ale
prosté nasobime vSechna ¢isla na konkrétni vétvi, ¢imz se dozvime, kolika zplisoby se dany konkrétni typ vstupu
mohl udat. Zde si ukazeme také jinou verzi stromu, kdy si nepiseme symbolicky vybéry, ale jenom to, kolik lidi v
jednotlivych fazich vejde, my uz si budeme pamatovat, ze nesmi dojit k opakovani.

Ona ¢isla u jednotlivych listi lze zjistit i pfimo béznymi kombinatorickymi metodami,

bez pomoci castecnych dcislicek. Napiiklad vétev tplné vlevo odpovida situaci, kdy / O\
vstoupi po jednom, coZ se muze stat 4! zptsoby. Vétev o jedno vpravo je situace, kdy 41 2
vstoupi jeden, jeden a nakonec zbyli dva. Pro vybér prvniho jsou 4 moznosti, pro vybér / \ /
druhého uz jen 3 a zbyvajici dvojice prosté vejde, celkem tedy 4-3 = 12 zptisobti tohoto 31 32 21 12
vstupu. Dalsi vétev popisuje potradi jeden-dva-jeden, jsou 4 moznosti pro prvniho, dalsi ) / 1\ ) | ) | |
dva se vybiraji ze t¥i a na poradi nezalezi, coz jsou (g) = 3 moznosti, a posledni uz na T 2 111 ¢
vybér nema, zbyl jeden, celkem 4 - (3) = 12 zptsobi. Takto se projdou vSechny vétve 11 1l2 1l2 1l2
ve stromu. 1

24

Kdyz ¢isla sec¢teme, dostavame zaveér, ze ¢tyri kamaradi mohou vchazet po jednom ¢i po dvou celkem 66 zpusoby.

Af uz se to zkousi tak ¢i onak, moc efektivné to porad nevypada. Staci si predstavit, ze by lidi bylo 150 a mohli
by vchazet po jednom, dvou ¢i tfech, strom by se pak musel kreslit na lodni plachtu. Bohuzel, pro situace tohoto
Je vidét, ze v kombinatorice sta¢i mald zména v zadani, aby se tloha zménila ze snadné (vchazi po jednom) na
velice obtiznou (vchézi i po dvou). Situace, pro které chybi vzorecek, jsou bézné, takze vypisovani vSech moznosti
je legitimni metoda.

U vétsich problémt pak nezbyva, nez pouzit pocitac, namisto kresleni stromil napsat algoritmus, kterym by se
vSechny moznosti prosly a spocitaly. Pak je samozrejmé treba dat velky pozor na to, aby program opravdu pocital
vSechny moznosti a kazdou jen jednou. Letmo se na to podivame v kapitole 11d.

A

Priklad 11a.m: Ve tfidé je 150 kluki a 40 holek. Chtéji poslat ¢tyiclennou delegaci k prednésejicimu.
a) Kolika zptisoby ji mohou vybrat?
Vybiraji ¢tyfi ze 150 + 40, na poradi nezélezi a evidentné bez opakovani, tedy pocet moznosti je

(1) = 1908988187 — 59602165

b) Kolika zptisoby ji mohou vybrat, jestlize v ni chtéji dva kluky a dvé holky?
Vybéry kluku a holek jsou nezavislé, tvori dvé faze vybéru, tedy je spojime nasobicim principem, kazdy z téch
vybéri je bez opakovani a bez pofadi, proto je odpovéd

(1;0) X (420) _ 150é149 . % = 8716500.

c¢) Kolika riznymi zpisoby ji mohou vybrat, kdyz chté&ji dva kluky a dvé holky a navic chtéji uréit toho, kdo za
né bude mluvit?
Metoda 1: Nejprve vybereme delegaci, viz b), pak z ni vybereme mluv¢iho:

(120) ) (420) -4 = 34866000.

Metoda 2: Nejprve vybereme mluvéiho, pak doplnime delegaci. Mluvéi bude bud kluk nebo holka, coz ovlivni
pocty pii dalsim vybéru, situace se tedy rozpadne na dva disjunktni pripady, které spojime scitacim principem
(bude tam nevyvazeny strom). Vyjde

150 - (11%) - () +40- (13%) - (%”) = 34866000.
d) Kolika riznymi zpusoby ji mohou vybrat, kdyz chtéji dva kluky a dvé holky a také dopfedu urcit, v jakém
poradi budou k proéfovi vchazet?

Nejjednodussi je nejprve vytvorit delegaci a pak fesit poradi neboli ji permutovat.

(159) . (49 . 41 = 209196000.

e) Kolika riznymi zptsoby ji mohou vybrat, kdyz chtéji dva kluky a dvé holky a také dopfedu uréit, v jakém
poradi budou k préfovi vchazet, pricemz nechtéji, aby §li dva kluci za sebou?
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Zase je nejjednodussi vybrat delegaci a pak ji permutovat, ted ovSem nelze pouzit vSechny permutace. Jak
vycislime ty povolené? Tteba tak, ze nejprve bereme jen obecné kluky a holky a najdeme t¥i moznosti usporadani:
hkhk, khkh a khhk. Dveé holky a dva kluci se ovsem na ta mista h a k mohou dat v riznych poradich, ¢ili celkovy
pocet moznosti je

(120) , (420) -3-2!. 2! = 104598000.

Poznamka: Jak bychom pocet potfadi délali, kdyby bylo holek 11 a kluk 7?7 Vypisovani moznjych poradi by
bylo dost dlouhé, existuje néjaka obecnd metoda? Jestlize nechceme, aby sli kluci za sebou, tak vzdy mezi dvé
holky mtzeme ale nemusime postavit kluka, lze také postavit kluka aplné na zacatek ¢i konec. To znamena, Ze z
pozic mezi holkami (kterych je 10 plus dvé na konci, tedy dvanact) vybirdme sedm mist pro kluky, je tedy (172)
moznosti sefazeni, pokud nas nezajimaji konkrétni osoby, jen pohlavi. Moznosti sefazeni konkrétnich osob pak je
(172) - 11! 7!, viz také cviceni 11a.39.

f) Kolika zpusoby ji mohou vybrat, jestlize chtéji mit alespon jednoho kluka a alesponi jednu holku?
Zde se Teseni rozpadnou na disjunktni pfipady podle poctu kluki a holek, vyjde
() - (5) + (57 - () + (15) - () = 32250500.
Alternativa: Co kdybychom rovnou zkusili napevno vybrat holku a kluka a pak zbytek doplnit uz bez ohledu na
pohlavi? Dostali bychom (1“;’0) (410) (138) = 105468000. Vyslo to jinak a znatelné vice. To se obcas u kombinato-
rickych uloh stava, dilezité je rozpoznat spravné feseni a najit chybu v chybném. Zde je chyba v alternativnim
feseni, nékteré situace totiz pocitame dvakrat. Naptiklad pokud jsou ve vyboru dva kluci A a B, tak jsme tuto
situaci zahrnuli jednou, kdyZ jsme nejprve vybirali kluka A a pak dopliiovali zbytek, podruhé jsme jako prvniho
dali B a pak A dosel v rdmci doplnéni. Kdyby jesté k nim byly dvé holky, tak se tataz situace dokonce zapocitala
¢tyrikrat. To je komplikace, na kterou je tfeba u kombinatorickych tloh davat velky pozor. Vzhledem k tomu, ze
nasobnost po¢itani neni porad stejnym koeficientem (nékdy ¢tyfikrat, v piipadé t¥i kluka ¢ t#i holek jen tfikrat),
nelze spravnou odpovéd z té Spatné ziskat délenim. Tento pFistup je tedy v tomto prikladé slepd ulicka, nékdy je ale
myslenka nejprve splnit povinné cenzum a pak libovolné doplnit zbytek uzitecna, viz nize ¢i treba priklad 11a.k.

g) Kolika zpisoby ji mohou vybrat, jestlize chtéji dva kluky a dvé holky, ur¢ité mé jit Bara ale Adam ne?
Opét vybirdme po fazich. Nejprve vybereme tieba kluky, ale Adam nesmi, vybirame tedy ze 149. Pak vybereme
holky, Baru urcité, pak na zbyvajici misto dobereme jesté jednu holku z ostatnich 39. Celkem je tedy moznosti

(39 (%) = 430014

K tomuto ptikladu se vratime, viz ptfiklad 11b.a.
A

Priklad 11a.n: Ve gkolce je n klukt a n holek. Jdou na vychézku, uéitelka je rozfadi do dvojic.
a) Kolika zptisoby muze déti sefadit?

Protoze se blize nespecifikuje, budeme predpokladat, Ze zalezi na vSem, tedy v jaké dvojici kdo jde i kdo je vlevo
a vpravo. Jedna mozZnost TeSeni je postupné vybirat. Do prvni dvojice vpravo je 2n moznosti, do prvni dvojice
vlevo pak je 2n — 1 moZnosti, do druhé dvojice vpravo pak je 2n — 2 atd, moznosti se nasobi (jde o faze vybéru)
a dostaneme (2n)!.

Alternativa: Mtzeme déti sefadit vedle sebe a pak dvojice odpocitavat postupné, ¢imz se cela véc redukuje na
pocet permutaci déti, coz je (2n)!.

b) Kolika zptisoby je ucitelka muze setadit, jestlize ji zalezi jen na tom, kdo je v které dvojici?

Zde vybirame bez potradi do prvni dvojice, tedy (22"), pak do druhé dvojice, coz je dalsi faze ¢ili nasobime ¢islem
(2n—2 2n—4

o o ) atd, dostavame

(2n)(2n—1) . (2n—2)(2n—3) Loo21
2! 2! [ DI

Alternativa: Nejprve vybereme déti do dvojic, jako by na poradi zalezelo, coz je (2n)! moznosti. Pak postupné
poradi ve dvojicich ,,rusime®, po zruseni u prvni dvojice se pocet riznych moznosti redukuje na polovinu, u druhé
dvojice zruseni poradi zptisobi dalsi redukci na polovinu atd.

), pak nasobime ¢&islem (
2-1 (2n)!
2

c) Kolika zptsoby mutze déti sefadit, jestlize je ndm jedno, kdo je v které dvojici a zda vlevo a vpravo, zajima nas
jen, kdo je s kym?

Jedna moznost je nechat prvniho vybrat, ma (2n — 1) moznosti. Tim dvé déti odpadnou. Dalsi si pak miize
vybrat z (2n — 3) moznosti, dalsi dva odpadnou, dalsi z (2n — 5) atd. Celkem je tedy pocet dvojic

2n)(2n—2)(2n—4)---4-2 2n)! 2n)!
(2n—1)-(2n=3)---3-1=2n-1)(2n=3)---3-1- E2n§§2n—2gg2n—4§--~4~2 = 2n~2(n—1()-2()n—2)~--2-1 = (2*172' :

Vzorec jsme zkusili upravit tak, aby byl kompaktnéjsi, zajimavé je, ze se k té finalni verzi da také prijit piimo.
Nejprve vybereme déti do dvojic podle a), pak zrusime pozici ve dvojicich jako v b), nakonec zrusime i poradi
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dvojic a mame to.

Mimochodem, ¢éislu 1-3-5-(2n —3) - (2n — 1) = (2n — 1)!! se fika dvojny faktorial. Podobné se pro suda ¢isla
definuje 2-4-6- (2n — 2) - (2n) = (2n)!l.
d) Kolika zptsoby muze déti sefadit, jestlize chce mit v kazdé dvojici kluka a holku a chce mit kluky za sebou a
holky za sebou?

Zde je to snadné, nejprve dame kluky nalevo a holky napravo a pak je nezéavisle na sobé miizeme permutovat,
to je (n!)? moznosti. Je ale také mozné fadit holky vlevo a kluky vpravo, celkem je tedy 2(n!)? moznosti.

e) Kolika zptisoby muze déti setadit, jestlize chce mit v kazdé dvojici kluka a holku, ale nefesi, kdo je vlevo a kdo
vpravo?

Zde bude nejjednodussi natvrdo vybrat feknéme chlapce vlevo a holky vpravo, coz je (n!)? moznosti, oni uz se
pak seradi ve dvojicich dle libosti.

f) Kolika zptisoby muze déti sefadit, jestlize chce mit v kazdé dvojici vlevo kluka a vpravo holku, ale nefesi, jak
jdou dvojice za sebou?
Tady prosté stac¢i nastoupit kluky do fady a k nim pfifazovat holky, coz da n! moznosti.

g) Kolika zpiisoby mtize déti sefadit, pokud je chce mit v zastupu a aby se stfidali kluci s holkami?
Nezévisle srovndme kluky a holky do zéstupt, to dava (n!)? moznosti. Pak si jen vybereme, jestli ptijdou hkhk...
nebo khkh..., tedy celkem 2(n!)? moznosti.

h) U¢itelka déti posadi na koloto¢ fetizkac. Kolika zptisoby to lze udélat?

Toto je problém zndmy jako ,problém kulatého stolu“. Jeho zasadnim rysem je rotac¢ni symetrie, naptiklad
pokud mame tii déti a sedi na kolotoci zptisobem BAC, tak to po otoceni kolotoce da ACB a také CB R Jinymi slovy,
to, co bychom normalné povazovali za tfi rozdilna serazeni, je jen jedno.

Kulaty sttl se d& v zasadé Tesit dvéma pristupy. Jednak je mozné jej ,roziiznout®, vyfesit problém v jedné fadé
a poté tu radu zase slepit, celkovy pocet se pak ale musi vydélit ¢islem 2n, protoze to je pfesné pocet protoceni
fetizkace (stolu). V pfipadé nasich déti je mizeme posadit do fady (2n)! zpiusoby, takze na Fetizkovém koloto¢i to
bude (22—77;)' = (2n — 1)! zpisoby.

Druha varianta je, Ze nékam natvrdo posadime Pepicka, protoze kdyz se koloto¢ toci, tak nékdy na té poazici
urc¢it bude. Zbyva pak rozesadit ostatni, coz je (2n — 1)! moznosti.

i) Kolika zpusoby je mozné posadit déti na Fetizkovy koloto¢ tak, aby se st¥idali kluci s holkama?
Posadime Pepicka, tim je dano, kde budou sedét kluci, tak je tam rozmistime, to je (n—1)! moznosti. Na zbyvajici
mista ddme holky, celkem n!(n — 1)! zpisobi.

A

Priklad 11a.0: 10a.x Uvazujme ¢isla {1,2,3,... ,n}, kde n > 11. Vybereme z nich pét riznych. Kolika zpisoby
je mozné to udélat, aby bylo druhé nejveétsi ¢islo nejvyse 10?7

vvvvvv

vvvvv

zpusoby jej muzeme vybrat? Nejvétsi moznost je 10 a nejmensi 4, protoze se pod néj jesté musi vejit dalsi tii.
Celkem je tedy 7 moznosti (10 — 4 + 1, pozor) pro jeho vybér. Ted vybereme dalsi ¢isla.

Zacfneme nejvétsim. To musi byt nad tim jiz vybranym, takze mame drobny problém, potfebujeme znat pozici
jiz. vybraného ¢isla. To ukazuje, zZe je tfeba zavést parametr, budeme tedy dale predpokladat, ze vybrané druhé
nejvétsi ¢islo je k. Nejvétsi ¢islo pak vybirdme z rozsahu k + 1, k + 2 az n, celkem tedy n — (k+1)+1=n—k
moznosti pro jednu konkrétni volbu k.

Ted tento vybér jesté doplnime o tii nejmensi, ty musi byt pod ¢islem k, tedy vybirdme tii ¢isla z rozmezi
{1,2,... ,k — 1}, bez opakovani a najednou, tedy na potradi nezalezi, coz je (kgl) moznosti. Pro jednu konkrétni
volbu k pro druhé nejvétsi ¢islo tedy mame celkem (n — k) (kgl) moznosti vybéru. Pro jinou hodnotu k dostavame
zcela odlisné vybéry (lisi se pfinejmensim pozici druhého nejvétsiho ¢éisla), jde tedy o rozklad na disjunktni mnoziny.
Celkovy pocet moznosti tedy dostaneme sectenim moznosti pro jednotliva k.

10
Zavér: Je mozno udélat Y (n — k) (kgl) vybért dle zadéni.

Komentar: Tento postup nebyl prili§ elegantni, ale ¢asto je jediny mozny, takze se mnohdy smifime s vysledkem
v neuzavieném tvaru. Zaroven jsme si pfipomnéli nékolik uZiteénych triki. Ted uz se ale podivejme na druhé
TeSeni.

2) Elegantni feseni. Zakladem je nasledujici zjednodusujici ivaha. Neni tfeba situaci Fesit ve tfech krocich, ale ve
dvou, nejprve vybereme ¢tyti nejmensi ¢isla a pak to nejvétsi. Kdyz ta ¢tyfi nejmensi vezmeme 1 az 10, tak mame
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zajisténo, ze druhé nejvétsi neprekroci desitku. Poznamenejme, Ze opravdu je tfeba to paté brat jako nejvetsi,
protoze kdyz jej budeme brat bez omezeni, tak bychom se mohli dostat vicekrat ke stejnému vybéru (napfiklad
1,2,5,6 a pak 9 dava stejny vybér jako 1,2,5,9 a pak 6). Tim se ale dostavame k problému, ze kdyz uz ty ¢tyti
vybereme najednou, tak neumime zjistit, jak velké je to nejvétsi, abychom tak dostali moznosti pro vybér patého,
jesté vétsiho.

To je problém podstatny a mnohy fesitel by v ted tuto cestu asi vzdal, ale existuje cesta, jak z toho ven. Onen
vybér patého cisla totiz v zasadé funguje dvojim zpusobem. Pokud je i paté ¢islo v rozmezi do deseti, pak prosté
staci vybrat pét ¢isel z mnoziny {1,...,10} a vic neni tfeba fesit. Druhd moznost je, Zze to paté ¢islo je vétsi nez
10, pak ale zase presné vime, jak jej miZzeme vybrat.

Vybéry tedy rozdélime do dvou moznosti podle pozice nejvétsiho ¢isla. Pokud je nejvyse 10, pak jde vlastné
o vybér péti cisel z 10 moznosti. Pokud je nejveétsi cislo vétsi nez 10, pak miizeme udélat onen dvoustupnovy
vybér, nejprve vybereme ¢tyti ¢isla z deseti moznych a pak dobereme péaté z rozmezi 11 az n, celkem (140) (n—10)
moznosti.

Zavér: Je mozno udélat (150) + (140) (n — 10) vybéru dle zadéni.

A
Ted si predvedeme nékolik teoretic¢téjsich priklad.

Priklad 11a.p: Mgéjme mnozinu A o n prvcich.
a) Kolik je usporadanych dvojic, které lze z prvka A vyvorit?

Zde se ptame na velikost mnoziny A x A a tudiz je odpovéd jasna, n?.
b) Kolik je neuspofadanych dvojic raznych prvki, které lze z prvka A vytvorit?

Odpovime tfemi zpusoby.

1) Nejprve spocitame vSechny usporadané dvojice rtiznych prvki. To je snadné, staci vzit vSechny dvojice z ¢asti
a) a odecist dvojice stejnych prvki, kterych je n. Je jich tedy n? —n = n(n — 1).

Dvé uspofadané dvojice typu (a,b), (b,a) vzdy daji jednu neusporadanou {a, b}, proto je pocet neusporadanych
dvojic riznych prvka roven %n(n -1).

2) Dalsi mozny pohled na véc je, ze neusporadané dvojice jsou prosté jen dvouprvkové podmnoziny A, jinymi
slovy vytahujeme dva prvky z n, na pofadi nezédlezi a bez opakovani, coz dava (g) = 2'(nn7l2)' = %n(n —1).

3) Zkusime to jesté jinak, podivame se na to z pohledu jednotlivych prvkt A. Prvni prvek se mtize dostat do
dvojice s n — 1 dal$imi prvky. Druhy prvek uz v zapocitané dvojici s prvnim prvkem je, takZe se miZe nové druzit
s dalsimi n — 2 prvky. Tteti prvek uz je zapocitdn ve dvojici s prvnimi dvéma, miize tedy ptidat dalsich n — 3
dvojic. Predposledni prvek jesté nemél zapocitanu dvojici s poslednim a tim to konci, posledni uz ma vSechny

dvojice zapocitany. Celkem je dvojic
n—1
(n—1)+n-2)++2+1=Y k=inn-1),
k=1

pouzili jsme Vétu 9c.3 (ii).
c¢) Kolik je neusporadanych dvojic prvki, které lze z prvka A vytvorit?

I zde je mozné pouzit nékolik pfistupt. Asi nejjednodussi je vyuzit predchozi prace. Vime uz, Ze je %n(n -1)
neusporadanych dvojic s riznymi ¢leny, dvojic typu {a, a} je evidentné n, celkem je tedy %n(n —1)+n= %n(n—l— 1)
neuspoiadanych dvojic.

Druhé moznost je aplikovat postup b)3). Prvni prvek A se mize druzit s n moznymi prvky (i se sebou), druhy
uz je s prvnim zapocitan, zbyva n — 1 moznosti atd, posledni mé jesté nezapocitanou moznost druzit se sam se
sebou. Celkem je to

n
nt -1+ +2+1=> k=1in(n+1).

k=1
Naopak obtizné by bylo zkusit adaptovat postup z b)l). Z ¢asti a) vime, kolik je vSech usporadanych dvojic,
ale my je neumime jednoduse pfevést na neuspordadané. Zadrhel je v tom, Ze nékteré usporddané dvojice se pii
prechodu na neusporadané druzi po dvou, jmenovité kdyz jsou jejich slozky rizné, ale dvojice typu (a,a) uz jdou
na neuspoiadané metodou jeden na jednoho. Pro rozumné zvlddnuti by tedy bylo tfeba rozdélit situaci na tyto

dva pripady, ale to jsme zpét u prvniho reSeni.

A

Priklad 11a.q: Uvazujme dvé koneéné mnoziny A, B. Kolik je moZznych relaci z A do B?
Relace jsou podmnoziny A x B, jejich pocet je podle piikladu 11a.i roven 2/4%Bl = 2lAI'1B],
A
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Priklad 11la.r: UvaZujme mnozinu A o n prvcich.

a) Kolik je relaci na A?
Podle piikladu 11a.q je jich 2°.

b) Kolik je reflexivnich relaci na A?

Reflexivni relace automaticky obsahuji vSechny dvojice typu (a, a), zde neni ziddna svoboda volby. Pocet reflexiv-
nich relaci je tedy dan poc¢tem podmnozin mnoziny vSech uspofadanych dvojic riznych prvka. Téch je n(n — 1),
viz ptiklad 11la.p b)1), takze poc¢et podmnozin a tim i pocet reflexivnich relaci na A je gn(n—1)

c) Kolik je symetrickych relaci na A?

U symetrické relace nezélezi na orientaci, ¢ili se u kazdé neusporadané dvojice prvkid ptame, zda ji vezmeme do
relace nebo ne. Jinymi slovy, zajimé nés pocet vSech podmnozin mnoziny neuspofadanych dvojic prvki, kterd ma
podle piikladu 11a.p c) velikost n(n + 1). Zévér: Existuje 2"("*1)/2 symetrickych relaci na A.

d) Kolik je antisymetrickych relaci na A?

Toto neptjde najednou, antisymetricka relace se totiz diva na dvojice rtizné. Pokud je to dvojice stejnych prvki,
tak to antisymetrii nezajimé a muzeme si je brat ¢i nebrat dle libosti. Zato u dvojice rtiznych prvkd povoluje
antisymetrie Zadnou ¢i jen jednu spojnici. Antisymetrickou relaci tedy vytvorime ve dvou nezavislych fazich neboli
pouzijeme nasobici princip. Nejprve se rozhodneme, které ze smycek pouzijeme. Moznych smycek je n, my z nich
vybirdme podmnoziny, je tedy 2" moznosti.

V druhé fazi doplnime spojnice mezi nestejnymi prvky. Mnozina neusporadanych dvojic riznych prvka mé dle
ptikladu 1la.p b) velikost %n(n — 1), my se u kazdé dvojice rozhodujeme mezi tfemi variantami: nevzit viibec,
vzit od mensiho k vétsimu, vzit od vétsiho k mensimu (vzhledem k pofadi prvka v mnoziné A). Je tedy mozno
vytvofit 3™("=1/2 y{beri.

Zéavér: Na mnoziné A je 273™("=1/2 riznjch antisymetrickych relaci.

e) Vzhledem k tomu, Zze asymetrické relace jsou vlastné antisymetrické a navic antireflexivni, znamena to, Ze u
nich nejsou pro dvojice stejnych prvki zadné moznosti vibéru. Je tedy 3"("~1)/2 asymetrickyjch relaci na mnoziné
A.

Tranzitivita se Spatné kombinatoricky uchopuje, ani s tim nebudeme zacinat.

A

Priklad 1la.s: a) Kolik lze vytvofit riznych fetézct ze slova DUMBO?
To je snadné, jde o permutace ¢ili 5! = 120 fetézct.

b) Kolik lze vytvorit raznych fetézci ze slova BAMBI?

Zase jde o permutace, ale madme problém, protoze se ndm dvé pismena shoduji. Zkusme se nejprve odvolat
na to, co umime, a oznaéit si ta bécka, mame tedy B1AM ByI. 7Z tohoto umime udélat 5! fetézct. My si je
ted rozdélime, mnozinu vSech fetézcl rozlozime na disjunktni mnoziny tak, ze v kazdé mnoziné je vzdy jeden
konkrétni fetézec a také vSechny jiné fetézce, které z néj lze ziskat permutaci téch B. Jedna takovd mnozina je
tieba {B1Bo AM I, Bo B AM1}, jina tieba { By AB3I M, Bo AB1IM}. Je snadné si rozmyslet, Ze kazda tato mnozina
mé presné 2! = 2 prvky.

Je také zjevné, ze kdyz ted od bécek odmazeme ty indexy neboli zrusime jejich poradi, tak se kazda tato mnozina
zcvrkne na jeden Fetézec, takZe pocet ruznych Fetézct vytvoritelnych z BAMBI je g—: = 60.

Tento postup muzeme snadno aplikovat i na pfipady, kdy se opakuje vice objekti, tfeba ze slova BREKEKFE lze
vytvorit 2% = 420 ruznych retézca.
budeme strkat bécka: (g) V druhé fazi na ostatni mista zpermutujeme AM I, celkem dostaneme (3)3! = 60 rtiznych
Fetézcu.

JAN

Tuto myslenku si nyni zobecnime.

Véta 11a.6.

k
Méjme n objektt, z toho ny je typu 1 (jsou nerozlisitelné), na typu 2 az ny je typu k, tedy > n; = n.
i=0
n!
Pak je ——————— rlznych permutaci téchto objektu.
nil-ng!l- - ny!
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Dukaz: Indukci na k.
(0) k = 1: Permutujeme objekty jednoho druhu, méme n = nq, tedy ma byt Z—i: = 1 moznosti, coz souhlasi, u
stejnych objektd prohozeni nepozname.
(1) Predpokladejme, ze umime permutovat kolekce k typi objekti. Mé&jme ted kolekci k + 1 typt objekt.
Nejprve vybereme umisténi pro objekty typu k + 1 mezi n volnymi misty, coz se da udélat (n:+1) zpusoby.
Zbyva usporadat (n —ng41) objektl o k typech mezi zbyvajicimi n — ng41 volnymi misty, coz podle indukéniho
" (n—nk41)!

- zpusoby. Celkem je tedy mozno vyrobit

n1!~n2!~~-nk.

predpokladu lze udéla

<n ) (n—nes)! nl (n—ng1)! nl

Nk+1 nl'ng‘nk' nk+1!(n—nk+1)! nl'ng'nk' nl'ng‘nk'nk+1'
ruznych permutaci.

Priklad 11a.t: Ze slova BAOBAB je moZno vytvorit 3%:1, = 60 rtznych slov.
JAN

Priklad 11a.u: Vratime se na chvili ke kartdm. Ve hfe bridge se vSech 52 karet rozda mezi 4 soutézici (kazdy
ma 13). Zélezi vSak jen na tom, kdo dostane jakou, nikoliv na poradi, v jakém k nim jednotlivé karty pfichazeji.
Kolika zptsoby to lze udélat?

Jedna moznost je vybrat karty pro prvniho, pak pro druhého atd, jde o faze s poctem moznosti, ktery nezavisi
na konkrétni volbé predchozi faze, tedy podle nasobiciho principu je pocet moznosti

52\ (30 (26) (13 _ 52 391 26! 52! 5 36 102
13/\13/\13/\13) ~ 13139 " 13126! 131131~ 131131131131 '

(Pro srandu: Je to 53644737765488792839237440000.)

Ten pfedposledni vyraz vypada zajimavé, najde se k nému primé cesta? Ano, polozime karty do fady a rozhod-
neme, ze prvni hra¢ dostane prvnich 13, druhy druhjch 13 atd. Rozdéni se tedy realizuje permutacemi karet, ale
protoZe u jednotlivého hrace na poradi nezalezi, zrusime pfislusné pocty permutaci tim, ze délime témi 13!.

Alternativni feSeni: D4 se zkusit i zména tthlu pohledu, nerozdavame karty hractm, ale pridélujeme hrace kartam.
Vyrobime za kazdého hrace 13 Zetonkt a fadime je rtizné podél karet. Jde o permutace s opakujicimi se prvky,

vychézi tedy gmeisms ~ 5-36 - 10%5.
A

Kromé permutaci jsme v této kapitole zkoumali také vybéry. Jak to vypada, kdyz mame od kazdého typu
omezeny pocet kust a chceme z nich nékolik vybrat (at uz s poradim ¢i bez)? Je to velky problém podobny tomu
z prikladu 11a.l, protoze hned prvni volbou zménime pocty kusi, které jsou k dispozici do dalsich kol, takze nelze
pouzivat nasobici princip a v zasad€ nezbyde nic nez zase rozebirat moznosti napfiklad pomoci stromd. Jinymi
slovy, zadné rozumné vzorce nejsou a kazdy priklad je svij. Jeden takovy si ukdzeme.

Piiklad 11a.v: (i) Mame k dispozici t¥i bonbény malinové a sedm bonbénti citrénovych. Checeme-li si vzit osm,
kolika zptusoby je to mozné?
a) Na poradi nezalezi: To je snadné tloha, mizeme mit nejvyse t¥i malinové, ale alespon jeden vzit také musime,
jinak by ndm citrénové nestacily na doplnéni do osmi. Jsou tedy t¥i mozné zptusoby (1,2 nebo 3 malinové).
b) Na poradi zalezi: Zde jsou mozné dva piistupy. Jeden vyuziva vybéru bez poradi, ktery se pak zpermutuje.
Nestaci ale vzit vysledek z a) a vynasobit uré¢itou konstantou, protoze pocet riznych permutaci zalezi na tom,
kolikrat se ktery prvek opakuje. Situace se tedy musi rozlozit dle poc¢ti, naptiklad malinovych bonbdnt.

m = 1: Zde permutujeme jeden M a sedm C, coz dava 1%, = 8 moznosti. Jde to i selskym rozumem, prosté
vybirdme misto v poradi pro ten jeden malinovy.
m = 2: Zde permutujeme dva M a Sest C, % = 28 moznosti.
m=3: 3% = 56 moznosti.

Celkem 8 + 28 + 56 = 92 moznosti.

Druha moznost je udé€lat si strom, coz je ale evidentné vysoce nouzova metoda, protoze by mél mit nakonec 92
vétvi.
(ii) Méme k dispozici pét bonbdéntt malinovych, ti¥i pomerancové a pét citrénovych. Chceme-li si vzit devét, kolika
zpusoby je to mozné?

Tady uz to zacina byt opravdu zajimavé, a to dokonce i v pfipadé, Ze neuvazujeme poradi. Je naptiklad vidét,
ze musime vzit alespon jeden bonbdén malinovy a alesponi jeden citrénovy, ale co dal? Jedna moznost je rozebrat
ptipady podle toho, kolik vezmeme tieba téch malinovych.
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1
2

Zbyva osm bonbonid, zde neni na vybér, musime prosté vzit vSechny P a vSechny C. Jedna moznost.
Zbyvé vzit sedm bonboént, tedy dva ¢i ti P. Dvé moznosti.
3: Zbyva vzit Sest bonbdnt, tedy jeden az tii P, tii moznosti.
= 4: Zbyvéa vzit pét bonboént, tedy nula az t¥i P, ¢tyri moznosti.
m = 5: Zbyva vzit ¢tyti bonboény, tedy nula az tfi P, zase ¢tyii moznosti.
Celkem mame 14 moznosti.
Pokud bychom chtéli vybér s poradim, pak pro kazdou z téchto 14 moznosti musime fesit permutace.

3333
I

Je jasné, ze kdyby se vybiralo z feknéme Sesti druhd, tak uz je tento rozbor tikolem na dlouhé zimni vecery.
Existuji lepsi alternativy?

Je zde moznost pfevodu na rovnici, nase tloha se da formulovat jako hledani po¢tu feseni rovnice m+p+c¢ =9,
které jsou z Ny a splnuji m < 5, p < 3 a ¢ < 5. Zékladem bude pristup z prikladu ptikladu 1la.k, ale jesté
potfebujme dalsi nastroje, vratime se k tomuto ptikladu v dalsi kapitole, viz piiklad 11b.e.

Popravdé fe¢eno, pro vétsi poc¢et druhii by i toto bylo dosti pracné. Pak by zase asi bylo nejefektivnéjsim fesenim
napsat algoritmus, ktery by prosel vSechny moznosti a spocital je. Jinymi slovy bychom si to rozdélili, my bychom
udélali to premysleni a pocita¢ by odvedl hrubou manudlni praci. Tak to mé byt.

A

Cviceni
Cviceni 11a.1 (rutinni): Napsali jsme péti kamaradim e-mail a ocekdvame odezvu, predpokladejme, ze kazdy
napise jednou a jiné e-maily uz nedorazi.
a) V kolika potadich se jejich odpovédi mohou v mailboxu objevit?
b) Pokud jsme nas mailserver nechali pfecpat a ma misto uz jen na tfi pfichozi e-maily, kolik je moZnosti pro to,
co v mailboxu najdeme?

Cviceni 11a.2 (rutinni): Kolika zptisoby je mozné odpovédét na 100 otdzek typu ano/ne, je-li mozné na otazku
také neodpovédét?

Cviceni 11a.3 (rutinni): Kolika zptsoby je mozno vybrat 6 pfedméti z deseti ruznych véci, jestlize
a) vybér je usporadany a opakovani neni povoleno?

b) vybér je usporfadany a opakovéni je povoleno?

c) vybér je neuspoiadany a opakovani neni povoleno?

d) vybér je neusporadany a opakovani je povoleno?

Cviceni 11a.4 (rutinni): Kolik je mozno vytvofit poznavacich znacek, jestlize se skladé z ¢islice nerovné 0, pak
pismena, pak ¢islice nerovné 0 a nakonec ¢tyrmistného cisla?

Cviceni 11a.5 (rutinni): Kolika riiznymi zptsoby je mozno rozdélit medaile mezi osm bézcti za predpokladu, ze
nebude remiza?

Cviceni 11a.6 (rutinni): Kolika zptisoby je mozné vybrat 8 minci z prasatka, ve kterém je 100 stejnych korun
a 80 stejnych dvoukorun?

Cviceni 11a.7 (rutinni): Kolik je osmibitovych binarnich slov, kterd obsahuji pravé pét jednicek?

Cviceni 11a.8 (rutinni): Na Skole je 11 profesorti matematiky a 7 profesort fyziky. Kolika zptsoby je mozné
vybrat vybor skladajici se ze t¥i matikt a tii fyzika?

Cviceni 11a.9 (rutinni): Kolik riznych kombinaci korun, dvoukorun, pétikorun, desetikorun a dvacetikorun
miize byt v prasatku, jestlize je tam 20 minci?

Cviceni 11a.10 (rutinni): UvaZujme pismena abcdef.
a) Kolik jejich permutaci kon¢i na d?
b) Kolik jejich permutaci kon¢i na g?

Cviceni 11a.11 (rutinni): Kolika rtiznymi zptsoby je mozno rozvést 3000 knih do tii riznych skladist?

Cviceni 11a.12 (rutinni): Z 15 otazek na pfijimaci zkousky maji mit 4 spravnou odpovéd a, 4 spravnou odpovéd
b, 4 spravnou odpovéd ¢ a 3 spravnou odpovéd d. Kolik je tieba vyrobit Sablon k opravovani, aby ke kazdé prislusné
volbé otazek byla Sablona?

Cviceni 11a.13 (rutinni): Kolika zptsoby lze rozdélit Sest identickych balénkt do deviti rtiznych kosu?
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Cviceni 11a.14 (rutinni): V baru nalévaji do sklenic tii druhy vina a dva druhy piva. Méli jste za vecer pét
sklenic. Kolika zptisoby to mohlo probéhnout, kdyz jste nechtéli michat vino s pivem?

Cviceni 11a.15 (rutinni): U¢itel se rozhodl vyhodit 40 lidi ze 200 studentt. Kolik se mu nabizi moznosti?
Kolik ma moznosti za situace, kdy téch 40 predstavuje jen horni mez, ale tolik jich vyhodit nemusi?

Cviceni 11a.16 (rutinni): a) Kolik existuje desetimistnych fetézcti sestavenych ze dvou nul, tii jednicek a péti
dvojek?
b) Kolik existuje desetimistnych ¢isel ve trojkové soustaveé, kterd jsou zapsand pomoci dvou nul, tii jednicek a péti
dvojek?

Cviceni 11a.17 (rutinni): Kolik je moznych Internetovych adres podle protokolu IPv4?

Adresy maji 32 bitt a jsou rozdéleny do tii t¥id.

Class A pro velké sité: za 0 nésleduje 7-bitovy netID (nesmi to byt 1111111) a pak 24-bitovy hostID (nesmi byt
samé 0 ¢i samé 1).

Class B pro stfedni sité: za 10 nasleduje 14-bitovy netID a pak 16-bitovy hostID (nesmi byt samé 0 ¢i samé 1).
Class C pro malé sité: za 110 nasleduje 21-bitovy netID a pak 8-bitovy hostID (nesmi byt samé 0 ¢i samé 1).
Poznamka: Rezervovény jsou jesté Class D 1110 pro specidlni tcely (multicasting) a Class E 11110 jako rezerva.
IPv6 uz ma 128 bitové adresy.

Cviceni 11a.18 (rutinni): Kolik ma mnozina se 100 prvky alespon dvouprvkovych podmnozin?

Cviceni 11a.19 (rutinni): Hodi se desetkrat po sobé minci.

a) Kolika zptsoby to muze dopadnout?

b) Kolik z nich mé pfesné dvé hlavy?

c¢) Kolik z nich mé stejné hlav a orla?

d) Kolik z nich méa vice hlav nez orla?

e) Jak se odpovédi na otazky a) az d) zméni, pokud hédzeme najednou desiti riznymi mincemi?

f) Jak se odpovédi na otazky a) az d) zméni, pokud hazeme najednou desiti identickymi mincemi?

Cviceni 11a.20 (rutinni): V obchodé mayji 5 riznych druht ¢okolady. Kolika zptsoby je mozno koupit

a) t¥i ¢okolady?

b) tii cokolddy tak, aby byla kazd4 jina?

c) Sest ¢okolad tak, aby byla kazd4a jina?

d) Sest ¢okolad tak, aby se kazdy druh vyskytnul?

e) Sest ¢okolad tak, aby tam uréité byly alespon t¥i mlééné s liskovymi ofisky, ale urcité ne vic nez jedna hotka?

Cviceni 11a.21 (rutinni): Student si vzdycky rano cestou do skoly koupi bagetu.

a) Jestlize je k dispozici Sest druht a nechce si v jednom tydnu kupovat stejnou vicekrat, kolika rtiznymi zpisoby
miZe mit béhem tydne bagety (na potradi zélezi)?

b) Jak dlouho muze studovat, pokud nechce bagetové tydny opakovat?

Cviceni 11a.22 (rutinni): Kolik Fetézct lze vytvorit permutovanim slova BUBUKUKU?
Cviceni 11a.23 (rutinni): Kolik permutaci fetézce ABCDEFGH obsahuje slova BA a FEC?

Cviceni 11a.24 (rutinni): Kolika zptisoby je mozno usporadat pismena a, b, ¢ a d, jestlize b nesmi piijit hned
po a?

Cviceni 11a.25 (rutinni): Kolika zpusoby je mozné usporadat AABBCCDDEE tak, aby nebyly dvé A za sebou?
Cviceni 11a.26 (rutinni): Kolik fetézct je mozné vytvorit pomoci pismen ze slova HAHA?

Cvic¢eni 11a.27 (rutinni): Kolika zpusoby je mozno z péti zen a sedmi muzi vybrat ¢tyfclenny vybor za
predpokladu, Ze musi obsahovat alespon jednoho muZe a alespon jednu Zenu?

Cviceni 11a.28 (rutinni): V cukrarné maji tii typy oplatku na zmrzlinu (kornoutek, kalisek, misticka ve tvaru
lastury), osm typt zmrzliny a dvé moznosti posypu (¢okoldda, ofisky).

a) Kolik je mozné vytvorit zmrzlin ze tii kopeck, jestlize je mozné opakovat druh zmrzliny a pfidat posyp?

b) Kolik je mozné vytvorit zmrzlin ze t¥1 kopecki, jestlize neni mozné opakovat druh zmrzliny, ale mizeme ptidat
az dva rtizné posypy?
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Cviceni 11a.29 (rutinni): Kolika zpusoby je mozno vybrat pultucet koblih z 10 moznych druht, jestlize
a) se nesmi opakovat druh?

b) musi byt vSechny stejné?

c) je to vybér bez omezeni?

d) musi byt alespon dva druhy?

e) musi byt alespon ¢tyfi jahodové?

f) nesmi byt vic nez t¥i pudinkové?

Na poradi nezalezi.

Cviceni 11a.30 (rutinni): Kolik alespon osmipismennych fetézcti lze vytvofit z pismen slova BALAKLAVA?

Cviceni 11a.31 (rutinni): Kolika zpusoby je mozné vybrat étyfi studentské zastupce, jestlize tam maji byt
obsazeny vsechny stupné a na Skole je 2500 studentt bakalarské etapy, 1200 studentti magisterské etapy a 300
doktorandu?

Cviceni 11a.32 (rutinni): Kolik je mozné udélat SPZ, jestlize jsou mozné forméty 3 pismena 4 éisla nebo 2
pismena 5 c¢isel?

Cvi€eni 11a.33 (rutinni): Kolik je moZno utvofit palindromii (Fetézc nad 26 pismeny abecedy, které se ¢tou
stejné zleva i zprava) o délce n?

Cviceni 11a.34 (rutinni): Kolika zptsoby je mozno vytvorit fotku 6 svatebéant v fadé, jestlize
a) nevésta a zenich musi byt vedle sebe;

b) nevésta musi byt nékde nalevo od Zenicha;

c) nevésta nesmi byt vedle Zenicha.

Cviceni 11a.35 (rutinni): Jméno proménné v jazyce C je fetézec o délce 1 az 8 skladajici se z malych a velkych
pismen, ¢islic ¢i podtrzitka, prvni znak nesmi byt c¢islice. Kolik proménnych je mozno pojmenovat?

Cvifeni 11a.36 (rutinni): Uvazujme slova o délce 7 vytvorend z 26 malych pismen abecedy (6 samohlasek, 20
souhlések).

a) Kolik z nich m4 pravé dvé samohlasky?

b) Kolik z nich za¢ina d nebo ¢ nasledovano samohlaskou?

c) Jak se to zméni, kdyZ neni mozno pismena opakovat?

Cviceni 11a.37 (rutinni): Kolik je ¢tyfbitovych fetézci, které neobsahuji t¥i nuly hned po sobé?

Cviceni 11a.38 (rutinni): Kolik je pétibitovych Fetézctl, které obsahuji t¥i nuly po sobé?
Viz také cviceni 11b.4.

Cviceni 11a.39: (i) Kolika zptsoby se miize postavit osm muzi a pét Zen do fady tak, aby dvé Zeny nestaly za
sebou?
(ii) Kolika zptsoby se miize postavit m muzi a n Zen tak, aby dvé Zeny nestéaly za sebou?

Cviceni 11a.40 (rutinni): Kolika zptsoby lze rozdélit 8 déti do étyf houpacich lodi¢ek pro dva na pouti, kdyz
je nam jedno, jak v kazdé lodicce sedi?

Cviceni 11a.41 (rutinni): Nastupu v tanecnich se Gc¢astni n mladiki a n divek. V kolika rtiznych poradich mohou
(po jednom) nastupovat, maji-li se stfidat mladici s divkami?

Cviceni 11a.42 (rutinni): Zvolme piirozené ¢islo k& mensi nez 99.

a) Kolik permutaci ¢isel 1,2, ... ,100 zachovava ¢isla k, k + 1, k + 2 ve spravném poradi a za sebou?
b) Kolik permutaci ¢isel 1,2,...,100 zachovava éisla k, k + 1, k + 2 ve spravném poradi?
Cviceni 11a.43 (rutinni): Vybirdme ¢tyfi éisla z 1,2,...,100, a to bez opakovani. Kolika zpisoby je to mozné

udélat tak, aby:

a) se ve vybéru objevila ¢isla 13,23, 31 po sobé?

b) se ve vybéru objevila ¢isla 13,23, 31 nikoliv nutné hned po sobé, ale v tomto pofadi (tj. mize se mezi né
vmacknout i néco jiného)?

c) se ve vybéru objevila néjaka tfi ¢isla po sobé?

d) se ve vybéru objevila tii po sobé jdouci ¢isla, ale nemusi byt nutné vybréana hned po sobé, jen v tomto poradi
(tj. mize se mezi né vmacknout i néco jiného)?

e) Vyfeste a) a b), pokud vybirdme ze sedmi éisel.
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Cviceni 11a.44 (rutinni): Kolika zpusoby lze vybrat tucet jablek z kose, ve kterém je 20 ¢ervenych, 20 zlutych
a 20 zelenych, jestlize chceme alespon tii od kazdé barvy?

Cviceni 11a.45 (rutinni): Kolik je mozno vytvofit binarnich fetézcti z osmi nul a desiti jednicek, jestlize po
kazdé nule musi pfijit jednicka?
A dvé jednicky?

Cviceni 11a.46 (rutinni): Kolika zpusoby je mozno rozesadit n lidi kolem kulatého stolu?

Cviceni 11a.47 (rutinni): Mame n manzelskych para.

a) Kolika zptusoby je mozno je posadit do fady, aby sedéli v pofadi muz-zena?
b) Kolika zpisoby je mozno je posadit do fady, aby sedél kazdy par vedle sebe?
c) A co kolem kulatého stolu?

Cviceni 11a.48 (rutinni): Kolik je nejvyse 8-mistnych bindrnich slov (nepréazdnych) spliiujicich tuto podminku:
Jestlize je prvni znak 0, pak uz mize nasledovat jen nula az sedm znakt 1. Jestlize je prvni znak 1, pak mtze
nasledovat jen lichy pocet jednicek.

Cviceni 11a.49 (pouc¢né): a) Necht m,n € N, uvazujme ¢tercovou sit o ifce m ¢tvercii a vysce n ¢tverci. Kolika
zpusoby je mozno se dostat z levého dolniho rohu do pravého horniho rohu, jestlize je povoleno se pohybovat jen
doprava nebo nahoru po této siti?

Interpretace: Chceme se dostat v roviné z bodu (0, 0) do bodu (m, n), mizeme ale jen postupné zvétsovat jednotlivé
soutadnice po 1.

b) Necht m,n, k € N. Kolika zpisoby je mozné dojit v 3D-prostoru z bodu (0,0,0) do bodu (m,n, k) za predpo-
kladu, zZe je mozné jit jen kroky o jedno podél nékteré osy ve sméru zvysujici se souradnice osy?

Cviceni 11a.50: Kéd s pojistkou je zvolen tak, aby byl pétimistny, prvni ¢éty¥i mista jsou libovolné éislice a
posledni je ¢islice zvolena tak, aby byl soucet dvou poslednich cifer délitelny sedmi. Kolik takovych kédt je mozné
vytvorit?

Cviceni 11a.51: Kdyz vypiSeme vSechna pfirozena ¢isla mensi ¢i rovna 1000 v desitkové soustaveé, kolik se celkem
pouzije ¢islic

a) 07

b) 17
c) 27
d) 3?7
e) 97
Cviceni 11a.52 (pou¢né): Test mé 5 otézek. Jestlize ma kazda otdzka mit vahu alespori 5 bodi, kolika zptisoby
se daji body rozvrhnout, aby byl soucet 507

Cvicéeni 11a.53: Kolik rtznych celoéiselnych feSeni, které spliiuji x1 > 1, x5 > 0, x3 > 3, 24 > 2, mé rovnice
X1+ o+ T3+ T4 = 177

Cviceni 11a.54: Kolik podmnozin mnoziny {3,7,9,11,24} mé vlastnost, ze maji soucet mensi nez 287
Cviceni 11a.55: Jakymi riznymi zptisoby muze probéhnout zapas mezi tenisty A a B hrany na tii vitézné sety?
Cviceni 11a.56: Kolika zptsoby miize skoncit zavod ¢tyf skikrosait?

Cviceni 11a.57: Kolika zpiisoby je mozno v kiné posadit do Fady Sest chlapct a osm divek tak, aby Zadni chlapci
nesedéli vedle sebe?

Cviceni 11a.58: U stolu se se$lo n lidi. Kdyz si chtéji ptipit, kolik se ozve cinknuti?
Cviceni 11a.59: Kolik ma konvexni n-tthelnik ahlopficek?

Cviceni 11a.60: Necht M je mnozina. Kolik lze vytvofit usporadanych dvojic (A, B) takovych, ze A C B C M?
Napovéda: Uvazujme takovou dvojici. Pak kazdy « € M patii do pravé jedné z A, A— B, M — B.

Cviceni 11a.61 (pouc¢né): Dokazte, ze (viz Fakt 11a.4)

(i) pro viechna n € Ny plati (§) = 1;

(ii) pro vSechna n € Ny plati (q‘) =n.

(iii) pro vSechna k < n € Ny plati (7) = (,",)-
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Reseni:
11a.1: a) 5! =120. b) 5-4-3 = 60.
11a.2: 3199,
11a.3:a) 10-9-8-7-6-5 = 151200. b) 10% = 1000000. c) () = 1¢2ET = 210.
d) (10+66—1) _ (165) _ 1514 136'12 1110 _ 5005,
11a.4: 9-26 -9 - 10* = 21060000.
11a.5: 8- 7-6 = 336.
11a.6: Pocty jsou v zasadé irelevantni, podstatné je, ze od kazdého je alesporn osm kust. Odhadneme, Ze na poradi
nezalezi, (2+2_1) = (2) = 9. Logické, vybirame, kolk vezmeme dvojkorun, moznosti od zddné po osm. Kdyby na
poradi zélezelo, tak je to 28 = 256 moznosti.
11a.7: (g) = 56.
11a.8: (1)) - (5) = 5775.
11a.9: Kazda mince si vybira (s opakovanim) z péti typi, na pofadi nezalezi (jsou volné lozené v prasatku), tedy
(5+20—1) _ (24) _ 24 23 2221 _ 10626.
20
11a.10: a) 5! = 120. b)

11a.11: Kazda kniha si vybirét skladisté, s opakovanim, na poradi nezalezi, proto (3+§888_1) = (3883) = 4504501.

11a.12: Je to otazka na sefazeni pismen, tedy permutace a né€ktera pismena se opakuji: = 15765750.

11a.13: Baldnky si vybiraji kose s opakovanim, (9+2_1) = (164) = 3003.
11a.14: Bud pivo nebo vino, séitaci princip. Pét vybéri ze ti vin s opakovanim, na poradi zalezi, tedy 3%, podobné

pivo, celkem 3° 4 25 = 275.

11a.15: (%20), 3° ().

4|4|4|3|

11a.16: a) % = 2520. b) Nutno vylou¢it nulu na prvnim misté, tedy dvé moznosti, co tam dat: %:5, + %@ =
2016. Nebo odec¢teme od Tetézcl ty s nulou na zacatku: #0,'5, — 1,3,5, = 2016

11a.17: (27 — 1) - (2% — 2) + 21 . (216 — 2) 4+ 221. (28 — 2) = 3737091842.

11a.18: 2190 — (100 + 1).

11a.19: a) 21° = 1024. b) (%) = 45. ¢) (% ) = 252. d) 1(1024 — 252) = 386. e) Nijak. f) Nové a) bude 11 (nula
orli, jeden orel az deset orl), nové b) a c) jsou 1, nové d) je 5 (Sest, sedm az deset hlav).

11a.20: a) (737" = () = 35.b) (3) = 10. ¢) Nejde to.

d) Nejprve vezmeme jednu od kazdého druhu a Sestou ¢okolddu dobereme, 5 moznosti.

e) MozZnosti se tfemi liskovymi natvrdo plus zbyvajici volny vybér, to je (5+§71) = 35 moznosti, od toho odecteme
moznosti se tfemi liskovymi a dvéma hofkymi natvrdo, dobereme tedy Sestou 5 moznosti, odpovéd je 35 — 5 = 30.
11a.21:a) 6-5-4-3-2 = 720, pokud chodi do $koly kazdy pracovni den.

b) Odec¢teme-li prazdniny (dva vanoéni tydny, v 1été 9 tydnt a jarni préazdniny), zbyva 40 tydnd, tedy mize si
skoly uiivat 18 let.

11a.22: 550 = 420.

11a.23: Permutujeme celky BA, FEC a tii pismena, tedy 5! = 120.

11a.24: Doplﬁkem 4! — 3! =18.

11a.25: (;fo); — (2,)4 = 90720.

11a.26: Nefika se ,,vSech pismen“, takze se musi brat i podmnoziny pismen. Ze vSech ¢tyt se vytvori W =6
fetézcl. TTi pismena ze ¢tyT je mozno obecné vybrat (4) =4 zpﬁsoby, ale tady mame opakovana pismena, jsou tedy
jen dva zpusoby: {A, A, H} a {A, H, H}. Kazdy z nich vede na 2,1, = 3 fFetézce, celkem tedy 2-3 = 6 tfipismennych
fetézct. Podobné vybéry dvou pismen jsou jen t¥i {A, A}, {A, H} a {H, H}, prvni a posledni dévaji jeden fetézec,
prostfedni davéa dva, celkem tedy 1 + 2 + 1 = 4 dvoupismenné fetézce. Jednopismenné Fetézce jsou jen dva, A a
H. Celkem: 18 fetézcu.

11a.27: ()(7) + () () + () () - 455

11a.28: a) Faze oplatek, zmrzliny, posyp (tam zavedeme tieti moznost ,zadny“), 3-8 -3 = 4608

b) Moznosti posypu jsou ¢tyfi (nic, ¢oko, ofisky, ¢oko a ofisky), 3-8-7-6-4 = 4032.

11a.29: Tucet je 12. a) (%)) = 12987 = 210. b) 10; ¢) ('*727") = (1) = 5005. d) Doplitkem c) bez a) 4795. e)

Vybereme ¢tyfi jahodové a dobereme dalsi dvé bez omezeni, (102+ 2) = (121) = 55. f) doplitkem ¢) bez e) 4950.
11a.30: Mame A ¢tytfikrat, L dvakrat a tii pismena po jednom. Ze vsech je 4,;, permutaci.

Osmlplsmenne retezce Vynechame A, je jich 2. Vynechame L, je chh i- Vynechame jiné pismeno, je jich &
Celkem 2 + o7 + 5 + 3+ 25 = 15120.

11a.31: Zastupce nektere skupiny bude dvakrat, podle toho to rozdélime na disjunktni ptipady:

(25200) (12100) (3(1)0) + (25100) (12200) (3(1)0) + (25100) (12100) (3(2)0) — 2500;499 1200 - 300 - 2500 1200;199 300 -+ 2500 - 1200 300;99

3|2| 4|2|
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= %2500 1200 - 300(2499 + 1199 + 299) = 1798650000000.

11a.32: 26310* + 26210° = 243360000.

11a.33: Stadi vybrat pismena pro prvni polovinu slova, 26™/2 pro n sudé, 26("*t1/2 pro n liché, d4 se to napsat
jako 26/™/21,

11a.34: a) Vybereme zda zenich nalevo ¢i napravo, pak usadime tuto dvojici, pak rozesadime ostatni: 2-5-4! = 240,
b) ze symetrie 16! = 360; ¢) doplitkem 6! — 2 - 5! = 480.

11a.35: 53 + 53 - 63 4+ 53 - 63% + - -+ = 53 Z 63F = 531=03" — 212133167002880.
k=0

11a.36: a) (1)6220° = 2419200000. b) 6 - 26° + 6 - 26° = 142576512. c) (7)6-5-20-19-18-17-16 = 1172102400 a
6-24-23-22-21-2046-24-23-22-21-20 = 61205760.

11a.37: Vsech je 2% a t¥i nuly po sobé maji fetézce 0001, 0000, 1000, tedy odpoved je 24 — 3 = 13.

11a.38: Téch je asi malo, zkusime vypisem, chce to systém, tak nejprve tfi nuly na zac¢atku, pak t¥i nuly uprostied,
pak tfi nuly na konci, ale hlidame, jestli uz to nebylo pfedtim: 00000, 00001, 00010, 00011, 10000, 10001, 01000,
11000. Je jich 8.

11a.39: (i) Pocet riznych pozic muzi a zen: Vybirdme pét mist pro zeny z 7+ 2 moznosti mezi muzi a na koncich,
(g) Pro pevnou pozici muzu a Zen zpermutujeme konkrétni muze a zeny, 8! - 5!. Celkem: (2)8! - 5!' = 609638400.

(i) (" nlm! = % pokud m + 1 > n, jinak 0.

11a.40: Sefadime déti a odpocitdme po dvou, pak zrusime potfadi v lodickach: (2%!)4 = 2520. Nebo vybirdme

postupn: (3) (9) (3 ().

11a.41: Jsou dvé situace, jedna zaciné kluk-holka a pokracuje stejné, druhé zaciné holka-kluk. Pro danou situaci
je pak tieba nezavisle naplnit kluky a holky: 2(n!)?.

11a.42: a) Drzime je u sebe, takze permutujeme 98 celk, proto 98! permutaci. b) Nejprve najdeme mista pro ta
tTi ¢isla mezi stovkou, pak na zbytek mist zpermutujeme zbytek, proto (120) 97!

11a.43: a) Vybereme dalsi ¢islo, a to bud pfed nebo za ty tii, 97 + 97 = 194. b) Vybereme dalsi ¢islo a pak jesté
na kterou ze ¢tyf pozic prijde, 97 - 4 = 388. ¢) Vybereme ¢islo mezi 1 a 98, s nim automaticky pfijde dvojice za
nim, pak dobereme ¢tvrté ¢islo a dame jej za ¢i pred, tedy s¢itdme moznosti. Pokud by ale Slo o ¢tyfi cisla za
sebou, tak jsme to zapocitali dvakréat, nutno odecist, 98 - 97 + 98 - 97 — 97 = 18915. d) Jako v ¢), ale nutno pro
¢tvrté ¢islo vybrat pozici, 98 - 97 - 4 — 97 = 37927. e) Je pét moznosti, kam do vybrané sedmice umistit tu trojici,
pak dobereme zbyvajici éisla, 5-97- 96 - 95 - 94 = 415780800. f) Vybereme mista pro ty tii a dobereme zbyvajici,
(;) <9796 - 95 - 94 = 2910465600.

11a.44: Tucet je 12, tudiz hlavni je, Ze je od kazdého alespon tolik kusti. Odhadneme, Ze na poradi vybéru nezalezi.
Rovnou vezmeme tfi od kazdé barvy, to je celkem devét jablek, zbyva vybrat tfi, na poradi nezalezi a diky velkému
poctu muzeme s opakovanim, tedy (3+§71) = 10 zptusob1.

Co bychom délali, kdyby na potadi zalezelo? Asi nejsnazsi by byl rozbor situaci. Rozkladame 12 na tfi ¢isla, kazdé
alespon 3.

Moznost 3-3-6: nejprve zvolime, které jablko bude Sestkrat, pak permutujeme, celkem 3 - W moznosti.
Moznost 3-4- 5 nerrve zvolime, které jablko bude pétkrat, pak jablko pro ¢tyfi kusy a nakonec permutujeme,
celkem 3 -2 - 3, 4,5, moznosti.

Moznost 4-4-4: tady jen permutujeme, celkem ﬁﬂ! moznosti.

Dohromady 2w [3-4-4-5+3-2-4-6+45-5-6] = 256410.
11a.45: Osm dvojic 01, mezi né je tfeba dat zbyvajici dvé nuly, mist je 9. Bud se dévaji po jednom nebo obé
najednou na jedno misto, (g) + 9 =45.

Dvé jednicky nejdou, na to je jich malo.

11a.46: (n — 1)!, viz priklad 11la.n h).

11a.47: a) Vybér zda zaéneme muzi ¢i Zenami, pak obsazeni jasné, jen permutujeme muze a nezévisle zeny, 2(n!)2.
b) Nejprve permutujeme pary jako celky, pak uréime potradi pro kazdy par zvlast, n!2". ¢) Vysledky se vydéli
poctem mist 2n.

11a.48: Prvni znak 0: celkem 8 moznosti (za 0 nic, jedna jednicka, dvé atd.). Prvni znak 1: celkem 4 moznosti
(za 1 jedna jednicka, tii, pét, sedm). Tedy 8 + 4 = 12 moznosti.

11a.49: a) ProtoZe se nevracime, je nase svoboda silné omezena, musime se posunout n-krat nahoru a m-krét
doprava, moznost volby je jen v tom, v jakém pofadi ty kroky provedeme. Jinymi slovy, jde o pocet permutaci
téchto krokt, jesté jinak feSeno, vybirdme, kam v celkem m + n krocich umistime ty doprava, coz je (m:")
moznosti.

b) Zde je zase dan presny pocet kroki na stranu, na kolmou stranu a nahoru, jde jen o jejich usporadani. Odpovéd

m+n+k) _ (m4n+k)!

znl ( m,n,k min!k!
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11a.50: Prvni tii cifry libovolné, tedy 10® moznosti. Posledni dvé cifry se voli najednou, je to jedna faze. Kolik
je moznosti pro posledni dvojici? Rozbor podle ¢tvrté cislice: 0 — 00,07, 1 — 16, 2 — 25, 3 — 34, 4 — 43,
5+ 52,59, 6 — 61,68, 7+— 70,77, 8 — 86, 9 — 95, celkem 14 moznosti. Je 14000 kodd.

11a.51: Jde o ¢isla jednociferna, dvouciferna a t¥icifernd bez omezeni a také jedno ¢tyfciferné 1000, které zmeéni
pocty pro jednicku a nulu.

c)—e) Uvazujme ¢éislici riznou od 0 a 1, ¢isla si pfedstavujeme jako zyz. Na misté x se ¢islice mize vyskytovat
stokrat, signalizuje prislusnou stovku. Na pozici y se ¢islice mize vyskytovat desetkrat v kazdé stovce, stovek je
10, celkem sto vyskytt. Na pozici z se ¢islice vyskytuje jednou v kazdé desitce, téch je 100. Celkem 300 vyskyti.
b) Jednic¢ka mé jeden vyskyt navic v tisicovce, je jich 301.

a) V tisicovce jsou tfi nuly, dale se divime jen na ¢isla do 999. Pak nula nemuze byt na pozici z. Na pozici y je
nula desetkrat v kazdé stovce kromé prvni (dvoucifernd ¢isla), z téch 10 stovek je to tedy jen devét, celkem 90
vyskytt. Na pozici z je nula jedenkrat v kazdé desitce s vyjimkou prvni desitky (jednociferna ¢isla), celkem je
téchto desitek 100 — 1 = 99. Celkem 192 nul.

11a.52: Dame kazdé otazce 5 bodu, zbyva tedy rozdélit 25 mezi pét otazek, jiny pohled: Kazdému z 25 bodi
pridélit otazku, tedy (5+25 1) = (25) 23751. Jiny pohled: Kolik celoc¢iselnych feseni spliiujicich ar > 5 ma
rovnice Ty + X9 + T3 + x4 + 5 = 507

11a.53: Mame 17 jednicek. Nejprve dame jednu do 1, ¢tyfi do x3 a dvé do x4. Zbyvajicich 10 si vybira, do které
x; pujde, na potradi nezalezi a je mozné se opakovat. Pocet feSeni je proto (4+ig_1) = (}g) = 286.

11a.54: Nezbyva nez jit na to vyétem. Je jich 16: {3}, {3, 7}, {3,9}, {3,11}, {3,24}, {3,7,9}, {3,7,11}, {3,9,11},
{7}, {7,9}, {7,11}, {7,9,11}, {9}, {9,11}, {11}, {24}.

11a.55:
A/ \B
A/ \B A/ \B
/\ AN PN /\
A B A B A B A B

/N /N / \ /\ /\ / \
A B A B A B B A B
/N /N /N /\ /\ / \
A B A BA B BA B A B

11a.56: Vzhledem k moznosti remiz se na to musi rozborem, t¥eba stromem, kde je vyznaceno, kolik lidi dostane
kterou medaili, dole pak je pocet moznosti. Celkem jich je 75.

31 32 13 21 12 11

/ N ]

21 19 11 4 11 6 4
! ) | !
24 12 12 12

11a.57: Chlapci vybiraji, do kterého mista mezi divky si ktery sedne, mist je 8 +1 (mohou byt i na kraji),
9 9-8-7

(6) =" =84

11a.58: Viz priklad 1la.p b). Kazdy cinkne (n — 1)-krét, ale kazdé cinknuti zapoéiténo dvakrat, in(n —1).

Nebo: Prvni (n — 1)-krat, druhy (n — 2)-krat atd. (n — 1)+ (n—2)+---+24+1= Z k= 3n(n—1).

11a.59: Kazdy vrchol ma n — 3 dalsich k propojeni, kazda thlopticka pak je zapoctena dvakrat, n(n — 3)/2.
11a.60: Plati to i naopak, kdyZ kazdému x pridélime kategorii 0, 1 ¢ 2, dostaneme mnoziny A (prvky kategorie
0) a B (prvky kategorii 0,1). Tedy pocet dvojic je roven poétu rozhozeni kategorii 0, 1,2 mezi prvky M, to je 3"

moznosti.
|

N nl n! .s n! n-(n—=1)! /... n n! n!
112.61: (i) Jigr = ;s (i) (n—l')!ll = (7(1—1;!) (i) (,2,) = (n—k)!(nl(n—k))! = (n—k')!k!'

11b. Pokrocilejsi principy

V této kapitole probereme Princip inkluze a exkluze, poté shrneme nékteré poznatky této a predchozi kapitoly z
pohledu rozdélovani objekti do krabicek. Dale si pfedstavime Dirichletv Suplikovy princip a nakonec se vratime
k rekurentnim rovnicim jako nastroji pro feseni nékterych kombinatorickych tloh.

Nejprve se vratime k jednomu problému, ktery ndm z prvni kapitoly ztistal nevyiesen.

11b.a 21 11b.a
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Priklad 11b.a (pokracovani 1la.m): Ve tf¥idé je 150 kluku a 40 holek. Chtéji poslat ¢tyfélennou delegaci k
prednasejicimu. Kolika zptsoby ji mohou vybrat, kdyz chtéji, aby Sel Adam nebo Bara?

Pfimy utok: Dame do delegace Adama a navolime ostatni: (189) moznosti. Nebo dame do delegace Baru a
189
3

3
navolime zbytek. Celkovy pocet moznosti ale neni ( ) + (189) protoze nékteré volby jsou zapocitany dvakrat,
jmenovité ty s Adamem i Barou.

V takovéto situaci bychom normalné utekli k jevu opa¢nému. Pokud nechceme mit vybrany Adama ani Béaru,
mame (128) = 50404915 moznosti. Celkem je jich (120) (viz piiklad 1la.m), takze téch moznosti vybéri, kde je
Adam nebo Béra, je (190) (128) = 2197250.

Nastava c¢as zkusit dotahnout do konce prfimy tutok. Sectenim vybért s Adamem a vybért s Barou jsme prepo-
¢itali, takZze se nabizi napad, Ze bychom jednou odecetli to, co jsme zapodcitali dvakrat. Jde o vybéry s Adamem
i Barou, u nich pak dobirame dalsi dva ¢leny do delegace. Po¢et moznosti je tedy (188) Celkovy pocet moznosti

vybéri s Adamem nebo Bérou by tedy mél byt

(59 + () - (39 = 210750,

Dostali jsme stejny vysledek jako pfi postupu pies doplnék, avaha tedy byla spravna.

JAN

Princip pouzity pii pfimém FeSeni lze vyjadrit i jinak. Necht je A mnozina v8ech vybérl, ve kterych je Adam,
a B mnozina vSech vybéru, ve kterych je Bara. Nas zajiméa |A U B] a selskym rozumem jsme misto toho pocitali
|A| 4+ |B| — |A N BJ. Neni to nédhoda, totéz jsme uz vidéli jako Fakt 2c.9. Byla tam i verze pro tfi mnoziny a
ted vidime, Ze jde o néco, co se pfi kombinatorickych ivahidch mtize silné hodit. Zobecnime si to pro libovolny
(kone¢ny) pocet mnozin.

! Véta 11b.1. (Princip inkluze a exkluze, principle of inclusion and exclusion)
Jsou-li A; proi= 1 2,...,n konecné mnoziny, pak
n n
\ ZrA\—DAmAJ-HZ|AmAmAk|—---+<—1>”—1\
i=1 i<j i<j<k i=1
n
=> (-pF! > |[As, N A, N N A
k=1 1<i1 <t << <n
V diikazu pouzijeme ten prvni zapis, sice je o dost delsi, ale zase je tam 1épe vidét, co se déje.
Dukaz (z povinnosti): Povedeme jej indukei na n.
(0) n = 1: To je trividlni, |A;]| = |A4].
(1) Necht n € N. Predpokladejme, Ze princip inkluze a exkluze plati pro libovolnych n mnozin, a uvazujme
néjaké mnoziny Al, Ao, .. An, Apta.
Ozna¢me B = U A;, pak U A;=BUA, 11, proto = |B| + |An+1]| — |B N Ap41| podle Faktu 2c¢.9.
=1
Ted pouzijeme indukéni predpoklad na B, coz je sjednoceni n mnozin, a také deMorganiv zédkon (Véta 2a.8)
na mnozinu BN A, 11 = (U Ak) NApi1:
n+1

Z|A|— STIANA+ DD [AinA; N A -

i<j<n i<j<k<n

n+1| - ’U A ﬂAn+1

Pfesuneme |A, 11| do prvni sumy a na to posledni sjednoceni n mnozin zase pouzijeme indukéni predpoklad.
n+1 n+1

Z]A\— STIANA;+ Y AN AN Al -

i<j<n i<j<k<n

—Z|AmAn+1| + 3 14N A N Al = S JAINA; N AN A + -+ — (—1)”‘A

i=1 i<j<n 1<j<k<n
Ted spojime sumy pres pruniky dvou mnozin (maji stejné znaménko), sumy pies priniky t¥i mnozin atd. a
dostaneme
n+1 n+1 n+1
}UA’ |A|—Z|AmAj|+Z\AmAijk|—---+(—1)"+1‘
i<j i<j<k i=

U
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Priklad 11b.b: Heslo (password) se skladé ze tii znaku, které mohou byt pismena (lower-case) ¢i éislice.

a) Kolik je mozné vytvorit hesel, ve kterych se vyskytuje alespori jedna ¢islice?

Oznac¢ime si mnozinu takovych hesel jako P, potfebujeme najit |P|. Jedna moZnost je jit na to pfes doplnék.
Vsech tiiznakovych hesel je (26 4 10)® = 363. Chceme-li hesla bez ¢islic, pak je tvofime jen z pismen, je jich 262,
proto je hesel dle zadani 36% — 263 = 29080.

Alternativa: Rozlozime si P = Q1 U Q2 U O3, kde (); jsou hesla s Cislici na i-tém misté. JelikoZ tyto mnoZiny
nejsou disjunktni (naptiklad heslo 1a3 je v Q1 i v Q3), tak nelze jejich mohutnosti jen s¢itat, ale musime pouzit
princip inkluze a exkluze:

|P| = Q1] + Q2| + Q3] — |Q1 N Q2| — [@1 N Q3] — |Q2N Q3] +[Q1 N Q2N Q3]

Jaké jsou prislusné velikosti? Pro libovolné i je |Q;| = 10 - 362, volime jednu é&islici a dva znaky. Pii i # j
méme podobné |Q; N Q;| = 102 - 36 (volime dvé ¢islice a znak) a také |Q1 N Q2 N Q3] = 10 (tii ¢islice). Proto
|P| =3-10-36% — 3-10?%- 36 + 10% = 29080.

Dopadlo to stejné, ale dalo to vic préce.
b) Kolik je mozno vytvorit hesel o tfech znacich, které maji alespon dvé ¢islice?

Tady uz pfechod k doplitku nepomtize. Oznacme jako (Q;; hesla, kterd maji na mistech ¢, j ¢islice. takové mnoziny
jsou tii, Q12, Q13, Q23, a plati |Q;;| = 10%-36 = 3600. Zase nejsou disjunktni, pouzijeme princip inkluze a exkluze:

Q12 U Q13 U Qo3| = Q12| + |Qu3] + [Q23] — |Q12 N Q13| — |Q12 N Q23| — Q13 N Q23| + Q12 N Q13 N Q23]
Vsechny priiniky jsou zde stejné, jde o hesla, kterd maji samé &islice, tedy velikosti jsou 103. Pocet hesel je proto
33600 — 3 - 103 + 103 = 8800.

AN

Situace, kdy pii urc¢ovani velikosti nezalezi na konkrétnich mnozinach, ale na skupiné, kterou zkoumame (priniky
dvou, pruniky tfi atd.), se objevuje velice ¢asto. Vyplati se udélat si na to samostatné tvrzeni.

Dusledek 11b.2.

Necht jsou A; pro i = 1,2,...,n konefné mnoziny. Piedpokladdejme, Zze pro libovolné i je |A;| = mg, pro
n
libovolné i < jje |Az N AJ| = My, Pro libovolné i1 < iy < i je |A,1 N AiQ N A,3| = mg3 atd. az po ﬂ Al =my,.
i=1
Pak
" n . n e - 1 (n
‘U Al =nmy — (2>m2 +- (=) 2<n - 1>nml +(=1D)""tm, = Z(—l)k ' (k:)mk

i=1 k=1

Dukaz (rutinni, pou¢ny): vyjdeme z Véty 11b.1. Vime, jak velké jsou mnoziny v jednotlivych souctech, staci si

tedy rozmyslet, kolikrat se v kazdé sumé s¢itd. V sumé > se vybira k indext i1, ... ,i; z mnoziny
1<i1<io< < <n
{1,2,... ,n}, pfi¢emz se vybér nesmi opakovat a na poradi nezalezi, protoZe se pak stejné srovnaji podle veli-

kosti. Pocet moznosti je tedy dan kombinac¢nim ¢islem (Z) a zddany vzorec okamzité plyne z principu inkluze a
exkluze.

U

Ukéazeme si ted jednu zajimavou aplikaci tohoto vzorce.

Fakt 11b.3.
Uvazujme mnozinu A o m prvcich a mnozinu B o n prvcich. Tvrdime, Ze jestlize je m > n, pak existuje

n—1
> (=1)%(})(n — k)™ zobrazeni z A na B.

Dukaz (poucny): Celkem je zobrazeni n™ (pfiklad 11a.j), pocet zobrazeni ,na‘ zjistime doplitkem pfes pocet
zobrazeni, u kterych tato vlastnost selhala.

Aby zobrazeni nebylo na, musi néjaky prvek v cilové mnoziné vynechat, nechf M; je mnozina vSech zobrazeni,
které vynechaly i-ty prvek. Takova zobrazeni jsou vlastné zobrazenimi z mnozZiny o velikosti m do mnoziny o
velikosti n — 1, proto je jich |M;| = (n — 1)*.

Tyto mnoziny evidentné nejsou disjunktni (zobrazeni, které vynechd vice prvka z B, je i ve vice M;), proto

musime aplikovat princip inkluze a exkluze. Typicky ¢len v onom vzorci je > My, N M, NN M|
11 <tp<-<ig
Protoze jsou 1,12, ... ,% navzajem ruznad poradova c¢isla prvkl z cilové mnoziny, pak M;, N M;, N...N M;,
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jsou zobrazeni, ktera urcité vynechala prvky i1 az iy, jdou tedy do cilové mnoziny o velikosti n — k a takovych
je (n—k)™. Je dobré si rozmyslet, Ze to plati i pro trochu extrémni pfipad: Prinik vSech mnozin M; je mozina
zobrazeni, které vynechaji vSechny prvky z cilové mnoziny, takova zobrazeni nejsou ¢ili velikost je 0. To souhlasi,
vzorec pak dava 0™ = 0. Takze jsme ziskali vSechny tdaje nutné pro vzorec z Disledku 11b.2. Pocet zobrazeni,
kterda vynechaly néjaky prvek z cilové mnoziny, je

S (7).

k=1
Proto je pocet surjektivnich zobrazeni (,na‘“) roven

w =S (D)o =1 o 2—1)’“(2) (n— k)"

k=1

n n—1
— k(T m o_ _1\k n _.\m
=S () o= om = S0 () )
k=0 k=0
Vynechali jsme v sumé posledni index k& = n, protoze prislusny sc¢itanec je stejné nulovy.

Ne vzdy jsou ovSsem priiniky stejného typu stejné velké.

Piiklad 11b.c: Kolik je prvocisel v mnoziné M = {1,2,...,100}?

Reseni: Zkusime to pies doplnék. Ktera &isla uréité nejsou prvoéisla? Protoze /100 = 10, staéi se zeptat, kolik
je v M ¢isel délitelnych prvocisly mensimi nez 11, coz znamena 2, 3, 5 a 7.

Oznaéme jako M,, mnozinu &sel mezi 1 a 100 délitelngch n. Podle pitkladu 6a.b je |M,| = | 122 |. Tyto mnoziny

ovSem nejsou disjunktni a je tfeba pouzit princip inkluze a exkluze. Protoze pracujeme s riznymi prvocisly, pak
00

M., M, jsou ¢isla délitelna ¢islem mn a tedy | M., N M, | = HTnJ ; podobné zpracujeme priniky t¥i a ¢ty mnozin.
Princip inkluze a exkluze pak dava pocet ¢isel délitelnych 2, 3, 5 ¢i 7 jako
2+ [P+ 5+ ) - L] - 129 - 137 - (58] - [57] - [57]
L0+ (295 + 1295+ 1295 - (4%
=50+334+20+14—-16—-10—-7-6—-4—24+34+2+14+0—-0=78.

Toto ovSem nejsou vSechno cisla slozena, ¢isla 2, 3, 5 a 7 samotné jsou totiz také svymi nasobky, aniz by byla
sloZzena. Pocet ¢isel slozenych v mnoziné M je tedy 78 — 4 = 74. Ta zbyvajici (je jich 26) jsou bud prvoéisla, nebo
1, které prvocislo neni, takze prvocisel je 25.

A

Priklad 11b.d: Kolik feSeni x1, 22, z3 € Ny rovnice z1 + z2 + x3 = 11 splituje 21 < 3, 22 < 4 a x3 < 67
Umime dobfe hledat pocty feseni s nerovnici u podminky v opacném smeéru, takze to zkusime doplitkem. Mnozina
M vsech feseni z Ny (bez omezeni) mé mohutnost [M| = (*T177") = () = 78, viz pitklad 11a.k.

11
Necht M; je mozina feSeni spliujicich x; > 4 (ta tedy nechceme), mame |M;| = (3+;_1) (g) = 36 (viz Cast
3461\ _ (8) _
(") = (¢) = 28 apro

=l

b) prikladu 1la.k). Podobné pro mozinu My FeSeni spliujicich x5 > 5 mame |Ms| =
mnozinu Mj FeSeni spliiujicich z3 > 7 mame |M;3| = (3+j_1) = (2) =15.

Pocet FeSeni, kterd nas zajimaji, je |M — (M; U My U Ms)| = |M| — |M; U My U Ms|. Protoze mnoziny M;
nejsou disjunktni, budeme muset pouzit princip inkluze a exkluze. Nejprve pocitdme: Mnozina M; N My jsou
feSeni spliujici 1 > 4 a 9 > 5, proto |M; U Ms| = (3+§_1) = (;) = 6, podobné |M; U M3| = (3+8_1) = (g) =1,
| M2 U Ms| = 0 (evidentni, z ¢isel 5 a 7 ¢ vétsich neni mozné ziskat 11) a také | My U My U M3| = 0.

Proto pocitame:

|M — (M; UMy U Ms)| =|M| —|M;y UMyU Ms|

= |M| — |M;| — |Mz| — |M3| + | My U M| + | My U M3| + | M2 U Ms| — |[My U Ma U M;|
—78-36—28—15+6+1-+0—0=6.

Je tedy Sest takovych feSeni.
Tak maélo Teseni by mélo jit zjistit rozborem situaci, jde o moznosti 1-4-6, 2-3-6, 2-4-5, 3-2-6, 3-3-5, 3-4-4.
U 1loh s vice proménnymi by asi uz stélo za to pouzit pocitaé, protoze pak ani princip inkluze a exkluze nebude

prilis pfijemny. Pak je ale tfeba vyvinout algoritmus, ktery opravdu najde vsechny moznosti, viz 11d.7.
A
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Priklad 11b.e (pokracovani 11a.v): UvaZzujme rovnici m+ p+ ¢ = 9, kde pozadujme m,p,c € Ng, m < 5, p <3
a ¢ < 5. Ozna¢me mnozinu M vSech feSeni z Ny bez omezeni, téch je |M| = (3+3_1) = (191) = 55.

Necht M,,, je mozina FeSeni spliiujici m > 6 (ta tedy nechceme), méme |M,,| = (3+§_1) = (g) = 10, podobné
3+271) = (g) = 21 a pro mnozinu M, TeSeni spliujici ¢ > 6
mame |M.| = (g) = 10. Jesté potfebujeme pruniky, ale tam je to snadné, kazdy z nich je prazdny (neni napiiklad
mozné pomoci Sesti malinovych, ¢ty pomerancovych a pripadné dalsich citrénovych bonbénii dostat celkem devét
bonbdnil). Proto je pocdet Feseni roven

|M — (M1 U Ms U Ms3)| = |M| — |M;| — |My| — |Ms| + | My U M| + | My U Ms| + |Ms U Ms| — | My U Ms U Ms)|
=55—-10—-21-104+04+0+0—-0=14.

Souhlasi to s poctem ziskanym v prikladé 11a.v rozborem situaci.

A

pro mozinu M, feSeni spliujici p > 4 mame |M,| = (

Piiklad 11b.f: Meé&jme n objektt. Zajiméa nés, kolik je permutaci, které nezanechaly ani jeden objekt na svém
misté (fika se jim derrangements), ozna¢me tento pocet D,,.

Primy Gtok je neperspektivni, protoze je tézké zachytit néjak kombinatoricky fakt, ze ¢isla nékde nejsou. Mnohem
lépe se pracuje s tim, Ze nékde jsou, jinymi slovy musi se na to pres doplnék. Necht M; jsou permuatce, které
nechaly i-ty objekt na svém misté, pak jde vlastné jen o permutace ostatnich objekti a |M;| = (n — 1)!. Tyto
mnoziny ale nejsou disjunktni, je tedy nutno pouzit princip inkluze a exkluze.

Nechf 1 < i1 <ig < --- < i < n. Pak je M;, N M;, N...N M,;, mnozina vSech permutaci, které zachovaji na
misté téchto k raznych objektt, ¢ili permutujeme ty zbyvajici, celkem je (n — k)! takovych permutaci. Permutaci,
které néco nechaji na misté, je tedy

S0 () o - 0= S n

k=1 k=1
Proto je pocet téch ostatnich roven
n

B po1n!  nl - r!l "L (—1)F
Dy =nl-> (-1) E‘&*Z(_l) y_mz e

Alternativni zptusob nalezeni tohoto vzorce pouziva rekurzi, viz cviceni 11b.44.

Poznamka: Jde o jeden z klasickych pravdépodobnostnich problémi, obvykle se presentuje jako otazka, s jakou
pravdépodobnosti odejde kazdy z n gentlemantt domt v cizim klobouku, kdyz je Satnaika v klubu vydava ndhodné.

n (_1\k
Odpovéd zni % = > ( k') , COZ je pro vétsi n asi % ~ 0.368. Kdyz fekneme, Ze vSichni gentlemani pujdou
! = k!

domi v cizim v priméru v jednom piipadé ze tii, tak to vystihuje situaci dosti pfesné uz od n = 3 a ukazuje to,
7e by se mozna vyplatila jina Satnafka.

A

Princip inkluze a exkluze se da s tispéchem pouZit ke zjistovani velikosti uréitych skupin, pfi tom ¢asto pomiizou
i Vennovy diagramy.

Priklad 11b.g: Ve tfidé je 250 lidi. Kdyz jsem se zeptal, kdo nékdy pracuje na Windows, zvedlo se 235 rukou.
Kdyz jsem se zeptal, kdo nékdy pracuje na Linuxu, zvedlo se 150 rukou. Za predpokladu, ze kazdy zvedl ruku
alespon jednou a nikdo nezvedl najednou dvé (a vice) rukou, kolik lidi pracuje na obou systémech?

Oznacme jako A mnozinu lidi pracujicich na W a jako B mnozinu lidi pracujicich na L. Déno: |A| = 235,
|B| =150, |AU B| = 250. Z rovnosti |AU B| = |A| 4+ |B| — |AN B| dostaneme |[ANB| = |A|+|B|—|AU B| = 135.
A

Priklad 11b.h: Mame 300 lidi. Z nich 240 umi C (mysli se tim také C, mohou umét i néco navic), 130 umi
Pascal, 27 umi Fortran, 117 umi C a Pascal (a mozn4 i Fortran, ale nemusi), 17 umi Pascal a Fortran (a mozna i
C, ale nemusi), 105 umi C a Pascal ale ne Fortran, 5 umi C a Fortran ale ne Pascal. Kolik z lidi nezné ani jeden
z téchto t¥i jazyka?

Zavedme mnoziny C, P, F' lidi ovladajicich pfislusny jazyk, dana data jsou |C| = 240, |P| = 130, |F| = 27,
|ICNP| =117, |PNF|=17,|CNP —F| =105 a |CNF — P| = 5. Abychom zodpovédéli danou otazku, musime
nejprve najit |C'U P U F|, evidentné pomoci principu inkluze a exkluze. Na to ale nemame vhodné uidaje, musime
si je tedy vyrobit. Zde se pravé bude hodit Venniv diagram, do kterého si zapiseme, co vime. Je vSak tfeba
néjak vytesit problém, Ze pfimo zakreslit umime jen ty tdaje, které se tykaji zakladnich (dale nedélenych) oblasti

11b.3, 11b.h 25 11b.3, 11b.h



11b. Pokrocilejsi principy pHabala 2012

Diskrétni matematika

v diagramu. Pak jsou dva mozné pristupy. Jeden je mechanictéjsi, zavedeme si proménné pro vSechny zakladni
oblasti, které v diagramu vidime a nejsou znamy ze zadani.

Pomoci téchto neznamych pak vyjadrime data ze zadani a dostaneme
rovnice. V tomto ptipadé jsou to tyto:

¢4z + 110 = 240; p+ = + y + 105 = 130, C @ P

fHr+y+5=272+105=11Taz+y = 17.

Soustavu ted vyfesime oblibenou metodou, napiiklad postupné elimi- &A
nace bude fungovat dobie a dd «x = 12, y =5, f =5, p =8, ¢ = 118.
Celkovy pocet lidi znajicich néjaky jazyk se jiz snadno spocité z Vennova o
diagramu: 240+ f +y+p = 240+ 545+ 8 = 258. Vzhledem k celkovému
poctu lidi to znamena, Ze 42 z nich neumi C, Pascal ani Fortran.

Protoze pocet neznamych odpovida poc¢tu rovnic, je tloha resitelna.

U méné komplikovanych situaci se da casto potiebné tidaje dopocitat postupnym dopliiovanim jednotlivych

oblasti, naptiklad takto:

CnP|=117

( fw
oA

P

C

o
(NN

PN F| =17

( fw
(N7

C| = 240, | P| = 130,
Fl=271

(s f

: ‘ r || NG

F

JAN

Ted si predstavime dalsi uzite¢ny princip.

! | 11b.4. Dirichletiv Suplikovy princip (Pidgeonhole principle)
Jestlize je alespon k + 1 objekt rozdéleno do k krabicek, tak musi byt krabicka obsahujici alespon dva objekty.
Asi jsme tim C¢tenafe neprekvapili. D4 se na to divat i jinak. Pfifazeni objektu do krabicky lze povazovat za
definici zobrazeni z mnoziny objektd do mnoziny krabicek. Princip tak lze také vyjadrit nasledovné:
e Necht A, B jsou kone¢né mnoziny. Jestlize |A| > |B|, pak pro kazdé zobrazeni T: A — B existuje b € B takové,
ze |[T71[{b}]| > 1.
Slovy: Jestlize |A| > |B|, pak zadné zobrazeni nemize byt prosté. To uz tu bylo, viz Fakt 2b.12.
Suplikovy princip se da zobecnit.
! | Fakt 11b.5.

Necht ¢, k € N. Je-li alesponi ck + 1 objekttt umisténo do k krabicek, pak existuje krabicka, kterd mé vice nez c
objektii.

Dukaz (rutinni, pouény): Sporem: Kdyby bylo v kazdé krabic¢ce nejvyse ¢ objektt, pak je celkem jen ¢ - k
objekti, coz je méné nez ck + 1.
Ll

Opét prepis do jazyka zobrazeni:
e Uvazujme koneéné mnoziny A, B. Jestlize existuje ¢ € N takové, ze |A| > ¢|B|, pak pro libovolné T: A — B
existuje b € B takové, ze |[T~1[{b}]| > c.

A jesté jeden prepis:

Fakt 11b.6.
Je-li N objektti umisténo do k krabicek, pak existuje krabicka, kterd ma alespon [%W objekt.
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Duikaz: Sporem: Jinak by bylo nejvyse k([4] — 1) objekti. Jenze [§] — 1 < &, viz Fakt 2b.14 (i), takze
bychom dostali méné nez k% = N objekta.

U

Piiklad 11b.i: V libovolné skupiné 367 lidi musi mit alesponi dva narozeniny ve stejny den (pozor na pfestupny
rok, jinak by stacilo 366 lidi), v libovolné skupiné 733 lidi musi mit alespon tfi narozeniny ve stejny den.
V libovolné skupiné 100 lidi je urcité alespon (mw = 9 narozenych ve stejny meésic.

12
A

Priklad 11b.j: Kolik musi byt studentt ve t¥idé, aby bylo zaruceno, Ze alesponi 10 dostane stejnou znamku?
Je 6 znamek A az F, tedy ve t¥idé staci 6 -9 + 1 = 55 student.
A

Piiklad 11b.k: Dokéazeme, Ze vybereme-li ndhodné n + 1 rtznych éisel z mnoziny {1,2,3,...,2n}, pak se mezi
nimi najdou dvé tak, Ze jedno z nich déli druhé (viz cviceni ).

Napisme vSechna ta &isla jako a; = 2Fi¢;, kde ¢; je liché. Pak plati 1 < ¢; < 2n, ale takovych lichych éisel je n,
zatimco ¢isel ¢; je n + 1. Proto musi existovat ¢ # j takové, ze ¢; = ¢; = ¢. Potom a; = 2kig a a; = 2ki g, tudiz to
s mens§i mocninou u 2 déli to druhé.

JAN

Priklad 11b.l: DokéZeme, ze ve skupiné o 6 lidech musi byt tii lidé, ktefi se bud navzijem vSichni znaji, nebo
se zadni dva z nich neznaji. Ukdzeme také, ze ve skupiné 5 lidi uz tomu tak byt nemusi.

Mé¢jme Sest lidi. Vezméme si jednoho z nich, nazvéme ho a. Pak je tam 5 dalsich 1lidi, a pokud si udélame
pfihradku nadepsanou ,a se znad“ a prihradku nadepsanou ,a se nezna“, pak podle Suplikového principu musi
platit, Ze bud a alespon t¥i z lidi znd, nebo alesporni tii z lidi nezna.

V prvnim piipadé vezmeme néjaké t¥i lidi b, ¢ a d, se kterymi se a zna. Pak se bud nékteri dva z téch tii také
znaji a tedy spolu s a tvori trojici lidi navzajem se znajicich. Nebo se mezi nimi nikdo nezna a pak b, c,d tvori
navzajem se neznajici trojici.

V druhém piipadé mame tii lidi b, c a d, se kterymi se a nezné, nacez zopakujeme zrcadlové pfedchozi argument.
Pro Sest lidi je tedy tvrzeni dokazano.

Kdyby bylo pét lidi, tak se mohou navzajem znat a—b, a—c, b—d, c—e a d—e a mame problém. Vsimnéte si, ze
kazdy z pétice se zné s dalsimi dvéma lidmi, ¢ili staci vzdy ovérit, ze se dotycéni dva spolu neznaji, a je vyloucen
vznik trojice znajicich se lidi (napiiklad a se zna jen s b a s ¢, ale ti dva se navzdjem neznaji). Podobné kazdy
¢lovek nezna dva lidi a ovéfi se, ze v tomto ptripadé se ti dva naopak znaji a nevznikaji neznajici se trojice.

Jde o jednoduchy pripad obecnéjsiho kombinatorického problému. Zvolme ¢isla m,n € N a oznacme jako
R(m,n) nejmensi nutny pocet lidi, aby jiz bylo zarucdeno, ze existuje skupina m navzajem se znajicich lidi nebo
n navzajem se neznajicich lidi, tomuto se ikd Ramseyho ¢isla. Ukazali jsme, ze R(3,3) = 6. O téchto cislech
urcuji.

Jednoduchy pfipad je, kdyz je jedno z ¢isel dvojka, pak R(2,n) = R(n,2) = n pro n > 2. KdyZ totiz mame n
lidi, tak se bud najdou dva, ktefi se znaji (jedna podminka z definice R(2,n) splnéna), nebo se nikdo s nikym
neznd a mame n navzajem se neznajicich lidi (druhd podminka splnéna).

Jakmile ale vyzadujeme, aby n,m > 3, tak to zafne byt obecné nefesitelné a zatim (2009) je zndmo pouze
devét takovych Ramseyho ¢isel. Pro mnohé dalsi jsou zndma omezeni, tieba ze 43 < R(5,5) < 49. Je to tedy
jeden z téch opravdu dobrych kombinatorickych problému. Zajimavé je, ze toto téma ma Sirsi souvislosti, existuje
tzv. Ramseyho teorie, kterd ma aplikace i v prekvapivé vzdalenych oblastech matematiky, tfeba ve funkcionalni
analyze.

A

Ted se dostavame k posledni pokrocilejsi metodé a neni to vlastné metoda nova, vyuzijeme znalosti z kapitoly 9.

! Piiklad 11b.m: Kolik existuje binarnich fetézci délky n takovych, Ze neobsahuji Zadné po sobé jdouci nuly?
Staci chtit, aby se v Fetézci nevyskytovalo 00. Jak se to zajisti kombina¢né? Dost obtizné. Coz takhle zkusit
opak, kolik je binarnich fetézci délky n, které obsahuji 007 Vezmeme-li jako mnozinu R; Fetézce, kde je 00 na
n—1
pozicich i a i + 1, pak dozajista |R;| = 2”2 (volime z moZnosti 0 a 1 na zbyvajicich n —2 mist) a S = |J R; jsou
i=1
vSechny fetézce obsahujici 00. Mnoziny R; ale nejsou disjunktni, takze je tfeba pouzit princip inkluze a exkluze.
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Jak velkd je mnozina |R; N R;|? Zde je problém, jsou dvé rtzné hodnoty, podle toho, jestli |i — j| = 1 (pak se
ty dvojice nul prekryvaji a jde vlastné o t¥i nuly za sebou, ¢ili 2773 fetézctl), nebo |i — j| > 1 a jsou to rozdilné
dvojice (2"~* fetézci). Mame tedy prvni komplikaci a to je$té nejsme u priinikd t¥i mnozin, navic bychom to
pak méli délat obecné pro k prinikd. Jinymi slovy, v tomto feseni budeme pokracovat jen v pfipadé, ze opravdu
nebude jiného zbyti.

Zkusime tedy najit lepsi variantu. Jak vlastné ty fetézce vypadaji? Maji docela zajimavou definici rekurzi:

0)AxeM,0eM

(1)se M = wle M, wl0e M.

Induktivni podminka (1) ukazuje, jak se delsi fetézce buduji z kratsich. Jinak feceno, kazdy fetézec o délce n
bez 00 bud konéi na 10, pak vznikl z néjakého Fetézce bez 00 délky n — 2, nebo konéi 1 a vznikl z néjakého fetézce
bez 00 délky n — 1, pficemz se tyto moznosti vylucuji, jinymi slovy vznika disjunktni rozklad a pocty se scitaji.
Oznacime-li jako a,, pocet fetézcii délky n bez nul za sebou, pak jsme pravé ukazali, ze a, = an_1 + apn_2.

Pfepiseme si to na rovnici an4+2 — apy1 — an = 0 pro n > 1, je to linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi
koeficienty a z kapitoly 10b vime, jak je feSit. Z charakteristické rovnice A> — X\ — 1 = 0 dostaneme charakteristicka,
éisla A = 1i2\/5, takze obecné feSeni nasi rovnice je a, = u(1+27\/5)n + 0(177\/5)” Ted jesté najdeme pocatecni
podminky, potfebujeme dvé:

Jsou dva binarni fetézce délky 1, ve kterych se nevyskytuji po sobé jdouci nuly, jmenovité fetézce 0 a 1. Takze
a1 = 2. Podobné mame t¥i ,spravné“ fetézce délky dva, jmenovité 01, 10, 11, takZe ay = 3.

7 téchto pocatecnich podminek dostdvame rovnice ULQ\/g + v% =2a u(%\/gf + v(%)z = 3. Ptepis:
u(1+v5) +v(l —+v5) =4, u(B++v5) +v(3 —+5) = 6. Odeéteme: u + v = 1, odtud v = 1 — u, dosadime do
prvni rovnice a dostaneme 2v/5u = 3 + \/5, tedy u = % av= \ég\/_g?’

Zaveér: Pocet binarnich fetézct délky n, které neobsahuji po sobé jdouci nuly, je dan vzorcem

N 3+\/5<1+\/3)"+ \/53(1\/5)"
G W 5 W 5 :
Je to vlastné posunuté Fibonacciho posloupnost, coz vyplyva uz z toho rekurentniho vztahu, a po¢atecni podminka
ukaze, jak: a,, = Fj, 2. Takze dostavame cisla 2,3,5,8,13,21,34,...
Poznédmka: Ptiklad by slo stejnym zptisobem fesit zrcadlové, piipojovanim 1 ¢i 01 zleva.

A

Tento postup nékdy byva velice efektivni.

Priklad 11b.n: Necht n € N. Kolik je n-cifernych ¢isel, které maji sudy pocet nul?

Zkusime to pomoci rekurektniho vztahu, budeme ¢isla vytvaiet pfipojovanim ¢islic zprava. Oznac¢me jako a,
pocet ,spravnych“ n-cifernych ¢isel (se sudym poétem nul). Spravné n-ciferné éislo miize vzniknout dvéma zptsoby,
které se vylucuji, vznika tedy disjunktni rozklad. Jedna moZnost je, Zze pripojime nenulovou déislice zprava ke
spravnému (n—1)-cifernému ¢islu, téchto moznosti je proto a,,—1. Druhd mozZnost je, ze prava ¢islice je nula, takova
¢isla dostaneme pfipojenim nuly zprava k ,nespravnému® (n — 1)-cifernému éislu (lichy poéet nul), takovych je
(ptes doplnék) 10"~ — a,,_;. KdyZ tyto moznosti se¢teme, dostdvame vztah a,, = 9a,_1 + (10"~ ! —a,_1), tedy
ay = 8a,_1 + 1071

Vznikla linedrni rekurentni rovnice a,,+1 — 8a,, = 10" s poc¢ateéni podminkou a; = 9 (vSechna jednociferna ¢isla
kromé 0 jsou korektni). Pfidruzend homogenni rovnice a,,+1 — 8a,, = 0 mé charakteristické ¢islo A = 8 a obecné
feSeni ay, ,, = u-8". Prava strana 10" je kvazipolynom s P(n) =1 a A = 10, coz se neshoduje s charakteristickym
¢islem levé strany, tedy neni tfeba korekce a m = 0. Proto uhadneme feSeni a,, = A - 10"™. Dosadime do dané
rovnice:

A-10"1 —8A4-10" = 10" — 104 -84 =1 — A:%,

Dostavame obecné FeSeni rovnice dané vzorcem a,, = %10" + u8™.

Pocéatecni podminka dava a; = 5+ 8u =9, proto u = —% a feseni je a,, = %10" + %8”, coz vypada lépe ve tvaru
a, =5-10""t+4-8""! pron > 1.

Poznédmka: Na rozdil od prikladu 11b.m zde neméme symetrii, nelze pfipojovat zleva. Divod je ten, Ze pfipojo-
vanim nul zleva nevznika nové ¢islo, pokud pak zase nedame néjakou nenulu, coz ale provedenym postupem nelze
zarucit.

A

11b.7 Krabicky.
Zajimavym pohledem na kombinatoriku je problém rozdélovani objektti do krabicek. Zase existuji ¢tyfi verze
podle toho, zda jsou krabicky rozlisitelné ¢i identické a zda jsou objekty rozlisitelné ¢i ne, ptficemz obvykle byva
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uplné jedno, v jakém poradi pfedméty do urcité konkrétni krabicky piisly. Je uzitecné v tom mit trochu potadek,
protoze mnoho rtiznych tloh se da na rozdélovani do krabicek prevést. Vétsinou jde jen o jiny pohled na jiz popsané
principy, udélame si piehled.

a) Jestlize mame k raznych krabicek a chceme do nich rozdélit n stejnych objekti, pak je mozné to udélat
n+k—1 .
celkem zpusoby.
n

Proc¢? Staci si vyrobit Zetonky s Cisly 1,... , k, kazdy objekt si pak jeden vybere (s opakovanim) a tim urc¢ime,
do které krabicky prijde.
Viz také cviceni 11b.20.

b) Jestlize mame k raznych krabicek a chceme do nich rozdélit n raznych objektl, pak je mozné to udélat
celkem k™ zpusoby.

Proc¢? Kazdy objekt si vybere svou krabicku, vybira se s opakovanim.

c) Jestlize mame k raznych krabicek a chceme mezi né rozdélit n raznych objektt tak, aby v i-té krabicéce bylo

k
n; objektt, kde > n; = n, pak je mozné to udélat

— ' riznymi zplsoby.
i=1 nyngl---Ng!

Pro¢? Srovname objekty do fady, pak si vyrobime Zetonky ocislované 1,... , k tak, aby bylo n; Zetonu s ¢islem

i. Rozdéleni objekt do krabicek odpovida tomu, ze vyrobime permutaci zetonki podél téch objektd a objekt s

zetonkem ¢islo ¢ jde do krabice i.
k
Pokud bychom nevyzadovali pouziti vSech pfedméti, tedy pokud by platilo > n; < n, tak to snadno vyfesime
i=1
zavedenim imaginarni krabicky navic, kterou po naplnéni zahodime. Proto je pocet moznosti, jak objekty rozdélit,
roven n!

n1!n2!~~~nk!(n—z ni)!’
d) Jestlize mame k raznych krabicek a chceme do nich rozdélit n > k riiznych objektu tak, aby zadné krabicka

nebyla prazdna, pak je mozné to udélat celkem Y (—1)° (f) (k — 7)™ zpusoby.
i=0

Proc¢? Kazdé takové rozdéleni totiz definuje zobrazeni, které je na (coz je dano tim, Ze na kazdou krabicku dojde),
vysledek tedy plyne z Faktu . Je to situace, kterd se neda pfevést na zékladni principy, vzorecek si ¢lovek musi
pamatovat ¢i nékde najit (nebo znovu na misté vymyslet).

e) Jestlize mame k stejnych krabicek a chceme do nich rozdélit n > k raznych objekti tak, aby Zadné nezistala
k—1 '

prazdna, pak je to mozné udélat celkem S(n, k) = & > (—1)1(’;) (k — i)™ zpisoby. éik4 se tomu Stirlingova ¢isla
i=0

druhého radu.

Pfijde se na to tak, ze se nejprve krabicky o¢isluji, pouzije se vzorec z d) a pak se ¢islicka z krabicek smazou,
jinymi slovy se pocet moznosti vydéli poé¢tem moznych poradi krabicek, coz je k!.
Vlastné to fika, kolik zptisoby lze rozdélit n-prvkovou mnozinu na k neprazdnych podmnozin.

f) Jestlize méame k stejnych krabicek a chceme do nich rozdélit n raznych objektd, pak je to mozné udélat
K K j—1 o

celkem > S(n,j)= > % S (=1)¥()(j — i)™ zplsoby, kde K = min(k,n).
j=1 j=1"" i=0

Ptijde se na to tak, ze pfi rozd€lovani miize zistat 0, 1, 2 az k — 1 krabicek prazdnych, tedy vlastné rozdélujeme
do k, k — 1 az 1 krabicek tak, aby byly neprazdné, coz je v pfipadé n < k omezeno poctem objekta.

Vsimnéte si, ze pro posledni ¢tyfi situace nemame vzorec v uzavienim tvaru, jde o sumy, coz pro vétsi pocet
objekt a krabicek znamené nékdy dost naroéné vypocty. V jednodussich pfipadech (zvlast pokud ¢lovék nema
po ruce tyto vzorce) byva jednodussi takové situace Fesit tfeba stromem nebo vyctem.

Jestlize mame k stejnych krabicek a chceme do nich rozdélit n stejnych objektt, pak je to jesté komplikovanéjsi
situace nez vSechny pfedchozi a nebudeme pro ni hledat né€jaky vzorec, fesime ji vzdy individualné. Jde o jednu z
tézsich kombinatorickych situaci, viz také priklad 11b.r a ¢ast 11d.8.

Priklad 11b.o: Ve standardnim pokeru se ¢tyfem hrac¢am rozdéa po péti kartach ze standardniho balicku o 52
kartach.
Jde o rizné hrace a rizné karty, mtizeme si predstavit zbyly balicek jako patou krabicku a dostavame, ze pocet

riiznych rozdani je z=2%— = 19069457194788.
A
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Priklad 11b.p: Mame rozdat 9 bonbdént stejného druhu étyifem détem. Déti jsou asi rtizné, proto je mozné to
udélat (4+9 1) = (192) = 220 zptsoby.

Na jednu ze ¢tyt zakladnich situaci to pfevedeme tak, Ze vyrobime (velky) pocet listeckt s ¢isly 1, 2, 3 a 4 a
kazdy bonbon si jeden listek vytahne, tedy vybirame devétkrat ze ¢ty moznosti, s opakovanim a na poradi zalezi,
coz je ta nejméné intuitivni ze ¢tyt zdkladnich situaci a je nejlepsi si dotyény vzorec pamatovat.

Pokud bychom chtéli, at mé kazdé dité alesponi jeden bonbdn, tak prosté rovnou kazdému jeden ddme a zbylych
5 rozdélime béznym zplisobem, coz je tedy mozno (4+271) = (g) = 56 zpisoby.

Co kdyby byly 3 stejné bonbény na étyfi déti? Zadny problém, vzorec porad funguje, je (4+§_1) = (g) =20
zpusobtl. Jak bychom na to prisli vycétem? Nejlépe se to déld postupné. Zacne se situacemi Cisté podle poctu
bonbénii, bez ohledu na déti, protoZe je jich méné a lépe vidime, zda mame vsechny, napriklad si je mizeme
srovnat podle velikosti. Pak pro kazdou takovou mozZnost prifadime konkrétni déti.

Moznost 0-1-1-1: Ctyfi moznosti, vybereme, které dité nedostane bonbén.

Moznost 0-0-1-2: 12 moznosti, vybereme, které dité dostane dva bonbdény a které jeden.

Moznost 0-0-0-3: Cty¥i moznosti, vybereme, které dité dostane t¥i bonbdny.

Celkem je to 20, pfesné jako ze vzorce.

A

Priklad 11b.q: Maéme 4 rtizné bonbdny. Kolika zptisoby je mozno vyrobit tii darkové balicky, kdyz jsou krabicky
stejné?

Je to problém, ktery neni pfevoditelny na jednu ze étyt zdkladnich situaci, takze to bud feSime vyctem, nebo
nékde najdeme prislusné vzorce. To zkusime nejdiiv.

a) Pokud budeme chtit, aby zadna krabic¢ka nebyla prazdna, pak je odpovéd dana jako

(4,3) = ?}!Z(—l)i(f)(s —i)t=1(3"-3-2'+3-1*) =6.

b) Co kdyby nam prazdné krabicky nevadily? Pak jesté musime uvazovat rozdéleni do dvou a jedné krabicky.
Evidentné S(4,1) =1, déle

2) = 21!;(—1)2‘(3)(2 Cit=let 21t =T

Celkem je to tedy 6 + 7+ 1 = 14 moznosti.

Zkusme to bez vzorcl. Protoze jde o krabicky identické, miizeme je vzdy srovnat podle mnozstvi bonbdnd,
feknéme od nejvétsiho, takze dostdvame (pfipomindme, Ze na poradi v krabiéce nezélezi)

{{4,B,C. D}, {}. {}

{{Av B, 0}7 {D}a {}}a {{A7 B, D}7 {0}7 {}}7 {{Av C, D}’ {B}> {}}7 {{Bv C, D}7 {A}v {}}7

{{A,B},{C,D},{}}; {{A70}7{BvD}7 {}}7 {{A,D},{B,C},{}},

{{4, B} {C}, {D}}; {{A, CHLABYADY ) {{A, DB} {C} s {{B,C} {A} {D}}; {{B, D}, {4}, {C}};
{{C,D}. {A}. {B}}.

Opravdu celkem 14 moznosti.

A

Priklad 11b.r: Profesor mé v kanclu hroméadku 6 kopii domécich tkoli a étyti studenty. Kdyz studenti odchézi,
prof je poprosi, aby s sebou ty tkoly vzali a donesli je do tiidy k nakopirovani ostatnim. Z pohledu profesora jsou
studenti identic¢ti :-). Student, ktery odchazi posledni, se vétsinou citi blbé, aby néco na stole nechal, takze
predpokladejme, ze opravdu je téch 6 kopii odneseno. Kolika rtiznymi zptsoby se to miize stat?

Je to pfesné ten nejhorsi problém, nerozliSitelné

krabicky i objekty, jde jen o to, kolik kopii ktery / \
student vezme, pfi¢emz je mizeme srovnévat podle

toho, kolik nesou, tfeba od nejméné po nejvice. Ne- / \ \
A . P o . 1

zbyva, nez to zkusit manualné vyctem moznosti.

Celkem je tedy 9 moznosti. // \\ 1/ \ \ 1/ \2

I||I||I|I
6 5 4 3 4 3 2 3 2

Tento tézky kombinatoricky tikol je ekvivalentni jesté jinym, neméné zajimavym tloham. Necht je dano k,n € N.
e Kolik feSeni ma rovnice x1 + xo + - - - + 2, = n takovych, aby 0 < 7 < 29 < -+ < 7
e Kolik feseni m4 rovnice x1 + 2 + - - - + ,,, = n takovych, aby 0 < x1 < a9 < -+ <axp am < k7
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O to vice zamrzi, Ze pro to nemame rozumny vzorec, jeSté ze jsou pocitace, viz ¢ast 11d.8.

A

Cviceni
Cviceni 11b.1 (rutinni): Napiste vzorec vyplyvajici z principu inkluze a exkluze pro sjednoceni nasledujicich
mnozin. U vSech vyrazl ze vzorce urcete interpretaci.
a) Necht A je mnozina studentt, ktefi absolvovali kurs analyzy, a B mnozina studenti, ktefi absolvovali kurs
linearni algebry.
b) Necht A je mnozina nakladnich aut s dvéma koly a B mnozina nakladnich aut s Sesti koly.
c) Nechf A je mnozina knizek psanych ¢esky, B mnozina knizek psanych anglicky a C' mnozina knizek psanych
némecky:.

Cviceni 11b.2 (rutinni): Mame ¢tyfi mnoziny obsahujici po fadé 50, 60, 70 a 80 prvki. Kazda dvojice z nich ma
5 spole¢nych prvki, kazda trojice mé jeden spolecny prvek a vSechny ¢tyfi nemaji zadny spoleény prvek. Kolik
prvkd mé sjednoceni téchto ¢ty mnozin?

Cviceni 11b.3 (rutinni): Sto vstupenek oéislovanych 1 az 100 jde do tomboly, losuji se ¢tyfi vyhry. Kolika
zpusoby to mtze dopadout, jestlize

a) listek 13 ma vyhrat prvni cenu?

b) listek 13 ma vyhrat cenu?

c) listek 13 nemd vyhrat cenu?
d) listky 13 a 23 maji vyhrat cenu?

e) vyhrat prvni cenu ma bud listek 13 nebo listek 237

f) listek 13 nebo listek 23 maji vyhrat cenu?

g) listky 13, 23, 31, 33 maji vyhrat cenu?

h) prvni cenu mé vyhrat jeden z listka 13, 23, 31, 337

i) listky 13 a 23 maji vyhrat, ale listky 7 a 2 vyhrat nemaji?

Cviceni 11b.4 (rutinni): Kolik osmibitovych Fetézct neobsahuje Sest nul po sobé?

Cviceni 11b.5 (rutinni): Kolik permutaci standardnich 10 ¢islic zac¢ind 987 nebo konéi 123 nebo méa 45 na paté
a Sesté pozici?

Cviceni 11b.6 (rutinni): Kolik permutaci fetézce ABCDEFGH obsahuje slova BA nebo FEC?

Cviceni 11b.7 (rutinni): Necht A = {1,2,... ,n} a B je mnozina o k prvcich, kde k,n > 2. Necht a # b jsou
jisté prvky z B.

a) Kolik je zobrazeni T: A — B, pro které plati T'(1) = a a T'(2) = b?

b) Kolik je zobrazeni T: A — B, pro které plati T'(1) = a nebo T'(2) = b?

Cviceni 11b.8 (rutinni): Uvazujme ¢tyfpismennd slova (z 26 malych pismen abecedy).
a) Kolik jich obsahuje znak z?

b) Kolik jich obsahuje pfesné tii x?

c¢) Kolik jich obsahuje alespon ti x?

Cviceni 11b.9 (poucné): Kolik je pfirozenych ¢isel mensich nez 1000, které
a) jsou délitelné 77

b) jsou délitelné 7 a 117

c) jsou délitelné 7 ale ne 117

d) jsou délitelné 7 nebo 117

e) nejsou délitelné ani 7 ani 117

f) neobsahuji stejné ¢islice?

g) neobsahuji stejné ¢islice a jsou sudé?

Cvi€eni 11b.10 (pouc¢né): Uvazujme pfirozena ¢isla mezi mezi 23 a 131313 vcetné.
a) Kolik jich je délitelnych 57

b) Kolik jich je délitelnych 77

c¢) Kolik jich je délitelnych 5 nebo 77

d) Kolik jich neni délitelnych 77

e) Kolik jich m4 stejné ¢islice?

f) Kolik jich je lichych?

g) Kolik jich je délitelnych 4 nebo 67

31
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Cviceni 11b.11: Heslo (password) se skldda ze Ctyf znakt, které mohou byt pismena (lower-case) ¢i éislice,
pri¢emz se v heslu musi vyskytovat alespon dvé Cislice. Kolik je mozné vytvorit takovych pasworda?

Cviceni 11b.12: Svédek dopravni nehody si pamatuje, Ze auto, které z nehody ujelo, mélo SPZ ze tii pismen a
Ctyt Cislic, zacinala AS (Prazak!) a uréité v ni byla jednicka a dvojka. Kolik je takovych SPZ moznych?

Cviceni 11b.13 (poucné): Uvazujme FeSeni x; € Ny rovnice x1 + x5 + x3 = 13.
a) Kolik z nich spliiuje podminku z; < 6, x9 < 6, x3 < 67
b) Kolik z nich spliiuje podminku z; < 6, 22 < 6, x3 < 67

Cviceni 11b.14 (pouc¢né): Kolik feseni x; € Ny rovnice z1 + z3 + 3 + x4 = 23 spliiuje podminky 1 < z; < 13,
7§$2,0§$3,6§SE4<9?

Cviceni 11b.15 (poucné): Kolik feseni z; € Ny rovnice x1 + x2 + x3 = 23 spliiuje podminky
a) 1 <21 <9,6<x2<10,0<25<7?
b) 1<21<6,6<x5<10,0<1z3<67
C)3§ZE1<7,6<$2§10,2<$3§9?

Cvi€eni 11b.16 (pouc¢né): Kolik celych ¢isel mensich nez 1000 ma ciferny soucet 137
Cviceni 11b.17: Kolika zptisoby se dé rozdélit Sest ruznych hracek mezi t¥i (ruzné) déti tak, aby kazdé mélo
alespon jednu?

Cviceni 11b.18 (dobré): Kolika zpusoby je mozno rozdélit sedm tkolti mezi ¢tyfi zaméstnance tak, aby kazdy

Yy v

mél alespon jeden kol a nejtézsi tkol byl pridélen nejlepSimu zaméstnanci?

Cviceni 11b.19 (rutinni, pou¢né): Kolika zptusoby je mozno roztfidit Sest véci do péti krabic, jestlize
a) véci i krabice jsou ruzné?

b) véci jsou rizné, krabice stejné?

c) véci jsou stejné, krabice rtizné?

d) véci i krabice jsou stejné?

Cviceni 11b.20 (poucné): Kolika zptisoby je mozno umistit n identickych véci do m riznych krabic za predpo-
kladu, Ze zadna neni prazdna?

Cvi€eni 11b.21 (rutinni): Kolik je tfeba vybrat ndhodné karet ze standardniho balicku o 52 kartach, aby bylo
zaruceno, ze

a) se najdou alespon tfi stejné barvy?

b) se najdou alespon tii srdce?

Cviceni 11b.22 (rutinni): V Supliku je 10 ¢ernych a 10 Sedych ponozek. Rano jesté v polospanku tahdme naslepo
ponozky.

a) Kolik jich musime vzit, aby bylo jisté, Ze se mezi nimi najde par?

b) Kolik jich musime vzit, aby se mezi nimi nasel ¢erny par?

Cviceni 11b.23 (rutinni): Ve hie Magic je pét zakladnich barev. Kolik ndhodné namichanych karet typu land

je tfeba mit, aby mél ¢lovék jistotu, ze od alespon jedné barvy bude mit 10 karet?

Cviceni 11b.24 (rutinni): V lepsich ¢inskych restauracich davaji po obédé hostim ,Stésticko“ (,,fortune cookie,
kousek tésta se zapecenou véstbou). Jestlize jich maji 50 druhi, jaky je nejvyssi mozny pocet navstév, kdy ¢lovek
nedostane stejné stésticko vic nez trikrat?

Cviceni 11b.25 (rutinni, pou¢né): Dokazte, Ze se mezi libovolnymi d + 1 ¢isly najdou dvé, kterd maji pfi déleni
d stejny zbytek.

Cviceni 11b.26 (dobré): Dokazte, Ze vybereme-li z mnoziny {1,2,...,50} celkem 10 riznych éisel, pak z nich
lze déle vybrat dvéma riznymi zptsoby pét Cisel tak, aby mély stejny soucet.

Cviceni 11b.27 (dobré): Ukazte, Ze v libovolné usporadané n-tici riznych pfirozenych ¢isel se najdou alespon
dvé po sobé nasledujici, jejichz soucet je délitelny n.

Cviceni 11b.28 (pou¢né): Dokazte, ze kdyz se vezme libovolnych pét bodi v roviné, které maji celo¢iselné

soutfadnice, tak se mezi nimi da vybrat dvojice tak, aby mél stfed jejich spojnice také celociselné souradnice.
Ukazte totéz pro 9 bodii v prostoru R3.

Cviceni 11b.29 (poucné): Dokazte, ze kdyz se vybere 5 rtznych ¢isel z mnoziny {1,2,3,...,8}, pak se mezi
nimi najde dvojice se souctem 9.
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Cviceni 11b.30 (pou¢né): Dokazte, ze kdyZ se vybere 7 riznych ¢isel z mnoziny {1,2,3,...,10}, pak se mezi
nimi najdou dvé dvojice se souctem 11.

Cviceni 11b.31 (rutinni): Dokazte, Ze jestlize je ve t¥idé 9 studentii, tak mezi nimi musi byt alesponn 5 muzi
nebo alespon 5 Zen.

Cviceni 11b.32 (rutinni): Dokazte, Ze jestliZe si loni alespon 3000000 lidi vydélalo méné nez 30000 mésiéné, tak
se mezi nimi museli najit alespon dva, ktefi si vydélali na halif stejné.

Cviéeni 11b.33 (dobré, poucné): Ve tiidé se seslo 17 lidi narozenych ve znameni Stira. Dokazte, Ze se musi najit
dva, ktefl maji narozeniny ve stejny den nebo hned den po sobé.

Cviceni 11b.34 (poucné): Ukazte, ze kdyz vezmete libovolnych pét bodt ze ¢tverce o strané 2, tak se tam najde
dvojice, ktera je od sebe nejvyse v/2 daleko.

Cviceni 11b.35 (pou¢né): Kolika zptisoby je mozno vyrobit z n dlazdic chodnik (o Sifce jedné dlazdice, tj.
davame je za sebe), pokud mame na vybér dlazdice tf¥i barev a nechceme, aby nékdy Sly hned za sebou stejné
dlazdice?

Cviceni 11b.36 (pou¢né): Bankomat akceptuje koruny a dvoukoruny. Kolika zptisoby je mu mozné zaplatit n
korun, pokud na poradi zalezi?

Cviceni 11b.37 (poucné): Oznacme a,, pocet bindrnich fetézct délky n, které obsahuji dvé po sobé jdouci nuly.
Najdéte pro tuto posloupnost rekurentni vztah a pocatecni podminky, pak urcete as.

Cviceni 11b.38 (poucné): Kolika zpusoby je mozno vyjit schodisté o n schodech, jestlize se da jit po jednom
ale také po dvou schodech? Kolik to déla pro tradi¢nich osm schodu?

Cviceni 11b.39 (dobré, pouc¢né): Na kolik nejvice oblasti lze rozdélit rovinu pomoci n pfimek?
Navod: Oznacte toto ¢islo R, a najdéte rekurentni vztah.

Cviceni 11b.40 (dobré, pouc¢né): Kolik je S(n), maximélni pocet ¢asti v 3D-prostoru, na ktery je mozno prostor
rozdélit pomoci n rovin?

Cviceni 11b.41 (poucné): Kolik je fetézi ze znaku 0, 1,2 délky n, které neobsahuji 007

Cviceni 11b.42 (pou¢né): Kolik derrangements mnoziny {1,2,3,4,5,6} zacina

Cviceni 11b.43 (dobré, pouc¢né): Kolika zpisoby je mozno pferovnat ¢islo 1234567890 tak, aby ¢islice na sudych
pozicich neztstaly na svych mistech?

Cviceni 11b.44 (dobré, pouc¢né): Dokazte kombinatoricky, Ze pocet derrangements spliiuje

a) Dy = (n—1)(Dyp—1+ Dp_2) pron > 2;

b) D, =nD,_1+ (—1)" pron > 1.

Pozndmka: V b) ziskdvame pro pocet derrangements rekurentni rovnici D,,_1 — (n + 1)D,, = (—=1)""1, kterou lze
vyfesit pomoci postupu v posledni pozndmce kapitoly 10b: Mame f(n) = 1, g(n) = —(n + 1), h(n) = (=1)"*1,

%’ také by = 0, odtud b, = kzo (_kll)k a

proto Q(n) = ﬁ, po substituci vyjde rovnice b,11 — b, =

(="
k!

n

D, = % > , presné jako jsme odvodili v pfikladu 11b.f.

k=0
Reseni:
11b.1: a) |[AU B| = |A| + |B| — |AN B|; AN B jsou studenti, ktefi absolvovali oba kursy.
b) |AU B| = |A| + |B| — |AN B|; AN B jsou nékladni auta s ¢tyfmi a Sesti koly, prazdnd mnozina.
¢c) [AUBUC| =|A|+|B|+|C|-|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|; AN B jsou knihy psané ¢esky a
anglicky (dtfeba slovniky), AN C jsou knihy psané ¢esky a némecky, B N C' jsou knihy psané anglicky a némecky,
AN BNC jsou knihy psané cesky, anglicky a némecky.
11b.2: 50 + 60 + 70 + 80 — (3)5 + (3)1 — 0 = 260 — 30 + 4 = 234.
11b.3: a) Jde tedy jen o ostatni tii ceny, 99 - 98 - 97 = 941094. b) Nejprve ¢tyii moznosti ceny pro listek 13,
pak vybér na ostatni tii ceny, 4 - 99 - 98 - 97 = 3764376. c¢) Vybirdme ¢tyfi ceny z 99 listka, 99 - 98 - 97 - 96 =
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90345024. d) Vybirame cenu pro listek 13, ze zbyvajicich t¥i cenu pro listek 23, na dalsi dvé ceny ze zbyvajicich 98,
4-3-98-97 = 114072. e) Pokud vyhraje prvni cenu 13, dobereme listky na ostatni: 99-98-97. Pokud vyhraje prvni
cenu 23, dobereme ostatni. Tyto moznosti jsou disjunktni, proto stac¢i se¢ist, 2-99-98-97 = 1882188. f) Vybereme
cenu pro listek 13 (4 moZnosti), pak dobereme ostatni ceny: 99 - 98 - 97. Ditto pro 23. Jenze tyto moznosti nejsou
disjunktni, pokud maji cenu 13 i 23, zapocitali jsme je dvakrat, nutno pouzit princip inkluze a exkluze. Moznosti
kdy maji 13 i 23 cenu: Nejprve pro né vybereme ceny, 4 - 3, na dalsi dobereme ze zbytku listkid. Celkové mame
2-99-98-97—4-3-98-97 = 1768116. g) Staci je srovnat u cen, 4! = 24. h) Viz e), 4-99 - 98 - 97 = 3764376. i)
Viz d), 4-3-96 - 95 = 109440.

11b.4: M; fetézce s Sesti nulami poc¢inaje mistem i, |M;| = |Ms| = |M3| = 22 = 4, primiky: |[M; N M| =
| MyNMs| = 2 (fetézce se sedmi nulami), |[M;NM;s| = |MiNMaoNMs| = 1 (osm nul), tedy celkem 3-4—2—2—14+1 = 8§,
proto vysledek je 28 — 8 = 248.

11b.5: Mnoziny M; (permutace zacinajici 987), M> (permutace konéici 123), M3 (permutace s 45 na pozicich
5,6). Pak |M;| = |[Ms| = 7, |M3| = 8!, |My N My| = 4!, |M; N Ms| = |My N Ms| = 5!, |[M; N Ms N M| = 2L
Odpoved: 7!+ 7!+ 8! — 4! — 5! — 5! + 21 = 50138.

11b.6: 7! permutaci ma BA; 6! permutaci ma FEC; obé najednou mé 5! permutaci (dva celky a t¥i zbyvajici
pismena). Sjednoceni méa velikost 7! 4+ 6! — 5! = 5640.

11b.7: a) Volime jen T'(3),... ,T(n), takze k" ~2.b) My = {T: A B; T(1) = a} a My = {T: A+ B; T(2) = b}.
ZaJimé nas ‘Tl U Tg’ Mame ’Tl U Tg’ = ’Tl‘ + ’TQ‘ — ‘Tl ﬂTg‘ =2 k1 — =2,

11b.8: a) Doplitkem, bez z je jich 25%, tedy odpovéd 26% — 25% = 66351.

b) Vybereme misto pro jiny znak (4 moznosti) a tam vybereme, 4 - 25 = 100 slov.

c¢) K b) pfidame slovo ze ¢tyt x, celkem 101.

11b.9: a) |[M7| = |22 | = 142. b) [M7 N My | = [ 55| = 12. ¢) [M7| — [M7 N My| = 142 — 12 = 130.

d) |M7| + |Mi1| — |[M7 N M| = 142 + 90 — 12 = 220. e) 999 — 220 = 779. ) Rozdélit podle poctu cifer (jedna az
tfi), prvni cifra nesmi byt 0, proto s ni musime zaéit, na dalsich pozicich uz nula byt mtze: 94+9-9+9-9-8 = 738.
g) Zase podle poctu cifer. Nejprve vybirdme sudé ¢islo na posledni cifru, tim se ale zméni moznosti na prvni cifru,
podle toho, zda jako posledni ddme nulu (pak to prvni ciffe nevadi) nebo ne (pak jsme prvni ciffe vzali jednu
moznost), ¢ili dalsi déleni na piipady. Cisla konéici na nulu: 0+ 9+ 9 -8 = 81. Sud4 &sla nekonéici na nulu omezi
vybér prvni cifry, 4 +4-8+4-8-8 =4+ 32 4 256 = 292. Celkem: 373.

11b.10: a) |Ms| = |13 ] — | 2] = 26262 — 4 = 26258. b) |M7| = [123213 ] — | 2] = 18759 — 3 = 18756.

) |MsN M| = | 13318 | — | 22| = 3751 — 0 = 3751, proto |M5 U Mz| = 26258 + 18756 — 3751 = 41263.

d) (131313 — 23 + 1) — 18756 = 112534. e) Vybereme nenulovou ¢islici a rozhodneme se, kolik jich mutze byt.
Jednic¢ek miize byt t¥i az Sest (Gisla 111 az 111111) neboli 4 ¢isla, dvojek muze byt tii az pét neboli 3 éisla, trojek
az devitek muze byt dvé az pét neboli ¢tyfi ¢isla. Celkem 4 + 3 + 7 -4 = 35.

f) Cisel je 131313 — 23 + 1 = 131291, z toho délitelnych dvéma je [121313| — | 22| = 65656 — 11 = 65645. Lichych
je 65646. Pozor, pocet lichych ¢isel se neda urcit jen z rozdilu, tfeba mezi ¢isly 6 a 8 je jedno liché, ale mezi 7 a 9
jsou dvé licha, ackoliv je vzdalenost vzdy stejnd, 8 —6 =9 — 7 = 2.

g) |My| = | 13313 | — | 22| = 32828 — 5 = 32823; | M| = [ 13132 ] — | 22| = 21885 — 3 = 21882;

4 6
Pozor, |[My N Mg| = [ B33 | — | ] = 10942 — 1 = 10941, proto | My U Mg| = 32823 + 21882 — 10941 = 43764.

11b.11: Rozborem moznosti, ¢ je ¢islo, p je pismeno (tedy necislo), pak jsou moznosti ccpp, cpep, cppe, peep, pepe,
ppce, ccep, cepe, cpee, peee, ceee, tudiz podet hesel je 6 - 10% - 262 + 4 - 103 - 26 + 10* = 519600.

Nebo struc¢néji: Pro presné dvé c¢isla vybereme pozice a pak znaky: (g) 102262. Pro pfesné tii &isla vybereme pozice
a pak znaky: (3)10%26. Piesné ¢ty ¢isla: 10*.

11b.12: Pfimy atok: M;; budiZz mnozina znacek, kde je 1 na i-tém misté a 2 na j-tém misté ¢i naopak. Chceme
velikost sjednoceni, to je princip inkluze a exkluze se Sesti vychozimi mnozinami, nic pékného. Zkusme doplnék.
Celkem SPZ zaéinajicich AS: [M| = 26 - 10* = 260000. M; jsou SPZ bez jednicky, |[M;| = 26 - 9%, podobné pro
M neboli SPZ bez dvojky. Primik |[M; N Ms| = 26 - 8*. Pomoci principu dopliiku a inkluze-exkluze dostaneme
26-10% — [2-26 - 9* — 26 - 8%] = 25324.

11b.13: Vsech fegeni M je (**15 ") = 105.

a) M; jsou feSeni s x; > 7, |M;| = (3+g_1) = 28. Jsou navzadjem disjunktni, nebot v M; N M; jsou feSeni s
x;,xj; > 7, zaroven x; + x; < 13, nelze. Proto |M; U My U M3| = 3 - 28 = 84. Hledanych feSeni je 105 — 84 = 21.
b) M; jsou feSeni s x; > 6, |M;| = (3+;_1) = 36. M; N M, jsou feSeni s z;,z; > 6, téch je (3+}_1) = 3.
My N My N M3 = (). Hledanych feSeni je 105 —3-36 +3-3 = 6.

11b.14: Mnozina M feSeni spliiujicich dolni odhady: Dame 2 do x1, 7 do z2, 6 do x4, zbytek rozdélime, (
165.

Odebereme feSeni nevyhovujici hornim mezim. M; TeSeni s x1 > 14 a ostatnimi dolnimi odhady: rozdélime
14+ 7+ 0+ 6 = 27, nejde, My, = (). M, feSeni s x4 > 10 a ostatnimi dolnimi odhady: rozdélime 1 + 7 + 10 = 18

napevno, zbytek: (4+g_1) = 56. Také M; N My = (), pocet feSeni je tedy 165 — 56 = 109.

4+gfl) —
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11b.15: a) Mnozina M feseni splitujicich dolni odhady: Ddme 2 do z1, 6 do 2, zbytek rozdélime, (**127") = 136.
Odebereme feSeni nevyhovujici hornim mezim. M; TeSeni s x; > 10 a ostatnimi dolnimi odhady: rozdélime
10+6+0 = 16 napevno, dalsi (3+;71) = 36 moznosti. My TeSeni s x5 > 11 a ostatnimi dolnimi odhady: rozdélime

241140 = 13 napevno, dalsi (Bﬂgfl) = 66 moznosti. M3 feSeni s z3 > 7 a ostatnimi dolnimi odhady: rozdélime
246+ 7 = 15 napevno, dalsf (**3") = 45 moznosti.
Prianiky: M; N Ms: rozdélime 10 + 11 + 0 = 21 napevno, dalsi (3%71) = 6 mozZnosti. My N Ms: rozdélime
10+6+8 = 24 nejde. Mz N M;: rozdélime 241147 = 19 napevno, dalii (**37!) = 15 moznosti. M;NMoNM;z = 0.
Spatnych feseni je 36 + 66 + 45 — 6 — 0 — 15 + 0 = 126. Pocet feSeni je tedy 136 — 126 = 10.
b) Zadné feseni: I kdyz ddme maximéalni povolené pocty, dostaneme xq1 + z2 + 73 = 5+ 10 + 6 = 21.
0)3< a1 <7, 6<z9<10,2<23<97
¢) Mnozina M feSeni spliiujici dolni odhady: Dame 3 do x1, 7 do x2, 3 do z3, zbytek rozdélime, (3+18_1) = 66.
Odebereme feseni nevyhovujici hornim mezim: 7-7-3 — (3+2_1) =28, 3-11-3 = (3+2_1) = 28,
3-7-10 = (**271) =10, 711-3 = (**77") =6, 7-7-10 = 0, 3-11-10 = 0.
Spatna feseni: 28 +28 +10 — 6 — 0 — 0 + 0 = 60. Pocet Feseni je tedy 66 — 60 = 6.
To by mozné 8lo rychleji vypisem. Protoze x5 + x5 < 19, musi byt z; alespon 4. Moznosti: (4, 10,9), (5,9,9),
(5,10,8), (6,8,9), (6,9,8), (6,10,7).
11b.16: Jde o jedno az tricifernd cisla, takze hledadme pocet feSeni rovnic a; = 13, a1 +a2 = 13 a a1 +as+az = 13,
kde a; € Ny, a; < 10 a a; > 1. Prvni rovnice feseni nema, druha: 6 moznosti, tfeti 85 moznosti.
11b.17: Jde o problém ekvivalentni pocétu surjektivnich zobrazeni z 6-prvkové mnoziny na t¥iprvkovou, podle
vzorce je to 22)(—1)1'(3)(3 —)8 = (3)35 — (3)26 + (3)1° = 3% — 3. 26 4 3 = 540.

i=0

1=

YNV

méli alesponi jeden. Rozlozit na dvé disjunktni mnoziny podle toho, zda nejlepsi jesté néco dostane ¢i ne. Pokud
uz ne, tak stac¢i rozdeélit vSech 6 ikold mezi tii zaméstnance, aby méli kazdy alespon jeden, to je celkem
fj(—l)i(ff)(a — )%= (3)3% — (3)26 + (3)1° = 36 — 3. 26 + 3 = 540 moznosti.

E\Zebo i ten nejlepsi alespon jeden navic dostane, rozdélujeme 6 mezi ¢tyti tak, aby mél kazdy alespon jeden, to je
i;)(—l)i(‘;) (4—14)% = (5)4% — (1)35 + (3)26 — (5)16 = 4% — 436 + 6 - 2° — 4 = 1560 moznosti. Celkem 2100.
11b.19: a) Kazda véc vybira é&slo krabice, zalezi na potadi (véci jsou rtizné), s opakovanim, 5¢ = 15625.

j—1
b) Toto je ten tézsi piipad, 25: S(6,5) = 25: %]

j=1 j=1 =0
+4[45—4-30+6-26—4-16] 4+ L[56—5-46+10-35-10-2°+5-16] =14 31+ 90 + 65 + 15 = 202.
c¢) Kazda véc vybira ¢islo krabice, nezalezi na pofadi (véci jsou stejné), s opakovanim, (5+271) = 210.
d) Toto jediné vyctem ¢i jinym podobnym zptisobem, tfeba tak, Ze srovname krabice podle poétu prvka od
nejmensiho, moznosti jsou 0-0-0-0-6, 0-0-0-1-5, 0-0-0-2-4, 0-0-0-3-3, 0-0-1-1-4, 0-0-1-2-3, 0-0-2-2-2, 0-1-1-1-3,
0-1-1-2-2, 1-1-1-1-2. Celkem 10.
11b.20: 0 pro n < m, jinak nejprve natvrdo m véci po jedné do krabic a pro zbyvajicich n —m véci losujeme disla
krabic s opakovanim, poradi nezalezi, tedy (mﬂg_j;”)*l) = (g_jb)
11b.21:a)2-44+1=9;b) 13-3 + 3 =42.
11b.22:a) 2-1+1=3;b) 10+ 2 = 12.
11b.23: 5-9+ 1 = 46.
11b.24: 3 - 50 = 150.
11b.25: Rozdélime je do krabicek podle zbytki, moznych zbytki je d, tudiz dle Suplikového principu musi néjaka
krabicka obsahovat alespon dvé ¢isla.
11b.26: Max. mozna suma je 50 + 49 + 48 + 47 4 46 = 240, miniméalni je 1 + 2+ 3 +4 4+ 5 = 15. Je tedy mozné
vytvorit 226 moznych sum, ale existuje 252 pétiprvkovych podmnozin mnoziny o 10 prvcich, takze se dvé musi v
sou¢tu shodnout.

(1) —1)° =10+ £[2° — 216 + 4 [3°— 320 4+3.1°]

k
11b.27: Nechf jsou to éisla ay,...,a,, pro k = 1,... ,n ozna¢me dy = Y a;. (Tedy uvazujeme ai,a; + ao,...)
i=1
Jestlize pro néjaké k plati dp mod n = 0, pak je hotovo. Jinak mame n Cisel dy, kterd déavaji modn zbytek
k
1,2,...,n—1, takZe se dvé musi shodnout, tim padem dj — d,, mod n = 0 pro néjaké m < k atedy > a; mod
i=m-+1
n = 0.
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11b.28: Stied se ziska jako aritmeticky primér soutadnic z a soufadnic y, tedy 3 (A+B) = (3 (a1+b1), 5 (az+b2)).
Je tedy tieba vybrat body tak, aby soudet prvnich soutfadnic i soucet druhych souradnic byl sudy, coz znamen4,
Ze soufanice musi mit stejnou paritu.

Bodi je pét, proto po rozdéleni do dvou hromadek dle parity prvni soufadnice musi byt alespon t¥i body, jejichz
prvni soufadnice m4 stejnou paritu (tii suda ¢ t¥i lichd ¢isla). Ty t¥i zase rozdélime do dvou hromadek podle
parity druhé souradnice a v jedné z hromadek musi zbyt alespori dva body.

11b.29: Vyrobime 4 mnoziny-krabicky {1,8}, {2, 7}, {3,6}, {4,5}. V kazdé je soucet 9. Rozdélime do nich 5 ¢isel,
tudiz v néjaké musi byt dvé.

11b.30: Pét mnozin {1,10}, {2,9} az {5,6}. Rozd¢lujeme sedm ¢isel, tudiz alespon jedna mnozina ma dvé ¢isla,
ale nemtize mit vic, tudiz zbyva pét cisel na ¢tyfi krabicky, takze i jind mé dvé cisla.

11b.31: Krabicka muzi, krabicka Zen, v jedné z nich musi byt [%] =5 lidi.

11b.32: Je 2999999 rtiznych plati.

11b.33: Znameni Stira reprezentuje maximalné 31 po sobé jdoucich dni (existuji rfizné verze zac¢atku/konce).
Rozdélme je do dvojic, prvni den s druhym, tfeti se ¢tvrtym atd., je jich 16. Pak musi z téch 17 lidi alespon dva
skonéit se dnem narozeni v jedné dvojici, pak uz bud jejich narozeniny souhlasi, nebo jsou den po sobé.

11b.34: Ctverec se rozdéli na ¢tyfi mensi o strané 1, dle Suplikového principu musi do nékterého z nich padnout
alespoii dva body, ty nemohou byt od sebe dale nez je velikost diagonaly neboli /2.

11b.35: Cestu délky n dostaneme ptifazenim dlazdice k cesté délky n — 1, jsou dvé moznosti (tfeti typ dlazdice
by se opakoval). Proto rovnice a,, = 2a,,—1, a; = 3. éeSeni rovnice a, 11 — 2a, = 0 je a,, = 2™u, hledany pocet
zptisobi je 3 - 2771,

11b.36: Posledni pouzitd mince je bud koruna nebo dvoukoruna, tedy a, = a,_1 + an_o pron > 3, a; = 1,
as = 1, vychazi Fibonacciho posloupnost.

11b.37: Rozdélime situaci podle toho, jak vypadaji prvni dva znaky. Pokud fetézec zacina 00, pak uz jsou dalsi
znaky libovolné, je tedy 2"~2 moznosti. Dalsi moznost je, ze prvni dvojice je 01, pak musi nasledovat fetézec délky
n—2 s dvéma nulami, to je a,_1 moznosti. Posledni varianta je zacatek 10 ¢i 11, tedy jde o jednicku a pak Fetézec
o délce n — 1 s dvéma nulami. Vznika rovnice a, = an_1 + an_o + 2" 2 pro a, > 2, podminky a; = 0, as = 1.
Pak a3 =3, ay =8, a5 = 19.

11b.38: Rekurentni vztah je a, = ap_1 + an_2 pro n > 2, pocatecni podminky a; = 1, as = 2. Jde tedy o
posunutou Fibonacciho posloupnost, a, = F,+1. Proto ag = Fy = 34.

11b.39: Protoze kazda pfimka mé obecné schopnost piilit oblasti a mtizeme si predstavit, ze kreslime jednu za
druhou a kazda nova mize piilit jiz existujici oblasti, bude to urcité nejvyse 2. Ve skutec¢nosti to ale bude znatelné
méne, protoze jakmile se oblasti rozptyli, nova piimka je nedokaze zachytit vSechny. Zkuste si rozmyslet, ze uz
treti pfimkou nikdy nedostanete osm oblasti.

Rekurentni vztah: Kdyz zakreslime novou pfimku, tak oblasti, které protina, musi byt za sebou ve sméru ptimky a
oddéleny od sebe predchozimi primkami. Pocet protnutych oblasti tedy nemitize byt vétsi, nez pocet jiz nakreslenych
primek plus jedna. Pocet oblasti po nakresleni n-té primky je tedy roven poctu puvodnich oblasti plus poctu
pretatych, coz je nejvyse (n — 1) + 1 (pocet pfedchozich ptfimek plus jedna). Proto rovnice R, = R,,—1 + n,
pocatecni podminka R; = 2.

Piepis: Ry,11 — R, = n+ 1, pak ap,, = u, odhad a,, = n(An + B) = An? + Bn, po dosazeni A = B = %, po¢.
podm. da u = 1. éeSeni R,, = ”(%I)H

11b.40: Zakreslime n-tou rovinu a nyni se podivejme jen na ni jako na dvojrozmérny ttvar. Vidime tam piimky,
coz jsou pruniky s predchozimi rovinami, a oblasti. Kazda tato dvojrozmeérna oblast na n-té roviné odpovida jedné
3D ¢asti, kterou jsme touto rovinou pretali a tim vytvofili novou. Podet nové vytvofenych ¢asti je tedy roven pocétu
oblasti, které na n-té roviné vytvorilo n — 1 pfimek (prinikd s pfedchozimi rovinami), coz je podle pfedchoziho

“1)n42 . .. 2 ) 3
%. Dostavame rovnici S,, = S,,_1 + 2=2+2 a podminku S; = 2, odtud S,, = %.

cviceni nejvyse 5
11b.41: Vytvarime zleva, pfiddvdme nenulu ke ,spravnému” fetézci délky n — 1 ¢i 10 nebo 20 ke spravnému
fetézci délky n — 2. Rovnice a,, = 2a,,_1 + 2a,,_o pro n > 2, podminky ag =1, a; = 3. Vyjde A\=1=+ V/3, obecné
feseni a,, = (1 + \/§)nu + (1 — \/g)nv, hledané feseni a,, = (% + %ﬁ) (1 + \/§)n + (% — % 3)(1 — \@)n
11b.42: a) Prvky 1,2, 3 se dévaji na mista 4,5, 6, nikdy tedy nemize dojit ke shodé, libovolna permutace zabere:
3! =6.

b) Prvky 1,2,6 se permutuji na mista 4,5, 6, musime si tedy pohlidat, aby 6 neslo na 6. VSech permutaci je 3!,
téch dévajicich 6 na 6 je 2! = 2, proto odpovéd zni 6 — 2 = 4.

c) Prvky 1,5,6 se permutuji na mista 4,5, 6, musime si tedy pohlidat, aby 5 neslo na 5 ani 6 neslo na 6. To je
tak restriktivni, Ze to pijde spocitat. 6 muze jit na misto 5, pak libovolné pozice ostatnich nebudou mit shodu,
tedy 2! = 2 mozZnosti. Nebo 6 muZe jit na misto 4, pak rozhazujeme 1,5 na mista 5,6 a nechceme shodu, jedina
moznost. Celkem 3.

d) Takové derrangements nejsou, protoze dvojka uz je na puvodni pozici a zkazila to.
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e) Prvky 4,5, 6 se permutuji na mista 4, 5, 6, jde tedy o otdzku, kolik je derrangements t¥iprvkovych mnozin. Podle

3 k
vzorce je odpoveéd 3! k;o (_kl!) = 6(% — % + % — %) =2.

Jde to také rozborem situaci, jsou to permutace 645 a 564.

11b.43: Jde o derrangements, ale nelze pfimo pouzit hotovy vysledek, protoze se sudé a liché ¢islice mohou mezi
sebou michat. Proto se pouzije jen postup z prikladu o derrangements. M; mnoZina permutaci, které nechaji
i-tou cifru na svém misté, pocitame permutace, které nechaji nékterou sudou cifru na svém misté, tedy mnozinu
M2UM4UM6UM8UM10.

|M;| = 9!, |[M; N M;| =8, |M; " M; N M| =7 atd, celkem je jich

5-90— (3)8!+ (3)7 = (5)6! + 5! =5-91—10- 8!+ 10- 7! — 5- 6! + 5! = 1458120.

Odecteme od vSech permutaci 10!, dostaneme 2170680.

11b.44: a) Nejprve presuneme 1, méme n — 1 kandidati. Je tfeba presunout ostatni. Necht 1 +— k. Vezmeme tedy
¢isla {2, 3,4, ... ,n}, pfesuneme jejich poradi takto: {k,2,3,4,... ,k—1,k+1,... ,n}. Kazda jejich derrangement
pak dava derrangement pivodni mnoziny, kdyZ prvnich £ — 1 ddme na mista 1 az k — 1 a zbytek za tu jednicku
na misté &k (nakreslete si to). Je tedy D,,_; moznosti.

Neziskame tim ale vSechny mozné derrangements, protoze timto zptisobem nelze umistit k£ na pozici 1. Tyto
moznosti je tfeba doplnit: Posleme 1 — k a k — 1, pak zbyvajicich n—2 prosté permutujeme a jejich derrangements
déavaji derrangements ptvodni mnoziny. Celkem tedy D,,_1 + D, _o pro situaci, kdy 1 — k. Nasobici princip pak
da vysledek.

b) Podle a) je D,, — nD,,_1
=...=(-1)"(Dy—2Dn) =

= _[anl - (n - 1)Dn72] = _[_<Dn72 - (TL - Z)an?))] =Dy_2— (n - 2)Dn73
(—1)"(1—2-0).

11c. Binomicka véta, kombinacni ¢isla

Nez se k binomické vété dostaneme, budeme potfebovat znat jednu dilezitou vlastnost kombinacnich cisel.

Fakt 11c.1. (Pascalova identita, Pascal’s identity)

Pro vSechna k < n € Ny plati
n N n
kE—1 k

(')

Dukaz (pou¢ny): Jedna moznost je pouZit algebru:

n n\ n! n! ~nlk+nl(n—k+1) nlk+nl(n+1)—nlk
(k:—1>+<k>_(k—l)!(n—k+1)!+k!(n—k)!_ Hon—k+ 10! Bm—k+1)
) _<n+1>
SR ((n+D) K\ k)

Alternativa: Cislo (";') udévé, kolik ma mnozina M s [M| = n + 1 podmnozin o k prvcich. Ted toto &islo
dostaneme jesté jinak. Vyberme prvek m € M a rozdélme podmnoziny M podle toho, zda m obsahuji nebo ne.
Ty, které jej neobsahuji, jsou vlastné k-prvkovymi podmnozinami mnoziny M — {m} o n prvcich, je jich tedy
(Z) Ty, které m obsahuji, jsou pak uréeny ostatnimi prvky, kterych je k — 1 a jsou z M — {m}, pocet téchto
podmnozin je tedy stejny jako pocet (k — 1)-prvkovych podmnozin mnoziny M — {m}. Alternativni pocitani
proto dalo (Z) + (kfl) podmnozin. Protoze jsme pokazdé pocitali totéz, musi platit Pascalova identita.

U

Tomuto alternativnimu dikazu se fika ,kombinatoricky dikaz*, spociva v tom, ze se tatdz véc spocitd dvéma
riznymi zpisoby, vysledky se pak museji rovnat.
Vzorec z Faktu je velice uziteény z hlediska vypocetniho, protoze jej lze vyuzit k rekurzivni definici:

0 (5)=1()=1
M ("5 = (")) + (;) pro k < n € No.

Vyhoda tohoto vzorce je, Ze pouziva jen séitani, proto je vypocet timto zptsobem cCasto rychlejsi, zejména
pokud potifebujeme spocitat vice kombinac¢nich ¢isel najednou. Pouziva se to obcas i pfi ruénim vypoctu a pak
maé Pascalova nerovnost i velice intuitivni geometrickou podobu, které se rika Pascaltv trojihelnik. Srovname si
kombinacni c¢isla pod sebe do fadki podle n, jednou symbolicky a podruhé skutecné hodnoty. V ramci tspory
mista nenapiseme vSech nekonecné mnoho ¢isel, ale skonc¢ime s n = 5.
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© O 66 66 15101051

Podivejte se ted na ten pravy trojuhelnik. Na hrandch mé jednicky, to plyne z Faktu 11a.4. Fakt 11c.1 tam
vidime tak, Ze libovolné ¢islo mimo hranu ziskame souctem dvou ¢isel, které jsou nad nim a bezprostiedné doleva
a doprava. Jinak feceno, kdyz vezmeme dvé€ sousedni ¢isla v Pascalové trojihelniku a secteme, dostaneme cislo
pod jejich stfedem.

V trojuhelniku vidime i dalsi véci, tfeba symetrii, ktera vyplyva z Faktu 11a.4. Vidime také, ze v kazdém fadku
C¢isla nejprve rostou a pak klesaji. To si potvrdime obecné:

Fakt 11c.2.
Necht n € N. Pak plati:

12@)<G><@>‘“<QQ)ZQ%>>“>Q70>(D'

Dukaz (pou¢ny): 1) Nejprve dokédzeme tu rovnost uprostied. Pokud je n sudé, pak ta rovnost vlastné 1ika

n n . . ey x
<n> = <n>, coz je urCité pravda.
2 2

Pokud je n liché, pak L%J = "T_l, [%W = 2 a mame

< n > B n! B n! B n! B < n >
-1) = Taz T\ = Tas = = 1 -
) T e - T e T - D!\
2) Ted ukézeme nerovnosti, diky symetrii je sta¢i ukézat pro levou polovinu. Mé&jme tedy k spliiujici k < L%J
Prozkoumame kyzenou nerovnost:

" < " —= n! < n! — k+1l<n—k
k k+1 Kn—k)! > (k+Di(n—k—1)! "

= 2k<n-1 <+ k<2

Posledni nerovnost pro k spliujici k < L%J plati, coz je vidét naptiklad rozborem pro n sudé a n liché.

L]
Ke kombinac¢nim ¢islim se jesté vratime.

Binomickou vétu asi kazdy ¢tenar zna alespoti v té nejjednodussi formé pro (x + y)?2, pravé vyrazu x + y fikdme
binom (neboli dvoj¢len). Nékteii ¢tenaii patrné umi rozvinout i (z + y)3, jak je to dal?

Véta 11c.3. (binomicka véta, binomial theorem)
Pro kazdé n € N a vSechna x,y € R plati

(x +y) ZZ(]J:E% ’“:Z<k>x Ry
k=0 k=0

nn—1 nn—1
1y+ ( 5 )xn—Qy 4a ( )x2yn—2+n$yn—l +yn

=z" +nz"”
+ 2

Vsimnéte si, ze diky symetrii kombinac¢nich ¢isel si miizeme vybrat, jestli se bude dolni ¢islo k& u (Z) shodovat s
mocninou u  nebo s mocninou u y, proto jsme to napsali obéma zptisoby.

Dukaz (pou¢ny): Diikazu existuje povicero, napiiklad indukei na n. Méjme éisla z,y € R.
(0) Pron =1 jisté plati (z +y)l =2 +y = ((1)):1: + Dy
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(1) Pfedpokladejme, ze vzorec pro (z + y)™ plati. Pak pomoci bézné algebry a Faktu 11c.1 mame

= = 3 (e =a ) () ()t

k=0
_ ~(n gk zn: T gk ht J=k+1
k k k=0—j5=1
k=0 k=0
n n n+1 n

_ n—k+1, k n—(j—1),j
X (e R ()

k=0 Jj=1

n n n n ‘ ‘
_ l,n-i—l + Z <k> mn—k-‘rlyk + Z (] B 1> x”_JHyJ 4 yn+1
k=1 j=1
n
n n
gt Z((k) i (k; " 1>>xnk+1yk s
k=1

ntl N~ (n+1 (n+1)—k, k | . ntl & (n+1 (n+1)—k, k
=z"" 4+ Z e y ty = Z )" v
k=1 k=0

Lze také zkusit kombinatoricky diikaz. Pti roznasobovani (z+y)(z+y) - - (z+y) se bere ¢len z kazdé zavorky.
Abychom dostali z¥y™~*, musime vybrat, z kterjch k zavorek vybereme z, to je mozné (Z) zplsoby.

Takze naptiklad
(x +y)° = 2° + 5ty + (g)x3y2 + (g) 22y + bay* 4+ ¢° = 2% + 5ty + 102%y? + 1022y + 5xy* + o5,
Porovnejte posledni fadek Pascalova trojuhelnika vyse s koeficienty tohoto rozkladu. Je to pfijemné, na druhou

stranu kreslit trojthelnik o dvaceti fadcich kvili rozkladu (z + y)?° asi neni nejlepsi metoda. Na to se hodi
nasledujici zajimavy trik:

Fakt 11c.4.
Necht k£ < n € Ny. Pak plati:

Q) n n—k_ n

k)] k+1 \k+1)
P L v » k,n—’fg: n n—(k+1), k+1
(i) (l{:)m Y ktla <k+1>‘” v

Dukaz (rutinni): (i):

n\ n—k n! n—k n! B n
k) k+1 Km—-k)! k+1 (k+D)n—-k-1! \k+1
Z toho hned plyne (ii).
U

Takze napiiklad v rozkladu (x + 3)?° méame postupné ¢leny 220, mm%% = 202y, 20:6193/1—29 = 19021892,
19028y2 18 ¥ = 11402'7y?, 114021 7y3 1T ¥ = 4845210y* atd.

Binomicka véta je silné uzitecna, tim spis, ze se da dale zobecnit, a to dokonce dvéma sméry. Jedna moznost je
umoctiovat mnohocleny neboli multinomy. Jako inspiraci si nejprve uvedeme jeste jinou verzi binomické identity:

nl .
n __ 2,,]
i+j=n
Zobecnéni na mnohoclen pak funguje podobné.

Véta 11c.5. (multinomickd véta, multinomial theorem)
Pro kazdé n € N a vSechna x1,...,x,, € R plati

m

n!
(:E1+l‘2+--'+l’m)n: E x?leZ...xnnL.
—

nit+ng+--+nm=n
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n n!
= ———— jde o zobecnéna kombinacni ¢isla. Maji také
N1, N2,y e e e s Ty nilng! - n,,!
kombinatoricky vyznam, fikaji ndm, kolika zpusoby lze (bez ohledu na pofadi vybéru) vybrat n; objektt do prvni
krabicky, ny objektt do druhé atd, viz 11b.7 c).

Naprtiklad mame

9 o
e R R AT

i+jt+k=2

_ 2 2 0.0 2 0.2_0 2 0.0_2
_(2,0,0>xy2 +<o,2,o>xyz tl0.02)" Y7

2 1,10 2 1,0_1 2 0,11
+<1,1,0>”Z +<1,o,1)”2 o1,1)"Y 7

=a2? + oy + 22 4+ 22y + 222 + 2y2.

Nékteii autori zavadéji znaceni <

Dalsi moznost je zobecnit binomickou vétu pro necelé mocniny. Nejprve ale potfebujeme rozsitit definici kombi-
nacniho ¢isla. Nejprve pripomenme, Ze pro k < n € N mame
n\ n! n-n=1)---(n—k+2)-(n—k+1)
<I<:> Kl (n—k) k!
To nés inspiruje k nasledujici definici.

Definice
Nechf o € R a k € Ny. Pak definujeme

()11

i=1

U takto zobecnénych kombinacnich ¢isel jiz nemusi platit, ze vysledkem je prirozené ¢islo, napiiklad
11 1 1/_1 3
<§> _ 26 =1VGE -2 5(=5)(=3) 1
3

1-2-3 23 16
Rozmyslete si, Ze pro k > 2 z definice dostavame
a a-(a-1)---(a—k+2) - (a—k+1)
<k> k!

@ e . P . .. .. .
Mame také (1) =qaa <0> = 1, protoze pak se v soufinu nasobi pres prazdnou mnozinu, coz je podle definice

rovno jedné.

e e vyv

definice, a v piipadé k > « je (z) = 0, protoze se mezi ¢initeli v ¢itateli objevi nula.
Ted uz jsme piipraveni.

Véta 11c.6. (Newtonuv binomicky rozvoj, Newton binomial expansion)
Pro kazdé o > 0 a vSechna x,y € R spliujici |z| < |y| plati

00 a -
(@+y)*=> <k)xky“ g
k=0
-1 -1 -2
_ ya + O[ZL‘ya_l + CY(O(Q )x2ya—2 + Oé(Oé 3)'(0é )J;Sya—?) 4.

Suma jde do nekonec¢na, coZ je problém, ktery se feSi v analyze, kde se dozvime, Ze nékteré nekonecné soucty
smysl maji a jiné ne. V tomto pfipadé ndm tspéch zarucuje pravé podminka |z| < |y|. Jako zajimavou aplikaci si
ukazme nasledujici vzorec platny pro |z| < 1:

Vitz=(z+1)2 =1+31z— 32>+ La®— o
Vynechanim vyssich mocnin dostavame odhad 1+ x ~ 1+ %x, ktery je pro mald x dost dobry (naptiklad pro
|z| < 0.5 uz mé relativni chybu mensi nez 2%).

Vsimnéte si, ze pokud vezmeme o € N, pak budou skoro vSechna kombinac¢ni ¢isla nulova a vznikne z toho
standardni suma jako ve Vété 11c.3.
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Ted se podivame na nékolik zajimavych disledkt binomické véty.

Dusledek 11c.7.
Necht n € N. Pak plati

0> () =2

Dukaz (pou¢ny): (i): Staci rozvinout 2" = (1 + 1)".
Alternativa: Lze provést kombinatoricky dikaz spocitanim poctu podmnozin, viz priklad 11a.i.
(ii): Staci rozvinout 0™ = (1 — 1)™.
Ll

Z &sti (i) plyne, ze (5) 4+ (5) + (3) +--- = (1) + (5) + (§) +- - . O kombinaénich &islech se da dokézat doslova

stovky vztahi, jsou to velice zajimavé objekty. Nékolik takovych si ukazeme.

Fakt 11c.8.

, ~(7) _ (n+1
NechtkgnENO.Pakjgk(k>—<k+1>.

Dukaz (pou¢ny): Kombinatoricky dikaz: Kolik je binarnich fetézcii o délce n + 1, které obsahuji presné k + 1
jednicek? Jedna moznost je mista pro jednicky vybrat, to je to ¢islo na pravé strané.

Druha moznost je rozdélit situaci podle toho, kde je posledni jednicka. Protoze je jednicek k + 1, tak moznosti
pro posledni jednicku jsou:=k+ 1,k +2,... ,n+ 1. Pro kazdou takovou pozici je pak tfeba vybrat misto pro
ptredchozich k jednicek a na vybér je z 7 = ¢ — 1 pozic, tedy (i) moznosti.

U

Fakt 11c.9. (Vandermondeho identita)

k
Pro vSechna k, m,n € Ny takova, ze k < m a k < n, plati Z <n> <km > = <m ]:_ n>
i —q

=0

Dukaz (pouény): Zase provedeme kombinatoricky dikaz. Necht A, B jsou libovolné disjunktni mnoziny takové,
ze |A] = m a |B| = n. Kolik je podmnozin AU B o k prvcich?

Piimy vybér da cislo na pravé strané. Dalsi moznost je rozdélit tento pocet podle toho, kolik z prvki se
vybird z mnoziny A. Je zjevné, ze kdyZ vybereme i prvkl z mnoziny A, pak musime zbyvajicich k — ¢ dobrat
z B a jde o nezavislé faze vybéru, tudiz se pouZije nasobici princip. Z toho hned dostavame vzorec na levé strané.

U

Dusledek 110.101.1

2
2

Pro n € Ny plati g <n> = ( n>
1 n

=0

Dalsi identity ¢tenafr najde ve cvicenich.

Kombinacni ¢isla se pro vétsi hodnoty k, n obtizné pocitaji, takze podobné jako u fakoridlu nékdy radéji pouzijeme
odhad. Pro dobré odhady je tfeba udélat hodné prace, jako ukazku si uvedeme nékolik lehéich.

Fakt 11c.11.
Necht n € N.

(i) Pro k € N, k < n plati Z) <2m,

(ii) Plati <L§J> > %
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Dukaz (poucny): (i): Toto okamzité vyplyva z Dusledku 11c.7 (i), séitame tam kladnd ¢isla, takze kazdé z nich
musi byt nejvyse rovno jejich souctu.
(ii): Pron = 0 a n = 1 se to ovéfi hned, pro n > 2 to dokdzeme sporem. Pfedpokladejme tedy, ze n > 2 a

n

2 . n
<LZJ> < —. Pak podle Faktu 11c¢.2 bude pro vSechna k platit (Z) < 27 —1latudiz ), (Z) < 2™ — n. Proto
" :

2

n

n n n n n
Z<k>:1+kz:1<k)gl+2 —n <2

k=0
coz je ve sporu s Dusledkem 11c.7 (i).

Dalsi odhad ukéZeme ve cviceni 11c.12.

Cviceni

Cviceni 11c.1 (rutinni, dobré): Najdéte n, jestlize
a) (%) = 45;
b) (5) = (5)-

Cviéeni 11c.2 (rutinni): Najdéte rozvoj (1 + )”.

Cviceni 11c.3 (rutinni, *dobré): Jaky je koeficient u x

kv rozkladu

() (= + 1™

11,100

i) (x4 3)

iii) (z +y)'%;
iv)* (z + 22)100;
v)* (2 + 1/2)199;
vi)* (22 — 1/x)100.

Cviceni 11c.4 (rutinni): Dokazte indukei na n, Ze pro kazdé k < n € Ny plati (Z) eN.
Néapovéda: Pascalova identita.

Cviceni 11c.5 (poucné): Dokazte, ze jestlize je p prvocislo a k € N, k < p, pak p déli (i)

Cviceni 11c.6: Dokazte, ze pro k < n € N plati k:(Z) = n("il)
Napovéda: Kombinatoricky dukaz, viz tfeba priklad 11la.m.

k—1

Cviéeni 11c.7: Dokazte, ze pro m < k < n € Ny plati (Z) (?f;) = (7’;) ("_m).
Napovéda: Kombinatoricky dukaz, viz treba priklad 11la.m.

k—m

n
Cvicéeni 11c.8: DokaZte, Ze pro kazdé n € Ny plati kzo 2k(7) = 3.

Napovéda: Binomicka véta.

Cvic€eni 11c.9: Dokazte pomoci matematické indukce, ze pro n € N, n > 2 plati > (k) = (

i n+1
2 3 )

k=2

Cviceni 11¢.10: Dokazte, ze pro n € N plati ) k:(Z) =n2"1
k=1

Cviceni 11c.11: Dokazte, Ze pro n,m € N plati > (";gk) = (”+m+1)

m

k=0

Cvigeni 11c.12 (poucné): Dokaite, ze pro k < n € N plati (}) < 2?51.

Reseni:
1lcd:a) "0 =45 — n? —n—-90=0 = n=1+119, n=10.

2

b) Kazdy radek v Pascalové trojuhelniku je symetricky podle stfedu, tudiz musi platit n =8 + 5 = 13.
11c.2: 1+ 7z + 212 4 3523 + 352* 4 2125 + 72° + 2.
11c.3: (i): Pro k > 100 nebo k < 0 je to 0, jinak (°).

(ii): Pro k > 100 nebo k < 0 je to 0, jinak (10°)(1)'*7* = (100)gk-100

2

(iii): Pro k > 100 nebo k < 0 je to 0, jinak (*2°)y*0=*.
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(iv): j-ty ¢len rozvoje je (_)xwo Jg2) = (J) 21003 Pro k > 200 nebo k < 100 je koeficient 0, jinak je (1061 k) (v):
j-ty ¢len rozvoje je () 160~ —IxTI = (7;) 2100=27 Pro k > 100 nebo k < —100 nebo k liché je koeficient 0, jinak je
((1007,@/2). (vi): j-ty ¢len rozvoje je (7;) 220020370 = (’;)(—1) 2199737 Pro k > 100 nebo k£ < —200 nebo k
spliujici k mod 3 =1 & k mod 3 =0 je koeﬁment 0, jinak je (—1)(00=R)/3( SO0 ).

11c.4: V(n): Pro kazdé k € {0,1,... ,n} plati (}) € N.

(0) Pro n = 0 to ovéfime dosazenim.

(1) Predpokladejme, ze pro néjaké (libovolné) n € N plati V(n). Ovéfime ted platnost V(n + 1).
Necht k € {0,... ,n+ 1}. Pokud k = 0 nebo k = n + 1, pak (”H) =1 € N. Jinak plati ( ) =
ona dveé ¢isla napravo jsou z N dle indukéniho predpokladu.

(20) + (") a

11c.5: (F) = p'(p_lg"é'.%_p"ﬂ). Vysledek je celé ¢islo, proto se k!, musi zkratit, ale ¢éisla 2,. .. , kK nemohou kratit p
(je to prvoéislo a vétsi nez ta ¢isla), tudiz se musi zkratit s ¢isly (p — 1)(p — 2) - - - 2.
11c.6: Jev: vybrat delegaci o k lidech a v ni ur¢it mluvéiho. Bud nejprve delegaci a z ni mluvéiho, nebo nejprve
mluvéiho a k nému dobrat zbytek delegace.
11c.7: Kombinatoricky ditkaz: Vybrat delegaci o k ¢lenech a v ni podvybor o m ¢lenech.
11c.8: 3" = (1+2)" =
n+1 n
11c.9: (0) n=2:1=10K. (1) V(n) = V(n+1): fj (5) = Z &)+ (5 = (Y + ("3 = ("?) podle
k=2 k=2

Pascalovy identity.

11c.10: Kombinatoricky dtikaz: Kolika zptisoby je z n lidi moZno vybrat néjakou delegaci a jejiho mluv¢iho? Bud
vybirame delegace riznych velikosti a z nich mluvéi (nalevo), nebo vybereme mluvéiho a k nému doplnime zbytek
delegace, coz jsou podmnoziny z n — 1 lidi. Lze také dikaz indukci, mnohem horsi.

11c.11: Kombinatoricky ditkaz: Kolik je bindrnich fetézcti s m nulami a n + 1 jednickami? Bud vybereme nuly

n+m i m .
hned, nebo to rozdélime na pfipady podle pozice posledni nuly. Pak se pouzije > (1_Zn) => (”;H) Nebo indukei
na m. = =
. n-(n—1)---(n—k+1)
11c.12: (}) = T <.

11d. Bonus: Generovani vybéra

Mnohé kombinatorické situace se zkoumaji vypisem moznosti, ¢asto pomoci pocitace, ale i rukou na papire.
Pak je diilezité umét je generovat néjak planovité, abychom nékterou moznost nevynechali ani nepocitali dvakrat.
Jinymi slovy, pfi tvofeni situaci (vybért, pofadi) je potfebujeme umét usporadat a pak jit od jedné k dalsi a
dalsi. Osvédcuje se tu lexikografické zobrazeni pro uspofadané k-tice ¢isel: (aq,ag, ... ,ax) < (b1,ba, ..., bg) pravé
tehdy, pokud pro néjaké m € {1,2,... ,k} plati a,, < b, a a; = b; pro vSechna 1 < i < m (viz fazeni dle abecedy,
podrobnosti v ¢asti 4b.17).

Dvojimu pouziti odpovidaji i dva pristupy, o které se zde budeme pokouset. Pfi pouziti pocitace nam staci
znat algoritmus, ktery vysype vSechny moznosti. To je vétsinou relativné snadné pomoci vnotfenych cykla, pfi-
padné podminek. Vnofené cykly ale nejsou pfilis pohodlné v situaci, kdy generujeme moznosti ru¢né. Proto se
budeme zabyvat také jinym problémem Jak v situaci kdy ui méme vygenerovanou urcitou moznost, dostaneme

Vétsinou to neni nic slozitého a pro ¢tenafe miize byt zajimavé si kazdou situaci nejprve zkusit rozmyslet sdm
a pak to porovnat s predlozenymi myslenkami.

11d.1 Generovani vSech binarnich retézctu délky n.

Algoritmus pro vypis vSech Fetézcl je snadny, ukdZzeme jej pro obecnéjsi ptipad v ¢asti 11d.3. Ted se zaméfime
na postupné generovani.

Nejmensi n-bitové binarni ¢islo v lexikografickém uspotadéani je 00...000 a nejvétsi 11...111. Je-li ddno urcité
¢islo, pak to dalsi ziskdme velice snadno, bindrnim pfi¢tenim jednicky, napiiklad takto: 00000, 00001, 00010, 00011,
00100, ..., 11111. Ziskani dalsiho fetézce je tedy velice jednoduché.

procedure NextBinChain (a: binary chain)

output: a4+ 1;

11d.2 Generovani vSech podmnozin koneéné mnoziny.
Méjme mnozinu mnozinu A = {ay,...,a,}. Pak stac¢i vygenerovat vSechny binarni fetézce délky n a pouzit
reprezentace podmnozin, tj. pro dany bindrni fetézec by ... b, dostaneme podmnozinu M = {a;; b; = 1}.
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11d.3 Generovani vSech vybéra k prvka z n riznych objekti, kde na poradi zalezi a s
opakovanim.

Jinymi slovy, jde o generovani vSech moznych vektorti o k soufadnicich, kde se soutadnice berou z n-prvkové
mnoziny. Pokud se prvky o¢isluji, jde vlastné o nezavislé vybéry z mnoziny {1,2,... ,n}, na to je snadny algoritmus.

procedure AllSelections (n, k: integer)
fora;:=1ton
foras:=1ton
forag:=1ton

forap:=1ton
output: (a1, as,...,ax);

Tento algoritmus se snadno upravi na ptipady, kdy ma kazda pozice svou vlastni horni mez n; ¢i dokonce i dolni
mez m;, takze lze tfeba vybirat z mnoziny {0, 1} neboli generovat binarni fetézce.

Jak se budou délat postupné vybéry? Pokud vybirame z mnoziny {0,1,... ,n — 1}, pak sta¢i pouzit algoritmus
z 11d.1, jen se berou ¢isla v soustavé o zdkladu n. Naptiklad klasické dekadicka reprezentace koresponduje vybéru
z deseti prvki.

Priklad 11d.a: Pokud budeme chtit vybirat ze tii pfedméth, tak je zakédujeme 0, 1 a 2 a pomoci pfi¢itani jed-
nic¢ky v trojkové soustavé budeme dostéavat fetézce 00...000, 00...001, 00...002, 00...010,00...011, 00...012,
00...020, 00...021 atd. az po 22...222.

A

Jde vlastné o klasicky princip tachometru. Pfi¢itame k posledni ciffe, a pokud na ni dosdhneme maxima, tak
se pri dalsim pri¢teni pridéa jednicka k predposledni pozici a ta posledni se vynuluje. Tam ale také mutze dojit k
snadno upravime i pro vybér z prvka {1,1,... ,n}, kde je nejmensim vybérem (z lexikografického pohledu) vybér
(1,2,...,1) a nejvétsi je (n,n,...,n). Pfi prechodu od jednoho vybéru k dalsimu bychom méli podle principu
tachometru pficist jednicku a pak hlidat prekroceni horni meze, ale postupné pficitani a prelévani je zbytecné
pracné. Rozmyslete si, ze vlastné staci najit posledni slozku, kterda neni n, pficist k ni jednicku a ,vynulovat®
vSechny slozky, které jsou za ni.

Algoritmus pro nalezeni bezprostifedné dalsiho vybéru v lexikografickém usporadéni, mame-li (a1, az, ... ,ax)
a vSechny slozky nejsou n:
procedure NextSelection (n: integer, (a1,as,...,ax))
i:=k;
while a; = n do
a; = 1;
1:=1—1;
a; :=a; +1;
output: (a1, az,...,ax);

Priklad 11d.b: Vygenerujeme ted (prvnim ¢ druhym) algoritmem vSechny vybéry ti¥i znakd z 0 a 1 neboli
vSechny tfimistné binarni fetézce. VypiSeme je jako sloupce jeden vedle druhého zleva doprava a pfidame carky,
ke kterym se dostaneme v nasledujici poznamce.

o o o0 o011 1 1

0 o1 11]0 0|1

o1 o1 |01 |0 |

Vidime, Ze opravdu jsou trojice generovany v lexikografickém potadi.

A

Kdyz se na vypis vySe podivame jako na celek, tak vidime jesté jeden zptisob, jak generovat, a to po jednotlivych
slozkach a v blocich. Nejprve vyplnime prvni misto, a to n*~!-krat prvnim znakem, n*~!-krat druhym znakem
atd. az n*~1-krat n-tym znakem, vznikne tim n* moznosti rozdélenych do n blokt. V kazdém z téchto blokt pak
vyplnime druhou pozici stejnjm zptisobem, jmenovité n*~2-krat prvnim znakem atd. az n*~2-krat n-tym znakem,
celkem tedy n - nF~2 = n*~! moznosti, coz je presné velikost jednoho bloku. Ptivodnich n* blokt se ted rozpada
na n*~2 blok# vyznacujicich se tim, Ze v kazdém z nich jsou prvni dvé pozice stejné. Kazdy tento mensi blok pak
na tieti pozici vyplnime jesté mensimi bloky o velikosti n*~3 atd. aZ na posledni pozici jen stale opakujeme vypis
znaktli. Takto se obvykle generuji fadky pravdivostnich tabulek v logice.

—_ = =
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Poznamka: Jak se situace zméni, kdyz potfebujeme usporddané vybéry bez opakovani? Neni to snadné, protoze
na rozdil od situaci probiranych nize to nelze zaiidit néjak snadno kombinatoricky, v zasadé se musi pouzit
generovani podobné této ¢asti, ale zabudovat do néj test proti opakovani. To se da délat vice ¢i méné elegantné,
ale to uz je spis problém pro algoritmizaci nez kombinatoriku.

Jeden piiklad se kombinatoricky udélat da, kdyz n = k, pak jde totiz o permutace, viz 11d.6.

JAN

11d.4 Generovani vSech vybéru k prvka z n riznych objektd, kde na poradi nezalezi a s
opakovanim.

Pro zjednoduseni zase predpokladejme, ze jde o objekty {1,2,...,n}. Protoze na potfadi nezilezi, mizeme si
kazdy vybér sefadit podle velikosti. Jde tedy o generovani vsech uspotddanych k-tic (aq,as,... ,a) spliujicich
1 <a; <ay <+ <ag < n. Bude to podobné jako piedchozi algoritmus, musi se ale modifikovat tak, aby
vysledné k-tice byly neklesajici.

procedure AllCombinationsl (k,n: integer)
fora;:=1ton
for as :=a; ton
for ag:=as ton

forap :=ap_1 ton
output: (ay,as,...,ar);

Ted se podivame na postupné generovani. Je zjevné, ze nejmensi (vzhledem k lexikografickému uspotrdadani) je zase
(1,1,...,1) a nejvétsi (n,n, ... ,n). Nase restrikce na vybéry se d& snadno zabudovat do algoritmu z éasti 11d.3.
Staci upravit proces ,vynulovani“ po zvySeni slozky a; o jednicku, ted hodnoty dalSich pozic nevracime k 1, ale k
nejmensimu moznému ¢islu (vysledna ¢isla nesmi klesat), tedy k nové hodnoté a;.

Algoritmus pro vytvoreni nasledujiciho vybéru v lexikografickém usporadani, kdyz uz jeden vybér mame a
predpoklddame, zZe neni maximélni, tj. a1 < - - < ag aa; < n:

procedure NextCombinationl (n: integer, (a1, as,... ,ax))
i:=k;
while a; = n do
1:=1—1;
a; ==a; +1;
forj:=i+1tok
Qj 1= Q;;
output: (ay,as,...,a);

Priklad 11d.c: Vybirdme tii znaky z mnoziny {1,2,3,4}: 111, 112, 113, 114, 122, 123, 124, 133, 134, 144, 222,
223, 224, 233, 234, 244, 333, 334, 344, 444.

Zkuste si je sami vygenerovat pomoci obou algoritmt, at se presvéddite, Ze to funguje.

AN

11d.5 Generovani vSech vybéru k prvki z n riznych objekta, kde k < n, na poradi nezalezi
a bez opakovani.

Pro zjednoduseni zase predpokladejme, zZe jde o objekty {1,2,... ,n} a budeme je vzdy fadit dle velikosti. Jde
tedy o generovani vSech uspofadanych k-tic (a1,as,...,ax) spliujicich 1 < a3 < a2 < -+ < ar < n. Bude to
podobné jako predchozi algoritmus, musi se ale modifikovat tak, aby vysledné k-tice byly rostouci. Dostavame tim
ale novou situaci. V pfechozich dvou situacich jsme mohli hodnoty a; volit bez omezeni, ted to ale neni mozné.
Pokud bychom napiiklad zvolili a; = n, muselo by byt as > n, coz neni mozné.

Jakych hodnot tedu mohou jednotlivé soufadnice dosahovat? Mame-li a;, pak musi platit a;,+1 > a; + 1, @42 >
ai+1 +1 > a; + 2 atd., dojdeme k ar > a; + (k — i), zaroven musi platit ay < n, proto mame obecné omezeni
a; <n—=k-+1.

procedure AllCombinations2 (k,n: integer)
fora;:=1ton—k+1
foras:=a1+1ton—k+2
forag:=as+1ton—%k+3
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forap:=ap_1+1ton
output: (ay,as,...,a);

Nyni se podivame na postupné vybéry. Nejmensi vybér je (1,2,... ,k— 1, k), pti pfechodu od jednoho k dalsimu
budeme odzadu zvySovat. Slozka se d& zvysit, pokud nedosadhla svého mozného maxima (viz nerovnost vyse),
predstavme si tedy, Ze jsme slozku a; zvysili o jednicku. Pak je tfeba ,vynulovat®“ nésledujici slozky, v tomto
pripadé postupné pridavame jednicky k nové hodnoté a;, abychom zajistili, Ze vysledny vybér roste, ale zaroven
to udélali nejaspornéjsim moznym zpisobem.

Algoritmus pro vytvofeni nasledujiciho vybéru v lexikografickém usporadéani, kdyz mame vybér (a1, az, ... ,ax)
splnujici a; < --- < a a predpokladame, Ze neni maximalni, tedy a; < n — k + 1:
procedure NextCombination2 (n: integer, (ay,as,... ,ax))
i:=k;
while a; =n—k+1do
t:=1—1;
a; = a; + 1;

forj:=i+1tok
aj:=a; +j—1;
output: (ay,as,...,a);

Priklad 11d.d: Vybirdame tfi znaky z mnoziny {1,2,3,4,5}: 123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345.
Zase si to zkuste obéma algoritmy.

A

11d.6 Generovani vSsech permutaci n rtiznych objekti.

Zde se zaméfime na postupné generovani. Prvni krok je jasny, nejmensi permutace je 12...n. Jasné je také
to, kde se ma podle lexikografického usporadani skoncit: s permutaci n...21. Kritickd otazka je tato: Mame-li
permutaci aias . .. a,, jak vyrobime nasledujici? Je to prvni netrivialni otazka této sekce a Ctenar se nemusi citit
$patné, pokud na to sdm nepiijde. Tvrdime, ze to udéla nasledujici postup.

1) Hledejme dvojici po sobé jdoucich ¢isel, kterd rostou, tj. a; < a;y1. Pokud takova neexistuje, tak jiz mame
nejvetsi permutaci n ... 21 a algoritmus skoncil.

2) Pokud takové dvojice existuje, tak najdeme nejvétsi index s touto vlastnosti, pak a; < a;+1 > ajy2 > -+ > ay.
Pokud dame na misto a; néco vétsiho a predchozi ¢isla zachovame, tak dostaneme vétsi permutaci. My ale chceme
hned tu néasledujici, budeme tedy zvysovat co nejméné.

Uréime, kterd z ¢isel a;y1,ai12,... ,a, jsou vétsi nez a; (takova uréité jsou, tfeba a;;1), a mezi nimi najdeme
nejmensi, necht mé index j. P¥i jeho hledani s ispéchem vyuzijeme to, Ze po a; uz ¢leny klesaji, takze j je nejvétsi
index takovy, Ze a; > a;. Novou permutaci pak vyrobime takto: ¢leny aqias . ..a;—1 ponechdme, na i-té misto dame
a; a zbyvajici ¢isla a;41, ai42, . .. , a, zafadime tak, aby rostly, ¢ili vlastné prevratime jejich poradi, a jesté tam na
vhodné misto vsuneme a;. Jinak feceno, vyménime mezi sebou ¢isla a; a a; a pak obratime poradi ¢isel za i-tou
pozici.

Priklad 11d.e: Najdeme bezprostfedniho néslednika k permutaci 68247531. Pak ¢ = 4, protoZe 47 roste a od 7
dél uz ¢isla klesaji. Z cisel 7531 jsou cisla 7,5 vétsi nez 4, nejmensi mezi nimi je 5, tedy j = 6. Toto tedy pfijde na
misto ¢tyfky, naopak ¢tytka pfijde misto néj a ¢isla 7431 budou sefazena dle velikosti neboli naopak. Dostaneme
proto permutaci 68251347.

Proc¢ je lexikograficky vétsi nez puvodni permutace je jasné, prvnich ¢ — 1 mist je shodnjch a to i-té ma nova
permutace vétsi. Musime ale jesté ukazat, Ze neexistuje néjaka permutace mezi nimi. Takova permutace by musela
mit stejnd prvni ¢ — 1 mista, ¢ili od i-tého mista dal by pouzivala stejna ¢isla jako obé nase permutace (ptvodni
i nova). To, Ze by nase hypotetickd permutace byla lexikograficky mezi puvodni a novou, znamena dvé moznosti.
Jedna je, Ze z ¢isel, kterd jsou k dispozici, by se muselo dat vybrat néco mezi a; = 4 a a; = 5, ale takové ¢islo tam
neni, jinak bychom jej zvolili pfi hledani j. Nebo by musela ta jind permutace mit také na i-tém misté a;, ale na
misté ¢ + 1 néco mensiho. To také nejde, protoze jsme naslednou ¢ast vyrobili jako rostouci, tj. na misté i + 1 je
nejmensi mozné Cislo, které je k dispozici. Nasli jsme tedy opravdu bezprostiedniho néaslednika k dané permutaci.

A

Algoritmus pro vytvoreni nasledujici permutace v lexikografickém usporadani, kdyz mame permutaci ajas . . . ag,
kterad neni maximalni, tedy existuje ¢ takové, ze a; < a;4+1:
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procedure NextPermutation (ajas .. .ay)

1:=n—1;

while a; > a;4; do
1:=1—1;

Ji=mn;

while a; < a; do
Ji=g-1

output: aiaz...a;-10jApGp—1...0j4+10;Q5-105-2 ... A;41;

Priklad 11d.f: Vygenerujeme vSechny permutace fetézce 1234 nasim algoritmem.

1234: Posledni rostouci dvojice je 34, tedy ¢ = 3. Mezi nésledujicimi ¢isly 4 vybereme nejmensi z téch, které
trojku prevysuji, to je étyika, a ddme ji misto trojky: 124. Zbyvajici ¢isla (trojku) pak ptilepime dozadu dle
velikosti: 1243.

1243: Posledni rostouci dvojice je 24, tedy ¢ = 2. Mezi néasledujicimi ¢isly 43 vybereme nejmensi z téch, které
as = 2 prevysuji, to je trojka, a dame ji misto dvojky: 13, dvojku ddme zase na misto trojky. Tato zbyvajici ¢isla
42 pak prilepime dozadu dle velikosti: 1324.

Ctenai si jisté rdd rozmysli dalsi postup a dostane 1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 2134, 2143, 2314, 2341,
2413, 2431, 3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321.

A

11d.7 Generovani vSech feSeni rovnice z; + 22 + -+ + 7, = n spliujicich podminky z; € Ny a
a; < x; <b; pro vSechna i, kde a; < b; jsou parametry spliujici > a;, <n a > b; > n.

Tyto dvé podminky zaruci, ze néjaka reseni budou existovat.

Kdyz vypisujeme vSechna TeSeni vnorenymi cykly, tak budujeme vektory po jednotlivych soufadnicich. Pred-
stavme si, ze uz jich 7 mame. Jaka jsou omezeni pro volbu z;;1? Nesmime vybrat piili§ malo, aby to dalsi z;
stacily dorovnat do n v ramci svych omezeni shora, tedy musi platit ;4;11 x;+ Zf:z 42 bj > n, na druhou stranu
nesmime vybrat moc, protoze bychom tim nutili dals$i proménné byt mensi nez povolené dolni meze, tedy musi

platit Z;:ll x;+ Z?:l 42 @j < n. Z téchto dvou nerovnosti ziskdme meze pro mozné hodnoty x;; za pfedpokladu,

7€ zname Ti,...,T;:
k i k i
n — E bJ_E $j§mi+1§n— E CLJ'—E Zj.
j=i+2 j=1 J=i+2 j=1

Zaroven ovSem mame meze ze zadani, kterym také musime vyhoveét.

k=1
Pokud je ovSem i + 1 = k, tak zadné volba neni a proces kon¢i, musi byt , =n — > ;.

j=1

procedure AllSolutionsl (k,n,a;,b;: integer)

k k
mn:=n— >y bj; mr:=n— ) a;;
Jj=2 J=2
for x; := max(ai, mn) to min(by, mx)
mn :=mn — 1 + be; mx = mx — 1 + az;
for x5 := max(az, mn) to min(by, mx)
mn = mn — o + b3; Mmx := mx — T + az;

for xp_1 := max(ag_1,mn) to min(by_1, mx)
k-1
L =N — Zj:l Ljs
output: (x1,x2,...,Tk);

N

ty budeme poriuznu prelévat mezi jednotlivymi proménnymi. Zhruba feceno, ¢im vice jednic¢ek nalijeme co nejvice
doprava, tim mensi vysledny vektor bude v lexikografickém usporadani.

Jak vlastné vypadd minimélni vektor (z1,...,xx) vzhledem k lexikografickému usporadani? Musi existovat i
takové, Ze pro j < i plati x; = a; a pro j > i plati z; = b;. Pro¢? Pokud by byl né&jaky jiny vektor (yi,...,yx)
lexikograficky mensi, pak by se pfipadné shodoval na prvnich nékolika souradnicich s timto (z1,...,zx) a pak je
jedna soufadnice, feknéme y,,, kterd je mensi. Evidentné to nemiiZze byt jedna z téch, kde x; = a;, tam uz jsme
na minimu. To znamen4, Ze je to bud soutfadnice ¢ nebo jesté néktera za ni. Protoze je celkovy soucet hodnot stale
stejny, tak sniZeni na soufadnici m znamena, Ze se nékterd ze soutfadnic y; pro j > m musel naopak oproti z;

11d.7, 11d.f 47 11d.7, 11d.f



Diskrétn{ matematika 11d. Bonus: Generovani vybéru pHabala 2012

zvysit, ale to je nemozné, protoze souradnice nasledujici po x; uz jsou na svych maximéalnich hodnotach. Mensi
vektor tedy neexistuje.

Intuitivné tento miniméalni vektor vznikne tak, Ze nejprve z danych n jednotek odlijeme do vSech soufadnic nutna
minima, zbytek pak dolévame postupné odprava do plného. U soutfadnice i skoné¢ime. Podobné si rozmyslime, ze
nejvétsi mozny vektor ziskdme dopliovanim odleva, tedy prvni soufadnice budou rovny b; az po jistou ¢ — 1, od
© + 1 jsou zase vSechny rovny a;.

Ted si tedy predstavme, ze mame uréité feseni, tedy vektor (zy,xa, ... ,xy), ktery neni maximalni. Vétsi Feseni
(v lexikografickém smyslu) vyrobime tak, Ze trochu pfelijeme doleva, ale snazime se tuto zménu udélat co nejvice
napravo, abychom tak dostali bezprostfedné nasledujici vektor. Pfilit se ovSem da jen tam, kde x; jesté nedosahlo
horni meze b;, navic pak jesté musime zase nékde ubrat, a to logicky napravo od mista, kde pfilévame, abychom si
nezkazili zacatek vektoru. Tam tedy zacneme. Budeme prohlizet vektor odprava a hledat misto, kde se d4 trochu
ubrat, tedy misto, kde x; jesté neni a;, a pak se podivame dal doleva po misté, kde se d& pridat. Tak tam pridame
a pak musime ,vynulovat“ nésledujici soutadnice, a to na nejmensi mozné hodnoty podle podminek odvozenych
na zacatku této c¢asti.

Algoritmus pro vytvofeni nasledujiciho feSeni v lexikografickém usporadani, kdyz méme feseni (x1, xo, ... , ),
kterd neni maximéalni:

procedure NextSolutionl (k,n,a;,b;: integer, (z1,x2,... ,xx))
1:=k;
while z; = a; do
1:=1—1;
repeat i:=7— 1 until z; < b; ;
z; =x;+1;
k i
mi:=n— », 6 bj— > x;;
j=it2 =1

if i <k —1 then
forj:=i4+1tok—1
xj :=max(m,a;);
m:zm—xj+bj+2;

k—1
Tpi=n— Y. X
j=1
output: (x1,x2,...,%k);

11d.8 Generovani vSech reSeni rovnice z; + 22 + -+ + z;, = n spliujicich podminky z; € Ny a
1 <129 <--- < a2y, kde k je pevné zvoleno.

Zde nejsou individualni omezeni na x;, ale podobné jako v 11d.6 budou pocatec¢ni soufadnice omezeny tim, ze
ty po nich musi byt alespon stejné velké, pfi¢emz soucet nesmi rist. Co o nich tedy vime?

Prvnich k£ — 1 soufadnic muze klidné za¢inat na nule (pokud je ty pfedchozi neomezi jinak), protoze posledni
soutfadnice neni shora omezend a tudiz vzdy dosahneme na soucet n. Mame ale nasledujici omezeni shora: Tvrdime,
ze nejvyssi mozna hodnota pro x1 je L%J Kdyby totiz z1 byl byt jen o jedno vétsi, tak uz by ostatni x; musely
také splnovat x; > L%J +1 a jejich soucet by prevysil n. Naopak pokud budou vsechna z; rovna L%J, pak je jejich
soucet nejvyse n a je tedy mozné pripadné z; doplnit do n a dostat tak reseni.

Podobnym postupem odvodime, Ze maximalni feseni spliiuje i xo = Hc__mllj, T3 = L%J atd. az nakonec
k—1
Tp=n— ) Tj.
i=1

procedure AllSolutions (k,n: integer)
for z1 :=0 to L%J

for 9 := x1 to L”k_fllJ

for zj_1 := Tj_o to Ln_ml_“;m_zk’zJ
k-1
Tpi=n— Yy, Tj;
j=1
output: (x1,x2,...,Tk);

Nakonec se jesté podivame na postupné generovani. Zase rozlévame n jednicek, priCemz tentokrate hladiny pti
pohledu zleva doprava nesmi klesnout. Je jasné, jak vypada lexikograficky nejmensi feseni: (0,0, ... ,0,n). Nejvétsi
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feseni (x1,xa,... ,xx) vypada trochu komplikovanéji, pokud pouzijeme horni meze z pfedchozi tvahy, ale nastésti
se da rozmyslet, jak opravdu vypada.

Snazime se nalit co nejvice doleva, aniz bychom ale zleva doprava klesali, takze je v zasadé jasné, jak to dopadne.
V ideédlnim piipadé (pokud k déli n) by vSechny soutfadnice byly stejné, jmenovité L%J, ale v typickém piipadé
jich takovych bude jen nékolik prvnich a zbyvajici budou L%J + 1.

Ted si jesté rozmyslime, jak se od jednoho FeSeni dostat k dalsimu. Podobné jako v ¢asti 11d.7, budeme chtit
trochu prelit zprava doleva. Abychom ale mohli nékde pridat, budeme muset o néco vic doprava zase ubrat, a
to lze jen tam, kde nemaji dvé po sobé jdouci proménné stejnou hodnotu. Nase patrani proto zacneme hledanim
prvniho schodu zprava. Jeho vyssi hodnota se bude o jednicku zmensovat, takze nikde pfedtim nebude dovoleno
jit vys. Proto budeme moci piidavat jen tam, kde je soucasné hodnota jesté nizsi, samoziejmé co nejvice vpravo.

Algoritmus pro vytvoreni nasledujiciho feSeni v lexikografickém usporadani, kdyz méme feseni (x1, x2, ... , x),
kterd neni maximéalni:

procedure NextSolution2 (k,n: integer, (x1,za,... ,x))
i =k—1;
while z; = ;41 do

1 :=1—1;

m:=a;41 — 1;
while z; = m do
1:=1—1;
T =x; + 1;
if i <k —1 then
forji=i+1tok—1

Tj 1= Ty,
k—1
T =n— Y. X
Jj=1
output: (z1,x2,...,2k);
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