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12. Grafy

Grafy jsou matematicka struktura, kterd dokaze reprezentovat velké mnozstvi situaci. Naméatkou uvedme rtznéa
dopravni spojeni, hierarchie v organizacich, ekonomické analyzy (ktera spole¢nost vlastni ¢ akcie, neddvno mimo-
chodem védci odvodili zajimavy graf, ktery ukazuje, Ze se nejvétsi svétové spole¢nosti viceméné vlastni navzajem),
analyzy vyrobniho procesu, zachyceni béhu programu a dalsi miliony aplikaci.

V této kapitole si pojem grafu pfedstavime. Nejprve si zavedeme zakladni terminologii a ukazeme, pro¢ je
nutné uvazovat vice druhu grafti. Pak se postupné podivame na nékolik tloh, které hraji v teorii grafi velkou roli.
Nepiujdeme pfilis do hloubky, tato kapitola je jen struény tvod a ¢tenaf, kterého to zaujme (¢i ktery to potfebuje),
ma k dispozici kvalitni literaturu.

Nasi (vétsinou snadnou) praci ovsem zkomplikuje jedno zasadni dilemma. Jiz jsme v kapitolach narazili na to,
ze urcité véci se daji dé€lat, nastavit ¢i pojmenovat vice zpiisoby a ne vzdy se matematici shodnou na jednom. U
teorie grafil je toto dovedeno hodné daleko, cela teorie se totiz da vystavét dvéma popularnimi zpisoby, kazdy z
nich vede k velmi rozdilné zakladni terminologii.

Jeden piistup je méné abstraktni, mozna trochu piimocaiejsi, diky cemuz je velice snadny pro zacatecnika a
mnohdy podévéa Zaddanou informaci pfimo, bez komplikujicich mezistuptia. Asi proto je velice oblibeny, zejména
kdyz dojde na zakladni ucebnice ¢i kursy bézné trovné. Pokud se ovSem ¢lovék chce posunout k zajimavéjsim
situacim, tak za to zaplati.

Druhy pristup je abstraktnéjsi a velice elegantni, jednim Smahem zvladne vSechny druhy grafii, od nejjednodus-
Sich po exotické, takze z pohledu matematika-teoretika je urcité vhodnéjsi, ale jednoduché véci se v ném délaji
mozna zbytecné slozité.

Protoze se ¢tenar mize setkat s obéma pristupy, predstavime zde v ivodnich sekcich obé varianty, u jednotlivych
aplikaci pak mezi nimi budeme preskakovat podle toho, co je zrovna pohodInéjsi, obc¢as ukazeme v akci ob€, snad to
nebude totalni zmatek. Pro ctenafe to je nicméné uzitecné, protoze to je dobry trénink matematického vyjadfovani.

V této prehledové kapitolce se omezime jen na konecné grafy, coz je tradicni.

12a. Co jsou grafy (poprvé)

Ukézeme si typicky piiklad, jak od redlného problému dospét k matematické struktute. Kazdy autoatlas ma
nékde na zacatku mapu CR s vyznadenymi hlavnimi silnicemi. Pokud jsme v situaci, kdy planujeme, kudy se
dostat z bodu A do bodu B, tak je ndm vétsinou jedno, jakou krajinou projizdime, tuto informaci je tedy z mapy
mozné vynechat. Také nas nezajima, jak vlastné mésta vypadaji, nahradime je kolecky. V této fazi nas dokonce
ani nezajima pfesny tvar silnic, takze lze mésta spojovat tiseckami. Dostaneme hromadku kolecek pospojovanou
poriznu tseckami, coz je obrazek, ktery také v mnohych autoatlasech byva. Zaroven je to nejtypictéjsi predstavitel
matematického grafu.

Jak bychom toto zachytili matematicky? Evidentné pracujeme s dvéma entitami, mame objekty (mésta) a vztahy
mezi nimi (spojeno ¢i nespojeno). Na zachyceni objektti méame néstroj, jmenovité mnozinu. MnozZina uvazovanych
objektl tedy tvori zdklad grafu, v teorii grafi jim fikdme ,,vrcholy“ ¢ ,uzly“. Vztahy pak zachytime zptsobem,
ktery odkoukdme od relaci. ZaloZime si mnozinu ,hran“ (spojnice v atlase), tedy pokud jsou néjakd mésta pfimo
spojena, tak z nich udélame dvouprvkovou mnozinu a schovame do té mnoziny hran. Tim je graf popsan.

Priklad 12a.a: UvaZujme nasledujici obrazek.
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Zakladem grafu jsou vrcholy V = {a,b,13,0,0}.

Hrany jsou E = {{a,b},{a,13},{a,0},{a, O}, {b,0},{13,0}}.

Spojenim téchto dvou tdaju dostdvime matematicky popis grafu (V, E).

Vsimnéte si, Ze z tohoto matematického zapisu viibec nelze odvodit, jak byl nas graf usporadan na papire. To je
zcela v pofadku. V teorii graft se (az na par vyjimek) viibec nezabyvame ,fyzikalni“ podstatou situace, soustfedime
se Cisté na strukturu. Pokud si nékdo usporada vrcholy na papir jinak, dostane po doplnéni piislusnych hran jiny
obrazek, coz nevadi, z hlediska teorie grafti je to totozny graf. Obrazky jsou jenom pomtckou pro pfemysleni o
grafu, je na nas, jak si je nakreslime.

JAN
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Definice.

Pod pojmem graf (graph) rozumime libovolnou uspotddanou dvojici G = (V, E), kde V je né&jakd konecna
mnozina a F je libovolnd podmnozina mnoziny {A C V; |A| = 2}.

Prvkiim v € V se fikd vrcholy grafu G (vertex), prvkim {u,v} € F fikdme hrany grafu G (edge).

Vyhodou tohoto zptisobu zapisu je jeho piehlednost. U hran hned vidime, odkud kam jdou, t¥eba hrana {c, f}
spojuje vrcholy c¢, f, odborné fikdme, Ze vrchol ¢ ¢i vrchol f je incidentni s touto hranou, vznikd tak vztah
incidence.

Neéktefi autori zavadéji znaceni (‘2/) pro mnozinu vsech dvouprvkovych podmnozin mnoziny V, ale neni to moc
roz§ifené, tak se tomu zde vyhneme. My si z této mnoziny miizeme vybirat hrany libovolné, extrémy jsou zjevné.
Jeden je, Ze se nevybere nic, pak je E = (), grafy bez hran jsou ovSem nudné.

N

propojeny. Vime, ze v pfipadé grafu o n vrcholech je pak pocet hran roven |E| = (g) = In(n —1). Takové grafy

2
maji své jméno.

Definice.
Graf G = (V, F) se nazyva aplny (complete), jestlize £ = {{u,v}; u,v € VAu# v}.
Uplny graf o n vrcholech se znaéi K,,.

Uplné grafy se v teorii obéas zajimavé objevi, étenéf si je asi umi piedstavit, ale protoze jsou pékné, neodpustime

si par obrazki.
K3 Ky K5 Ks

Uz jsme zminili, ze jsme ty grafy mohli klidné nakreslit v jiném tvaru a bylo by to také
dobte. Pokud se ale pro graf nabizi néjaké pékné vypadajici usporadani, tak lidé obvykle
neodolaji. Abychom ted ukdzali nezavislost ducha a odvahu nejit s davem, nabidneme jesté
jinou podobu Kjg (ovéite na obrazku vpravo, ze vSech Sest vrcholl je navzajem propojeno
hranami). V kapitolce 12d se také objevi alternativni verze Kjy.

o (e]
Ky Ks

Ted mald motivace.

Priklad 12a.b: Uvazujme nésledujici grafy:
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Ctenai si hravé rozmysli, Ze kdyz si tyto grafy zapiSeme matematicky, dostaneme v prvnich tiech piipadech vzdy
totéz: (V ={a,b,c,d,e}, E = {{a, b}, {a,c},{a,e},{b,e},{c,d},{c, e}, {d, e}}). Jde tedy o tentyz graf, jen rtzné
nakresleny.

Zajimavy je ¢tvrty graf. Jeho matematicky zapis je
(V’ ={A,B,C,D,E},E' = {{A, B}, {A,C}, {A E}, {B,E},{C,D},{C, E}, {D,E}})

Staci zménit velka pismena na mala a dostavame zase totéz jako u prvnich tfech graf. D4 se proto ¢ekat, ze se
tento novy graf bude vzdy chovat stejné jak prvni graf. Je to tedy viibec jiny graf? To je dobra otazka, zejména
kdyz Ctenari prozradime, Ze jsme puvodné jen nakreslili ¢tyfi podoby stejného grafu a pak u jedné nechali editor
preménit vSechna pismenka na velka.

A

Podivame se na to blize. Pro zjednoduseni budeme uvazovat trochu mensi grafy, G s vrcholy {a, b, c} a hranou
{a,b}, dale Go s vrcholy {1, 2,3} a hranou {2, 3}. Je zjevné, ze oba grafy lze znazornit pfesné stejnym obrazkem (az
na popisky u vrcholtt), je to tedy z praktického hlediska tentyz graf. Proto je ponékud nemilé, Zze z matematického
hlediska jsou to dva zcela rozdilné objekty, protoze mnoziny V3 = {a,b,c} a Vo = {1, 2,3} prosté nejsou stejné, to
neobkecame.
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Pro situace, kdy mame dvé struktury, které jsou ve skutecnosti vlastné zcela stejné, jen se jinak tvari, se v
matematice pouzivd pojem isomorfismus“. Jak vlastné pozname, ze jsou grafy G; a Go stejné? Uvidime to,
pokud dokazeme v grafu (G; nahradit jména vrcholt tak, ze po odpovidajici zméné u hran jiz dostavame graf
Go. Evidentné to funguje i zpétné, je to symetricky vztah mezi grafy. U naSich dvou grafi zabere napiiklad
pfejmenovani a — 2, b +— 3, ¢ — 1, fungovalo by i prejmenovani a — 3, b — 2, ¢ — 1. Vidime, Ze vlastné mluvime
o bijekci mezi vrcholy, u které je déle pozadavek, aby spravné prenesla i hrany.

Definice.
Necht G = (Vi, E1) a G = (Va, Es) jsou grafy. Rekneme, Ze jsou navzijem isomorfni, jestlize existuje bijekce
T: Vi — V5 takova, ze
{{T(w), T(v)}; {u, v} € E1} = E».
Takovémuto zobrazeni (pokud existuje) Fikdme isomorfismus grafi.

Neformalné v takovém pripadé fikame, ze graf Go je kopii grafu G, popripadé naopak.

Je zfejmé, ze pokud jsou dva grafy navzajem kopiemi, tak se také musi shodovat ve vSech vlastnostech, je to v
podstaté porad jeden graf. S timto porozuménim se pak véci obcas dosti zjednodusi.

My uz jsme na to ostatné narazili. Podle definice je kazdy graf o péti vrcholech a 10 hranach nazvany K. My
si ale mizeme pro vrcholy vymyslet nekone¢né mnoho riznych znaceni, takze brano formalné se spousta rtznych
grafi jmenuje K5. To vypadd na pékny zmatek, ale ted uz vime, ze vSechny tyto grafy jsou jen kopiemi tieba
toho pékného obrazku vyse, takze je to vlastné jen jeden objekt a tomu jsme dali jméno. Prakticky dopad celého
zamysleni je, Ze v nasledujicim textu si obcas usetfime formalni komplikace.

Nyni si zavedeme nékolik zakladnich pojmi. Dtlezitou véci u grafii jsou pocty ruznych véci. Celkovy pocet
vrchold a hran vidime hned z mohutnosti V' a E, ¢asto se také hodi védét, kolik hran je u zkoumaného vrcholu.

Definice.
Necht G = (V, E) je graf. Pro vrcholy v € V definujeme stupen vrcholu (degree) jako

deg(v) = H{azy} eEFE;, x= v}’

Neforméalné, stupen vrcholu je pocet hran, se kterymi mé dotyény vrchol néco do ¢inéni. V podmince mnoziny
jsme mohli psat i y = v, v hrané coby mnoziné na pofadi prvkt nezalezi. Néktefi autofi maji alternativni definici

deg(v) = [{y € V; {v,y} € E}

kterd pocita vrcholy, do kterych se d& z v jednim krokem dojit, coZ je evidentné totéz jako nase definice.

Pokud mé graf n vrchold, pak pro vSechny vrcholy urcité plati deg(v) < m — 1. Snadno si rozmyslime, ze v
uplném grafu K,, musi mit kazdy vrchol maximalni mozny stupen n — 1, naopak podle toho se takovy uplny graf
poznd, jsou to pravé grafy, kde vSechny vrcholy spliuji deg(v) = |V| — 1.

Ted néco obecnéjsiho, ale stale snadného. Kazda hrana prispéje dvéma vrcholtim jednickou ke stupni, takze
dostavame nasledujici rovnost.

)

Fakt 12a.1.
Necht G = (V, E) je koneény graf. Pak > deg(v) = 2|E]|.
veV

Neékdy se tomu také rika Princip sudosti, protoze z toho vyplyva, Ze souCet stupni v grafu je sudy, z ¢ehoz dale
jesté vyplyva, ze pocet vrcholi s lichym stupném musi byt sudy.

U vétsiny pojmu z této knihy se ndm hodilo mit moznost prejit k mensi ¢asti zkoumaného objektu (restrikce
zobrazeni, podrelace, podgrupa). Uzite¢né je to i u grafi.

Definice.
Necht G = (V, E) je graf. Dvojice G’ = (V', E’) je podgraf (subgraph) grafu G, jestlize V' C V, E' C FE a
(V',E") je graf.

Posledni podminka je zasadni, podgrafy dostaneme tak, ze si z grafu vybereme néjaké vrcholy a hrany, ale
musime pritom dbat na to, abychom tak nestvorili néjakou priserku, kde by tifeba hrana trcela do nikam jako v
pfipadé, ze vybereme vrcholy a,b a k nim omylem hranu {a,c}. Pro pfipad podgrafu neni tfeba chodit daleko,
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pro n < m je K, podgrafem K,,. Kazdy graf je podgrafem sebe sama a prazdny graf ({},{}) je podgrafem vsech
grafi.

Podgrafy casto vznikaji konkrétnimi postupy. Jeden je, Ze zjistime, Ze nés na grafu vlastné néjaké vrcholy vibec
nezajimaji, tak je vyfadime a spolu s nimi pfirozené i ty hrany, které do vyrazenych vrcholu $ly, ostatni hrany
zustavaji. Nahlizeno z opacného konce, z puvodniho grafu si vybereme jen néjaké zajimavé vrcholy a spojime je
hranami vSude, kde tomu tak bylo v ptivodnim grafu.

Definice.
Necht G = (V, E) je graf a M C V. Pak definujeme piislusny podgraf indukovany mnozinou H (induced
subgraph) grafu G jako dvojici G’ = (M, E’), kde E' = {{u,v} € E; u,v € M},

Aby byla definice korektni, tak je jeSté tieba dokazat, Ze popsanym vzorcem opravdu vzniké graf, ale to je
snadné, jiz z definice obsahuje E’ pouze dvouprvkové podmnoziny M.

Podgrafy také casto vznikaji postupné zmensovanim pivodniho grafu. Je zjevné, Ze odebranim hrany zase vznikne
graf, ale pokud chceme odebrat vrchol, musime spolu s nim odebrat vSechny hrany, které jsou s nim spojeny, aby
tak vznikl graf.

Definice.

Necht G = (V, E) je graf.

Rekneme, ze graf G’ = (V’, E’) vznikl odebranim hrany e = {u,v}, jestlize V' =V a E' = E — {e}.
Rekneme, ze graf G’ = (V’, E') vznikl odebranim vrcholu v, jestlize V! = V—{v} a E' = E—{{v,u}; u € V'}.

Neni tézké si rozmyslet, Ze kazdy podgraf daného grafu lze z doty¢ného grafu vyrobit postupnym odebiranam
vrchold a hran, pojem podgrafu se tak da definovat.

Priklad 12a.c: Pripomenme si graf ({a,b, c,d, e}, {{a,b}, {a,c},{a,e},{b,e},{c,d},{c, e}, {d, e}}),
v pfikladé 12a.b jsme pro néj méli t¥eba toto znazornéni:

aT—Oc
olo—c‘)
b e d

Naésledujici obrazky ukézou podgraf indukovany mnozinou vrcholt M = {b,¢,d}, podgraf vznikly odebranim
hrany {a, c} a podgraf vznikly odebranim vrcholu e.

OC GT\ /TC CLO—OC
b J’d P o d bl J’d

JAN
Nékteré podgrafy jsou specidlni.

Definice.
Necht G = (V, E) je graf. Rekneme, Ze je to kruznice (circuit), jestlize lze vrcholy oznacit jako
V ={vy,... ,u,} pro n > 3 tak, aby pak mnozina hran byla

FE = {{Ul,UQ},{UQ,’Ug}, coo sy {vn—2,vn—1},{vn-1,vn}, {vn,vl}}.

Je zrejmé, Ze v kruznici ma kazdy vrchol stupen 2, ale nefunguje to naopak. Pokud napfiklad sestavime graf
ze dvou disjunktnich kruznic, tak v ném bude mit kazdy vrchol stupen 2, ale jako celek to kruznice neni. Mi-
zeme Fict, ze graf je kruznici, pokud je pro néjaké N € N kopii grafu s vrcholy V' = {1,2,... ,N} a hranami
{{1, 2},{2,3},... ,{N—-1,N} {N, 1}} V nékterych aplikacich hraje zasadni roli, zda se v grafu vyskytuji néjaké
kruznice coby podgrafy. Pokud ano, tak se takovému grafu riké cyklicky.

Naprtiklad K3 je kruznice, ale K, kruznice neni. Nékolik kruznic ale obsahuje, naptiklad svij ,,obvod“, a tudiz
jde o graf cyklicky. Prikladem grafu, ktery cyklicky neni, mtze byt tfeba ,c¢inka* Ko, blize na to narazime v
kapitole 12f. Algoritmicky je hledani kruZnic v grafu snadnd tloha s linedrni naroc¢nosti vzhledem k poc¢tu vrcholu.

prirozen€jsi ji zavést jako specialni druh sledu, viz kapitola 12c.
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Dalsi popularni sport je hledat, zda dany graf obsahuje néjaky tplny graf jako svij podgraf. To je naopak tloha
vysoce drsné, jde o NP-uplny problém. Na to narazime pro zménu v kapitole 12d.

Probrali jsme zakladni pojmy, bylo to v celku snadné a je ¢as se zamyslet, jaké struktury vlastné predstavenym
typem grafu dokézeme popsat.

Protoze vime, Ze u mnoziny na poradi prvki nezalezi, tak je hned jasné, Ze neni mozné u doty¢né hrany udélat
jeden z koncti né€jak specialni, oba jsou rovnocenné. Jinymi slovy, neni mozné pomoci nasi definice na takové hrané
vytvofit privilegovany smér. Proto také tomuto typu grafi fikdme neorientované grafy (undirected graph).

Mnoziny nam také neumoziuji skladovat vice kopii téhoz prvku, coz z pohledu konkrétni hrany znamena, ze
nelze zopakovat tentyz vrchol, jinymi slovy nelze v takovém grafu mit smy¢ky (loop) typu {u,u}. Z pohledu
FE to pak znamend, Ze mezi dvéma vrcholy muze byt nejvyse jedna hrana. Pracovali jsme tedy s grafy, které
jsou neorientované a které nemohou mit smycky a vice spojnic mezi dvéma vrcholy. Kdyz chceme zduraznit, ze
pracujeme pravé s takovymto grafem, tak fekneme, ze jde o jednoduchy graf (simple graph).

Pokud aplikace vyzaduje néktery ze ,zakazanych“ prvkiu, je nutné definici grafu modifikovat, coz je nékdy zjevné
a nékdy komplikovanéjsi. Vétsina pojmii a poznatkii se pak pfenasi i na nové druhy grafi.

Pokud chceme zahrnout smycky, pak je tfeba v definici hran vyzadovat, aby se F sklddalo z jedno- a dvou
prvkovych podmnozin mnoziny V. Vysledné struktufe fikaime pseudograf, je pak nutné upravit i dalsi definice a
pfi praci je nutné byt pordd na pozoru, zda je pravé zpracovavanad hrana jednoprvkova nebo dvouprvkova. Jsou
to nudné komplikace a pseudografy se pri zde predstaveném zapisu grafii moc nezkoumaji.

Pokud chceme néjak zahrnout situaci, kdy mezi dvéma vrcholy vede vice hran (coz tfeba v autoatlase opravdu
nastavd), pak je tieba definovat tzv. multigraf a jsou v zdsadé dvé moznosti. Jeden pfistup je namisto mnozin
pracovat s pojmem ,multimnozina“. To je jako mnozina, ale umoziiuje vicenasobny opakovany vyskyt prvki.
Lze pak v definici multigrafu fict, ze E je multimnozina dvouprvkovych podmnozin V. Teorie multimnozin nabizi
nastroje na praci s multimnozinami, diky ¢emuz lze zase zavést pojmy jako stupeni vrcholu a podobné, ukaze se, ze
multigrafy funguji v zasadé stejné jako grafy jednoduché. Zajimavou alternativou je kédovat vicenasobné vyskyty
hran pomoci tfeti soufadnice (index hrany), ale i to da praci. S grafy s vicendsobnymi hranami se mnohem lépe
vyporadame, pokud pouzijeme ten konkurencéni pristup z pristi podkapitoly.

Dalsi dvé varianty jsou natolik vyznamné, Ze si udélame nadpis.

12a.2 Grafy orientované a ohodnocené
Nase povidani jsme zacali autoatlasem a tam jsou jednosmeérky. Obecné Feceno, v mnoha aplikacich potfebujeme

u hran jejim konctim pfifadit priority, v jednom vrcholu hrana zacina, v druhém kon¢i. To je vysoce uziteény typ
grafu a prislusna definice je velmi snadna.

Definice.
Pod pojmem orientovany graf (directed graph) rozumime libovolnou uspotfddanou dvojici G = (V, E), kde
V je néjakéd konecnd mnozina a F je libovolnd podmnozina V' x V.

Pojem orientovaného grafu je z mnoha pohledi flexibilnéjsi, napfiklad ndm rovnou umoznuje mit smycky. Vétsina
pojmi definovanych vyse pro neorientované grafy maé prirozené verze pro orientované grafy. Nékteré definice lze
pfevést pfimo (tfeba pojem podgrafu), nékde je tieba udélat modifikaci.

Definice.
Necht G = (V, E) je orientovany graf. Pro vrcholy v € V deﬁnujeme
vystupni stupen (outgoing degree, outdegree) jako deg

H(x € F; x:vH,
vstupni stupen (incoming degree, outdegree) jako deg™ (v) ‘{(

x,

stupen (degree) jako deg(v) = deg™ (v) + deg™ (v).

I zde méme alternativni zapis deg™ (v) = |[{z € V; (v,z) € E}| a deg™ (v) = |[{z € V; (x,v) € E}|. Poiad plati,
ze Yy, cy deg(v) = 2|E|.

P1i pohybu v orientovaném grafu je dilezité, zda respektujeme orientaci hran ¢i ne. Odrazi se to i v terminologii,
napiiklad lze v orientovaném grafu hledat kruznice, které jsou neorientované, nebo obdobny utvar, ale jiz s
orientaci:

12a.2, 12a.c ) 12a.2, 12a.c
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Definice.
Orientovany graf G = (V, E) je cyklus (cycle), jestlize lze vrcholy oznacit V = {vy,... ,v,} pro n > 2 tak,
aby pak

E = {(7)1,’02), (v2,v3), ..., (Vn—2,Vn-1), (Vn—1,Vn), (vn,vl)}.

I u orientovanych grafii nds muze zajimat otazka, zda je v daném grafu podgraf, ktery je cyklus, zkracené receno
zda graf obsahuje cykly, pak mu fikdme cyklicky. Nékdy se ovSem pohybujeme v grafu orientovaném a nehledime
pritom na orientaci hran, takze lze mluvit i o kruznici v orientovaném grafu.

V nékterych aplikacich pak orientovanost vlastné nepotiebujeme, v takovém pripadé se vyplaci ,,odmazat® od
hran orientaci a uvazovat takto vznikly neorientovany graf.

Definice.
Necht G = (V, E) je orientovany graf. Definujeme jeho symetrizaci jako neorientovany graf G' = (V, E’), kde

E' = {{u,v}; [(u,v) € EV (v,u) € E] Au#v}.

Protoze v neorientovaném grafu jsou povoleny jen hrany s rozdilnymi konci, museli jsme to v definici osetfit a
smycky vyloucit. To jsou pravé ty komplikace, které s sebou pfinasi tento jednodussi pristup k teorii grafi.

Pri planovani cest v autoatlase nas ale nezajima jen odkud a kam cesty vedou, ale také jak dlouho ndm jednotlivé
useky trvaji. Kazda hrana (cesta) ma své ,ohodnoceni (délku ¢i ¢as, podle nasi preference) a tyto udaje jsou
klicové pri nasi analyze.

U nékterych tloh mé naopak smysl pfifazovat hodnoty k vrcholiim grafu, napfiklad pokud graf zachycuje poci-
tacovou sit, je u jednotlivych uzl velice podstatna jejich propustnost, pii navrhu trasy pro nas bali¢ek bitd urcéité
nema smysl jej posilat skrz uzel, ktery je jiz zahlcen.

Definice.
Necht G = (V,E) je graf (neorientovany i orientovany). Rekneme, Ze je to ohodnoceny graf (weighted
graph), jestlize k nému existuje ohodnocovaci funkce w : F — R, poptipadé w : V — R.

Nékdy dokonce mame u grafu ohodnocovaci funkce dvé, jednu pro hrany a jednu pro vrcholy. Ohodnocené grafy
jsou dalsi vyznamnou skupinou grafti a fesime na nich nékteré zasadni tlohy, viz 12c.

12a.3 Reprezentace grafi

Uvazujme graf, tedy mnozinu vrcholi a mnozinu hran, pfipadné néjakd ohodnoceni. Pro mnohé ucely byva
vyhodnéjsi si takovy graf reprezentovat jinak nez jazykem mnozin z definice.

S jednou reprezentaci jsme se jiz setkali, graf si miazeme nakreslit, k tomuto tématu se jesté vratime v ¢asti 12d.
Je také mozné grafy zadavat rizné strukturovanymi seznamy, napriklad seznamem vrcholi a ke kazdému zadat
seznam hran s nim incidentnich. Dalsi vyznamnou moznosti je zachyceni grafu (koneéného) pomoci matice. Je
nékolik oblibenych zptisob.

Uvazujme tedy graf G = (V, E) o n vrcholech, mizeme pfedpokladat, ze vrcholy jsou oznaceny V = {vy,... ,v,}
a hrany E = {e1,... e}

e Matice sousednosti (adjacency matrix) je ¢tvercova 0l-matice n x n definovana pfedpisem a;; = 1 jestlize
{vi,v;} € E, popiipadé (pro orientované grafy) jestlize (v;,v;) € E, jinak a;; = 0. Tradi¢né se tato matice grafu
G znadéi A ¢ Ag.

Je zjevné, Ze pro neorientované grafy dostdvame symetrickou matici. V takovém piipadé pro usetieni paméti
nékdy pracujeme jen s horni ¢i dolni trojihelnikovou matici. Touto matici snadno zachytime i multigrafy, kdyz
definujeme a;; jako pocet hran spojujicich v; s v;.

dEg(vi)) P =7;
) i#jA{Ui’Uj}eE;
5 i#j/\{viﬂj]} ¢ Ev

[u—

e Laplaceova matice je ¢tvercovad matice n x n definovana predpisem a;; =

=

deg(vi>v i=7;
popiipadé (pro orientované grafy) a;; = 1, i#jA(vi,vj) € E; Tradiné se znaci Lg.
0, i;éj/\(vi,vj)géE.

12a.3, 12a.c 6 12a.3, 12a.c
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L. ) ) L 1, JueV: e ={uv}e€E;
e Matice incidence je matice typu n x m definovana predpisem a;; = { 0. jinak
-1, FJueV: e =(vi,u);
popiipadé (pro orientované grafy) a;; = 1, JueV: e =(uv)€E;
0, jinak.

Slovy, kdyz se podivame na sloupec matice pfislusny hrané e;, tak vidime jednicky v fadcich pro vrcholy, kde
tato hrana za¢ina a kon¢i (u neorientovanych graft). U orientovanych grafi vidime —1 u vrcholu, kde hrana za¢ina,
a 1 u vrcholu, kde kon¢i.

Matice incidence grafu G se tradi¢né znaci /.

e Matice délek pro grafy s ohodnocenymi hranami je ¢tvercova matice n x n definovana predpisem
. { w({vi,v;}), {vi,v;} € E; w((vi,v;)), (vi,v;) € E;

Yo 0, jinak, 0, jinak.

Zajimava modifikace je, kdyz pro dvojice nespojené hranou ddme namisto nuly hodnotu a;; = co. Tato volba
totiz skvéle ladi s nékterymi klicovymi algoritmy.

popiipadé (pro orientované grafy) a;; = {

Kazda z téchto matic mé v uréitych aplikacich vyhody a v jinych nevyhody.

12b. Co jsou grafy podruhé

Zde se podivame na druhy zpusob, jak definovat grafy. Vychazi v zdsadé také z autoatlasni inspirace, vyznamnéjsi
silnice totiz mivaji sva jména. Je tedy mozné si hrany pamatovat jako samostatné objekty, pricemz u kazdé jesté
musime mit nékde schovanu informaci, s kterymi vrcholy je incidentni.

Definice.

Pod pojmem neorientovany graf rozumime libovolnou uspofadanou trojici G = (V, E,¢), kde V je néjaka
kone¢nd mnozina (vrcholy), E je libovolna koneénad mnozina disjunktni s V' (hrany) a e je libovolné zobrazeni
z E do mnoziny jedno- a dvouprvkovych podmnozin V' (vztah indicence).

Pod pojmem orientovany graf rozumime libovolnou usporddanou trojici G = (V,E,¢), kde V je néjaka
koneénd mnozina (vrcholy), F je libovolnd koneénd mnozina disjunktni s V' (hrany) a e je libovolné zobrazeni
E — V x V (vztah indicence).

Jak pozname, Ze je néjaky vrchol v incidentni s jistou hranou e € E? U grafu neorientovaného testujeme
Existuje w € V' takové, ze £(e) = (v, w) nebo e(e) = (w,v).

Potvrzuje se to, o ¢em jsme psali v vodu, tento druhy zpisob zavedeni grafu déla jednoduché véci slozitéji nez
pristup prvni. Na druhou stranu jim lze bezproblémové zpracovat situace, které délaji prvnimu pristupu problémy.
Napriklad hned vidime, ze definice umoznuje smycky a vicenasobnd spojeni mezi vrcholy. Pokud dvé hrany eq, ey
spojuji stejné vrcholy, tedy e(e1) = e(e2), pak Fekneme, Ze tyto hrany jsou paralelni.

U orientovanych graf si uleh¢ime praci zavedenim pomocnych funkci incidence, které nam umozni pfimy pristup
k pocatecnimu a koncovému vrcholu hrany. Jestlize je € zobrazeni incidence z definice orientovaného grafu, pak
definujeme zobrazeni PV a KV z E do V takto:

e PV (e) = v pravé tehdy, kdyz existuje w € V spliujici e(e) = (v, w).

o KV (e) = v pravé tehdy, kdyz existuje w € V spliujici e(e) = (w, v).

Ukazme si, jak se definice z prvniho pfistupu prepisi do nového jazyka.

Definice.
Necht G = (V, E, ¢) je neorientovany graf. Pro vrcholy v € V' definujeme stupeii vrcholu jako

deg(v) = [{e € E; v € e}|.

Necht G = (V, E, ¢) je orientovany graf. Pro vrcholy v € V' definujeme
deg (v) = [{e € E; v=PV(e)}|,
deg™ (v) = |{e eEFE;v= KV(e)}’.

Zde slo o minimalni Gpravy.
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Definice.
Necht G = (V, E,¢) je (orientovany ¢i neorientovany) graf. Graf G' = (V' E’,¢’) je podgraf grafu G, jestlize
V' CV,E CFE ac¢ jerestrikce zobrazeni € na mnozinu E’.

Obvykle se pro restrikci zvlastni znaceni nezavadi, protoze na E’ dava stejné hodnoty jako ptivodni zobrazeni, i
zde tedy budeme mluvit o podgrafu (G', E',¢).

Definice.

Necht G; = (Vi, E1,61) a Go = (Va, Ea, €3) jsou grafy. Rekneme, 7e jsou navzajem isomorfni, jestlize existuji
bijekce T: V1 — V5 a t: By — Es takové, ze pro kazdou hranu e € F; plati

e pro orientované grafy: eo(t(e)) = (T'(PV(e)), T(KV (e)));

e pro neorientované grafy: es(t(e)) = T'le(e)].

Zde T[M] je obraz mnoziny, tedy pro dvojici {u,v} je T[{u,v}] = {T(u),T(v)}. Pojem isomorfismu se v nové,
abstraktnéjsi definici grafi zda o néco méné prithledny.

Zkusme si v tom udélat trochu poradek. Pfiznivci prvniho pfistupu fikaji ,,graf* a mysli tim to, co lze doty¢énym
pristupem udélat snadno, tedy graf bez smycek a bez paralelnich hran. Pfipadu s vice hranami fikaji ,,multigraf*.

Priznivci druhého pristupu fikaji ,,graf“ a mysli tim onu obecnou definici vySe, kterd umoznuje vechno. Pokud
chtéji graf bez pralelnich hran, feknou ,prosty graf“. Prosty graf bez smycek je pro né , jednoduchy graf“.

7 toho je jasné, ze pojem ,graf* samotny je ambivalentni a je tfeba se vzdy podivat, co tim doty¢ény mysli. Dobra
zprava je, ze kdyz fekneme , jednoduchy graf“ ¢i ,prosty graf“, tak ndm budou rozumét oba tabory, rovnéz pojem
,2multigraf* je vseobecné srozumitelny, ale priznivci druhého pristupu jej nevidi radi, protoze jim prijde zbytecny.

My se ted podivame na nékolik dilezitych myslenek z teorie grafti a budeme mezi témito dvéma piistupy udatné
klickovat.

12c. Prochazeni grafem

Mnoho tloh se tyka prochézeni grafem a potifebujeme pojmy, které néjakou konkrétni trasu po grafu zachyti.
Zacéneme abstraktnéjs$im zapisem dle 12a.

Definice.

Necht G = (V, E, e) je graf, uvazujme vrcholy vg,v1,v2,... ,uxy € V a hrany (ej,ea,... ,en).

1) Pfedpokladejme, ze G je neorientovany.

Rekneme, Ze posloupnost (vg, €1, v1, €2, Vs, ... ,en, vy ) je sled (walk z vy do vy, jestlize pro kazdé i =1,... , N

plati, Ze v;_1 € e; a v; € e;.

2) Predpokladejme, ze G je orientovany.

Rekneme, ze posloupnost (vg, €1, v1, €2, V2, ... ,en, vy ) je sled (walk) z vy do vy, jestlize prokazdéi =1,... , N
plati, ze Vi—1 = PV(@Z) a v; = KV(ez)
Rekneme, Ze posloupnost (vg, e1,v1, €2, V2, ... ,en,vy) je neorientovany sled (undirected walk) z v do vy,

jestlize pro kazdé i = 1,..., N plati, ze v;_1 € {PV(e;), KV (ei)} a v; € {PV(e;), KV (e;)}.

3) Rekneme, 7e sled (vo,v1,v2,... ,vn) je uzavieny (closed), jestlize vg = vy. Jinak fekneme, Ze je otevieny
(open).

Cislo N udéavéa délku (length) sledu.

Néktefi autori berou jako délku pocet vrchold, tedy N + 1. Neni v tom shoda, my jsme zvolili variantu, ktera je
rozsifend a pohodlné, naptiklad se dobfe vyporada s napojovanim sled.

Formalné je tedy sled posloupnost vrcholl, které jsme navstivili, mezi nimi pak informace o hranach, které jsme
pfi pfesunu pouzili. Ne vzdy jsou sledy udavany presné takto. Je napiiklad zjevné, ze pokud jde o orientovany
graf, tak uz je u kazdé hrany jasné, odkud kam vede, je tedy zbytecné vrcholy zadavat. Néktefi autofi pak tedy
pouzivaji jen zapis (e, ea, ... ,en). Toto bude ¢asto fungovat i u grafii neorientovanych, ale tam uz je tfeba byt
trochu opatrnéjsi.

Naopak pokud se v grafu nevyskytuji paralelni hrany (napf. pokud je jednoduchy), pak je zase trasa jasna uz
ze zastavek, protoze pfi presunu neni na vybér, kterou hranu pouzit. V takovych situacich se sledy casto udavaji
jen vy¢tem vrchola (vg,v1,... ,vn). Naptiklad v grafu z prikladu 12a.b mame sled (a, ¢, d, €), zatimco (a, b, ¢) sled
neni, protoze nemame hranu z b do c.
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Poznamenejme jesté, ze moznost chodit v orientovaném grafu neorientovanymi sledy je v nékterych situacich
velmi uzitecna.

Pokud jsme v situaci, kdy pracujeme vyhradné s jednoduchymi grafy, tak se muze vyplatit ten prvni pfistup k
teorii grafii. Zapis se pak ponékud zjednodusi a informace je lépe vidét. Ukazeme, jak by vypadala definice sledu.

Definice.
Necht G = (V, E) je graf (neorientovany ¢i orientovany). Uvazujme vrcholy vy, v1,ve,... ,on5 € V.
Rekneme, Ze posloupnost (vg,v1,vs,...,vN) je sled, jestlize pro kazdé i = 1,... , N plati, ze {v;_1,v;} € E,

popiipadé (pro orientované grafy) (v;_1,v;) € E.

Bylo to tedy kratsi a dobfe se s tim pracuje, jenZe v aplikacich o cestovani se Casto setkdavame s paralelnimi
hranami, coz pravé tento jednodussi pristup nezvlada moc dobfe. V této kapitolce proto budeme preferovat spis
tu variantu abstraktnéjsi, s pojmenovanymi hranami. Jedna z véci, kterou nam nabizi, je sled délky nula, coz je
(v), tomu fikdme trividlni sled a bere se jako orientovany i neorientovany, ale nepovazuje se za uzavieny. Jeho
existence obcas zjednodusi avahy a dikazy, mimo jiné to znamena, ze pro kazdy vrchol v existuje sled z v do v.

Obvykle nas zajimaji jen sledy specidlni. Mnoho tloh z teorie grafii se zabyva hledanim efektivnich feseni, tedy
odstranovani zbytecného opakovani. Pokud je napfiklad po snéhové kalamité zahodno zprovoznit alespon zékladni
dopravni sit, tak by bylo pékné naplanovat trasu pro snézny pluh tak, aby nikdy nejel po téze trase dvakrat. Z
pohledu sledu to znamené podminku, ze kdyz i # j, tak e; # e;. Z praktickych divodi (a tradi¢né, viz definice
prostého zobrazeni) ji v definici vyjadiime obménou této implikace.

Dalsi ekonomicky pozadavek zase mize byt, abychom nenavstivili totéz misto dvakrat, naptriklad pokud méame
rozvést zasilky. Podminka se zda jasna, zakadZeme opakovani vrcholi, ale narazi to na drobny problém, Ze bychom
si tim zakazali navrat tam, odkud jsme vyrazili. Tim by se novy pojem stal vysoce neprakticky, proto definici
ponékud zkomplikujeme tak, aby zakazala opakovani v prubéhu trasy, ale dovolila nam se vratit na zacatek.

Definice.

Necht (vo, e1,v1,€2,v2,...,en,vn) je sled v néjakém grafu G = (V, E, e).

Rekneme, 7e je to tah (trail), jestlize se z4dné hrany neopakuji, tedy pro kazdé i,j = 1,... , N plati, ze kdyz
e; = ej, tak uz ¢ = j.

Rekneme, 7e je to cesta (path), jestlize je to tah a zadné vrcholy se neopakuji, tedy pro kazdé i, =0,... , N
plati, Ze jestlize v; = v;, pak uz nutné ¢ = j nebo {i,j} = {0, N}.

Zakaz opakovani hran je stard znama véc, stejné pravidlo dodrzujeme, kdyz se snazime nakreslit obrazek jednim
tahem. U orientovanych grafti ,tah“ znamend orientovany tah, coz znamena, Ze se nesmi opakovat tataz konkrétni
hrana, ale mezi dotyénymi vrcholy je mozné jet znovu, pokud tam existuje hrana paralelni. Pokud cestujeme v
orientovaném grafu neorientovanym sledem, pak pojem tahu funguje obdobné: Pokud néjakou hranou projedeme,
pak ji mame zakazanou, i kdyz jsme ji tfeba projeli ,opa¢nym“ smérem, ale mezi doty¢nymi dvéma vrcholy klidné
mohou existovat dalsi hrany, které jsou stéle k dispozici (v libovolném sméru). Obecné definice tahu toto spravné
vystihuje.

Pokud se ¢tenar trochu zamyslel nad definici cesty, tak jej mozna napadlo, jestli neni ten pozadavek o tahu
zbyteény. Piece kdyz nesmim opakované navstivit vrcholy, pak také nemtizu ani zopakovat hrany. Bohuzel, u této
uvahy existuje vyjimka. Pokud se podivame na neorientovany graf K, tfeba v inkarnaci V' = {1,2} a F = {{1,2}},
tak je mozné udélat uzavieny sled (1,2, 1), ktery opravdu opakuje jen koncové vrcholy, takze technickou podminku
na cestu spliiuje, a presto opakuje hranu. Pravé kvili tomuto jedinému grafu jsme proto do definice cesty museli
pridat podminku, Ze jde i o tah, abychom dostali Zddanou hierarchii sled—tah—cesta.

V anglické terminologii je docela zmatek. Uvedli jsme terminy, které blizce odpovidaji nasim, nicméné existuje
jesté jiny zptisob pojmenovani, ktery je mozna dokonce cCastéjsi. Mnozi autofi maji path jako pojmenovani
obecné, tedy Cesky sled, na$i cesté pak fikaji simple path a pro tah nemaji dokonce viubec Zadny specialni
pojem. A aby to bylo jesté zajimavéjsi, kdyz néktefi autori feknou path, tak tim mysli uzavienou cestu/sled.
Je v tom gulas.

Cesty zname z planovani tras v autoatlase, nechceme néjakym méstem projet dvakrat. Selsky rozum fika, Ze
pokud pfi planovani trasy néjaké mésto navstivime podruhé, pak jsme jeli dokola a tuto smycku navic lze bez
problémt vynechat. Rekneme si to matematicky.

12c.1 9 12c.1
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Fakt 12c.1.

Necht G je graf. Jestlize existuje sled z vrcholu u do vrcholu v, pak uz také existuje cesta z vrcholu u do vrcholu
.

Diky tomu se ¢asto pracuje jen s cestami.
Sledy, tahy i cesty se daji napojovat, napriklad méame-li sled z a do b a sled z b do ¢, pak také mame sled z a do
c. PTi spojovani tahii a cest si ale musime hlidat, zda nedojde k opakovani.

Pokud si vrcholy sledu shromazdime do mnoziny V' a pouzité hrany do mnoziny E’, tak vlastné dostavame
podgraf G’ = (V', E’). Mame pak k dispozici pfislusné pojmy a nastroje. Mnohdy je naopak vyhodnéjsi namisto
jazyka graft pouzit jazyk sledti. Vratime se k jednomu pojmu z tvodu.

Definice.

Necht G je (orientovany ¢i neorientovany) graf.

Pojmem kruznice v G rozumime libovolnou uzavienou neorientovanou cestu v grafu G.

Je-li graf G neorientovany a kruznice v ném existuje, nazyva se cyklicky.

Je-li graf G orientovany, pak pod pojmem cyklus rozumime libovolnou uzavienou (orientovanou) cestu v grafu
G. Pokud takovéa existuje, graf se nazyva cyklicky.

Cesty nam mimo jiné umozni testovat, jak je na tom dany graf s propojenosti.

Definice.
Necht G = (V, E, €) je neorientovany graf. Rekneme, ze je souvisly (connected), jestlize pro libovolné u,v € V
existuje cesta z u do v.

Definice ¥ika, ze vSechny vrcholy souvislého grafu jsou néjak navzidjem propojeny, coz naznacuje, ze se graf
nesklada z vice nezavislych ¢asti. Je tomu presné tak, dokonce by to $lo pouzit jako definici.

Véta 12c.2.
Necht G = (V, E, ) je neorientovany graf. Tento graf neni souvisly pravé tehdy, kdyz existuji dva jeho podgrafy
G, = (Vl,El,é“) a Gy = (VQ,EQ,E) takové, ze V1 N V5 = @, V=ViuVyaFE=F;UE,.

Piiklad 12c.a: Uvazujme nasledujici dva grafy (jednoduché, proto pak pouzijeme to snazsi znaceni).

Graf nalevo neni souvisly, protoZze nedokdzeme najit cestu z a do c.

Funguje to i podle véty, dokadzeme jej vytvorit pomoci dvou disjunktnich podgraft
G = (Vi ={a,b,e, f},E1 = {{a,b},{a,e}, {b, f}.{e. [}}) a G2= (Va={c,d}, E; = {{c.d}}).

Naopak graf napravo souvisly je, coz se ovéfuje obtiznéji, protoze musime provérit propojenost vSech dvojic
vrcholtl (niZe ukdZeme, Ze se toto hledani dé zjednodusit). Z obrazku to nicméné vypadéd naprosto jasné. Vychézi
to i podle véty, jakykoliv pokus o sestaveni ze dvou samostatnych graft selze. Zkusme tifeba zvolit
G = (V1 ={a,b,e, f}, E1 = {{a,b}, {a,e},{b, [}, {e,f}}) a Go= (V2 ={c¢,d}, By = {{c, d}, })

Pak sice dostavame dva podgrafy, ale neni splnéna podminka E = FE; U Es, protoze hrana {d, f} neni v ani jednom
z podgrafi. Kdyz si tu hranu zkusime k jednomu z nich pfidat, tfeba k prvnimu, tak to také nepujde, protoze
vznikly Gtvar neni graf (pak E; obsahuje {d, f}, coz neni podmnozinou V7).

A

Kdyz méame graf, ktery souvisly neni, tak jej vzdycky dokadzeme poskladat z ¢asti, které uz souvislé jsou. Tyto
¢asti maji specidlni nazev.

Definice.
Necht G = (V, E, ¢) je neorientovany graf. Rekneme, Ze podgraf G’ = (V', E’,¢) je komponenta souvislosti
(component) grafu G, jestlize je G’ souvisly graf a je to maximalni souvisly podgraf.
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Obvykle fikdme jen ,komponenta®. Maximalita znamené, zZe pokud k G’ pfiddme dalsi hrany a vrcholy z G tak,
aby zase vznikl podgraf, tak uz nemtize byt souvisly.

Kdyz jsme u ptikladu vyse sestavili graf nalevo z podgrafi G; a Gg, tak jsme shodou okolnosti také nasli
komponenty.

Uvazujme neorientovany graf. Snadno si rozmyslime, cesta z u do v zaroven po prerovnani potfadi dava cestu
z v do u, jde tedy o symetrickou situaci. Pokud méme cestu z u do v a cestu z v do w, pak napojenim vznikne
obecné jen sled, ale vynechanim kruznic dostaneme cestu z u do w, spojeni cestou je tedy i tranzitivni. Reflexivita
je dana diky té cesté o délce 0, takze vlastnost , byt propojen cestou® je relace ekvivalence na vrcholech grafu.
Komponenty jsou samoziejmé pravé t¥idy ekvivalence této relace.

Jeden prakticky dtsledek je, Zze souvislost pak mtizeme trochu jednoduseji testovat takto:

Fakt 12c.3.
Uvazujme neorientovany graf G = (V| E, €), zvolme si néjaky vrchol v € V.
G je souvisly praveé tehdy, kdyz pro kazdé u € V existuje cesta z v do u.

Jak upravime pojem souvislosti pro orientované grafy? Nabizeji dvé rizné cesty, a protoze se ani jeden ze zptsobiu
neukézal obecné lepsim, vznikly dva rizné pojmy.

Definice.

Necht G = (V, E) je orientovany graf.

Rekneme, ze G je souvisly (nékdy také slab& souvisly), jestlize pro kazdé dva vrcholy u,v € V existuje
neorientovana cesta z u do v.

Rekneme, 7e G je silné souvisly, jestlize pro kazdé dva vrcholy u,v € V existuje (orientovand) cesta z u do v.

Druh4 definice vypada velice pfirozené, vzdyt jsme jen prepsali definici od neorientovanych graft, ale pro nékteré
ucely je zbyteéné narocna a tedy i zbytecné pracna. Stoji za zamysleni, Ze definice souvislosti se da také Fict jinak:
Orientovany graf je (slabé) souvisly, jestlize je souvisla jeho symetrizace.

Priklad 12c¢.b: Uvazujme nésledujici orientované grafy:

5% o4 5 ok 5 ok
1° %, 1° o, 1° °,

Jak je tomu s jejich souvislosti?

Pokud u hran ignorujeme orientaci (tedy provedeme symetrizaci), tak u vSech t¥i dostavame shodou okolnosti
totéz a snadno si rozmyslime, ze jde o souvisly graf. Dané tii grafy jsou proto vSechny slabé souvislé.

Jak to vypada se silnou souvislosti?

Levy graf neni slabé souvisly, protoze nedokazeme vytvorit cestu z néjakého vrcholu do vrcholu 5, ma vstupni
stupeni deg™ (5) = 0. Neexistuje tedy napfiklad cesta z 4 do 5 a proto neni graf silné souvisly.

Lze také argumentovat, Ze nelze vytvofit cestu zacinajici ve vrcholu 2, protoze deg™ (2) = 0.

U dalsich dvou graf maji vSechny vrcholy nenulové vstupni i vystupni stupné, takze tak snadné to nebude
a je tfeba trpélivé zkousSet. Nakonec se ukaze, ze graf uprostied silné souvisly je, ale ten napravo neni, protoze
napriklad nelze najit cestu z 5 do 4.

A

Se sledy je svazano mnozstvi tloh, uvedeme si nejznaméjsi. Zaéneme tam, kde se narodila teorie grafti.

Priklad 12c.c: Bylo jednou v Prusku mésto Konigsberg (neboli Kralovec na pocest Pfemysla Otakara II, ktery
financoval vystavbu prvni tamni pevnosti) a v ném pracoval jisty Leonhard Euler.

Diky zajimavé se chovajici fece se mésto Kaliningrad (to je taky ono) rozpadalo na ¢tyfi oddélené ¢asti pospojo-
vané portznu sedmi mosty a Eulera jednou (v roce 1736) prepadla otazka, zda je mozné udélat si prochazku tak,
aby prosel vSechny mosty, ale kazdym jen jednou, a skondil tam, odkud vysel. Podival se na mapu a napadlo ho,
Ze tvary Casti jsou nepodstatné, tak si misto nich nakreslil krouzky a mezi né spojnice jako mosty.
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Dostal tak graf (podle prvniho pfistupu multigraf, tady vidime, Ze hned u historicky prvni tlohy o cestovani se
lépe hodi ta druhd, abstraktnéjsi definice) a v ném chtél najit uzavieny tah, ktery by prosel vSéemi hranami, ale ty
pojmy jesté tenkrat neexistovaly, tak si je vymyslel. Chvili nad situaci spekuloval a brzy zjistil, Ze jeho vysnéna
prochézka je nemozna. Vsiml si také, ze by to nedokazal, dokonce i kdyby se vzdal myslenky, Ze skon¢i tam, kde
zacal.

Protoze byl matematik, napadlo jej, zda neexistuje obecna metoda, jak v daném grafu takovouto otazku zodpo-

védét. A protoze byl genidlni matematik, tak ji také nasSel. Zalozil tim novy podobor teorie grafi.
A

Definice.

Necht G = (V, E,¢) je graf (neorientovany ¢i orientovany).

Rekneme, 7e sled (vg, e1,v1, ... ,en,vn) je eulerovsky tah (Eulerian trail/walk), jestliZe je to tah
a {61,62,... ,GN} =F.

Graf G se nazyva eulerovsky (Eulerian graph), pokud v ném existuje uzavieny eulerovsky tah.

Pripomenime, Ze tah v orientovaném grafu znamend orientovany tah.

My zname eulerovské tahy jiz z détstvi, protoze nejde o nic jiného nez o proflakly problém, jak ten ¢i onen
obrazek nakreslit jednim tahem. Péticipou hvézdu zmékneme levou zadni (levaci pravou zadni), také znamy
domecek nakreslit umime, ale skoné¢ime jinde, nez jsme zacali, a domecek s kominem uz nezvlddneme. Schvalné
jestli to teorie spravné pozna.

Je jasné, Ze nesouvislé grafy jednim tahem nakreslit nelze, takze se rovnou soustfedime na souvislé a mezi nimi
chceme umét rozhodnout. Euler odvodil nésledujici:

Véta 12c.4.

Necht G je neorientovany souvisly graf.

(i) G je eulerovsky pravé tehdy, pokud v ném maji vSechny vrcholy sudy stuper.

(ii) V grafu existuje otevieny eulerovsky tah pravé tehdy, kdyz v grafu existuji pravé dva vrcholy s lichymi
stupni.

Diikaz naznacime, nejprve ten lehky smér. Uzavieny eulerovsky tah musi do kazdého vrcholu vjet a pak zase
vyjet, ¢imz se stupeni tohoto vrcholu zvysi o dva. Vrchol mutize takto byt projet vicekrat, ¢cimz vznikaji sudé stupné.
Pokud je to tah otevieny, pak jsou vyjimkou vrcholy, kde tento tah zac¢ind a konci, tam vznikaji liché stupné.
konstrukce takového tahu, naznac¢ime hlavni myslenku.

Nejprve si rozmyslime, ze pokud ma v grafu néjaky vrchol stupen nula, pak z néj nevedou hrany. Jestlize je
takovy graf zaroven souvisly, pak uz je to nutné jednobodovy graf a ten je eulerovsky, prazdny sled je hledanym
tahem. Pokud tedy pracujeme se souvislym grafem s vice vrcholy, tak uz ma kazdy vrchol stupen alespon jedna.

M¢jme ted souvisly graf s vice vrcholy a sudymi stupni. Zvolme libovolny vrchol vy, ten mé urcité nenulovy
stupen a tudiz z néj vede hrana. Vytvorime netrividlni uzavieny tah, jehoz soucasti vy bude.

Vyberme libovolnou hranu vedouci z vy, jeji cilovy vrchol oznac¢me v, pak tuto hranu odebereme z grafu, ¢imz
zaroven klesnou stupné vy a v; o jedno a jsou liché. Stupen vy byl sudy, tudiz stale neni nula, vede z néj proto
néjaka jina hrana, vydame se po ni do dalsiho vrcholu, hranu odebereme a snizime stupné. Pokud je tim cilem vy,
nasli jsme uzavieny tah, zaroven se stupen vy vratil na sudou hodnotu.

Pokud to neni vy, tak jej nazveme vy, po sniZzeni stuplii méa v, zpé&t sudou hodnotu stupné a lichou ted maji
vg a vg. Kdyby mél ndhodou vrchol vy ted stupen nula, tak jej z grafu odebereme také. Takto postupujeme déle,
v kazdém kroku odebereme hranu a pfipadné vrcholy se stupném spadlym na nulu a budujeme tah z vrcholu vg
do v, pficemz jediné tyto dva vrcholy maji aktudlné (v redukovaném grafu) snizené stupné liché, ostatni vrcholy
maji stupné sudé. Klicem zde je, Ze pokud néjaky krok vede do vrcholu s aktualné sudym stupném, tak z néj zase
povede cesta ven, takzZe jediny zptusob, jak tento postup ukonéit, je trefit se zase do vy. A ukond¢it musime, protoze
v kazdém kroku umazeme z grafu hranu a téch je jen kone¢né mnoho.

Proces se tedy ukonc¢i a vznikne uzavieny tah z vy do vg. Pokud po tomto odmazavani hran a vrcholi uz v grafu
zddné nezbyla, pak jsme nasli kyzeny euklidovsky tah a mame hotovo.
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Uvazujme druhou moznost, a to ze v grafu jesté néjaké hrany zbyly. Musely proto také zbyt néjaké vrcholy
s nenulovymi stupni a tyto stupné jsou sudé, protoze nase vytvareci procedura méla liché stupné vzdy jen na
zacatku a konce budovaného tahu, pri uzavieni jsme se pak vratili do vg, ¢imZ vznikl sudy stupen. Dale tvrdime,
ze dokonce néktery z vrcholll naseho tahu je mezi témi, kterym jesté zbyl nenulovy stupen.

Vezméme tedy tento vrchol wg a pfesné jako predtim z néj zacneme a nakonec v ném dokoncéime netrivialni
tah. Tento tah ,vlepime“ do naseho puvodniho, formalné to je delsi, tak to fekneme neforméalné: Nejprve jedeme
puvodnim tahem z vy do wy, pak projedeme tu novou trasu a nakonec dokonc¢ime ptvodni tah do vg. Dostali
jsme tedy tah novy, ktery déale zmensil pocet hran v grafu. Pokud uz nic nezbylo, jsme hotovi, pokud jesté néco
zbylo, pak to zase musi zahrnovat néktery z vrchol naseho rozrustajiciho se tahu, takZe tento proces opakujeme.
Protoze graf mél kone¢né mnoho hran, musime diiv ¢i pozdéji zahrnout do tahu vSechny a mame euklidovsky tah.

Piipad s dvéma vrcholy lichého stupné se hravé pievede na ptivodni, bud se mezi tyto dva vrcholy vlozi extra
hrana, zacne se s ni hledani tahu a na konci se zase odebere, a v piipadé, ze ty vrcholy uz spojeny byly, se ta
hrana zase odebere a zpétné doplni (musi se opatrnéji rozebrat pfipad, ze by tim odebranim vznikly dva souvislé
podgrafy, ale s pomoci obrazku to jde lehce).

A

Dtikaz této véty nam dava algoritmus pro hledani eulerovského tahu, ale da se vylepsit, dokdzeme eulerovsky
tah najit vzdy rovnou, bez néjakého vlepovani.

0. Zvolte si libovolny vrchol s lichym stupném, pokud takovy neni, tak libovolny vrchol. To je vrchol vy hledaného
tahu.

1. Jsme ve vrcholu vg. Pro kazdou hranu z tohoto vrcholu vedouci uvazujme nésledujici krok:

K: Hranu odebereme z grafu, tim se zaroven snizi o jedni¢ku stupen vrcholu vy a cilového vrcholu. Pokud
deg(vr) = 0, tak z grafu odebereme i tento vrchol, podobné odebereme cilovy vrchol, pokud mu stupen klesne na
nulu.

7 hran vedoucich z v, si pak vybereme takovou, u které provedeni doty¢ného kroku K nezpusobi rozpad grafu
na vice komponent. Krok provedeme, cilovy vrchol oznac¢ime vyyi. Pokud byl i tento vrchol odebran, algoritmus
skondil, jinak se vracime na krok 1.

Je jasné, ze klicovy je pravé ten vybér hrany. Musime zarucit, ze alespon jedna z hran vedoucich z vy po
odebrani (a pfipadném odebrani vrcholu) zase vede na souvisly graf. Neni na to tieba zddna velkd teorie, staci
trocha premysleni a hodné kombinatoriky, ale je to delsi, odkdZzeme na néjakou péknou knizku z teorie graft.

Pak je jesté tfeba ukézat, ze po dobéhnuti algoritmu se opravdu prosla kazda hrana pravé jednou. To je ale
snadné. Kazda pouzita hrana se z grafu odebere, neni tedy mozné ji recyklovat a vznikajici prochazka je opravdu
tah. Pokud by v grafu zbyla néjaka neprojita hrana, tak by sousedni vrcholy mély nenulové stupné, tedy algoritmus
by neskon¢il.

Priklad 12c.d: Uvazujme nasledujici grafy.

V péticipé hvézdé ma kazdy vrchol stupen 2, tudiz ji lze nakreslit jednim (uzavienym) tahem a je to eulerovsky
graf. VSimnéte si, ze kdyz k ni jesté pfidame pentagram, tak vlastné dostavame K3, kde jsou zase vSechny stupné
sudé a bez problému kreslime.

U domecku mame (brano od stfechy) jeden vrchol se stupném 2, dva vrcholy se stupném 4 a dva vrcholy se
stupném 3. Nakreslit jednim tahem tedy ptijde, ale skonc¢ime jinde, nez jsme zacali. Véta 12c.4 také napovi, ze
zacit musime v jednom z téch lichych vrcholt a skonéime v tom druhém.

Po pridélani kominu pfibudou dalsi dva vrcholy s lichym stupném a jednim tahem uz to nakreslit nepujde.

A

Situace v orientovaném grafu je obdobna. Muzeme si to predstavit tak, ze nékteré mosty jsou jednosmérné, a
podminka z definice tahu rika, Ze kdyz je néjaky most obousmérny a my po ném jednou prejdeme, tak uz podruhé
nechceme ani v opa¢ném sméru.

Véta 12c.5.
Souvisly orientovany graf G = (V, E, ¢) je eulerovsky pravé tehdy, jestlize pro kazdé v € V plati
deg™® (v) = deg™ (v).
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U neuzavienych Eulerovskych tahd je rovnéz myslenka podobna neorientované verzi, se zjevnou modifikaci:
Existence eulerovského tahu pozna podle toho, zZe jeden vrchol mé vstupni stupen o jednicku vétsi nez vystupni,
dalsi vrchol to ma naopak a ostatni maji oba stupné stejné.

Na zavér se vratime za Eulerem so Koenigsbergu. Tam vidime, Ze vsechny ¢tyfi vrcholy maji lichy stupen, tudiz
je Eulerova prochazka neuskutecnitelna.

Priklad 12c.e: Dalsi zajimavy problém ma historicky nazev problém obchodniho cestujiciho (travelling
salesman problem) a za¢neme jeho jednodussi verzi. Obchoddk mé pred sebou mapu mést, kterd potfebuje na-
v§tivit, ta jsou rizné pospojovana cestami (coz mohou byt silnice nebo tfeba letecké spoje). Obchodni cestujici
chce navstivit vSechna mista, ale zadné dvakrat (uz tam lidem prodal, co $lo), a samoziejmé se chce vrétit, hleda
tedy uzavienou cestu. V situaci, kdy by byla propojena vSechna mésta navzajem, to samoziejmé neni problém, ale
éim Fid$i sit, tim ndro¢néjsi je to na naplanovani. Pokud by cestoval Zivelné, pak se mu mtize stat, ze se najednou
ocitne ve mésté, ze kterého vedou cesty jen tam, kde uz byl.

Lze takovou cestu naplanovat vzdy? A pokud to nékdy lze, je na nalezeni spravné cesty metoda? Samoziejmé
jsou to otazky pro teorii grafu.

A

Definice.

Necht G = (V, E,¢) je graf (neorientovany ¢i orientovany).

Hamiltonovska kruznice (Hamiltonian cycle) v tomto grafu je libovolna kruznice, kterd obsahuje praveé
jednou kazdy vrchol tohoto grafu.

Pokud v tomto grafu hamiltonovska kruZnice existuje, pak fekneme, Ze je to hamiltonovsky graf.

Jinak feCeno, hamiltonovska kruZnice je uzaviena cesta, kterd projde vSechny vrcholy grafu. Je zfejmé, Ze nés
mezi dvéma mésty zajimé vzdy nejvysSe jeden spoj, u této tlohy tedy sta¢i umét pracovat s jednoduchymi grafy.
Tradi¢né se pracuje s neorientovanymi grafy.

Problematika hamiltonovskosti je vyrazné odlisna od euklidovskych otazek. Neni totiz znama zadna jednoducha
ekvivalentni podminka, ktera by ndm umoznila rozhodnout, ktery graf je hamiltonovsky. Navic neni znam algo-
ritmus, ktery by pro hamiltonovské grafy dokazal rychle najit hamiltonovské kruznice. Jiz z podstaty jsou zjevné
dvé nutné podminky.

Véta 12c.6.

Necht G = (V, E, ¢) je koneény neorientovany graf. Jestlize je hamiltonovsky, tak musi byt souvisly a pro kazdy
vrchol v € V' musi platit deg(v) > 2.

Druhéa podminka plyne z toho, Ze cestujici musi do mésta nékudy prijet a pak zase odjet, pricemz se pfi odjezdu
nemuze vratit, odkud pfijel.

Existuji také uziteéné postacujici podminky, vSechny néjakym zptsobem nuti graf mit hodné hran. Ukazeme
Ctyfi nejpopularnéjsi, nejsou zcela nezavislé, nékteré jsou jen specidlnimi pripady jinych.

Véta 12c.7.

Necht G = (V, E) je koneény souvisly (neorientovany) graf takovy, ze |V| > 3.

Tento graf je hamiltonovsky, jestlize je splnéna néktera z nasledujicich podminek:

(i) Pro vSechny vrcholy v € V je deg(v) > 1|V|; (Diracova podminka)

(i) Pro vSechny vrcholy u,v € V plati, Ze {u,v} € F nebo deg(u) + deg(v) > |V|; (Oreho podminka)

(iii) Pfedpokladejme, ze vrcholy jsou ocislovany V = {v1,vs,...,v,} tak, aby deg(v1) < deg(ve) < --- <
deg(vy,). Pak pro vSechna i < %n plati deg(v;) > i + 1 nebo deg(v,—;) > n — i; (Chvétalova podminka)
(iv) Pro kazdé k € N, k < |V| plati, Ze |[{v € V; deg(v) < k}| < k. (Posova podminka)

Chvatalova podminka se diva na dvojice vrcholu vy, v,_1, v2,vn_2, v3,v,_3 atd. a pro kazdou takovou dvojici
v;,v; vyzaduje, aby platilo deg(v;) > i + 1 nebo deg(v;) > j.

Pro piiklad, ze ve vSech podminkach opravdu jde jen o implikace (tedy podminky nejsou nutné) neni t¥eba
chodit daleko. Vezméme kruznici o péti vrcholech, tedy graf

vV ={1,2,3,4,5}, E={{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{5,1}}.
Pak vSechny vrcholy splituji deg(v) =2 < 3|V, vechny dvojice vrcholt maji deg(u) + deg(v) = 4 < |V a volba
k = 2 ukazuje, Ze ani Posova podminka neni splnéna, Chvatal také ne, pfesto je to evidentné hamiltonovsky graf,
obchodni cestujici prosté kruznici objede dokola.
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Priklad 12c.f: Snadno se rozmysli, ze kazdy tplny graf K, pro n > 3 je hamiltonovsky, stac¢i projet cestu
(1,2,3,...,n,1).
Na druhou stranu toto zajimavé doplnéni grafu K5 zvané Peterseniiv graf uz hamiltonovské
neni. Jak to vime? Néjaka snadné kritéria na vyraceni hamiltonovskosti nejsou, v tomto
pripadé jsme prosté zacali v ndhodné vybraném vrcholu a zkouSeli vSechny moZné cesty,
které z néj lze vytvorit, zadna nevedla k cili.

A

Obecné bohuzel nic lepsiho nez hruba sila neni a prochazeni vSech moznych cest je poradné drahé. Rozhodovani,
zda je dany graf hamiltonovsky, je totiz NP-uplny problém.

Piiklad 12c.g: Tradiéné se nazev problém obchodniho cestujiciho pouZivd pro mirné jinou tlohu. Pracuje se
s ohodnocenym tuplnym grafem a nehledd se jen tak ledajakd hamiltonovska kruznice, ale ta nejkratsi. I to je
NP-uplna tloha. V praxi se proto pouzivaji heuristické algoritmy, které nachazeji feSeni blizkd optimélnimu (ale
neumi se zarudit, jak blizké) v rozumném case.

Reseni lze nalézt snaze a dokonce rozumné blizké optimalnimu, pokud hodnoty hran spliiuji trojihelnikovou
nerovnost, coz znamenad, ze prima cesta mezi dvéma uzly neni nikdy ohodnocena vice nez néjaka cesta oklikou.
V mnoha aplikacich je toto splnéno, jsou ale i zajimavé aplikace, kde trojihelnikova nerovnost neplati, napiiklad
pokud ohodnoceni hran odpovidé dobé jizdy, pak miize byt pfimy spoj drazsi nez oklika po délnici.

AN

Ulohy feSené v ohodnocenych grafech se objevuji v mnoha aplikacich.

Piiklad 12c.h: Eulerdv problém maé zajimavou variantu zvanou problém &inského postaka (Chinese postman
problem). Odehréava se v ohodnoceném grafu (u ulic mésta zndme jejich délky) a cilem je najit nejkratsi (ve smyslu
sou¢tu pouzitych ohodnoceni) uzavieny sled, ktery by prosel vSemi hranami. Jinymi slovy, hleddme nejkratsi trasu,
ktera postaka povede vSemi ulicemi.

Pokud je graf eulerovsky, pak je eulerovsky uzavieny tah také feSenim postakova problému, protoze kazdou ulici
projit musi a euleruv tah jde kazdou jen jednou, méné to proto nejde.
pohled zjevné, jak efektivné najit celkové nejlevnéjsi trasu. Jsou algoritmy, které k nalezeni feSeni vyzaduji fadové
|V|3 krokii.

A

Existuji dalsi varianty postacké tulohy, nékteré z nich jsou NP-tplné. Protoze se ohodnoceni sledil séitaji casto,
zavadi se pro to jméno. Mame-li graf (neorientovany ¢i orientovany) s ohodnocenim w pro hrany, pak pro sled
N
(v, v1, ... ,vn) definujeme jeho vahu popt. cenu jako > w(v;_1,v;). Dalsi verze problému napfiklad hledaji nej-
levnéjsi spojeni mezi dvéma zadanymi vrcholy, nejlevné}éilspo jeni z daného vrcholu do vsech ostatnich a podobné,

na mnohé z téchto uloh existuji efektivni algoritmy.

Nékdy naopak chceme cenu co nejvétsi, coz je ale ekvivalentni tloha. Staci u vSech ohodnoceni hran zménit
znaménko a algoritmus na hledani nejlevnéjsi cesty aplikovany na tento novy graf nam najde cestu ptivodné
nejdrazsi.

Jind zajimava tloha: Ohodnoceni pfedstavuji propustnost (tfeba primér potrubi). Je-li zvolen pocatecéni a cilovy
vrchol, jakou nejvétsi zasilku dokazeme vcelku poslat? Zde je evidentni, Ze nestaci jen najit hranu s nejmensi
propustnosti, protoze tfeba existuje cesta, kterd se ji dokdze vyhnout. Praktické aplikace si ¢tenaf jisté dokaze
zivé predstavit tfeba u firmy prepravujici rozmérné naklady.

Mnohé posilané véci lze rozdélit, napiiklad vodu, elektfinu ¢i bity. V takovém ptipadé se tloha piepousténi co
nejvétsiho mnozstvi z jednoho vrcholu do jiného lisi od predchozi. Pro obé verze existuji standardni polynomialni
algoritmy. Podoblasti teorie grafi, ktera se zabyva ulohami tohoto typu, se fika toky v sitich (flow networks).

12d. Kresleni grafa

Kazdy konecny graf lze nakreslit, ale ne vzdy to k nécemu je. Mizeme naptiklad pozadat pocita¢, aby nam
nakreslil zadany graf s milionem vrcholi na lodni plachtu, ale asi ze vzniklé houstiny moc nevycéteme. Presto je
kresleni grafi popularni oblasti, protoze casto své napady testujeme na mensich grafech a u nich nakresleni muze
vyrazné pomoci nasemu premysleni.
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Ma4 to i praktické dopady. Predstavte si navrhafe obvodi. M& hromadku $vabu (odpory, kondiky, ledky, tran-
zistory, integrace, ... ), které potfebuje portiznu pospojovat, aby délaly, co potiebuje. Vyrabét houstinku z drata
neni nejlepsi metoda, bylo by moc pékné, kdyby prosté mohl vyleptat desku a svaby na ni osadit. Je to mozné?
Kdyz si kazdou soucastku reprezentujeme vrcholem a nutné propojeni pomoci hran, dostavame graf. To, Ze sou-
¢astky nékam primontujeme a pospojujeme vodivymi cestickami, pfesné odpovidd nakresleni grafu v roviné. Ted
ovSem méame problém, protoze na tisténém spoji se vodivé cesticky nesméji kiizit. Pokud tedy navrhneme obvod
a chceme jej osadit na desku, tak to pujde jediné v pripadé, Ze odpovidajici graf dokazeme nakreslit tak, aby se
hrany nikde nekrizily.

Tento problém evidentné zajima vsechny firmy zabyvajici se ndvrhy obvodi, ale matematici se jim zabyvali jiz
dévno v dobéach, kdy jedina elektfina v domacnosti byl obc¢asny blesk, ¢isté ze zvédavosti. Ukazalo se, Ze moznost
byt takto nakreslen o grafu ledacos dulezitého fika, my si zde tuto problematiku jen lehce pfiblizime.

Definice.
Necht G = (V, E) je graf. Rekneme, Ze je rovinny (planar), jestlize je mozné nakreslit jeho obrazek v roviné
tak, aby se hrany neprotinaly.

Pro tplnost je tfeba vyjasnit, ze kdyz se dvé hrany potkaji v jednom vrcholu, tak se to nebere jako protinani.
V Cestiné se nékdy Fikd planarni graf (mné se to libi vic), ale neni to tak bézné.

Kdy?7 si nakreslime graf (libovolny), tak ndm rozdéli rovninu na oblasti. Pokud pouZijeme pro hrany tsecky, tak
ty oblasti budou mnohotihelniky, jejichz strany jsou dany hranami. Pokud je graf rovinny a je spravné nakreslen,
tak u kazdého takového mnohotuhelniku plati, Ze ma v kazdém vrcholu néjaky vrchol grafu. Pokud jsme pro hrany
nepouzili tsecky, ale rozliéné kiivky, pak to plati obdobné, vznikaji jakési ,skoromnohothelniky*, podstatné je,
ze u rovinnych nakresleni v kazdém kiizeni hran najedeme vrchol. Tyto oblasti (minimalni ¢asti roviny vymezené
hranami grafu) maji své jméno, fikdme jim stény. Z ryze praktickych divodi uvazujeme vzdy jako sténu také
»,vnéjsek* grafu, protoze i to je ¢ast roviny, kterd je vymezend hranami grafu. Pocet stén je jednim z charak-
teristickych ryst grafu, znaci se f. Pro jistotu uvedeme dva piiklady, ¢tenar se jisté dopocita spravné hodnoty

f.

f=3 f=4
Mimochodem, opét jde o popularni grafy, tomu vlevo se rikd motylek a ten vpravo je samoziejmé K, uplny graf
o 4 vrcholech, ktery jsme ale nakreslili jinak nez predtim. Ukazuje se, ze K, je planarni. Pfipomind nam to, zZe
kdyz vidime graf a kiiZzi se v ném hrany, tak to jeSté neznamend, Ze by nesel nakreslit jako rovinny, i kdyz treba
v té poskytnuté podobé vypadal velice pékné.
Nyni jiz mizeme prejit k inzerovanému tvrzeni.

Véta 12d.1. (Euleruv vzorec)
Necht G = (V, E) je souvisly rovinny graf. Uvazujme néjaké jeho rovinné nakresleni a oznac¢me jako f pocet
stén, které hrany grafu vytvareji, véetné oblasti vné grafu. Pak |V| — |E| + f = 2.

Na dtkaz ndm chybi nékteré nastroje, takze to nechame na néjaky pokrocilejsi kurs teorie grafi.

D4 se u grafu poznat, zda je planarni? Prirozenym zacatkem je podivat se na popularni jednodusi grafy a brzy
se zjistilo, Ze nejjednodussi grafy (s co nejmensim pocétem vrcholit), u kterych rovinnost selhava, jsou K5 a Ks 3.

Ks K33

Grafy K, uz jsme si predstavili, pro uplnost dodejme, ze grafy K, ,, vzniknou tak, Ze se nakresli n vrcholi do
horni fady, m vrcholt do spodni fady a obé fady se propoji vSemi moznymi zptisoby.

Ke grafu K33 se vaze péknd pohddka. Predstavime si, ze tii vrcholy v horni fadé jsou domky a tii vrcholy v
dolni fadé jsou vyvody elektfiny, vody a plynu. Pokud budou chtit prislusné tii spolec¢nosti napojit ony t¥i domky,
pak se jejich vedeni budou muset nékde prekiizit.

Je zjevné, ze pokud je néjaky graf G rovinny, pak uz musi byt i vSechny jeho podgrafy rovinné. Z toho mimo
jiné vyplyva, ze jestlize je v néjakém grafu coby podgraf K5 nebo K33, tak uz tento graf nemtize byt rovinny.
Zajimavé je, ze to v zasadé funguje i naopak, tyto dva grafy jsou hlavnim problémem pro rovinnost.
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Potfebujeme jesté jedno pozorovani, k tomu je ten obrazek vpravo vysSe. Pokud v grafu pridame doprostied
néjaké hrany vrchol, tak se tim neméni jeho podstata, pokud byl pivodni graf rovinny, tak je ten novy také, a
naopak.

Ted uZ mame vSe pfipraveno.

Véta 12d.2. (Kuratowského véta)
Graf G je planarni pravé tehdy, pokud neobsahuje podgraf, ktery je kopii grafi K5 ¢i K3 3, popripadé kopii
grafi, které z K5 ¢i K33 vzniknou pfidanim vrchol@ na hrany.

Podivame se ted na rovinnost nékterych grafi. P¥i tivahach se ndm bude hodit i to, Ze pfiddni vrcholu na hranu
1ze obratit. Takovouto operaci jsme jesté neméli, tak to fekneme pfesné.

Vrchol uprostfed hrany musi mit nutné stupen dva. Mame-li tedy takovy vrchol v v grafu, tak z néj vedou hrany
{v,u1} a {v,us} pro néjaké vrcholy uq,us. Vymazani vrcholu v z hrany znamend, ze v odebereme z mnozZiny
vrchold, hrany {v,u;} a {v,us} odebereme z mnoziny hran a misto nich tam pfiddme hranu {u;,us}.

Ctenaf si snadno rozmysli, Zze vSechny vrcholy v nové vzniklém grafu maji stejny stupeii jako predtim, rovnéz
zistaly zachovany vSechny cesty a tahy a sledy. Vrchol v totiz nebyl kfizovatkou, jen odpocivadlem na délnici.
Plati porad, ze vymazanim takového vrcholu neménime (ne)rovinnost grafu.

Priklad 12d.a: Uvazujme néasledujici dva grafy, zjevné souvislé.

Zacneme premyslet nad tim vlevo. Na pravém okraji vidime ,océasek”, vrchol se stupném jedna. Ten rovinnost

neovlivni, proto jej odstranime. Vidime také vlevo dole vrchol se stupném dva, je uprostfed hrany, proto jej
vymazeme a dostavame nasledujici graf, ktery dale zjednodusime odebranim zbytec¢né zdvojené hrany.

XK

Dalsi redukce neni vidét, nezbyva nez zacit graf hypnotizovat a cekat, jestli se nam vyjevi jeden z téch dvou
grafit K5 a K33 z Véty. Jsou tam oba. Na obrazku nize vlevo jsou tfi vrcholy oznaceny malymi pismeny (to je
dolni fada K3 3) a tii velkymi pismeny. Ovéite, ze kazdy vrchol s malym pismenem je spojen hranou s vrcholy
znaCenymi velkymi pismeny a naopak, takze pokud pfejdeme na podgraf uréeny touto mnozinou vrcholt, tak

opravdu vznikne K3 3
b ¢
%
A @ \ \

Prosttedni obrazek ukazuje, co vznikne, kdyZ vynechame vrchol vpravo dole. Pak vrchol uprostied nahote nahle
klesne se stupném na dva, je uprostied hrany, takze jej vymazeme a vykoukne na nés K5 (obrazek vpravo).

Zkoumany graf tedy obsahuje pfimo kopii K33 a také podgraf, ktery vznikne pfiddnim vrcholu na hranu grafu
K5, takze mame dokonce dvojnasobné potvrzeno, ze dany graf neni rovinny.

Stoji za zamysleni, ze ve fazi hledani K5 nebylo mozné odebrat z grafu vrcholy se stupném 3, i kdyz se v zddném
K5 objevit nemohou. Krasnym prtikladem je vrchol oznaceny C. Ma stupen 3, tudiz se v nasem Kj logicky objevit
nemtze. Je ale uprostied hrany, kterou pro nase K5 potiebujeme, a o tu bychom odebranim C' pfisli. Ztratili
bychom tak spojku mezi vrcholy vlevo nahofe a vpravo nahore a uz bychom Ky nenasli, i kdyz tam je. Odebrani
vrcholi stupné tii tedy neni ekvivalentni pravou z hlediska pritomnosti K.

Zatimco obecné vrcholy stupné tfi odebrat nelze, miizeme to udélat v pripade, ze za kazdou takto prerusenou
spojovaci cestu najdeme nahradu jinde. V nasem prikladé umime pfes vrchol C' vyrobit tii cesty. Jedna vede z
levého horniho do prostiedniho vrcholu a za tu existuje pfimé nédhrada, totéz plati u cesty mezi pravym hornim
a stredovym vrcholem. Zatim dobré. Pokazi to ale jiz zminiovana cesta mezi krajnimi hornimi vrcholy, ony totiz
nejsou primo spojeny.

Ted se podivame na graf druhy. Nemd privésky neboli slepd stfeva ani vrcholy se stupném 2, tudiz si nelze situaci
zjednodusit odebranim vrcholt.
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Aby se v tom grafu schovéavalo K5, tak by v ném muselo existovat pét vrcholi se stupném alespon ¢tyfi. To
neni pravda, tudiz dany graf neobsahuje kopii K5. Zbyva se zamyslet nad K3 3. Na to je tfeba Sest vrchold se
stupném alespon tfi, coz tam maji vSechny, to si nepomizeme. Udélame to zkusmo, vyplati se za¢inat od vrchola
se stupném tri, pokud takové jsou.

Mohl by byt levy dolni vrchol soucasti K337 Miizeme si jej piedstavit v dolnim patie. Je spojen s tfemi jinymi
vrcholy, ty by pak logicky musely byt v patie hornim. Aby opravdu vzniklo K3 3, tak by se u téch tii vrchold
z horniho patra musely najit dalsi dva spole¢né cile (vrcholy hypotetického dolniho patra), ve kterych se z nich
sejdou hrany. Zkoumaéani grafu ukaze, ze takové dva vrcholy nejsou. Levy horni vrchol totiz sice mé t¥i hrany, ale
jedna vede ke kolegovi z horniho patra, tudiz se nedokaze dostat trikrat dold. To znamenad, ze levy dolni vrchol
nemuze byt soucasti K3 3 a mizeme jej z grafu odebrat.

O

Tim ovsem klesl stupen horniho levého vrcholu na dva, takze ani ten nemiize byt soucasti K3 3 a vynechame jej.

Zbylo sest vrchold, takze bud je to K3 3, nebo zkoumany graf zadnou pfiserku neobsahuje. Mtzeme tieba udélat
podobny rozbor jako pfedtim s levym dolnim vrcholem a hravé zjistime, Ze nemiize byt soucéasti K3 3.

Dospéli jsme k zavéru, ze dany graf je rovinny. Mizete zkusit najit jeho spravny tvar, aby se vam hrany nekfizily.
Neni Spatny napad zacit pfekreslenim toho posledniho obrazku a pak pridat odebrané hrany a vrcholy.

A

Ukézali jsme si nékolik zajimavych trik, ale je evidentni, Ze u houstinovitéjsich grafii bychom se s nimi daleko
nedostali.

Piiklad 12d.b: Sileny vynélezce dostal napad, ze by mél vzit ti kondenzétory, dvé diody, civku, tfi tranzistory,
zarovku, zdroj, chciplou krysu a rozbusku a propojit je zptusobem, ktery hravé zachytime jazykem grafi jako
mnozinu hran, ale radéji si ukdzeme obrazek, soucastky neboli vrcholy jsme pro zacatek rozmistili v zasadé
nahodné.

Chceme védét, zda toto lze realizovat pomoci tisténého spoje neboli zda je to graf rovinny. Budeme proto hledat
K5 a K3 3. Nejprve graf zjednodusime, odebereme vrcholy se stupném jedna a vymazeme z hrany vrchol se stupném
dva. Vznikne graf nize vlevo.

Na obrazku vpravo si pak graf pfipravime na hledani K5. Nejprve si vybarvime vrcholy se stupném alespon
Ctyfi, protoze mezi nimi budeme hledat. Déle se pokusime graf jesté zjednodusit. Horni vrchol mé stupen tfi a
cesty pres néj spojuji vrcholy, které jsou spojeny i jinak, tudiz jej pfi hledani K5 lze ignorovat. Stejny argument
plati i pro vrcholy, které tréi do stran. Dostavame vyrazné jednodussi graf, ze kterého lze navic odebrat vrchol se
stupném dva z horni hrany.

Dokéazeme z Sesti vybarvenych vrcholt vybrat pét tak, aby daly K57 Zacneme pokusem vyrobit kopii K5 zahrnu-
jici levy dolni vrchol. Z néj vedou presné ¢tyfi hrany vedouci k vybarvenym vrcholiim, takze neni na vybér, je jasné,
z ¢eho by se takové K5 skladalo. Je vSech téchto pét vrcholii navzajem propojeno (piipadné pies prostiednika, u
kterého by $lo vyrobit stupeni dva a pak jej odmazat)? VSimneme si, Ze neni pfimé spojeni pravého dolniho a levého
horniho vrcholu. Jsou spojeny nepfimo mnoha cestami, ale ty, které vedou pfes ostatni potencionalni vrcholy z
K5 nepomohou, protoze dotyéné vrcholy pii vyrobé kopie nebudeme odmazavat. Zbyva tedy cesta oklikou pies
pravy horni vrch. Dokéazali bychom z grafu, jak jej méame nakreslen, odebrat nékteré nevybarvené vrcholy tak, aby
pravy horni vybarveny vrchol nahle mél stupen dva a tim Sel odmazat, vznikla by tak hledana spojinice? Nejde
to, protoze z pravého horniho vrcholu vedou ¢tyti hrany pravé do téch vrcholti, ze kterych chceme vybudovat K.
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Zaver je, ze pokud budeme uvazovat vrchol vlevo dole a dalsi ¢tyfi vybarvené, se kterymi je spojen, tak z toho
nevznikne K, nebot u dalSich dvou zucastnénych vrcholi nelze vyrobit pfimou spojku.

Symetricky to platiio pravém dolnim vrcholu, ¢imz, odpadaji dva, zbyvaji ¢tyti kandidati a z téch K5 neupeceme.

Zavér: Doty¢ny graf neobsahuje kopii K5 (pfipadné doplnénou vrcholy na hranach).

Ted jesté potiebujeme zjistit, zda se v grafu neschovava K3 3. Nechame to na ¢tendfi, ucité ma dost Casu si
takhle hrat. Nas sileny vynalezce tohle viibec nedélal a misto toho ubastlil tzasnou kouli z drati, ze které do stran
tréely rozlicné sucastky. I to ma sviij puvab.

A

7 prikladu vidime, ze Kuratowského véta je sice péknd, ale v praxi to zase az tak tizasné neni. Matematici
samoziejmé nezahaleli a vymysleli i dalsi kritéria rovinnosti, néktera ekvivalentni, jind alespon ve formé implikace.
Zajimavé je napftiklad toto:

Fakt 12d.3.
Jestlize je koneény graf G = (V, E) rovinny a |V| > 3, pak |E| < 3|V| — 6.

Obmeéna tika, ze kdyz |E| > 3|V| — 6, tak uz dotyény graf nutné neni rovinny. Jinymi slovy, rovinné grafy
nemohou mit moc hran. Pokud pouzijeme princip sudosti, tak se nerovnost z tvrzeni da prepsat jako

1 12

— deg(v) <6 — —.
7 2 deslt) <6~ i

Nalevo mame primérny stupen vrcholu v grafu. Chceme-li tedy dostat graf rovinny, tak v pripadé vice nez 12
vrcholi mame povolen jen prumérny stupenn do péti, u mensich grafi méné (napiiklad v rovinném grafu o Sesti
vrcholech je povoleny primérny stupenn maximalné 4).

Piiklad 12d.c (pokracovani 12d.b):  Jak je na tom nés sileny vynélezce? Tam |V| = 13 a |E| = 26, podminka z
Faktu je splnéna a o rovinnosti nevime nic. Napad: Graf jsme si zredukovali vynechanim vrcholt s nizkym stupném
(obréazek vyse vlevo), ¢imz mohl priamérny stupern vzrist. Coz takhle aplikovat podminku na néj? U zmenseného
grafu mame |V| =10 a |E| = 24, to je sice na hranici, ale pofad nic nevime.

Lze graf dale zmensit? O vrcholu nahote jsme odvodili, Ze jej lze pfi hledani K5 odebrat z grafu. Rozmyslime
si, ze jej lze odebrat i pii hleddni K3 3. Jiz jsme vidéli, ze pokud jej odebereme, tak neprerusime zadna existujici
spojeni mezi ostatnimi vrcholy. Mohl by byt soucésti hledaného K3 3?7 Pokud by byl, feknéme v horni radé¢, tak by
ty tfi vrcholy pod nim musely tvorit dolni fadu. To ale neni mozné, protoze prostiedni z nich by musel byt napojen
na horni vrchol a jesté na néjaké dva dalsi, které by také mély pfijit do horni fady, ale on neni, mé spojnice jen
s kolegy z dolni fady. Proto mizeme odebrat horni vrchol, aniz bychom zménili rovinnost grafu, nasledné pak z
hrany vymazeme ten nahote uprostied.

/ /

Vyslo to, novy graf ma |V| = 8 a |E| = 19, tudiz podminka rovinnosti neni splnéna a nejde o rovinny graf. Ale
bylo to o chlup, stacilo o hranu méné a zase jsme nic nevédéli.
VAN

Hlavni problém je, zZe dotycné tvrzeni je jen implikace, takze rovinnost umi vyvratit, ale ne potvrdit.

Vzhledem k tomu, Ze jde jen o prehledovou kapitolu, se v tom dale nebudeme vrtat, na zavér ¢tenare uklidnime,
Ze existuji algoritmy, které dokazou rovinnost grafu rozhodnout, a to dokonce v relativné prijemném linedrnim
Case, jejich vypocetni narocnost je O(|V]) pro grafy jednoduché, obecné pak O(|V|+|E|), nebot opakovanim hran
se obtiznost ulohy zjevné zvysuje. S rovinnymi grafy se jesté setkdme v kapitolce o barveni grafi.

Na zavér si neodpustim bonbdnek. Podle Faryho véty lze kazdy rovinny graf nakreslit tak, ze se hrany nejenze
neprotinaji, ale dokonce jsou to tsecky.

12e. Barveni grafu

Po Eulerové prochazkéach teorie grafii néjakou dobu spis odpocivala a novy rozvoj prisel az v druhé poloviné
19. stoleti. Jednim z hlavnich problémii, které podnécovaly zkoumani v tomto oboru, byla otdzka pochazejici z
kartografie. Autofi map (politickych) radi vybarvuji zemé tak, aby dvé sousedni mély vzdy jinou barvu, ale z
praktickych divoda se snazi udrzet pocet barev minimalni. Kolik barev by stacilo na jakoukoliv mapu? Pokud
kazdou zemi reprezentujeme vrcholem grafu a to, Ze spolu sousedi, zachytime doplnénim hrany mezi nimi, tak se
to pfevede na tlohu z teorie grafi.
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Definice.

Necht G = (V, E) je koneény rovinny (neorientovany) graf, k& € N. Rekneme, Ze graf G lze obarvit k barvami,
jestlize existuje funkce f : V — {1,2,...,k} takovd, Ze pro kazdé u,v € V plati: Jestlize {u,v} € E, pak
f(u) # f(v).

Klicova otazka tedy zni: Jaké je nejmensi ¢islo k takové, ze libovolny koneény rovinny graf lze obarvit k£ barvami?
P1i pohledu na K3 vidime, ze alespori t¥i barvy potfebujeme vzdy. Rovnéz K4 je rovinny graf, jak jsme jiz vidéli
vyse, coz ukazuje, ze nékteré grafy potiebuji ¢tyri barvy. Optiméalni hodnota kg tedy urcité spliiuje kg > 4. Nas
ale spis zajima omezeni shora.

Jiz na konci 19. stoleti bylo dokazano, ze k = 5 staci pro vSechny grafy. Naznac¢ime dtikaz, protoze jinak by tato
kapitola ziistala bez porddného ditkazu a to by ctenére jisté mrzelo. Navic mam k tomuto dtikazu osobni vztah,
pri tstni zkousce z teorie mnozin jsem dostal za kol dokazat pravé nasledujici vétu.

Véta 12e.1. (o péti barvach)
Pro kazdy koneény rovinny graf existuje obarveni péti barvami.

Dukaz (pou¢ny): Dikaz provedeme silnou indukei na pocet vrchold, dokazujeme tedy pro vSechna n € N tvrzeni
V(n): Kazdy rovinny graf s n vrcholy lze obarvit péti barvami.

(0) Necht n € N, n < 5. Jestlize mé graf nejvyse 5 vrcholi, tak prosté kazdy obarvime jinou barvou.

(1) Necht n € N, n > 5, pfedpokladejme, Ze vSechny rovinné grafy s nejvyse n vrcholy dokazeme obarvit péti
barvami. Potfebujeme ukazat, ze totéz plati i pro vsechny grafy s n + 1 vrcholy.

Vezméme tedy graf G = (V, E) spliujici |V| = n + 1. Pokud by vSechny vrcholy mély stupen vétsi nez 5, tak
|E| =1 > deg(v) > 16|V| = 3|V, ale pro planarni grafy ma platit |E| < 3|V/| — 6. Proto musf existovat n&jaky

veV

vrchol v, jehoz stupen je nejvyse 5. Rozebereme dva piipady.

a) Jestlize deg(v) < 4, pak uvazujeme graf Go = (Vy, Ep), ktery vznikl z grafu G odebranim vrcholu v. Protoze
|Vo| = n, lze podle indukéniho pfedpokladu tento graf obarvit péti barvami. Vrchol v ale sousedi bezprostiedné
s nejvyse 4 vrcholy, proto musi existovat barva, kterou tyto sousedni vrcholy nevyuzivaji. Kdyz touto barvou
obarvime vrchol v, nevznikne tak situace sousedicich stejné obarvenych vrcholi a cely graf je obarven péti
barvami.

b) Jestlize deg(v) = 5, pak ma v pét bezprostfednich sousedi. Pokud bychom nyni vrchol v odebrali a pouzili
indukci k obarveni zbytku grafu jako v ¢ésti a), tak by se mohlo stét, Ze se u sousedt v objevi vSech pét barev
a na v bychom tedy potiebovali Sestou. Tomu je tfeba zabranit.

Podivejme se blize na mnozinu M téchto sousedii. Pokud by vSechny dvojice prvkt z M byly spojeny hranou,
tak vlastné dostavame graf K5. Jenze G nemuze mit K5 jako podgraf, protoze by tim padem nebyl rovinny. Musi
tedy existovat dva vrcholy ui,us € M, které nejsou v grafu GG spojeny hranou. V takovém pfipadé je mozné
zaCit predstirat, ze u; a us je vlastné jeden vrchol. Formalné to da trochu prace, ale neni to nic pokrocilého
jen se musi nadefinovat chytfe novy graf, z ptivodniho G se odeberou v,u;,us a pak se tam ptida vrchol u,
ktery zastupuje oba u1, us, a déle hrany do u jako zastupci vSech hran, které ptivodné vedly do u; a us. Pak se
(snadno ale pracné) ukéze, ze vznikl novy rovinny graf.

Ten mé n — 1 vrchold, podle indukéniho predpokladu jej tedy lze obarvit péti barvami. Tyto barvy pak
preneseme na graf G, pri¢emz vrcholy u; a us obarvime stejné jako u. Jsme tedy v situaci, kdy je pét sousedu
vrcholu v obarveno, ale dva z nich stejné, tudiz se spotfebovaly jen Ctyfi barvy a pata zbyva na v.

Tim konéi diikaz kroku (1), ukédzali jsme, jak obarvit libovolny graf s n + 1 vrcholy.

U

Na konci 19. stoleti tedy bylo jasné, ze spravné odpovédi jsou mozné jen dvé, kg = 4 nebo kg = 5. Nicméné na
zékladé zkuSenosti si matematici jiz od poloviny 19. stoleti sézeli na kg = 4, ale nebyli schopni to dokéazat, fikalo
se tomu hypotéza ¢tyf barev. Zlom piisel v roce 1976.

Véta 12e.2. (o ¢tyfech barvéch)
Kazdy konecny rovinny graf lze obarvit ¢tyfmi barvami.

Ditikaz neukazeme ani ndhodou, dokonce to matematické komunité trvalo dost dlouho, nez jej uznala jako spravny.
Autofi dotycné véty totiz pouzili do té doby nevidanou kombinaci matematiky a pocitact. Nejprve pomoci riznych
teoretickych tivah zazili pole piisobnosti, dokéazali, ze pokud dokazeme obarvit ¢tyfmi barvami ur¢itych 1936 grafi,
tak uz budeme umét takto obarvit vSechny rovinné grafy. (Tato matematicka ¢ast zabrala pies 400 stran, tak si
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Ctenaf jisté umi predstavit, ze trvalo docela dlouho, nez matematici zkontrolovali, ze se nékde neskryva chybka.
Neékolik jich nasli, ale byla to mald prehlédnuti, ktera slo spravit.)

Na pomoc pfi obarvovani téch 1936 grafi pak zavolali pocitac, kterému to trvalo pfes 1200 hodin, coz je mi-
mochodem asi 50 dnti. Bylo to mimo jiné déno tim, Ze na hledani obarveni ¢tyfmi barvami pouzivali algoritmus
s naroc¢nosti fadové n*. Od té doby byl vymyslen algoritmus s naroc¢nosti n? a pocet grafi k ovéieni se podafilo
snizit na 633, takze samotné provedeni diikkazu uz neni otézka tydna.

Dodejme, Ze ty 4 barvy jsou nejhorsi scénar, ale pro mnohé grafy by slo vystacit i s méné barvami. To je jina
otazka: Je-li dan rovinny graf, jaky je nejmensi pocet barev nutny k jeho obarveni? Pokud to budeme chtit vyfesit
algoritmicky, dostaneme dalsi naro¢nou tlohu, je to NP-tplny problém.

Podobné problémy lze zkoumat i pro jiné grafy nez rovinné (grafy obecné, grafy nakreslené bez protnuti na
nekoneéném vélci ¢i toru a podobné) a pak to za¢ne byt dobrodruzné. Obecné se da pro kazdé k € N vyrobit
graf takovy, Zze vyzaduje alespon k barev. To neni nic tézkého, staci vzit K,,, zajimavé je, Ze na to staci i grafy s
relativn€é méné hranami.

12f. Stromy, kostra grafu
Zatim jsme spi$ méli situaci, kdy je graf dan a my jej zkoumame, ale ¢asto také ¢elime problému, Ze mame vytvorit
graf, ktery ma splinovat urcité pozadavky. Predstavme si tfeba planovace zelezni¢niho spojeni, dalnic¢ni sité ¢i také
pocitacové sité (pokud Setfime a nechceme tam mit redundanci pro zvyseni bezpecnosti). Ti vSichni maji dané
objekty (vrcholy), které chtéji navzajem propojit (tedy mé vzniknout souvisly graf), ale z pochopitelnych divodi
chté&ji téch propojeni co nejméné. Jak poznadme, ze hranami plytvame? Kdyz se mezi dvéma body dokézeme dostat
dvéma rtznymi cestami. Kdyz tyto dvé cesty spojime, dostavame kruznici. To tedy nechceme.

Definice.

Necht G je graf.

Rekneme, 7e je to strom (tree), jestlize je souvisly a neobsahuje zadnou kruznici.
Rekneme, 7e je to les (forest), jestlize neobsahuje zadnou kruznici.

D4 se dokézat, ze graf je lesem, jestlize je kazda z jeho komponent souvislosti stromem. V zasadé tedy staci
studovat stromy.

Vsimnéte si, ze v definici mluvime o kruznicich, coz jsou neorientované struktury, dokonce i v pfipadé, ze graf G
je orientovany. Podobné pojem souvislosti nebere ohled na orientaci hran, proto u orientovanych grafii rozhoduje
jejich neorientovana verze o tom, zda jsou stromy.

Nasledujici véta potvrdi, Zze pojem stromu vystihuje nase prani mit ekonomicky graf.

Véta 12f.1.

Necht G = (V, E) je graf. Néasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) G je strom;

(ii) kazdé dva vrcholy v G jsou spojeny pravé jednou cestou;

(iii) G je souvisly, ale po odebrani libovolné hrany uz bude vznikly graf nesouvisly (strom je tzv. minimalni
souvisly graf);

(iv) G neobsahuje kruznici, ale pfidanim libovolné hrany v ném jiz kruznice vznikne (strom je tzv. maximalni
graf bez kruznic);

(v) G je souvisly a |E| = |V]| — 1,

(vi) G nemd kruznice a |E| = |V| — 1.

Piipomenime, ze zde pracujeme s koneénymi grafy, v této souvislosti je zajimavé, Ze podminky (i) az (iv) by
fungovaly i pro grafy nekonec¢né.

Véta ukazuje jednu zajimavou véc. Pokud chceme, aby byl graf souvisly, tak jej nutime mit vice hran. Pokud
nechceme kruznice, pak by zase hran mélo byt relativné malo. Da se tedy c¢ekat, Ze existuje jakasi zéna optiméalniho
poctu hran. Véta ukazuje, Zze tato zéna je velice tzka, je to pro dany graf jedno konkrétni ¢islo.

Ukazeme si to podrobnéji, zaroven tim naznacime dikaz c¢asti této véty. Predstavme si souvisly graf, ktery nema
kruznice. Navic si predstavme, ze je to pfesné na hranici, tedy vycpali jsme jej hranami tak hodné, jak jen to je
mozné, aniz by vznikla kruznice. Ukazeme, Ze jsme zaroven na hranici souvislosti, tedy odebranim jediné hrany
uz by se souvislost ztratila. Udélame to sporem.

Co kdyby slo odebrat néjakou hranu {u,v} tak, aby graf jesté ztstal souvisly? Pak by nutné musela existovat
cesta z u do v, do té kdyz doplnime tu hranu {u,v}, tak mame kruznici, coz je ve sporu s nasim ptredpokladem.
Graf je tedy také minimalni mozny pro souvislost.
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Zde méme piiklad stromu, rozmyslete si na ném platnost podminek (ii) az (vi) z véty.

Jednou ze zajimavych tloh je, Ze nam nékdo da graf, ktery trochu plytva, a my z néj chceme odstranénim hran
vytvorit graf, ktery je ekonomicky, aniz by ztratil ze své propojenosti. Takovouto tlohu fesi ufady, kdyz se snazi
zrusit traté, aniz by se snizila dopravni dostupnost jednotlivych zastavek.

Jak tuto tlohu formulovat matematicky? Méame graf G a chceme najit jeho podgraf G’, ktery by mél stejné
vrcholy jako graf ptivodni a pritom by nemél zbyteéné hrany, tedy nemél by kruznice. Zaroven by mélo platit, ze
jsou-li v grafu G né&jaké vrcholy propojeny cestou, pak tomu tak musi byt i v grafu G’. Obvykle se toto fesi jinak,
rovnou se zaméfime na jednotlivé komponenty pivodniho grafu, pak je pozadavek, aby z pivodné souvisléo grafu
zase vznikl souvisly.

Definice.
Necht G = (V, E,¢) je souvisly graf. Rekneme, Ze jeho podgraf G’ = (V', E’,¢) je kostra (spanning tree)
grafu G, jestlize V' =V a G’ je strom.

Priklad grafu a jeho koster jeho komponent:

o

Nalezeni kostry je snadné, prosté postupné pribirame hrany z puvodniho grafu, dokud je to mozné udélat tak,

aby nevznikla kruznice. Je zjevné, Ze kostra grafu neni jezdnoznac¢né urcéena, napriklad je-li pfimo dana kruznice
jako vychozi graf, pak jeji kostru ziskame odebranim libovolné z hran.

o

Zajimavéjsi problém je, kdyz jsou hrany ohodnoceny, pak se ¢asto hleda kostra s co nejmensi cenou (souc¢tem
ohodnoceni hran). Na to jsou algoritmy, jednoduché nés stoji zhruba |V|?, ale jde to i lépe.

12f.2 Koienové stromy
Zacneme grafem orientovanym.

Definice.
Necht G = (V, E,¢) je orientovany graf. Rekneme, Ze vrchol v € V je jeho koFen (root), jestlize pro kazdy
vrchol w € V existuje orientovana cesta z v do w.

Protoze vzdy existuje cesta z v do v, nenuti nas tato definice mit u v smycku. Je dobré 9<% 0«0
si uvédomit, ze kofenti muze byt v grafu vice. Extrémni ptiklad je cyklus, kde je korenem l T T l
kazdy z vrcholi. Naopak je mozné, ze zadny kofen neexistuje (viz obr. vpravo). 0— >0 0— >0

Je zjevné, ze pokud je v grafu kofen, pak jiz graf musi byt souvisly (ale nemusi byt silné souvisly). Naplati to
naopak, ne kazdy souvisly graf mé koten, viz obrazek vyse vpravo. My se ted vratime k hlavnimu tématu.

Definice.
Necht G = (V, E, ¢) je orientovany graf. Rekneme, Ze je to koFenovy strom (rooted tree), jestlize je to strom

a existuje v ném koten.

Pripomenime, ze existence kofene jiz implikuje souvislost, coz je jedna z podminek pro strom. Lze proto také
Fict, ze kofenovy strom je libovolny orientovany graf s kofenem a bez kruznic.

Pted chvili jsme vidéli, Zze obecné mize byt v souvislém orientovaném grafu i vice kofenti. U stromt to ale neplati,
bud je kofen zadny, nebo je jen jeden.

U kofenovych stromt se zavadi uzite¢né nazvoslovi. U orientované hrany (x,y) fikdme prvku x rodié¢ (parent),
zatimco prvku y fikdme potomek ¢i dité (child). Pokud néjaky prvek u nema potomka, pak mu fikdme list
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(leaf). Kazdé cesté vedouci od kotene k néjakému listu fikame vétev (branch). Konce takovychto vétvi pozname
podle stupiiti: Listy se poznaji podle toho, Ze deg™ (v) = 0. Kofen je jeding vrchol, ktery ma deg™ (v) = 0, ostatni
vrcholy maji deg™ (v) = 1.

V zakofenéném stromu vzniké relace mezi vrcholy grafu. Rekneme, ze vrchol z je pFfedchiidce vrcholu 3 nebo
ze y je nasledovnik x, jestlize ve stromu G existuje cesta z x do y. Je snadné ukézat, Ze relace ,,byti nasledovnik*
i relace ,,byti predchidce” jsou ¢asteéna usporadani.

My uz jsme vlastné vid€li i opacny proces. Pro ¢astecnd usporadani jsme vytvareli Hasseovy diagramy. Pokud
bychom u hran v takovém diagramu ponechali orientaci, pak by Slo o stromy, dokonce jsem tak vlastné nachazeli
kostry grafu danych relaci. Jinak feceno, nas algoritmus pro vytvareni Hasseova diagramu lze snadno prepsat na
algoritmus slouzici k nalezeni kostry daného souvislého orientovaného grafu.

Hasseovy diagramy také ukazuji dalsi véc, ktera je u stromt tradic¢ni, radi je kreslime tak, aby byl kofen nejvyse
a vSechny hrany sméfovaly svou orientaci dold, poptipadé naopak (dle konkrétni aplikace).

=V /\
|~ /\

Stromy jsou velice uziteéné napriklad jako modely datovych struktur, kdy vrcholy nesou informace, pak se
zkoumaji rizné algoritmy pro prohledavani zakofenéného stromu (do sitky, do hloubky).

Zajimavé je, Ze i neorientované stromy je mozné premeénit v kofenové stromy, pricemz svoboda volby neni zase
tak velkd. Spociva v tom, Ze si v takovém stromu zvolime libovolny vrchol jako kotfen. Pak uz existuje jen jediny
zpusob, jak na hranédch zavést orientaci, aby vznikl orientovany strom.

Jak se to déla? Vime, Zze u orientovaného stromu z kofene hrany jen vychazeji, tedy pro libovolné {v,z} € E
dostaneme orienovanou hranu (v, z). Pak se podivime na mnozinu sousedi M kofene v. Pro souseda w € M si
u vSech jeho hran {w,x} zavedeme orientaci (w,x), ovSem s vyjimkou hrany, kterd vede do v a jiz orientaci ma.
Nasledné se podivame na sousedy prvki, které jsme praveé zpracovavali, a dodame dalsi orientace smérem k novym
sousedtim a tak dale.

Nejlepsi prestava je, ze hrany jsou trubky. My do kofene v pustime vodu. Protoze je strom souvisly, voda dotece
do kazdého vrcholu. Protoze ale mame strom, tak se do zadného vrcholu nemiize dostat vice cestami, nasledné
voda nemad v zadné hrané na vybér a plyne vzdy jen jednim smérem, ktery udéava orientaci.

Coby priklad pouzijeme nas prvni strom, jako kofen jsme si zvolili e a vidime jej dvakrat, nejprve v ptvodni
pozici a pak korenem dole. Dalsi dva obrazky ukazuji, co se stane, kdyz zvolime jako kofen vrchol g.

obh

b [
) | d\T :
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D4 se Tict, Ze neorientované stromy lze zakofenit.

12g. Bonus: Platénovska télesa

Platénovska télesa jsou mnohostény, které jsou pravidelné, jak jen to jde. Jmenovité, zvoli se konstanty p,q a
pozaduje se, aby kazda sténa byla pravidelny p-thelnik a v kazdém vrcholu se schazelo ¢ hran. Napriklad klasicka
krychle mé parametry p = 4 a ¢ = 3. Jiz stafi Rekové znali souvislost mezi télesy a rovinnymi grafy. Kdyz téleso
polozime jednou sténou na podlozku a hrany té stény za¢neme roztahovat do stran, pak pri pohledu shora drive
¢i pozdéji vidime rovinny graf, jehoz stény odpovidaji sténdm ptislusného télesa. Ta sténa, kterd u télesa lezela na
podloZce, se stala tou neohrani¢enou ,,vnéjsi“ sténou v grafu (vidime ted inspiraci, pro¢ jsme ji u rovinnych grafi
zapocitavali). Ukazeme popsany postup pro dvé télesa, na kterd se divime Sikmo shora, nejprve klasicky hranol,
pak zajimavejsi objekt.
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Trocha aritmetiky a Eulertuv vzorec pro rovinné grafy ukaze, Ze neni moc moznosti, jak Platonovska télesa
vytvéatet.

V rovinném grafu pracujeme s poctem vrcholt v, po¢tem hran e a poc¢tem stén f. Co vime? Eulerova rovnost
davd v+ f = 2+ e. Kazda sténa mé p stran, kdyz to secteme, bereme vSechny strany neboli hrany dvakrat, proto
fp = 2e. Kazdy vrchol ma dle zadani stupen ¢, soucet stupnt vrcholt je tedy vqg = 2e. Mame tfi rovnice a pét
neznadmych, tudiz je mtzeme napiiklad vytesit takto:

v = ip

4= (p-2)(¢-2)

o 2pq
4-(p-2)(¢—2)

= 1

- (p-2(q-2)
Pak lze udélat rozbor, pro které celociselné hodnoty p, ¢ dostdvame rozumné vysledky. Zde je dobré si uvédomit,
ze jiz ze zadadni mame prirozené dolni meze p > 3, ¢ >3, v >4, f >4, e > 6.

Neékteri autori davaji pfednost pomoci dvou rovnosti v = 2]76, f= % upravit Eulertiv vztah na % + % = % + %
a pak udélat rozbor, které hodnoty p,q > 3 vedou na celociselné feseni pro e. Neni to tézké, z e > 0 dostavame
% + % > %, diky ¢emuz z omezeni p,q > 3 dostavame pouze moznosti {3,3}, {3,4}, {4,3}, {3,5} a {5,3}. Neni
tedy mozné mit vic nez téchto pét Platonskych téles. Zatim jsme nedokazali, ze vSech pét typi opravdu existuje
v realném svété, ale je to tak, jde o slavnou pétici znamou uz od antickych Rekd.

Staii Rekové algebru moc nepéstovali a volili jesté jiny pristup. Podivali se na jeden vrchol a vidéli, ze se tam
styké q stén, kazdé tam mé sviij vrchol s ur¢itym thlem, tyto thly jsou diky pravidelnosti stejné a je jich tedy g,
dohromady nemohou dat ani 360 stupnt. Na jednu sténu tedy pfipadne méné nez 120°, coz neni mnoho. Jediné
pravidelné p-tthelniky, které pripadaji v ivahu, jsou tedy p = 3,4, 5 s thly 60°,90°,108°. Sestitthelnik uz méa thel
120, to je moc.

Jestlize p = 5, tak hl 108° se u jednoho vrcholu télesa muze sejit nejvyse ¢ = 3, coz je i minimalni pocet, takze
neni mozné mit vice nez jedno Platénovské téleso slozené z pétithelniki, jmenovité to s ¢ = 3, pak dopocitame
v =20, e = 30, f = 12. Tim je$té neni zaruceno, ze takovato véc existuje, ale my vime, Ze ano, je to pravidelny
dvanactistén.

Jestlize p = 4, tak ¢tyfi pravé tthly nedaji méné nez 360, tudiz je zase moznost jen ¢ = 3, odtud v = 8, e = 12,
f = 6, je jen jedina potencionalni moznost mit Platénovské téleso ze ¢tvercu. Je to Sestistén neboli nase znaméa
krychle.

Posledni moznost p = 3 je nejzajimavéjsi, protoze pocet thla 60°, které se vmeéstnaji k jednomu vrcholu a tedy
daji méné nez 360, je ¢ = 3,4,5. Neni tedy mozné mit vic nez t¥i Platénovska télesa slozenéd z trojihelniki. I
zde se ukaze, Ze tato télesa v redlu existuji. Udélame si piehlednou tabulku, kde télesa sefadime pro zménu podle
poctu stén.

Jl v| elplq
4] 4] 633
6| 8/12(4]3
8| 6/12(3]4
12120130(5/3
20(12(30(31(5

24



Diskrétn{ matematika 12g. Bonus: Platonovska télesa pHabala 2012

Obrazky nasleduji. Hrac¢i her na hrdiny je znaji coby hraci kostky. Pfiznivci Rubikovych hlavolamt znaji vice
nez polovinu tvart také, sim mam doma ¢tyistén, kostku a dvanactistén.

— = D
1D

A

Tim kon¢i nas bonus, pékné aplikace teorie grafii na geometrii téles.
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