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DRN: ODR 1. radu

Definice.
Explicitni oby¢ejna diferencialni rovnice Fadu n (ODR) je rovnice ve tvaru

(n) = f(x7 y’y/7 cc 7y(n_1))7

Y
kde F' je funkce n proménnych.
Jeji FeSeni na (otevieném) intervalu I je libovolna funkce y = y(x), ktera ma na I derivace az do fadu
n a pro vSechna x € [ plati

y (@) = flz,y(@),y (@), .. .y ().

Jestlize se d4 mnozina vSech feseni dané ODR na urcitém otevieném intervalu vyjadrit jednim vzorcem
s parametry, fekneme, Ze je to obecné reseni této ODR.
Jedno konkrétni feSeni dané rovnice se nazyva partikularni reseni.

Definice.

Uvazujme explicitni ODR fadu n y™ = flz,y,y,...,y" D).
Pocatecéni tuloha ¢i Cauchyho uloha pro tuto rovnici je problém

(1) ODR:  y™ = f(z,y,¢/,...,y""V);

(2) po&ate&ni podminky: y(zo) = yo, ¥'(x0) = y1, .-, ¥""(20) = Y1,
kde xq, Yo, Y1, --- » Yn_1 jSOU pevneé zvolena realna cisla.
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Definice.
Separabilni (separovatelni) obyc¢ejna diferencialni rovnice 1. fadu je ODR zapsatelna ve tvaru
y' = g(x)h(y) pro né&jaké funkce g, h.

Véta. (existence)
Uvazujme separabilni ODR y' = g(x)h(y). Ptredpokladejme, Ze g je spojitd na néjakém otevieném
intervalu I a h je spojitd na néjakém otevieném intervalu J. Jestlize h # 0 na J, pak existuje feSeni
dané rovnice na I.
Necht G(x) je primitivni funkce k g(x) na I a H(y) je primitivni funkce k #y) na J. Jestlize existuje

inverzni funkce H_; k H, pak se d4 obecné feseni dané rovnice na I napsat jako y(z) = H_1(G(x) +C).

Fakt.
Uvazujme separabilni ODR ¢’ = g(z)h(y). Jestlize yo splituje h(yo) = 0, pak konstantni funkce y(x) = yo
je fesenim dané ODR na libovolném otevieném intervalu I C D(g) (tzv. stacionarni Feseni).
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Algoritmus (feseni separabilni ODR separaci).

Zadana diferenciélni rovnice, kterou lze algebraicky pfevést na tvar 3y’ = g(z) - h(y).

1. NapiSeme rovnici jako g—g = g(x)h(y). Pfevedeme vSechna x (véetné dx) napravo a vSechna y (véetné
dy) nalevo, pfidame integra¢ni znacky:

dy dy
Y=gt — [ = [ o)

2. Ovéfime, zda muze nastat h(y) = 0, coz vede na stacionarni FeSeni.
3. Za predpokladu h(y) # 0 integrujeme obé strany.

dy
/@ :/g(x)dx — H(y) = G) +C.

4. Pokud to jde, vyjadiime z rovnosti y jako funkci z:
H(y)=G(x)+C = y(z) = H_1(G(x) + O).

Mize se stat, ze pro y je vice moznosti, kazda vytvori obecné Teseni.

5. Ze zadané rovnice a nalezeného reseni ur¢ime podminky pro existenci reseni.

6. Pokud je zadana pocatecni podminka, urcime prislusné partikularni reseni a maximalni interval jeho
platnosti.
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Véta. (Peanova o existenci pro ODR 1. fadu s izolovanym )

Uvazujme ODR zapsanou ve tvaru 3y’ = f(z,y). (%)

Necht I, J jsou oteviené intervaly takové, ze f je spojitd na mnoziné I x J.
Pak pro vSechna (z¢,y0) € I x J existuje feSeni pocatecni tlohy (x), y(zo) = yo
na néjakém okoli bodu xg.

Véta. (Picardova o existenci a jednoznacnosti pro ODR 1. fadu s izolovanym y)

Uvazujme ODR zapsanou ve tvaru y' = f(z,y). (%)

Necht I, J jsou oteviené intervaly takové, ze f je spojitd na mnoziné I x J a existuje K takové, Ze pro
kazdé x € I, f je K-Lipschitzovska vzhledem k proménné y na J.

Pak pro vSechna (xg,y0) € I x J existuje feSeni poc¢ate¢ni ulohy (x), y(xo) = yo

na néjakém okoli bodu zy a je na tomto okoli jediné.
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Definice.
Linearni obycéejna diferencialni rovnice 1. fadu je ODR zapsand ve tvaru

Y+ a(x)y = b(x),

kde a(X), b(x) jsou néjaké funkce.

Tato rovnice se nazyvad homogenni, jestlize b(z) = 0.

Je-1li ddna linearni ODR ¢y’ 4 a(x)y = b(x), tak jeji pfidruZzenou homogenni rovnici rozumime rovnici
/

Yy +a(x)y =0.
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Véta. (o FeSeni linearni ODR fadu 1)
Uvazujme linedrni ODR y'+a(z)y = b(x). Pfedpokladejme, Ze a(z), b(x) jsou spojité funkce na néjakém
intervalu I, necht A je néjakd primitivni funkce k a na I. Pak mé dand rovnice feSeni na I ve tvaru

(/ b(:l:)eA(x)dx) e A,

Pokud je B néjaka primitivni funkce k b(x)e(®) na I, pak mame obecné feseni dané rovnice na I
y(z) = (B(z) + C) e @,

Algoritmus (metoda variace konstanty pro Feseni linearnich ODR 1. ¥adu).
Zadana rovnice y' + a(x)y = b(x).

1. Separaci se najde obecné feseni y;, pridruzené homogenni rovnice y’ + a(x)y = 0.
Ma tvar yp(x) = C - u(x), zahrnuje to i stacionarni feseni.

2. Provede se variace konstanty, tedy hleda se feSeni ve tvaru y(z) = C(x) - u(x):
Bud dosadime y(z) do dané rovnice y' + a(z)y = b(x) a zkratime, nebo si pamatujeme, ze ma vyjit
rovnice C'(z)u(x) = b(z).

b(x
Pak C(z) = / % dz a toto C'(x) dosadime do y(z) = C(x)u(x).

u(x
3. Pokud vezmeme jako C'(x) jednu konkrétni primitivni funkci, dostaneme takto jedno partikularni
feseni y,(z), pak obecné Feseni je y = vy, + Y.
Pokud se pro C(z) pouzije pii integraci +C, po dosazeni do y(z) = C(z)u(z) vyjde rovnou obecné
feSeni.
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Definice.
Diferencialni rovnice se nazyvé autonomni, pokud se v ni nevyskytuje nezavisla proménnd, tedy da se
napsat jako F(y,y/,... ,y™) =0.

Definice.
Uvazujme autonomni ODR 1. fadu y' = h(y). (%)
Cislo yo se nazyva rovnovazny stav ¢ equilibrium této rovnice, pokud konstantni funkce y(z) = yo
Fesi (x).
Toto ekvilibrium se nazyva (asymptoticky) stabilni, jestlize existuje d > 0 takové, ze pro kazdé feSeni
y(z) rovnice (x) plati nasledujici:

Jestlize |y(zo) — yo| < d pro néjaké =y € IR,

pak y(x) — yo pro z — oo.

Jinak se toto ekvilibrium nazve nestabilni.



