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DRN: Soustavy linearnich ODR

Definice.
Soustava linearnich ODR 1. fadu s konstantnimi koeficienty je soustava ve tvaru

yi = a11y1 + a12y2 + -+ + a1, Yn + b1(2)
yé = a21Yy1 + ag2¥y2 + - + a2,Yn + b2(x)

y?/% = ani1lY1 + an2Y2 + -+ AnnlYn + bn(x)

kde b;(x) jsou pravé strany, a;; € IR jsou koeficienty.

Pocatecni ¢i Cauchyho tloha pro tuto soustavu ma pocatecni podminky
Y1(zo) = y1,0, ¥2(T0) = ¥2,05 - -+, Yn(T0) = Yn,0-

Soustava se nazyvd homogenni, pokud b;(z) = 0 pro v8echna i =1,... n.

Véta. (o existenci a jednoznac¢nosti pro soustavy)

Uvazujme soustavu LODR 1. fadu.

Jsou-li b;(z) spojité na otevieném intervalu I, pak pro kazdé xo € I a vSechna

Y1,0,Y2,0,- - - »Yn,0 € IR existuje FeSeni piislusné pocatecni (Cauchyho) tlohy na I a je jednoznac¢né.

Fakt.

Kazdou soustavu n linearnich ODR 1. fadu lze eliminaci prevést ekvivalentné na jednu linedrni ODR
radu n.

Kazdou linearni diferencialni rovnici fadu n lze ekvivalentné prevést na soustavu n linearnich diferenci-
alnich rovnic 1. radu.

Soustavu
Yy = anyr + anys + - + a1nyn + b1 ()
yé = ao1y1 + ag2ys + - -+ + a2, Yn + ba(x)
y;z = Gp1Y1 + an2y2 + - + ApnYn + bn(aj)
ail ce A1n
lze zapsat jako §’' = Ay + b(z), kde A = : : je matice soustavy,
an1 Ce Ann
by (z) yi(x)
5(:0) = je vektor pravych stran, neznama je y(x) = : )
by () Yn ()
Y1
pak §' = | :
y/
0

Soustava je homogenni, pokud b= 0, kde 0 =

nx1

Poé. podminky jsou ¥(z¢) = ¥o.
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Véta. (o struktufe mnozZiny feSeni pro homogenni soustavy)
Uvazujme homogenni soustavu linedrnich ODR ¢ = Ay, kde A € IR™*™.
Mnozina vsech Teseni této soustavy na néjakém otevieném intervalu I je vektorovy prostor dimenze n.

Definice.

Uvazujme homogenni soustavu linedarnich ODR ' = Ay, kde A € IR™*".

Fundamentalni systém reseni této soustavy na otevieném intervalu I je libovolna baze prostoru
vSech TeSeni této soustavy na I.

Je-li {i1,...,7,} fundamentédlni systém FeSeni na I, definujeme jeho fundamentalni matici na I jako
Y(z)=(h(x) - @n(z)) (matice n x n).
Definice.

Uvazujme n X n matici A.
Cislo \ se nazyva vlastni &islo matice A, jestlize existuje nenulovy vektor ¢ € IR" takovy, ze AT = A\#.
Vektorum 7 s touto vlastnosti pak fikdme vlastni vektory A piislusné/prdruzené k vlastnimu éislu .

Véta.
Uvazujme homogenni soustavu linedarnich ODR ' = Ay, kde A € IR™*™.

Jestlize je \g vlastni &islo A s vlastnim vektorem @, pak § = 7% je FeSenim dané soustavy na IR.
Jsou-li A1, ..., \x rizna vlastni ¢isla matice A, pak odpovidajici feseni tvori linearné nezavislou mnozinu.
Véta.

Uvazujme homogenni soustavu linearnich diferencidlnich rovnic ' = Ay s konstantnimi koeficienty.
Pokud maji v8echna vlastni ¢isla A zadporné redlné ¢asti, pak je rovnovazny bod (ekvilibrium) o = 0
asymptoticky stabilni.

Jinak je nestabilni.

Fakt.

Uvazujme homogenni soustavu linedrnich ODR ' = Ay, kde A € IR™*™.

Necht \g je vlastni ¢islo A a o prislusny vlastni vektor.

Jestlize je Ao komplexni ¢islo (tedy Im(\o) # 0), pak Re(7e*0®) a Im(ve*®) jsou linearné nezavisla
feSeni dané soustavy na IR.

Fakt.
Uvazujme homogenni soustavu linedrnich ODR ¢/ = Ay, kde A € IR™*"™.
Necht \g je vlastni ¢islo A s nasobnosti m a ¢ ptislusny vlastni vektor.
Definujme vektory takto:

U = U,

172 resi (A — )\oEn)f = 171

’173 resi (A — AoEn)f

= U2,

Upn, TeS1 (A — N Ep)T = Upp—1.
Pak jsou nasledujici funkce fesenimi dané soustavy na IR a tvofi linedrné nezavislou mnozinu:

j= e
Y= [/ U1) dx +Uz] Aoz — (hax +172)e>‘0x,

y= [/ U1z + Us) dx + } Aom — (% 1T +U2£C+’U3) et
?7: ((mil)_! all'mil + m@bxmiQ +---+ 17m71l‘ + 77m)6>\0m.
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Véta. (o struktufe feSeni pro soustavy)
Uvaiujme soustavu lineérnich ODR ¥ = Ay + b(x).

~~~~~

—

Pak 7 je také jejim feSenim na I pravé tehdy, kdyz 4o = ¥, + Y pro néjaké feseni y;, soustavy §’ = Ay
na I.

Proto je-li y, né€jaké obecné feseni pridruzené homogenni soustavy na I, pak ¢, + ¢ je obecné feseni
dané soustavy na I.

Algoritmus (metoda variace konstant pro soustavu linearnich ODR).
Zadana soustava ¢ = Ay + b(x).

1. Nejprve najdeme obecné feSeni g, pridruzené homogenni soustavy ' = Ay: ¢, = Y (z) - ¢ neboli
yin(z) = crur(z) + cui () + ... .,
Yoh = -+

Ynn(z) = crup(z) + covp(x) + ...
a) Variace fadkové: Hleddme FeSeni ve tvaru

y1(z) = c1(z)ur(x) + ca(z)v1(x) + . . -,

() = c1(@)un(z) + ea(@hon (@) +

Neznamé funkce ¢;(x) najdeme FeSenim soustavy rovnic
v

ci(@)ui(z) + chy(z)vi(z) + b1 (),

¢t (2)un () + c5(x)vn () + bn ().
Odtud se najde (eliminaci, Kramerem) ci(x), cy(x), atd., integraci se ziska c1(z), ca(x), atd, to se dosadi
do zvariovanych y; a dostane se yip, ..., Ynp. Obecné Feseni je y; = yip + Yin-

b) Variace vektorova: Hleddme feseni ve tvaru § = Y (z) - ¢(x).
Vznikne rovnice Y () - &' (z) = b(z), odtud &' (x) = Y (x)~1b(x), integrujeme po fddcich, dosadime c(x)
do y(z) = Y(z) - c(z), vyjde ¥, pak obecné feseni ¢ = 4, + .
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Definice.

Predpokladejme, Ze konstantni funkce ¢5(t) = ¢ je staciondrnim FeSenim soustavy ¢’ = F(t,¥). Jinak
feceno, ¥o je jeji rovnovazny bod (ekvilibrium).

Rekneme, e toto stacionarni feseni je (asymptoticky) stabilni, jestlize existuji t, € IR a § > 0 takové,
ze kazdé Feseni () spliujici ||§(T) — ys(T)|| < ¢ pro n&jaké T' > t, musi nutné existovat na (7',00) a
konvergovat k gy pro t — oo.

Rekneme, Ze ¥, je nestabilni, pokud neni stabilni.

Véta.

Uvazujme homogenni soustavu linedrnich diferencialnich rovnic i’ = Ay s konstantnimi koeficienty.
Pokud maji vSechna vlastni ¢isla A zaporné redlné ¢asti, pak je rovnovazny bod (ekvilibrium) gp = 0
asymptoticky stabilni.

Jinak je nestabilni.

Definice.
Uvazujme FeSeni 7/(t), t € I néjaké soustavy diferencidlnich rovnic. Definujeme trajektorii neboli orbitu

tohoto feseni jako
{y(t) € R"; t € I}.

—_—
tabilni 1 t/b'lx 1 N
stabilnj uze nestabilni uze
(pritahujici) uzel (odpuzujici) uzel sedlo

—o
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