ODR a num. mat.: Soustavy linedrnich rovnic numericky [slidy] pHabala 2022

DRN: Soustavy linarnich rovnic numericky, norma

Algoritmus (GEM: Gaussova eliminace s ¢asteénym pivotovanim pro pfevod rozsifené reguldrni mat-
ice na horni trojuhelnikovy tvar).

Zadana matice C' = (c; ;); i, redlnych cisel, kde m > n.

0. Nastavime k£ = 1.

1. Jestlize ¢; ;, = 0 pro vSechna ¢ = k,... ,n, pak ¢tvercova submatice (¢; ;)
ritmus selhal a kondi.

V opac¢ném piipadé provedeme ,pivotovani*: Mezi fadky ¢ = k az n vybereme takovy radek k', ktery
ma nejvétsi hodnotu |¢; ;| Jestlize je k' # k, zaménime fadky k a k'

(Nové) ¢islo ¢y i, se nazyva ,pivot“. Pokrac¢ujeme krokem 2.

2. Proi=k+1,... ,n provedeme nasledujici:

Pokud ¢; 1, # 0, uré¢ime [; , = Cck’;, nastavime c¢; p = 0 a pro j > k nahradime c; ; ¢islem ¢; ; — I; rci ;.
3. Jestlize k < n, zvysime k o jédniéku a jdeme zpét na krok 1.

Jinak algoritmus skonc¢il.

Vystup: matice (c; ;); /2 ;-

Poznédmka: Vystup ma tvar

n,n

i j—1 heni regularni. Algo-

i1 Ci12 - Cl,n—1 Ci,n s Cl,m
0 2 -+  cCop-1 Cam *+ Cam
0 0 T Cn—1n-1 ©Cn—1n - Cn—1,m
0 0 0 Cnyn Cnym
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Fakt.
Vypocetni naroénost GEM pii redukci matice n x (n + ¢) je rovna

wIN

n®+ (c—3)n® - (c+ Hn.

Dusledek.
Pro konstantni ¢ je vypocetni naro¢nost GEM pfi redukeci matice n x (n + ¢) rovna

2n® 4+ 0(n?).

Algoritmus (GJM: Gaussova-Jordanova eliminace pro prevod rozsifené regularni matice na skoro
diagonalni).

Zadana matice C' = (¢; ;)
0. Nastavime k£ = 1.

1. Jestlize ¢; ;, = 0 pro vSechna ¢ = k,... ,n, pak ¢tvercova submatice (¢; ;)
ritmus selhal a kon¢i.

T redlnych ¢isel, kde m > n.

Jj=1

n,n , ;s s
;. neni regularni. Algo-

Jj=1
V opac¢ném piipadé provedeme ,pivotovani*: Mezi fadky ¢ = k az n vybereme takovy radek k', ktery
ma nejvétsi moznou hodnotu |¢; x| Jestlize je k' # k, zaménime Fadky k a k'

(Nové) ¢islo ¢y, i, se nazyva ,pivot“. Pokrac¢ujeme krokem 2.

2. Pro j > k nahradime ¢y, ; ¢islem ;’:Z Nastavime ¢y j, = 1.
Pro vsechna i # k provedeme nasledujici:
Jestlize ¢; 1, # 0, tak pro j > k nahradime c; ; ¢islem c¢; j — l; xck, j; pak nastavime c¢; , = 0.

3. Jestlize k < n, zvySime k o jednicku a jdeme zpét na krok 1.

Jinak algoritmus skoncil.
n,m

Vystup: matice (c;,;); ;_;-
Poznédmka: Vystup ma tvar

10 -+ 0 0 cintr e Cl,m
0 1 0 0 C2,n+1 s C2.m
0 0 1 0 Cn—1,n+1 e Cn—l,m
o o0 --- 0 1 Cn,n—l—l e Cn,m

Fakt.
Vypocetni naroénost GJM pii redukci matice n x (n + ¢) je rovna

n® 4+ 1 (4c — 3)n* + (1 — 20)n.

Disledek.
Pro konstantni ¢ je vypocetni naro¢nost GEM pii redukci matice n x (n + ¢) rovna

n3 4+ O(n?).

2
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Algoritmus (zpétny chod pro FeSeni soustav s horni trojihelnikovou matici).
Zadana soustava UZ = d, kde U je regularni horni trojuhelnikova matice n x n.
Reseni najdeme pomoci vzorct

dy,
Ty =
un,n
o dn—l — Un—-1,nTn
Tn—-1 =
Un—1,n—1
- dn—2 — Up—2nTn — Un—2n—1Tn—1
Tn—2 =
Unp—2,n—2
dy — Ul nTn —ULn—-1Tpn—-1 — " — U1,272
Ir1 =
Ui,1
Obecné, pro k =n,n —1,...,1 pocitame
1
T = u—(dk — E ukﬂxz)
kk ik

Fakt.
Soustavu AT = I;, jejiz regularni matice A je horni (resp. dolni) trojihelnikova, lze fesit zpétnym (resp.
dopfednym) dosazenim s vypocetni naro¢nosti n2.
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Definice.

Uvazujme n X n matici A redlnych é&isel. Rekneme, Ze n x n matice L, U, P jsou jejim LUP rozkladem
(LUP factorization), jestlize P je permuta¢ni matice, U je horni trojihelnikovd matice, L je dolni
trojuhelnikova matice s jednickami na diagonale a PA = LU.

Fakt.
Jestlize GEM bez pivotovani aplikovand na A vede na trojuhelnikovou matici U, pak A = LU, kde
matice L mé prvky [; , z GEM.

Fakt.
Pro kazdou c¢tvercovou matici existuje LUP rozklad.

Algoritmus (feSeni soustavy rovnic LUP rozkladem).
Zadéna soustava AZ = b, kde A je regularni (¢tvercova) matice.
1. Najdeme LUP rozklad LU = PA.

2. Dopfednym chodem najdeme ¢ z rovnice Ly = Pb.

3. Zpétnym chodem vyfesime rovnici UZ = /.

=,

A~ LU P (LIPb) —y  (Uly)—2
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Maximova norma pro vektory x € IR™:

|Z]|cc = max |zgl.
k=1

geeoy

Radkova norma pro n x n matice A:

n

1Alloe = 1Al = max_ > |ai,l.
1=1,...,m 4 1
]:

Definice.

Necht V' je vektorovy prostor. Zobrazeni ||-||: V — IR se nazyva norma, jestlize spliiuje tyto vlastnosti:
e [|Z]| > 0 pro vSechna # € IR™;

e ||Z|| = 0 pravé tehdy, kdyz Z = 0;

o [lcZ|| = || - ||Z]| pro v8echna ¥ € IR"™ a ¢ € IR;

o IZ+ ¥l <|IZ]| + ¥l pro vSechna Z,y € IR™ (trojihelnikova nerovnost).

Norma na vektorovém prostoru matic se nazyva maticova norma, jestlize navic spliuje
o [|AB|| < [|All - I Blll pro vSechny A, B € Myp.

Fakt.

Necht 7y je Teseni rovnice Az = b. Necht 7 je néjaky jiny vektor,
ommaéme E, = T — Z a ¥ = b — A% (reziduum).

Dale oznac¢me

_ [[Eall _ Il
€z = 75 ==
1Zolloc 1]] o
Pak
e < [ Aflsoll A7 looc0-

Definice.
Pro n x n matici A zavadime jeji ¢islo podminénosti (condition number) jako cond(A) = || A [| A~
Véta.

Predpokladejme, Ze matice Ag, A a vektory 330,:1: a bo, b jsou svazany vztahem Agry = bo a AT = b.
Oznatme F4 = Ag — A, E =¥y —Ta Eb = bo —b. Pak plati

T
e, < cond(4) (4 + - ).
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Véta.
Jestlize matice B spliuje || B[y < 1 pro nékterou souhlasnou maticovou formu, pak pfislusna iteracéni
metoda Zp41 = B¥j + ¢ konverguje k Z; pro libovolnou volbu Zj.

Definice.
Pro ¢tercovou matici A definujeme jeji spektralni polomér jako

0(A) = max{|A|; A vlastni ¢islo A}.

Véta.
Itera¢ni metoda Ty, = B¥) + ¢ konverguje pro libovolnou volbu Z, pravé tehdy kdyz o(B) < 1.

Algoritmus (JIM: Jacobiho iterace).

Zadana soustava AZ = b linearnich rovnic, tolerance ¢, libovolny inicia¢ni vektor Z.
0. Nastavime k£ = 0.
1. Vypocteme

1—1 n
. 1 . - b;
(Tht1)i = —— (Z aij(Th)j + ) ai,j(xk)j) +
hi Yoy j=it1 1,1

Pokud ||xx+1 — Tk||co = €, zvySime k o jednicku a jdeme zpét na krok 1.
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Algoritmus (GSM: Gauss-Seidelova iterace).

Zadana soustava AZX = b linearnich rovnic, tolerance ¢, libovolny inicia¢ni vektor Z.
0. Nastavime k = 0.
1. Vypocteme

= n b:
(Zp41)i = —f<zai,j(fk+1)j+ > az‘J(fk)j) +—
@ \— = Qii

Pokud ||zk4+1 — Zk|lo > €, zvySime k o jednicku a jdeme zpét na krok 1.
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Definice.
Uvazujeme n X n matici A.
Rekneme, 7e A je ostfe diagonalné dominantni, jestlize pro vSechna i = 1,... ,n plati
laiil > Y lail.
J#i
Véta.

Jestlize je A ostfe diagonalné dominantni, pak JIM i GSM konverguji pro libovolnou pocatecni volbu
vektoru.

Algoritmus (SOR: superrelaxa¢ni metoda (Successive OverRelaxation Method)).

Zadéna soustava AZ = b linearnich rovnic, tolerance ¢, relaxacni parametr w € IR, libovolny iniciac¢ni
vektor Ty.

0. Nastavime k = 0.

1. Vypocteme

1—1 n
- - w . S wb;
(Fre)i = (1= w)(@)i = —— (Y ais(@Ere)y + Y aig(@);) + —
2,1 j=1 j=j+1 2,1

Pokud ||zg+1 — Tk|loo > €, zvySime k o jednicku a jdeme zpét na krok 1.



