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Definice konvexni funkce

Definice

Necht f: D CR™ — R a C C D je neprdzdna konvexni mnoZina.
Rekneme, Ze f je

@ konvexni na C, jestlize pro kazdé z,y € C a kazdé \ € [0,1] je
fQz+ (1= Ny) <Af(2)+ (1= f(y)

@ ryze konvexni na C, jestlize pro kazdé dva riizné body x,y € C' a
kazdé A € (0,1) je

fQz+ (1= Ny) <Af(z) + (1= A)f(y).

© konkavni (resp. ryze konkavni) na C, jestlize —f je konvexni (resp.
ryze konvexni) na C.

v

Umluva: U pojmii z pfedchozi definice budeme vynechdvat ,na C", jestlize
C=D.
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Zakladni ptiklady

Priklad

Z dvodniho kurzu matematické analyzy vime, Ze
fz) =
f(x) = 23 neni konvexni ani konkdvni. Aviak je ryze konvexni na
[0 00) a ryze konkdvni na (—o0, 0];

= 22 je ryze konvexnf;

f(z) = e” je ryze konvexni;
f(x) =Inx je ryze konkavni;
) =

f(z) = V/x je ryze konkavni.

P¥iklad
@ afinni zobrazeni f : R™ — R (tj. f(z) = (x,a) + b, kde a € R" a
b € R) je konvexni a také konkavni.
@ funkce f(x) = ||z|| je konvexni.
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Dolni droviiova mnoZina

Definice
Dolni droviiovd mnozina funkce f: D C R™ — R hladiny a € R je
mnozina

lev< (f;a) :={x e D| f(x) < a}.

Tvrzeni

Je-li f konvexni na C C R"™, potom lev< (f|c; ) je konvexni pro kaZdé
a € R.

Diikaz: Viz prednaska. |

o Opatné tvrzeni neplati (viz napt. f(z) = x3).

x| <1, <m, (?)> < 1} . je konvexni.
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Priklad

MnoZina M = {x € R?




Operace zachovavajici konvexitu

Tvrzeni

Jestlize f, g jsou konvexni funkce na C CR"™ a o > 0, potom f+ g a af
Jjsou konvexni na C.

v

Diikaz: Viz prednaska. |

Priklad
Funkce
f(z)=€"—3nz+ 2z

je konvexni.

@ Soudin konvexnich funkei jiz neni obecn& konvexni funkce (f(z) =z a

g(z) = —x jsou konvexni, ale (fg)(x) = —x? neni konvexni).
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Operace zachovavajici konvexitu

Tvrzeni

Necht f je konvexni na K C R™, C C R" je neprdzdnd konvexni a
g :R™ — R™ je afinni. Jestlize g(C) C K, pak f o g je konvexni na C.

Dikaz: Viz prednaska.
P¥iklad

@ Funkce f(z) = || Az + b||, kde A € M,;, ,(R) a b € R™, je konvexn.
@ Funkce f(z) = e®17222H3%3 4 281 _ g4 je konvexn.

@ Skladani konvexnich funkci neni obecné& konvexni funkce. Funkce
f(z) = 2% a g(x) = 22 — 1 jsou konvexni, ale
(fog)(x) = (fg(x)) = (a* — 1)
neni konvexni.
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Operace zachovavajici konvexitu

Tvrzeni

Jestlize f je konvexni a neklesajici na intervalu I, g je konvexni na C' C R"
ag(C) C I, pak fog je konvexni na C.

Dikaz: Viz prednaska. |
Priklad

Q Funkee f(z) = ||lz||* je konvexn.

@ Funkce f(z) = el*ll je konvexni.
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Body minima konvexnich funkci

Véta (O extrémech a konvexit&)
Necht f je konvexni na C C R"™. Potom plati:
@ KaZdy bod lokdiniho minima f na C' je bodem minima f na C.

@ MnoZina argmin,c f(z) je konvexni. Je-li navic f ryze konvexni na
C, pak existuje nejvyse jeden bod minima funkce f na C.

v

Diikaz: Viz pfednaska. |
P¥iklad

Necht f(z) = max{1,||x|/}. V souladu s p¥edchozi vétou je

argmin f(z) = {o € R" ||Jo]| < 1}
zeR™

konvexni mnozina. (Navic odtud vidime, Ze f nemiiZe byt ryze konvexni.)

v
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Diferencovatelné funkce a konvexita

Véta (O konvexité a prvni derivaci)

Necht Q@ C R" je oteviend, C' C Q neprazdnd konvexni a f € C1(Q).
Potom plati:

Q f je konvexni na C pravé tehdy, kdyZ pro kaZdé x,y € C je
f@) +(Vf(z),y — ) < f(y).

@ f je ryze konvexni na C pravé tehdy, kdyZ pro kaZdé dva rizné body
xz,y € C je
f@) +(Vf(z),y — ) < f(y).

Dikaz: Dikaz @ viz pfednaska. Dikaz @ vynechavame.

@ Geometrickd interpretace: graf lezi nad te¢nou nadrovinou.
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Diferencovatelné funkce a konvexita

Véta (O konvexité a druhé derivaci)
Necht 2 C R™ je oteviend, C' C §) neprazdnd konvexni a f € C%(Q).
Potom plati:
@ JestliZe pro kaZdé x € C je V2 f(x) pozitivné semidefinitni matice,
pak f je konvexni na C.
@ Jestlize f je konvexni na C' a C je oteviend, potom V2 f(x) je
pozitivné semidefinitni matice pro kazdé x € C.
@ Jestlize pro kazdé x € C je V?f(x) pozitivné definitni matice, pak f
Jje ryze konvexni na C.

v

Diikaz: Viz prednaska. |
P¥iklad
Funkce f(z1,72) = 22 4+ z172 + 3 je ryze konvexnf. J
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