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P¥ipustné sméry a sméry poklesu

@ Chceme lokdlné aproximovat p¥ipustnou mnozinu né&jakou jednodussi
mnoZzinou.

o Jakym smérem se Ize pohnout o maly krok z daného bodu, aniz
opustime pF¥ipustnou mnozinu?

Definice
Necht M CR" az € M.
o Vektor d € R" se nazve pFipustny smér mnoZiny M v bodé& z, jestlize
existuje 0 > 0 tak, Ze pro kazdé a € (0,6] je z + ad € M.
@ Mnozina F(M;x) viech ptipustnych smérii mnoziny M v bod& = se
nazyva kuZel pfipustnych smérii mnoZiny M v bodé x.

o F(M;x) #0.
o Je-liz €int (M), pak F(M;z) =R"
o Je-li M kone¥nd (neprdzdnd), pak F(M;z) = {0} pro kazdé = € M.
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P¥ipustné sméry a sméry poklesu

Ptiklad
Q Jeli M = S(0;1), pak F(M;x) = {0} pro kazdé = € M.
Q@ Jeli C = B(0;1) a &= (1,0)T, pak

F(Cid) = {(j;) c’?|dy <o}u{<8>}

o Jakym smé&rem se pohnout z daného bodu, aby cilova funkce klesala?

Definice
Necht DCR®, x€Da f:D—R.

@ Vektor d € R" se nazve smér poklesu funkce f v bodé& z, jestlize
existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé a € (0,4] je f(z + ad) < f(x).

@ Mnozina D(f;x) viech sm&ri poklesu funkce f v bod& = se nazyva
kuzel sméri poklesu funkce f v bodg& z.

e Definice implicitn& obsahuje podminku [z, 2 + dd] C D.
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P¥ipustné sméry a sméry poklesu

Tvrzeni (Nutnd geometrickd podminka lokalniho extrému)

Jestlize x je bod lokdlniho minima funkce f : D CR™ - R na M C D,
pak F(M;z) N D(f;z) =0

Dikaz: Viz prednaska. |

(5)

e Implikaci nelze obratit. Jestlize f(x1,z2) = x2,
) <
T2

F(M;z)ND(f;z) = 0.

M

1
x%%—x%zl} a 3?25

pak

P¥esto & neni bodem lokdlniho minima. Tim je bod (_01> .
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P¥ipustné sméry a sméry poklesu

o KuzZel D(f;x) je obtizné najit. Pokusime se proto tento kuZel
,linearizovat"”.

Definice
Necht 2 C R” je oteviena mnoZina, z € Q a f € C1(9).

@ Vektor d € R™ se nazve silny smér poklesu funkce f v bod& z, jestlize
(Vf (@), d) < 0.

@ Mnozina Dy(f;x) viech silnych sméri poklesu funkce f v bod& x se
nazyva kuZel silnych sméri poklesu funkce f v bodé x.

o KuZel Dy(f;x) je mnoZina viech Ye¥eni linedrni nerovnice
(Vf(x),d) <0.

@ Dy(f;x) je konvexni kuZel.
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P¥ipustné sméry a sméry poklesu

Tvrzeni
Necht Q2 C R" je oteviend mnoZina, x € 2 a f € C*(Q). Potom plati:
Q Je-lid € D(f;x), potom (V f(z),d) <O0.
@ Dy(f;x) CD(f;x) (t. jestlize (V f(x),dy <0, pak d € D(f;x)).
Diikaz: Viz prednaska.

|
o Implikace v @ nelze obrétit. Uvazme nap¥iklad funkci f(z) = 1. Pak
f'(z)d =0 pro kazdé d € R, ale D(f;z) = 0.

e Inkluze v @ nelze obratit. UvaZme napf¥iklad funkci f(z) = 3. Ta
ma v 0 smé&r poklesu d = —1, ale d ¢ Dy(f;0).
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Zakladni podminky optimality

Véta (Fermatova véta)

Necht Q2 C R" je oteviend mnoZina, M C Q a & € M je bodem lokalniho
minima funkce f € C*(Q) na M. Potom plati:

Q@ F(M;z)NDy(f;2) =10 (tj. (Vf(z),d) >0 pro viechny
de F(M;2)).

@ Jestlize & € int (M), pak V f(z) = 0.

v

Diikaz: Viz prednaska. |
e Podminka @ (a tedy také nulovost gradientu v bodé @) je nutn4,
nikoli postacujici.
o Jaké dodatetné pozadavky zajisti, aby podminka @ byla postalujici
pro existenci lokadlniho minima v bodé 27
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Zakladni podminky optimality

Véta (O nutnych a postalujicich podminkach pro konvexni dlohu)

Necht Q@ C R" je oteviend mnoZina, f € C'(Q) je konvexni na C C 2 a
z € C. Potom plati:

Q@ % € argmin, o f(x) prdvé tehdy, kdyZ F(C;z) N Dy(f; &) =0

@ Predpoklidejme, Ze & € int (C). Pak & € argmin, .o f(x) pravé
tehdy, kdyz V f(z) = 0.

Dikaz: Viz prednaska. |

P¥iklad
Je dana funkce

f(qu,azg) = l’% + 31’% — 2x129 + 1 — 229.

Funkce f je ryze konvexni. Jedinym bodem minima funkce f je i <_11>

v
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Zakladni podminky optimality

Véta (O podminkach optimality 2. ¥adu)

Necht Q2 C R" je oteviend mnoZina, M C Q, z € int (M) a f € CQ(Q).
Potom plati:

@ Jestlize & je bod lokdlniho minima funkce f na M, pak V2 f(&) je
pozitivné semidefinitni.

@ Jestlize Vf(2) =0 a V2f(Z) je pozitivné definitni, pak i je bod
ostrého lokalniho minima.

v

Diikaz: Vynechavame. |
e Pokud # € int (M) je bodem ostrého lokalniho minima, pak nutn&
neplati, 2e V2f(#) je pozitivng definitni (viz f(z) = z* a & = 0).

@ Analogie druhého tvrzeni z pfedchozi véty pro semidefinitni matice

neplati (viz f(z) = 23 a & = 0).
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Zakladni podminky optimality

P¥iklad
Je dana funkce

1 1
flxy,x2) = gac:f + iw% + z120 + 229.

Podeztelé body z lokdlniho extrému jsou

u = 2 a v= -1
- \—4 C\-1)"
@ Bod u je bodem ostrého lokdlniho minima.

@ Bod v neni bodem lokaIniho minima ani maxima, nebot v tomto bod#
neni splnéna nutnd podminka druhého ¥adu pro funkci f ani pro
funkci —f.
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

e Jak popsat informaci obsaZzenou v F(M; Z) pomoci jednoduseji
konstruovatelného kuzelu?

Definice
At g1, ..., g jsou redlné funkce definované na mno%ing& 2 C R",
M={zeQ|g(z) <0,...,9x(z) <0} aze M.
o Mnozina Z ((g;)%_1;2) == {i € {1,...,k}|gi(z) = 0} se nazyva
indexova mnoZina aktivnich omezeni v bodé x.
o Jestlize i € T ((g;)f_1;2), pak gi(z) < 0 se nazve aktivni omezeni (ve
tvaru nerovnosti) v bod& x.
o Jestlize i ¢ T ((g;)%_;2), pak gi(z) < 0 se nazve neaktivni omezeni
(ve tvaru nerovnosti) v bodé& x. )
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

Definice
Necht Q2 C R” je otevfend mno¥ina, g1,...,g9xr € C1 (), x € M a
M={xecQgi(x) <O0,...,grx(x) <0}. Definujeme mnoZinu

g ((gz-)i-‘;l; x) = {d ER"[(Vgi(x),d) <0 VieT ((gi)?zl; x)}
= () {deR"[(Vg(x),d) <0}.

i€Z((g:)k_y52)

o g ((gi)le;:c) je uzav¥eny konvexni kuZel obsahujici 0.

o g ((gi)i?:l;:c) (a také Z ((gi)le;x)) zavisi na popisu mnoZiny M.
Naproti tomu F(M;x) je geometricky koncept (tj. nezavisi na
konkrétnim popisu mnoziny M).
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

Priklad

Je ddna mnoZina
M = {(xl,arg)T e R? | Ty — x5 <0, -1y < O}

a bod & = (0,0)7. Oznatme g1 (w1, 22) = T2 — 23 a ga(x1,12) = —x2. Pak

F(M;z) = {(%1> dlzo},
6(ad) = {(§)|mer].

Vidime, Ze F(M;z) € G ((91,92),2). Polozme g3(z1,22) = —x1 — x2. Pak

M = {(z1,22)" € R?| gi(z1,22) <0 Vie {1,2,3}},
g((g17927g3)7j}) = F(M,Ii’)

v
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

o Umluva: NemiZe-li dojit k nedorozuméni, budeme psat jen Z(z) a
G(x) misto I ((g:)izy32) 2 G ((9:)fzr5 ).

o Lze ukdzat, ze F(M;z) C G(x). Jak jsme vidéli v pfedchozim
ptiklad&, rovnost obecn& nenastava.

@ Lze podminku optimality F(M;z) N Dy(f; &) = () nahradit
podminkou G(&) N Dy(f; ) = 0?

P¥iklad
minimalizujte x1 + 2
za podminek xzo — xi’ <0,

—X2 < 0.

Bod & = (8) je (jediné) Feseni, avdak G(Z) N Dy(f; &) # 0.
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

o Kuzel G(x) je obecné p¥ili§ veliky. Nutné kldst dodate¢nou podminku.

Véta (O nutnych KKT podminkach)
Necht Q2 C R™ je oteviend mnoZina, f, g1, ..., g1 € CH(Q),

M={ze€Q|gi(x) <0,...,g9r(x) <0}

ax e M. Jestlize F(M;z) = G(Z) a = je bod lokalniho minima f na M,
pak existuje (uy, ..., )T € RF tak, Ze

k
V@) + > wVai(d) = 0,
i=1
wigi(z) = 0 provdechnaie {1,...,k},

Hi

v

0 pro viechnai € {1,... k}.

Diikaz: Viz pfednaska. |
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

Terminologie:
@ Podminky

(P1) V(&) + Y0, niVai(@) =0,
(P2) pigi(z) =0,
(P3) p; >0,

se souhrn& nazyvaji KKT podminky.

e Podminka (P1) se nazyvd podminka stacionarity.

e Podminka (P2) se nazyvd podminka komplementarity.

o Koeficienty pq, ..., ur € R spliiujici KKT podminky se nazyvaji KKT
multiplikatory (Lagrangeovy multiplikatory) v bodé& z.

e Bod Z se nazve KKT bod, existuje-li vektor (y1,. .., ux)T KKT
multiplikdtord v bodé .
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

@ Geometricka interpretace KKT podminek: Gradienty funkci z
aktivnich omezeni (funkci g;, i € Z(Z)) v bod& & generuji kuZzel, ve
kterém lezi —V f(2).

Pt¥iklad

minimalizujte =1 + 2

za podminek x1,x9 > 0.

Lze ukdzat, Ze

F(RE;z) = G()

pro kazdé x € ]Ri. Bod & = 0 je jediny KKT bod a jedna se o bod minima.

v

e Predpoklad F(M;z) = G(Z) je jednou z tzv. podminek regularity.
Nahradime-li F(M; ) = G(&) ve vét& O nutnych KKT podminkach
jakoukoli jinou podminkou regularity, zlistane vé&ta stéle v platnosti.
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

Definice

Necht Q2 C R” je otevfend mnoZina, g1,...,gx € C1() a
M={zxeQ|gi(x) <0,...,gx(z) <0}.

Rekneme, Ze (9:)k_, spliiuje
(APR) Afinni podminku regularity, jestlize g1,. .., gr jsou afinnf;
(SPR) Slaterovu podminku regularity, jestlize g1, ..., gi jsou konvexni
na  a existuje x € Q) tak, Ze pro kazdé i € {1,...,k} je gi(z) < 0;
(PLN) Podminku linedrni nezdvislosti v & € M, jestlize
{Vgi(Z)]i € Z(Z)} je linedrn& nezdvisld mnoZina vektor(;

(ZPR) Zangwillovu podminku regularity v & € M, jestlize

F(M;z)=G(2).
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

Platf:
o Kazdd z podminek (APR) a (SPR) implikuje (ZPR) pro kaZdé & € M.
e Podminka (PLN) implikuje (ZPR).

Pt¥iklad

minimalizujte (z1 + 1) + (22 + 1)?
za podminek x1 + x2 <0,

—r1 <0,

—x9 < 0.

Je splnéna afinni podminka regularity. V kaZdém bodé& pfipustné mnoZiny
jsou tak KKT podminky nutnymi podminkami optimality.
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Omezeni ve tvaru nerovnosti
P¥iklad

minimalizujte x;
za podminek z? + (2o — 1)2 < 1,
r3 4+ (2 +1)2 < 1.

Bod (0,0) je jediny p¥ipustny bod, ale neni to KKT bod. Spln&ni n&které
z podminek regularity je tedy nutné i v p¥ipadé konvexnich loh!

v

Vé&ta (O postalujicich KKT podminkéch)

Necht Q2 C R™ je oteviend mnoZina, f,g1,...,gr € C1(Q) jsou konvexni
funkce na C ={z € Q| gq1(x) <0,...,gx(x) <0}. Jestlize z € C je KKT
bod, pak & je bod minima funkce f na C.

v

Dikaz: Viz prednaska. |
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Omezeni ve tvaru nerovnosti

Priklad

minimalizujte 227 + 23
za podminek z% 4 23 < 1,
—I1 § 0.

Je splnéna Slaterova podminka regularity a vechny funkce vystupujici
v optimaliza&ni tloze jsou spojit& diferencovatelné a konvexni (na R?).
Tedy KKT podminky jsou nutné a postalujici podminky optimality.

Lze ukdzat, ze je jediny bod minima.

0
0
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Omezeni ve tvaru rovnosti a nerovnosti

P¥edpokladejme, ze 2 C R"™ je neprdzdna otevfend mnoZina a
91, Gk, h1,..., 0y € CHQ). Je ddna dloha

minimalizujte f(x)

za podminek g;( 0 prokazdéic {1,... k},

hj(x) =0 pro kazdé j € {1,...,1},
Q

@ Rovnice hi(z) =0,...,h(z) = 0 Ize zapsat pomoci nerovnic
hi(x) <0,—hy(x) <0,...,h(z) <0,—h(z) <0, atim problém
prevedeme na optimaliza¢ni tlohu obsahujici jen omezeni ve tvaru
nerovnosti.

@ V pfipad& nelinedrnich funkci hq, ..., h; ale neni kuzel F(M;x) pFili
pouZitelny (b&Zn& F(M;z) = {0}). V takovém p¥ipad& je nutné
vybudovat obecné&jsi teorii.
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Omezeni ve tvaru rovnosti a nerovnosti

Casté jsou ale tlohy, kdy f je navic konvexni na pFipustné mnoZin& a
Jiy-- -Gk, P1, ..., hy jsou afinni. Pak

minimalizujte f(z)

za podminek  g;(x) <0 pro kazdé i € {1,...,k},
hj(z) <0 pro kazdé j € {1,...,1},
—hj(x) <0 pro kazdé j € {1,...,1},

x € (.

je konvexni tloha a KKT podminky jsou nutné a postalujici v kaZdém
bodg& pf¥ipustné mnoZiny (je splnéna afinni podminka regularity).
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