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Motivace

Jak miazZeme ,,co
P¥iklad

Je ddna dloha

nejlépe” zdola odhadnout minimum cilové funkce?

minimalizujte 221 + 3x2

za podminek 1 — 1z — 2o <0,
x1,T2 € [0,2].

Oznatme f(x1,x2) = 221 + 322,

M = {(g) € [0,2)?

a f = mingen f(x).

1—1‘1—1’2§0}
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Motivace

P¥iklad (Pokratovéni)
VyuZitim omezeni ve tvaru nerovnosti dostaneme

o dolni odhad f: pro kazdé (r1,22)T € M je 1 <21+ 20 < (21, 22),
a proto 1 < f;

o lep¥i dolni odhad f: pro kazdé (z1,22)T €M je
2 <2(x1 +22) < f(x1,22), a proto 2 < f.
Jaky je ,nejlepsi* mozny dolni odhad f?
Polozme

L(xi,xo,pp) = 2x1+ 3w+ pu(l —x1 — x9),

= min L(xy, 22, 1).
) o (w1, 22, 1)

Ztejmé ¢(u) < f pro kazdé pi > 0.
Nejlepsi dolni odhad f pomoci funkce ¢ je maximum ¢ funkce ¢ na R,.
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Motivace

P¥iklad (PokraZovani)

Problém nalezeni ,,co nejlepsiho* dolniho odhadu hodnoty f tak pfirozen&
vede k tloze

maximalizujte ()
za podminky > 0.

Jedna se o tzv. dudlni dlohu k plvodn& zadané uloze.
Z¥ejmé

M pro pu < 2,
= min L(xy,x2, 1) =< 4 — ouE|2,3),
#lk) (z1,22)T€[0,2]2 (1,22, 1) g pro 1 € [2,3)
10 — 3u pro u > 3.
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Motivace

P¥iklad (PokraZovani)

an

A: = 2 :2
% ﬁi}iw(“) ©(2)

Odtud f > ¢ = 2. Navic f(1,0) = 2, a proto f:AQ.
Vsimnéme si, Ze v tomto konkrétnim ptikladu je f = .

Tedy
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Terminologie a znacdeni

Nebude-li ¥e€eno jinak, budeme v této kapitole pouZivat niZe uvedenou
terminologii a znaceni.

o f:DfCR"»Rag:D, CR" —» R".
e X =DyNDyaf)C X neprazdna.

@ Primarni dloha:
minimalizujte  f(x)
za podminky g(x) <0, ;(P)
x € .
e Lagrangeova funkce L : X x R¥ — R pro tlohu (P) je dan4 p¥edpisem
L(z,p) = fz) + (9(x), 1) -

o D, = {p € RF|infreq L(z, u) > —o0}.
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Terminologie a znacdeni

Lagrangeova dudlni funkce ¢ : D, — R je ddna pfedpisem

p(u) = inf L(z, p).

Dudlni dloha k dloze (P):

miximalizujte ¢(u) (D)
za podminky > 0.

M ={zx € Q|g(x) <0} ...pFipustnd mnozina tlohy (P).
N ={peD,|pn>0} ... ptipustnd mnoZina idlohy (D).

A~

f=infyepr f(2) ... hodnota primarni dlohy (P).

¢ = sup,en @(i) ... hodnota dudlni dlohy (D).
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Véty o slabé a silné dualité

Tvrzeni
Jestlize D, # 0, pak ¢ je konkdvni. J

Diikaz: Viz prednaska. |

@ V netrividlnim p¥ipad€ N # () je dudlni dloha dlohou konvexni
optimalizace!

@ Hlavni otazka teorie duality je vztah fa P.

Véta (O slabé dualit&)
Q Prokazdéx € M ape N jep(p) < f(x).
@</

Diikaz: Viz prednaska. |
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Véty o slabé a silné dualité

Disledek
Q Jestlize existuji & € M a i € N spliiujici (1) = f(Z), pak

[ € argmax p(p) a & € argmin f(x).
HEN xeM

Q Jeli f = —oc0, pak N = 0.
Q Jeli p = oo, pak M = ().

Diikaz: Viz pfednaska. |
@ Rozdil f — ¢ se nazyva dudlni mezera.

@ Pokud plati pfedpoklady z @, pak ¢ = f.
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Véty o slabé a silné dualité

P¥iklad
Je dana dloha

minimalizujte — 22

za podminek 2z —1 <0,

z € [0,1].
Snadno nalezneme, Ze
L(.’E,,U,) = 7‘T2 + :U’(Z‘T o 1)7
1
w—1 pro u < 5,
p(p) = f
—H pro p > 5.

Ziejmé¢ ¢ = —1 a f =1 Tedy ¢ < f!
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Véty o slabé a silné dualité

o Za jakych predpokladii nastivd rovnost ¢ = f ?

Véta (O silné dualit&)

Necht f < 00 a cilovd funkce f : R™ — R je konvexni. Predpokladejme, Ze
plati alespori jedna z ndsledujicich podminek:

@ Komponenty g1, ..., gy zobrazeni g spliiuji Slaterovu podminku
regularity.

@ Zobrazeni g je afinni a ) je konvexni polyedrickd mnoZina.
Potom f = ¢. Je-li navic f € R, pak existuje FeSeni iilohy (D).

Dikaz: Vynechdavame. |

@ Predpoklad f < 00 znamend, Ze p¥ipustnd mnoZina M je neprazdna.
@ Pokud f: —o00, pak diky v&t& O slabé dualité musi byt ¢ = —occ.
Martin Bohata
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Primarni tlohy s omezenimi ve tvaru rovnosti i nerovnosti

Analogicky lze konstruovat dudlni dlohu i pro dlohu tvaru

minimalizujte  f(x)

za podminky g(x) <0
h(z) =0,
x €

kde
o f: Dy CR" =R,
og:DggR"%Rk,h:Dth”%Rl,
e X =DyNDyNDyaQC X neprazdna.

Lagrangeovu funkci L : X x R¥ x R! — R této tlohy definujeme predpisem
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Primarni tlohy s omezenimi ve tvaru rovnosti i nerovnosti

Dudlni dloha k uvedené (primérni) dloze je

miximalizujte ¢(p, \)
za podminky u >0,

kde ¢ : D, — R,

D, = {(’;) e RF x R!

plu,A) = inf Lz, 4, ).

inSfZL(x,,u, A) > —oo}7

S

@ | v tomto pfipadé lze dokazat analogie v&t O slabé dualit& a O silné
dualité.
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