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Uvod do linedrniho programovani

Ulohy linedrniho programovani jsou optimalizaéni llohy, ve kterych je
© cilova funkce afinni (bez djmy na obecnosti se miZeme omezit na
linedrni funkce);
@ pfipustnd mnoZina je konvexni polyedricky mnoZina (tj. Ize popsat
pomoci konené soustavy linedrnich rovnic a nerovnic).

P¥iklad
Firma vyrdbi 2 druhy vyrobki A a B. V tabulce je uvedeno mnoZstvi

materidlu (ve vhodnych jednotkdch) pottebny k vyrob& jednotkového
mnoZstvi daného druhu vyrobku a také jeho prodejni cena.

Materidl X | Materidl Y Cena
Vyrobek A 2 3 6000K¢
Vyrobek B 4 4 10000K¢
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Uvod do linedrniho programovani

P¥iklad (Pokratovani)

Na skladu je jen 10 jednotek materidlu X a 12 jednotek materidlu Y. Jak
maji ve firmé& nastavit vyrobni proces, aby celkovad cena za vyrobené
mno¥stvi vyrobkii byla co nejvét$i? Odpovéd je skryta v Yedeni tlohy

maximalizujte 6z1 + 10x2
za podminek 2z + 49 < 10,
3$1 + 41’2 S 12,

Ty, T2 > 0.

o Graficky mizZeme nalézt, Ze maximum se nabyva v bodé (2, §)T.
Maximum je f (2,3) = 27.

o V tadé lloh miiZe byt pfirozeny dodateény poZadavek z1, x5 € Z. Na

prvni pohled se zd4, Ze ¥eSenim pak bude bod (2, l)T. Avgak ¥eZenim
je bod (1,2)T.

v
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Uvod do linedrniho programovani

P¥iklad (Pokratovéni)

Obchodnik chce od firmy koupit vedkery material ze skladu. Jaké ceny za
materidl X a Y by mél firm& nabidnout, aby zaplatil co nejmensi &astku a
firmé se prfesto vyplatilo materiadl prodat namisto vyroby vyrobki? Tato
otdzka vede na ulohu

minimalizujte  10y; + 12yo
za podminek 2y + 3y2 > 6,
dy1 + 4y2 > 10,
y1,y2 > 0,

kde 31 je cena za jednotkové mnoZstvi materidlu X a yo je cena za
jednotkové mnoZstvi materidlu Y.

o Uvedend minimaliza¢ni dloha je dudIni k plivodni maximaliza¢ni dloze
(to ukdZeme pozdgji).

v
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Tvary zapisu tloh linedrniho programovani

Necht A € M, ,(R), z,¢c € R", b € R™.

@ Kanonicky tvar:

minimalizujte (z, ¢) maximalizujte (z, c)
za podminek Az > b, za podminek  Ax <b,
xz > 0. xz > 0.
e Standardnf tvar:
minimalizujte (z, ¢) maximalizujte (z,c)
za podminek Az = b, za podminek Ax =b,
xz > 0. xz > 0.

KaZdou dlohu linearniho programovani Ize pfepsat do vySe uvedenych
tvard.

Martin Bohata Optimalizace a teorie her Linedrni programovani 5/31



Tvary zapisu tloh linedrniho programovani

B&Zné , triky":
e Maximalizaci (x,c) lze nahradit minimalizaci — (z, ¢) a obracené&.
@ Chybi-li podminka z; > 0, pak zavedeme nové proménné yi,y2 > 0
tak, Ze ¢; = y1 — yo.
o Pokud z; <0, pak y := —x; > 0.
e AtacRaveR"
o (x,v) < a lze nahradit (z,v) +s=a, s > 0;
o (x,v) > a lze nahradit (z,v) — s =a, s > 0.
Nova proménnd s se nazyva dopliikova proménna.

Priklad

Je dana dloha
minimalizujte x1 — x9

za podminek 2x7 — 3z9 =5,
-2 < €2 < 37
z1 <0.

v
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Tvary zapisu tloh linedrniho programovani

P¥iklad (PokraZovani)

Kanonicky tvar je

minimalizujte  —y; —y2 + Y3
za podminek —2y; — 3yo + 3y3 > 5,
2y1 + 3y2 — 3ys > —5,

Y2 — Y3 = —2,
Y3 — Y2 2 _37
y1,Y2,y3 > 0.
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Tvary zapisu tloh linedrniho programovani

P¥iklad (Pokragovani)

Standardni tvar je

minimalizujte  — y3 — y4 + y5
za podminek Ya—Ys — Y1 = —2,

Ya —ys +y2 =3,
_2y3 - 3y4 + 31/5 = 51
Y1,Y2,Y3, Y4, Y5 > 0.
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Bazicky pfipustny bod

Je ddna dloha
minimalizujte (z, c)
za podminky Ax =10, (LP)
x>0,
kde c € R", b € R™ a A € M, ,(R) spliiuje
hodnA = hodn(A,b) = m < n.

Déle se v této sekci budeme drzet nasledujiciho znaceni:

e P¥ipustnd mnoZina M = {z € R"| Az = b,z > 0}.

o J(x):={je{l,...,n}|x; >0}, kde x = (z1,...,2,)T € R™.

@ ai,...,a, € R™ sloupce matice A.

@ Necht B C {1,...,n} je neprdzdna. Pak Ap je matice tvorend
sloupci matice A s indexy v B (v daném potadi). Je-li
x = (x1,.. .,xn)T, pak xp je sloupec tvoreny prvky z;, i € B,
v daném poradi.

e N:={1,...,n}\ B.
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Bazicky pfipustny bod
Priklad

1

Je ddna matice A = <1 2 3>, vektor z = | 2 | a mnoZina B = {1, 3}.
3

Potom

N o= {2},

]

v - ()
(5)

TN = (2)

w

Ay =

v
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Bazicky pfipustny bod

Definice
Bod = € M se nazve bazicky pFipustny bod (zkracen& BPB) dlohy (LP),
pokud existuje m-prvkovd mnoZina B C {1,...,n} takova, Ze

O Ap je regularni;
@ z; =0 pro kazdé j € N.
MnoZina B z definice BPB se nazyvd pfipustnad baze.

Pt¥iklad

, 1 2 3 )
Necht A = (0 9 3) ab= <3>
BPB jsou
e (2,0,1)” (p¥ipustna baze je B = {1,3});

o 2(4,3,0)7 (p¥ipustns baze je B = {1,2}).
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Bazicky pfipustny bod

Tvrzeni

Necht x € M. Pak x je BPB pravé tehdy, kdyZ {a;|j € J(x)} je linedrné&
nezavisld mnoZina.

Dikaz: Viz prednaska. |

Tvrzeni

Pro kaZdou m-prvkovou mnoZinu B C {1,...,n} takovou, Ze Ap je
reguldrni, existuje nejvyse jedno x € M spliiujici x; = 0 pro kaZdé j € N.

Diikaz: Viz pfednaska. |
e Raznych BPB dlohy (LP) je nejvyse ().
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Bazicky pfipustny bod

e Necht z je BPB odpovidajici mnozing B C {1,...,n}. Jeho
komponenty x;, ¢ € B, se nazyvaji bazické. Komponenty z;, ¢ € N, se
nazyvaji nebazické.

@ Ma-li BPB nékteré bazické komponenty nulové, pak pFipustnd baze B
nemusi byt urlena jednoznaéné.

@ Nema-li BPB jednozna&né uréenou pfipustnou bazi, fikdme, Ze je

degenerovany.
P¥iklad
Necht
1 0 1 1 1
A—<1 10 1) 2 b‘<1>'

Potom

@ (1,0,0,0)7 je degeneronany BPB;

e (0,1,1,0)7 je nedegeneronany BPB.

4
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Bazicky pfipustny bod
Priklad

, 1 2 3 5
NechtA-(0 9 3)ab—<3>.

Jiz jsme ukdzali, Ze BPB jsou = = (2,0,1)7 a y = $(4,3,0)”. Tyto body
jsou také krajni body p¥ipustné mnoZiny

M:{xER3|A:E:b,$ZO}:[x,y].

Je to ndhoda?

Vé&ta (O bazickych p¥ipustnych bodech)

@ Necht x € M. Pak = je BPB dlohy (LP) pravé tehdy, kdyZ = je krajni
bod mnoZiny M.

@ M je neprdzdnd pravé tehdy, kdyZ existuje BPB dlohy (LP).

Dikaz: @ viz pfedndska. @ vynechavdme. |
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Bazicky pfipustny bod

Véta (Zakladni véta linedrniho programovani)

Q@ Uloha (LP) m4 Feeni pravé tehdy, kdyZ M je neprazdnd a (x,¢) je
zdola omezend na M.

@ Ma-li (LP) FeSeni, pak existuje FeSeni lohy (LP), které je BPB.

Dikaz: viz prednaska (jen pro M kompaktn). |

Tvrzeni

MnoZina vsech Feseni tdlohy (LP) je konvexni polyedrickd mnoZina. J
Dikaz: Viz prednaska. |

@ Je-li mnozina vdech ¥edeni dlohy (LP) neprazdnd, pak je prinikem M
a jisté nadroviny H (viz pfedchozi ditkaz). Abychom uréili H,
potfebujeme znat jedno Fe¥eni (nebo alespoii hodnotu minima cilové
funkce) dlohy (LP). Jak ho najit?
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Simplexova metoda

P¥edpokladejme, Ze existuje BPB tlohy (LP), tj. M # (.
Simplexovy algoritmus
© Nalezneme né&jaky BPB & a odpovidajici p¥ipustnou bazi B.
@ Vypolteme

e — el AT s = e — (AT
¢ =¢; —cpAp aj =c; — (Ag aj,cp),

je{l,...,n}. (Sta&i jen pro j € N.)
© Neexistuje-li j € N spliiujici ¢; < 0, pak algoritmus kon&i a T je
feSeni. V opaéném ptipadé pfejdeme na bod @.

Q Existuje-li j € N spliiujici ¢; <0 a A]_glaj < 0, pak algoritmus kon&i
a tloha (LP) nem3 YeSeni. V opa&ném pFipad& prejdeme na bod @.

@ Zvolime j € N tak, Ze ¢; < 0.
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Simplexova metoda

Simplexovy algoritmus — pokraovani

@ Vybereme I € {1,...,m} tak, ze (Az'a;); > 0a

(Ap'b _ { (A5'):
(Ag'aj) (Ag'a));

@ ZB={i1,...,im}, kde i1 < -+ < iy, vypustime i; a vloZzime do ni
J (tj. nov& je B = ({i1,...,im} \ {i1}) U{j}). Déle nalezneme BPB
odpovidajici této nové p¥ipustné bazi B. Symbolem & nyni ozna&ime
tento BPB namisto pfedchoziho BPB. Jdeme na bod @.

(Aglaj)i > 0,1 € {1,...,m}} .

v

Kon¢i-li algoritmus v @, pak smér, ve kterém je cilovd funkce na M zdola
—(Aélaj)i 1€ B,

neomezend, ma soufadnice d; = < 1 =7,
0 ie N\ {j}

(Index j je uréen v @.)
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Simplexova metoda

Simplexova tabulka:
" —chAG'A | — (A5'b.cp)
AGA | Ay

o Je-li BPB degenerovany, miZe se simplexovd metoda zacyklit.

Ptiklad

Je dana dloha
minimalizujte — x1 — 3x9

za podminek 2xq + 32 + x3 = 6,
—z1+x2+ 24 =1,
XL1,X2,T3,T4 2 0.

Jeji (jeding) YeSeni je (2,%,0,0)7.
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Simplexova metoda

Priklad
Je dana tloha
minimalizujte — 2x9 — 3
za podminek r1 + a9 — 223 < 7,
—3x1 4+ xo + 223 < 3,
1,9, x3 > 0.

/
l.
y

Tato tloha nema ¥eSen
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Dvoufazova simplexova metoda

e Neni M = (?

o Jak najit pocate¢ni BPB, pokud neni hned vidét?

e Odpovédi na tyto otdzky davé prvni (inicializa&ni) faze tzv.
dvoufazové simplexové metody. Druha faze této metody je pak
standardni simplexovd metoda.

o Bez njmy na obecnosti budeme nyni predpokladat, Ze v tloze

(LP) je b > 0.
Jak probiha prvni faze? Re¥me pomocnou tlohu

m
minimalizujte Zyl

=1 (F1)
za podminky Ax +y = b,
x,y > 0.
Komponenty y1, ..., ym vektoru y se nazyvaji umélé proménné.
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Dvoufazova simplexova metoda

e (0,...,0,b1,...,bn)" je BPB tlohy (F1).

@ Dle Zdkladni vé&ty linedrniho programovéni ma tloha (F1) vzdy Yegeni,
nebot p¥ipustnd mnoZina je neprazdnd a cilova funkce je zdola
omezena (na p¥ipustné mnozing&).

Tvrzeni

PFipustnd mnoZina M dlohy (LP) je neprazdna pravé tehdy, kdyZz v bodé&
minima dlohy (F'1) md cilovd funkce ;" y; hodnotu 0. V tomto pFipadé
musi byt y = 0.

Dikaz: Viz prednaska. |

o Nalezneme-li simplexovou metodou YeZeni tlohy (F1), pak obsahuje
nejvyse m kladnych komponent (je to BPB dlohy (F1)).

@ Vynechdme-li v ¥edeni tlohy (F1) komponenty vektoru y, dostaneme
BPB pro dlohu (LP).
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Dvoufazova simplexova metoda

Priklad

Je dana uloha
minimalizujte o

za podminek 1 =1,
r1 — T2 = 2,
z1,z9 > 0.
P¥ipustnd mnoZina M je zfejmé& prazdna. Ovéfme to pomoci dvoufizové
simplexové metody. Prvni fize vede na tlohu
minimalizujte vy + y2
za podminek 1 +y1 =1,
T —x2+ Y2 =2,
r1,x2,Y1,Yy2 = 0.

Ta ma ¥edeni (1,0,0,1)7, a proto je M = .

v
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Dvoufazova simplexova metoda

@ Ne vZdy je nutné zavadét viech m umélych proménnych, vé&tsinou jich
stali zavést méné.
P¥iklad

Je déna uloha
minimalizujte 2z

za podminek r] —x3 = 3,
1‘1—:E2—2:E4:1,

201 + x4+ 5 =7,

T1,...,x5 > 0.

Pomoci dvoufdzové simplexové metody naleznéme jeji Yedeni.
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Dvoufazova simplexova metoda

P¥iklad (Pokratovani)

Prvni faze vede na tlohu

minimalizujte  y1 + Y2
za podminek Ty —x3+ 1y =3,
Tl — X2 — 224 +y2 =1,
221 + x4 + 25 =7,
T1y..,25,Y1,Y2 = 0.

Jedno z ¥e¥eni této dlohy je (x1,...,25,y1,12) = (3,0,0,1,0,0,0)7.

Bod (3,0,0,1,0)7 je tak BPB piivodni tlohy. Z druhé fize vidime, Ze
tento bod je také feSenim plvodni tlohy.
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Dualita a linedrni programovani

Tvrzeni (Dudlni dloha linedrniho programovani)

Necht A € M, ,(R), c € R™ a b € R™. Dudlni dloha k dloze

minimalizujte  (z,c)
za podminky Az > b, (P)

x>0
je
maximalizujte ~ (y, b)
za podminky ATy <, (D)
y=>0
Dikaz: Viz prednaska. |
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Dualita a linedrni programovani

Jak vypada dudlni dloha k (D)?
P¥epidme (D) na minimaliza&ni dlohu:

minimalizujte  — (y,b)

za podminek ATy <,

y = 0.

P¥episeme-li dudlini dlohu k této loze na minimaliza¢ni, pak dostaneme
dlohu (P)!
Véta (O silné dualit& pro linedrni programovani)

Uloha (P) m& FeSeni pravé tehdy, kdy? m4d Fesen tloha (D). V takovém
pFipadé jsou hodnoty obou tiloh stejné.

Diikaz: Viz prednaska. |
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Dualita a linedrni programovani

Necht I ={1,....,m}aJ={1,...,n}.
Konstrukce dudlni dlohy k obecné tloze linedrniho programovani:

primarni/dudlni dloha dudlni/primarni dloha
minimalizujte (z, ¢) maximalizujte (y, b)
n < <0
> aia;$ = pbi, il yid >0 3, iel
>0 m <
rjq <0 5,5€J Zaijyi > r¢,j€ed
eR i=1 =
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Dualita a linedrni programovani

P¥iklad
Je déana uloha
minimalizujte 3z — 2x2 + bxy
za podminek r1 +x3 < 2,
201 — x9 —x3 + 4x4 = 8,
—3x1 + T2 + D3 — x4 > —1,
r1 € R,
x2,x3 > 0,
zq <O0.

Zkonstruujme tlohu k ni dudlni.

Martin Bohata Optimalizace a teorie her Linedrni programovani 28 /31



Dualita a linedrni programovani

d (pokracovani)

Duélnfi dloha je

maximalizujte  2y; + 8y — y3
za podminek  y; + 2ys — 3y3 = 3,

—Y2+y3 < —2,

Y1 —y2 +5y3 <0
4ys —y3 > 5,

y1 <0,

y2 €R,

y3 > 0.
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Simplexova metoda a ¥eSeni dudlni tGlohy

Do tlohy (P) zaved me doplitkové proménné y = (y1,...,ym)". Tim
dostaneme ulohu

minimalizujte  (z,¢)

za podminek Az —y =0, (P)
z,y >0

Po provedeni simplexové metody dostaneme vyslednou simplexovou
tabulku ve tvaru

C1 En En+1 5n+m‘---
kde ¢1, ..., Cmin > 0 a sloupce na levé stran& odpovidaji postupné
N N ~ ~ T yox s
prom&nnym i, ..., T, Yis .-, Ym-. Pak = (Cpt1,...,Cntm)" Jje FeSenim

dlohy (D).
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Simplexova metoda a ¥eSeni dudlni tGlohy

Ptiklad

Je dana dvojice vzajemné dudlnich dloh

minimalizujte  (z,¢) maximalizujte  (y, b)
za podminek Ax > b za podminek ATy < ¢
x>0 y >0,
1
0 4 1 2
i (0 )m (B
4
1
@ ReZeni minimalizatni dlohy je & = % 1
0

% , . . o 1
@ Reseni maximalizaéni tlohy je § = % <4)

v
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