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Kapitola 1

Množiny

1.1 Základńı množinové pojmy

Pojem množiny nedefinujeme, pouze připomı́náme, že množina je
”
souhrn, nebo soubor“ navzájem

rozlǐsitelných objekt̊u, kterým ř́ıkáme prvky. Pro známé množiny použ́ıváme běžné značeńı — N
pro množinu přirozených č́ısel , Z pro množinu celých č́ısel, Q pro množinu racionálńıch č́ısel a R
pro množinu reálných č́ısel. Poznamenejme, že do množiny přirozených č́ısel poč́ıtáme i 0.

Nejprve shrneme pojmy a fakta, které znáte ze středńı školy.

1.1.1 Stejné množiny. To, kdy jsou dvě množiny stejné, zavád́ı tzv. princip rovnosti.

Princip rovnosti. Dvě množiny S a T jsou si rovny (ṕı̌seme S = T ), jestliže každý prvek množiny
S je prvkem množiny T a naopak každý prvek T je také prvkem S. �

1.1.2 Zadáńı množiny. Množinu můžeme zadat bud’ výčtem, tj. vyṕı̌seme všechny jej́ı prvky,
nebo naznač́ıme, které prvky obsahuje. Př́ıkladem je např. množina sudých přirozených č́ısel
S = {0, 2, 4, 6, 8, . . .}. Množinu zadáváme také vlastnost́ı, která charakterizuje jej́ı prvky. Je-li
p(x) vlastnost, kterou prvek má nebo nemá, pak množinu C všech prvk̊u x s vlastnost́ı p(x) a
žádných jiných zapisujeme

C = {x | p(x)}.

Proto množinu všech sudých přirozených č́ısel můžeme zadat jako {m |m = 2k, k ∈ N}. Množina
všech lichých přirozených č́ısel je množina {m |m = 2k + 1, k ∈ N}.

1.1.3 Podmnožiny. Mějme dvě množiny S a T . Jestliže každý prvek množiny S je také prvkem
množiny T , ř́ıkáme, že S je podmnožina T a ṕı̌seme S ⊆ T .

Jestliže plat́ı S ⊆ T a S a T jsou r̊uzné množiny, ř́ıkáme též, že S je vlastńı podmnožina T .

Plat́ı: S = T právě tehdy, když S ⊆ T a současně T ⊆ S. �

Jedná se o jednoduchý d̊usledek principu rovnosti a definice podmnožiny.

1.1.4 Prázdná množina. Mezi množinami hraje významnou roli tzv. prázdná množina. Defi-
nujeme: Prázdná množina je množina, která nemá žádný prvek; obvykle se znač́ı ∅.
Plat́ı: ∅ ⊆ A pro každou množinu A.

Kdyby totiž ∅ 6⊆ A pro nějakou množinu A, musel by existovat prvek x ∈ ∅, který by neležel v
A. Ale ∅ žádný prvek nemá. Proto plat́ı ∅ ⊆ A pro každou množinu A.

1.1.5 Operace s množinami. Připomeňme známé operace s množinami.

Mějme dvě množiny A a B. Jejich sjednoceńım je množina

A ∪B = {x |x ∈ A nebo x ∈ B}.
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Pr̊unikem těchto dvou množin je množina

A ∩B = {x |x ∈ A a x ∈ B}.

Rozd́ılem množin A a B (v tomto pořad́ı) je množina

A \B = {x |x ∈ A a x 6∈ B}.

Je-li A ⊆ U , potom doplňkem množiny A v množině U je množina U \ A. Dolněk množiny A
znač́ıme A.

Je-li A ∩B = ∅, ř́ıkáme, že množiny A a B jsou disjunktńı.

1.1.6 Kartézský součin. Kartézský součin množin A, B (znač́ıme A×B) je definován

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

Jestliže se jedná o kartézský součin stejných množin, mluv́ıme o kartézských mocninách množiny
A a ṕı̌seme A2 mı́sto A×A. Obecně definujeme pro n ∈ N, n > 0

An = {(a1, a2, . . . , an) | ai ∈ A}.

1.1.7 Potenčńı množina. Uvedeme ještě jednu operaci s množinami. Pro danou množinu A
můžeme vytvořit množinu obsahuj́ıćı všechny podmnožiny X ⊆ A.

Definice. Je dána množina A. Pak množina P (A) definovaná

P (A) = {B |B ⊆ A}.

se nazývá potenčńı množina. �

Uvědomte si, že potenčńı množina je vždy neprázdná; ano, obsahuje vždy prázdnou množinu.

1.1.8 Charakteristická funkce podmnožiny. Pro práci s podmnožinami dané množiny se
velmi hod́ı následuj́ıćı pojem charakteristické funkce dané podmnožiny.

Definice. Je dána množina U a jej́ı podmnožina A. Pak charakteristická funkce χA podmnožiny
A ⊆ U je zobrazeńı χA:U → {0, 1} definované

χA(x) =

{
1, x ∈ A;
0, x /∈ A.

�
Zhruba řečeno hodnota χA(x) je rovna odpovědi na otázku, zda prvek x lež́ı v podmnožině A

s t́ım, že 1 znamená ano, 0 znamená ne.

Poznámky.

• Pro r̊uzné podmnožiny A, B je χA 6= χB . Ano, je-li x prvek, který lež́ı v jedné množině a
nělež́ı ve druhé, pak χA(x) 6= χB(x).

• Ke každé funkci χ:U → {0, 1} existuje C ⊆ U , taková, že χ = χC . Je proto jedno, zda
pracujeme s podmnožinami dané množiny U nebo s charakteristickými funkcemi podmnožin.

• Plat́ı χU je konstantńı 1, χ∅ konstantńı 0.

• Známe-li charakteristické funkce podmnožin A,B, odvod́ıme z nich jednoduše i charak-
teristické funkce podmnožin A ∪ B, A ∩ B a A. Ano, χA∪B(x) = max (χA(x), χB(x)),
χA∩B(x) = min (χA(x), χB(x)) a χA(x) = 1− χA.
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1.2 Russell̊uv paradox

Pro zv́ıdavé studenty.

1.2.1 V odstavci 1.1.2 jsme uvedli možnost zadat množinu vlastnost́ı, tj. utvořit množinu všech
prvk̊u s danou vlastnost́ı. Formálně se jedná o princip abstrakce:

1.2.2 Princip abstrakce. Je dána vlastnost K, kterou prvky maj́ı nebo nemaj́ı. Pak existuje
množina

C = {x | x má vlastnost K}.
�

Tento princip v sobě ale skrývá spor, jak ukazuje následuj́ıćı paradox tzv. Russell̊uv paradox.

1.2.3 Russell̊uv paradox. Uvažujme vlastnost
”
nebýt prvkem sebe sama“. Tuto vlastnost má

řada množin: Např. množina A = {2} neńı prvkem sebe sama, protože množina A má jediný prvek
a to 2. Jistě byste našli řadu jiných množin, které nejsou prvkem sebe sama. Utvořme tedy tuto
množinu:

R = {x |x 6∈ x}.
Podle principu abstrakce se jedná o dobře utvořenou množinu (nebýt prvkem sebe sama jako
množiny je vlastnost K). Nyńı se můžeme ptát, zda množina R je prvkem sebe sama nebo ne. Jsou
pouze dvě možnosti:

• R ∈ R; ale v tomto př́ıpadě R muśı splňovat vlastnost K, a proto R 6∈ R. Tedy má současně
platit R ∈ R a R 6∈ R a to nastat nemůže.

• R 6∈ R; v tomto př́ıpadě R nesplňuje vlastnost K, a proto neńı pravda, že R 6∈ R, Opět má
současně platit R /∈ R a neplatit R 6∈ R, takže ani tato situace nastat nemůže.

Chyba spoč́ıvá v tom, že jsme předpokládali, že R je množina.

Na základě předchoźı úvahy je princip abstrakce v axiomatické teorii množin nahrazen princi-
pem vyděleńı.

1.2.4 Princip vyděleńı. Mějme vlastnost K, kterou každý prvek má nebo nemá. Pak pro
každou množinu U existuje množina skládaj́ıćı se právě ze všech prvk̊u množiny U , které maj́ı
vlastnost K. Tuto množinu zapisujeme {x |x ∈ U a x má vlastnost K}, nebo krátce {x ∈ U | K}.
�

Poznámka. Uvědomte si, že existence množiny vytvořené podle principu vyděleńı

R = {x |x ∈ U, x 6∈ x}

již nevede ke sporu. Na otázku, zda R je prvkem sebe sama, můžeme dát tuto odpověd’:

• R 6∈ R; to znamená, že neńı pravda tvrzeńı R ∈ U a současně R 6∈ R. Tedy bud’ neńı pravda
R ∈ U nebo neńı pravda R 6∈ R nebo oboje. Protože R 6∈ R plat́ı, dostáváme, že R 6∈ U .
Tato situace nastat může.

1.3 Mohutnost množin

Než uvedeme, co znamená, že dvě množiny maj́ı stejnou mohutnost, připomeneme ještě pojem
bijektivńıho zobrazeńı, též zvané vzájemně jednoznačného zobrazeńı.

1.3.1 Vzájemně jednoznačné zobrazeńı. Zobrazeńı f množiny A do množiny B je bijektivńı,
též vzájemně jednoznačné, jestliže je prosté a na.

Prosté zobrazeńı, též injektivńı zobrazeńı, je takové, které dvěma r̊uzným prvk̊um x, y množiny
A přǐrazuje r̊uzné prvky f(x), f(y) množiny B.

Zobrazeńı je na B, též surjektivńı zobrazeńı, jestliže pro každý prvek y ∈ B existuje prvek x ∈ A
takový, že f(x) = y.
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1.3.2 Mohutnost množin. Pojem mohutnost množin zobecňuje to, čemu v př́ıpadě konečných
množin ř́ıkáme počet prvk̊u.

Definice. Řekneme, že dvě množiny A, B maj́ı stejnou mohutnost, jestliže existuje vzájemně
jednoznačné zobrazeńı množiny A na množinu B. Tento fakt znač́ıme |A| = |B|. �

Poznámka. Poznamenejme, že existuje-li vzájemně jednoznačné zobrazeńı f množiny A na
množinu B, pak také existuje vzájemně jednoznačné zobrazeńı množiny B na množinu A; ano,
stač́ı vźıt inverzńı zobrazeńı f−1 k zobrazeńı f . Je proto v pořádku mluvit o množinách stejné
mohutnosti.

1.3.3 Př́ıklad. Množina všech sudých č́ısel S = {0, 2, 4, . . .} = {2n |n ∈ N} a množina všech
lichých č́ısel L = {1, 3, 5, . . .} = {2n+ 1 |n ∈ N} maj́ı stejnou mohutnost.

Zd̊uvodněńı. Definujme zobrazeńı f :S → L předpisem:

f(2n) = 2n+ 1 pro všechna n ∈ N.

Toto zobrazeńı je prosté, protože z rovnosti f(2n) = f(2m) pro dvě přirozená č́ısla n,m vyplývá
2n+ 1 = 2m+ 1 a tedy n = m.

Z popisu množiny L také vid́ıme, že zobrazeńı f je na: Ano, každé liché přirozené č́ıslo je tvaru
2m+ 1 a je tedy obrazem sudého č́ısla 2m.

1.3.4 Spočetné a nespočetné množiny.

Definice. Řekneme, že množina A je spočetná, má-li stejnou mohutnost jako množina všech
přirozených č́ısel N. Jestliže množina A je nekonečná a neńı spočetná, řekneme, že je nespočetná.

Pro množinu, která je bud’ spočetná nebo konečná, se často použ́ıvá termı́n nejvýše spočetná
množina. �

1.3.5 Uvedeme jednoduchý test, kterým se dá rozhodnout, zda je daná množina spočetná.

Tvrzeńı. Množina A je spočetná právě tehdy, když ji lze uspořádat do prosté nekonečné posloup-
nosti (tj. do posloupnosti, ve které se neopakuj́ı prvky). �

Zd̊uvodněńı. Jestliže existuje bijekce f :N→ A, pak posloupnost

f(0), f(1), . . . , f(n), . . .

je prostá nekonečná posloupnost, do které jsme vypsali všechny prvky množiny A.

Umı́me-li množinu A vypsat do prosté nekonečné posloupnosti

a0, a1, . . . , an, . . .

pak zobrazeńı f definované f(i) = ai je bijekce množiny N na A.

1.3.6 Př́ıklad. Množina všech celých č́ısel je spočetná.

Zd̊uvodněńı. Využijeme předchoźı tvrzeńı.

Množinu celých č́ısel uspořádáme do nekonečné prosté posloupnosti tak, že stř́ıdavě vypisujeme
kladná a záporná č́ısla; tj.:

0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, 4,−4, . . . , n,−n, . . .

Přesněji, 0 = a0, 1 = a1, −1 = a2, 2 = a3, −2 = a4, atd. Obecně: celé kladné č́ıslo n je prvek a2n−1
a č́ıslo −n je prvek a2n.

1.3.7 Podobnou úvahou jakou jsme udělali v předchoźım př́ıkladě dokážeme i následuj́ıćı
tvrzeńı.

Tvrzeńı. Sjednoceńı dvou nejvýše spočetných množin je nejvýše spočetná množina. Sjednoceńı
dvou množin, z nichž jedna je spočetná a druhá je nejvýše spočetná, je spočetná množina. �
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1.3. Mohutnost množin [210912-1647 ] 5

1.3.8 Uvedeme ještě jedno jednoduché tvrzeńı.

Tvrzeńı. Nekonečná podmnožina spočetné množiny je opět spočetná množina. �

Tedy např. množina všech kladných přirozených č́ısel je spočetná, ano je to nekonečná
podmnožina množiny přirozených č́ısel. Podobně se ukáže, že množina všech sudých č́ısel větš́ıch
než milión je také spočetná.

1.3.9 Mohutnost kartézského součinu. Trochu obt́ıžněji se ukazuje, že i kartézský součin
dvou spočetných množin je spočetná množina.

Tvrzeńı. Kartézský součin dvou nejvýše spočetných množin je nejvýše spočetná množina. �

Myšlenka d̊ukazu. Ukážeme, že množinu C = A × B, kde A a B jsou spočetné množiny (A =
{a0, a1, a2, . . .} a B = {b0, b1, b2, . . .}), lze uspořádat do prosté posloupnosti podle následuj́ıćıho
schematu:

(a0, b0) (a0, b1) (a0, b2) . . .
↙ ↙

(a1, b0) (a1, b1) (a1, b2) . . .
↙ ↙

(a2, b0) (a2, b1) (a2, b2) . . .
↙ ↙

...
...

...

Na schematu je naznačeno, jak množinu C uspořádat. Máme

C = {(a0, b0), (a0, b1), (a1, b0), (a0, b2), (a1, b1), (a2, b0), (a0, b3), . . .}.

Pro zv́ıdavé studenty: dvojice (ai, bj) bude v posloupnosti na mı́stě k = i+ (i+j)(i+j+1)
2 .

Plat́ı tedy, že kartézský součin dvou spočetných množin je spočetná množina. Nyńı již neńı
těžké nahlédnout, že je-li jedna z množin A,B konečná neprázdná a druhá spočetná, pak kartézský
součin bude (nekonečná) množina, která je spočetná. Kartézský součin dvou konečných množin je
opět konečná množina.

Ukázali jsme, že tvrzeńı plat́ı.

1.3.10 Př́ıklad. Množina Q všech racionálńıch č́ısel je spočetná.

Zd̊uvodněńı. Každé racionálńı č́ıslo lze reprezentovat jako zlomek p
q , kde q je nenulové přirozené

č́ıslo a p je celé č́ıslo. Tedy zlomky můžeme chápat jako uspořádané dvojice (p, q), kde p je čitatel
a q jmenovatel racionálńıho č́ısla p

q . Nav́ıc množina celých č́ısel je spočetná, stejně jako množina

všech nenulových přirozených č́ısel. Proto množina M všech dvojic (p, q) je spočetná. Množina
racionálńıch č́ısel Q je nyńı nekonečná podmnožina množiny M , která obsahuje pouze ty dvojice
(p, q), kde p a q jsou nesoudělné. Proto je množina Q spočetná.

1.3.11 Tvrzeńı. Sjednoceńı spočetně mnoha nejvýše spočetných množin je nejvýše spočetná
množina.

Jinak řečeno: Jsou-li A0, A1, . . . An, . . . nejvýše spočetné množiny, pak jejich sjednoceńı A0 ∪
A1 ∪ . . . =

⋃
i∈NAi je nejvýše spočetná množina. �

V př́ıpadě konečných množin A0, A1, . . . An, . . . můžeme použ́ıt obdobné schema jako pro
kartézský součin. Pro spočetné množiny Ai potřebujeme ještě tzv. axiom výběru, ale to přesahuje
rámec naš́ı přednášky.

1.3.12 Př́ıklad. Mějme konečnou neprázdnou množinu A. Množina A? všech konečných po-
sloupnost́ı prvk̊u z A je spočetná.

Zd̊uvodněńı. Množinu všech konečných posloupnost́ı rozděĺıme do množin Ai, i ∈ N, tak, že
množina Ai obsahuje přesně všechny konečné posloupnosti délky i. Pak plat́ı:

A? =
⋃
i∈N

Ai.
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Přitom každá z množin Ai je konečná. Je tedy A? spočetné sjednoceńı neprázdných konečných
množin Ai splňuj́ıćıch

Ai ∩Aj = ∅ pro r̊uzná i, j ∈ N.

Proto je A? spočetná množina.

1.3.13 Nespočetné množiny. Z výše uvedených př́ıklad̊u by se mohlo zdát, že každá ne-
konečná množina je spočetná. Neńı tomu tak. V daľśım ukážeme, že množina všech nekonečných
posloupnost́ı 0 a 1 neńı spočetná. Tohoto faktu dále využijeme k tomu, abychom ukázali, že všech
podmnožin množiny N je nespočetně. To znamená, že množina všech podmnožin spočetné množiny
N má v́ıce prvk̊u než sama N.

1.3.14 Cantorova diagonálńı metoda ukazuje, že množina všech nekonečných posloupnost́ı
0 a 1 neńı spočetná. �

Předpokládejme (pro spor), že množina všech nekonečných posloupnost́ı nul a jedniček je
spočetná, tud́ıž že ji můžeme uspořádat do prosté nekonečné posloupnosti. Znázorněme si nějaké
takové uspořádáńı do posloupnosti schematicky — v prvńım řádku máme posloupnost s0, v druhém
řádku posloupnost s1, ve třet́ım řádku posloupnost s2, atd.

s0 = s0(0), s0(1), s0(2), s0(3), s0(4), s0(5), . . .

s1 = s1(0), s1(1), s1(2), s1(3), s1(4), s1(5), . . .

s2 = s2(0), s2(1), s2(2), s2(3), s2(4), s2(5), . . .

s3 = s3(0), s3(1), s3(2), s3(3), s3(4), s3(5), . . .

s4 = s4(0), s4(1), s4(2), s4(3), s4(4), s4(5), . . .

s5 = s5(0), s5(1), s5(2), s5(3), s5(4), s5(5), . . .
...

Vytvoř́ıme novou posloupnost s nul a jedniček a ukážeme o ńı, že nebyla vypsána; to bude ve sporu
s t́ım, že jsme vypsali všechny posloupnosti nul a jedniček.

Definujeme posloupnost s:

• Jestliže v prvńım rámečku schematu bylo č́ıslo 1, zač́ıná s č́ıslem 0,
• jestliže v prvńım rámečku schematu bylo č́ıslo 0, zač́ıná posloupnost s č́ıslem 1.

Jinými slovy, posloupnost s má na nultém mı́stě to druhé z č́ısel 0 a 1, než které má posloupnost
s0, což můžeme zapsat: s(0) = 1 − s0(0). Dále postupujeme obdobně: Jestliže v druhém rámečku
má posloupnost s1 č́ıslo 0, polož́ıme s(1) = 1; je-li s1(1) = 1, polož́ıme s(1) = 0, tj. s(1) = 1−s1(1).
Dále s(2) bude č́ıslo 1− s2(2), atd.

Formálně zápis vypadá takto: s = {s(0), s(1), s(2), . . . , s(n), . . .}, kde s(n) = 1 − sn(n) pro
všechna n ∈ N.

Posloupnost s mezi posloupnostmi s0, s1, s2, . . . , sn, . . . neńı, nebot’ od posloupnosti s0 se lǐśı
na nultém mı́stě, od posloupnosti s1 se lǐśı na prvńım mı́stě, od posloupnosti s2 se lǐśı na druhém
mı́stě, . . . od n-té posloupnosti sn se lǐśı na n-tém mı́stě. Dospěli jsme ke sporu s předpokladem,
že jsme na začátku vypsali všechny posloupnosti. Proto množina všech nekonečných posloupnost́ı
nul a jedniček neńı spočetná.

Věta. Množina P (N) je nespočetná. �

Důkaz. Vı́me, že každé podmnožině X ⊆ N odpov́ıdá jej́ı charakteristická funkce χX :N→ {0, 1}.
A toto zobrazeńı je vlastně nekonečná posloupnost 0 a 1. Proto je P (N) je nespočetná.

1.3.15 Poznámka. Obdobně jako jsme ukázali, že množina všech podmnožin množiny přirozených
č́ısel je nespočetná, je možné ukázat, že množina všech reálných č́ısel v otevřeném intervalu (0, 1)
je také nespočetná.
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1.3.16 Pro zv́ıdavé studenty uvád́ıme ještě jednu větu, která ukazuje, že nespočetné množiny
mohou mı́t r̊uznou mohutnost. T́ım, že vytvoř́ıme množinu všech podmnožin P (N) dostaneme

”
větš́ı nekonečno“, atd.

Věta. Pro žádnou množinu S neexistuje zobrazeńı f :S → P (S), které je na P (S). �

Zd̊uvodněńı. Předpokládejme, že f je zobrazeńı množiny S do P (S). Definujme

C = {x ∈ S |x 6∈ f(x)}.

(Uvědomte si, že f(x) ∈ P (S), tj. f(x) ⊆ S.)

T́ım jsme definovali podmnožinu C množiny S. Ukážeme, že C neńı f -obrazem žádného prvku
y ∈ S (tj. C 6= f(y) pro žádné y ∈ S). T́ım bude ukázáno, že zobrazeńı f neńı na.

Vybereme libovolný prvek a ∈ S. Pak plat́ı bud’ a ∈ C nebo a 6∈ C.

Jestliže a ∈ C, pak podle definice množiny C máme a 6∈ f(a). Tud́ıž C a f(a) muśı být r̊uzné
množiny, protože C obsahuje prvek a a ten neńı prvkem f(a).

Jestliže a 6∈ C, pak podle definice množiny C plat́ı a ∈ f(a). Tud́ıž i v tomto př́ıpadě C 6= f(a),
protože prvek a lež́ı v f(a), ale nelež́ı v C).

Proto množina C neńı rovna obrazu f(a) pro žádné a ∈ A. Ukázali jsme, že zobrazeńı f neńı
na množinu P (S).

Protože f bylo libovolné zobrazeńı S do P (S), ukázali jsme, že neexistuje zobrazeńı množiny
S na P (S).

1.3.17 Poznámka. Ukázali jsme, že pro žádnou množinu S neexistuje zobrazeńı množiny S
na množinu všech jej́ıch podmnožin P (S). To intuitivně ř́ıká, že S

”
má méně prvk̊u“ než P (S).

Povšimněte si přitom podobnosti předchoźı úvahy s Russellovým paradoxem. (Cantor ovšem takto
uvažoval v́ıce než 10 let před Russellem!)
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Kapitola 2

Relace

2.1 Binárńı relace

Jeden ze základńıch matematických pojmů je pojem relace, speciálně binárńı relace. Zhruba řečeno
binárńı relace je

”
vztah“ mezi dvěma prvky, který mezi nimi bud’

”
je“ nebo

”
neńı“. Později se

seznámı́te i s unárńımi relacemi, ternárńımi relacemi a daľśımi, které využijete např. v relačńıch
databáźıch.

2.1.1 Definice. Relace (přesněji binárńı relace) z množiny A do množiny B je libovolná
množina uspořádaných dvojic R ⊆ A × B. Jestliže A = B, mluv́ıme o relaci na množině A.
�

Př́ıklady.

1. Být dědečkem. Jedná se o relaci R na množině A všech lid́ı. Dvojice (a, b) patř́ı do R právě
tehdy, když osoba a je dědečkem osoby b.

2. Být stejně dlouhé. Jedná se o relaci na množině všech objekt̊u (tady se muśıte rozhodnout,
které objekty chcete uvažovat); pro dva objekty a, b plat́ı (a, b) ∈ R právě tehdy, když oba
objekty jsou stejně dlouhé.

3. Být podmnožinou. Jedná o relaci R na množině všech podmnožin množiny U . Pro dvě
množiny X,Y , X ⊆ U , Y ⊆ U plat́ı: (X,Y ) je v relaci R právě tehdy, když množina X
je podmnožinou množiny Y .

4. Být menš́ı nebo rovno. Jedná se např. o relaci R na množině všech přirozených č́ısel N, kde
(m,n) ∈ R právě tehdy, když m ≤ n.

5. Být studentem studijńı skupiny. Jedná se o relaci R z množiny A všech student̊u prvého
ročńıku FEL do množiny B všech studijńıch skupin. Dvojice (a,K), kde a je student a K je
studijńı skupina, patř́ı do relace R právě tehdy, když je student a zapsán do skupiny K.

6. Funkce sinus. Jedná o relaci R na množině reálných č́ısel R definovanou: (x, y) ∈ R právě
tehdy, když y = sinx.

Konvence. Zápis (a, b) ∈ R je často nepř́ılǐs št’astný; nikoho by nenapadlo psát (X,Y ) ∈ ⊆, či
dokonce (2, 3) ∈ ≤ (mı́sto toho ṕı̌se X ⊆ Y a 2 ≤ 3). Proto i my v daľśım textu budeme mı́sto
zápisu (a, b) ∈ R použ́ıvat zápis a R b.

2.1.2 Poznámka. Každé zobrazeńı f : A → B je relace (nebo přesněji definuje relaci); a to
relace f z A do B, kde x f y právě tehdy, když y = f(x).

Naproti tomu ne každá relace z A do B je zobrazeńım z množiny A do množiny B; k tomu, aby
relace R byla zobrazeńım je třeba (a stač́ı), aby pro každé a ∈ A existovalo nejvýše jedno b ∈ B
takové, že a R b.
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Pro relace přej́ımáme termı́ny, které jsou běžné, když mluv́ıme o zobrazeńıch. Definičńım oborem
relace R je množina všech a ∈ A, pro něž existuje b ∈ B takové, že a R b ; oborem hodnot relace R
je množina všech b ∈ B, pro něž existuje a ∈ A takové, že a R b.

2.1.3 Matice relace. Jestliže obě množiny A a B jsou konečné, pak relaci R⊆ A×B můžeme
reprezentovat také matićı:

Označme A = {a1, a2, . . . , an} a B = {b1, b2, . . . , bk}. Položme MR = (mR(i, j)) s n řádky a k
sloupci, kde

mR(i, j) = 1 pro (ai, bj) ∈ R a mR(i, j) = 0 pro (ai, bj) 6∈ R.

Uvědomte si, že se vlastně jedná o charakteristickou funkci relace R jakožto podmnožiny
množiny všech uspořádaných dvojic A × B, pouze zapsané do

”
obdélńıkového schematu“, tj. do

matice.

2.1.4 Podrelace.

Definice. Řekneme, že relace R je podrelaćı relace S, jestliže R ⊆ S; tj. kdykoli plat́ı a R b, pak
plat́ı i a S b. �

Např.
”
býti menš́ı než“ je podrelaćı relace

”
býti menš́ı nebo rovno“.

2.2 Operace s relacemi

Z relaćı můžeme vytvářet daľśı relace; jsou to jednak množinové operace (vždyt’ relace jsou
vlastně množiny uspořádaných dvojic), jednak operace, které jsou pro množiny specifické — což
je vytvořeńı inverzńı relace a skládáńı relaćı.

2.2.1 Množinové operace s relacemi.

Definice. Mějme dvě relace R a S z množiny A do množiny B. Pak

• pr̊unikem relaćı R a S je relace R ∩ S;

• sjednoceńım těchto relaćı je relace R ∪ S;

• doplňkem relace R je relace R = (A ×B) \R.

�
Např. označ́ıme-li T relaci rovnosti na množině reálných č́ısel R a S relaci býti ostře menš́ı

také na množině R, pak T ∩ S = ∅ a T ∪ S je relace býti menš́ı nebo roven. Doplňkem relace T je
nerovnost, tj. relace T = {(a, b) | a, b ∈ R, a 6= b}.

2.2.2 Inversńı relace.

Definice. Mějme relaci R z množiny A do množiny B. Pak inversńı relaćı k relaci R je relace R−1

z množiny B do množiny A definovaná takto:

x R−1 y právě tehdy, když y R x.

�

Poznámky.

1. Uvědomte si, že inversńı relace k relaci z př́ıkladu 6 na straně 8 existuje: Je to relace R−1,
kde x ∈ R, y ∈ R a plat́ı x R−1 y právě tehdy, když y R x, tj. právě tehdy, když x = sin y.

Přesto z matematické analýzy v́ıte, že inversńı funkce k funkci y = sinx (y = arcsin(x)) má
za definičńı obor interval 〈−π/2, π/2〉. Je to proto, že inversńı relace sice existuje, ale neńı
již zobrazeńım; neńı totiž pravda, že pro každé −1 ≤ x ≤ 1 existuje právě jedno y ∈ R tak,
že x = sin y; ano, např. sin 0 = sinπ.

2. Jsou-li množiny A, B konečné a representujeme-li relaci R matićı MR, pak matice inversńı
relace R−1 je matice transponovaná k matici MR. Tj.

mR−1(j, i) = mR(i, j), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k.
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2.2.3 Skládáńı relaćı.

Definice. Mějme relaci R z množiny A do množiny B a S relaci z množiny B do množiny C. Pak
složená relace R ◦ S je relace z množiny A do množiny C definovaná předpisem:

a R ◦ S c právě tehdy, když existuje b ∈ B takové, že a R b a b S c.

�
Poznámka. Je-li MR matice relace R a MS matice relace S, pak matice relace R ◦ S je rovna
součinu

MR◦S = MR ·MS ,

s t́ım, že
”
poč́ıtáme“ 1 + 1 = 1. �

2.2.4 Tvrzeńı. Skládáńı relaćı je asociativńı. Přesněji, je-li R relace z množiny A do množiny
B, relace S z množiny B do množiny C a relace T z množiny C do množiny D, pak plat́ı

R ◦ (S ◦ T ) = (R ◦ S) ◦ T .

Zd̊uvodněńı. K d̊ukazu tvrzeńı si stač́ı uvědomit, že a R ◦ (S ◦ T ) d plat́ı právě tehdy, když
existuj́ı prvky b ∈ B a c ∈ C takové, že a R b, b S c a c T d, a to je právě tehdy, když
a (R ◦ S) ◦ T d.

2.2.5 Poznámka. Skládáńı relaćı neńı komutativńı, tj. existuj́ı relace R a S na množině A, pro
které neplat́ı R ◦ S = S ◦R. To neńı překvapuj́ıćı, skládáńı funkćı také neńı komutativńı.

Uvedeme jeden
”
nematematický“ př́ıklad: Uvažujme množinu A všech lid́ı v České republice a

dvě relace R, S definované na A:

a R b právě tehdy, když a je sourozenec b a a 6= b

c S d právě tehdy, když c je d́ıtětem d.

Ukážeme, že R ◦ S 6= S ◦R.

Abychom ukázali, že R ◦ S 6= S ◦R, stač́ı naj́ıt dva lidi a, b tak, že plat́ı a R ◦ S b a neplat́ı
a S ◦R b. Uvažujme dvojici synovec a a strýc b. Plat́ı a S ◦R b, protože jeden z rodič̊u a je
sourozencem strýce b. Neplat́ı ale, že a R ◦ S b protože to by znamenalo, že některý ze sourozenc̊u
a by byl rodičem strýce b.

2.3 Relace na množině

Jak už jsme viděli i ve výčtu př́ıklad̊u binárńıch relaćı, řada z relaćı je relacemi na množině. V daľśım
se zaměř́ıme právě na ně. (Připomeňme, že relace R ⊆ A ×B se nazývá relace na množině A vždy,
když A = B.)

Nejprve uvedeme čtyři vlastnosti, které některé relace na množině maj́ı (a některé nemaj́ı). Ty
nám později umožńı zavést dva speciálńı typy relaćı na množině — relaci ekvivalence a částečné
uspořádáńı.

2.3.1 Reflexivita, symetrie, antisymetrie a tranzitivita.

Definice. Řekneme, že relace R na množině A je

1. reflexivńı, jestliže pro všechna a ∈ A plat́ı a R a;

2. symetrická, jestliže pro všechna a, b ∈ A plat́ı: je-li a R b, pak také b R a;

3. antisymetrická, jestliže pro všechna a, b ∈ A plat́ı: je-li a R b a b R a, pak nutně a = b;

4. tranzitivńı, jestliže pro všechna a, b, c ∈ A plat́ı: je-li a R b a b R c, pak nutně a R c.
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�
Př́ıklady.

1. Uvažujme relaci nerovnosti R na množině přirozených č́ısel N (tj. n R m právě tehdy, když
n a m jsou r̊uzná přirozená č́ısla).

Tato relace neńı reflexivńı, protože pro žádné n ∈ N neplat́ı n 6= n.

Tato relace je symetrická: Je-li n 6= m, pak také m 6= n.

Tato relace R neńı antisymetrická, protože např. 2 6= 3, 3 6= 2 a 2 a 3 jsou r̊uzná č́ısla (tj. 2 R 3
a 3 R 2 a přesto 2 6= 3).

Tato relace také neńı tranzitivńı, protože např. 2 6= 3 a 3 6= 2 a přesto 2 = 2 (tj. 2 R 3 a 3 R 2
a přesto neńı 2 R 2).

2. Relace menš́ı nebo rovno ≤ na množině R je reflexivńı, nebot’ a ≤ a pro všechna reálná a.
Neńı symetrická, protože např. 2 ≤ 3, ale 3 6≤ 2. Je antisymetrická, nebot’ jakmile pro dvě reálná
č́ısla a, b plat́ı a ≤ b a b ≤ a, pak jsou nutně stejná, tj. a = b. Relace je také tranzitivńı, nebot’ je-li
a ≤ b a b ≤ c, pak i a ≤ c.

2.3.2 Relace ekvivalence. Jeden z ned̊uležitěǰśıch typ̊u relaćı na množině je relace ekvivalence.
Zhruba řečeno, ekvivalence na množině A je

”
zobecněná rovnost“. T́ım, že dva prvky množiny A

jsou ekvivalentńı (jsou v relaci), vlastně ř́ıkáme, že jsou pro nás v jistém smyslu
”
stejné“. Jako

př́ıklad uved’me podobnost trojúhelńık̊u v rovině: dva trojúhelńıky jsou podobné (v jistém smyslu

”
stejné“) maj́ı-li stejné úhly u odpov́ıdaj́ıćıch stran. Daľśı př́ıklady uvedeme dále.

Definice. Relace R na množině A se nazývá ekvivalence, jestliže je reflexivńı, symetrická a
tranzitivńı. �

2.3.3 Př́ıklad. Relace R na množině všech celých č́ısel Z definovaná předpisem:

m R n právě tehdy, když m− n je sudé, (m,n ∈ Z),

je ekvivalence.

Zd̊uvodněńı: Relace R je reflexivńı, protože pro každé m ∈ Z je m−m = 0 a nula je sudé č́ıslo.
Tedy m R m.

Relace R je symetrická protože, je-li m R n, tj. m− n = 2k pro nějaké celé č́ıslo k, je i n−m
sudé (n−m = −2k) a proto n R m.

Nav́ıc R je tranzitivńı: Máme-li tři č́ısla m,n, p ∈ Z taková, že m R n a n R p, tj. m− n = 2k
a n − p = 2l pro nějaká celá č́ısla k a l, potom m − p = (m − n) + (n − p) = 2k + 2l = 2(k + l).
Odtud plyne m R p.

2.3.4 Př́ıklad. Uvažujme realaci S na množině A = {(p, q) | q 6= 0, p, q ∈ Z} definovánou
předpisem:

(p, q) S (m,n) právě tehdy, když pn = qm

Pak S je ekvivalence na množině A.

Zd̊uvodněńı: S je reflexivńı: Pro všechny (p, q) ∈ A máme (p, q) S (p, q), protože pq = qp.
S je symetrická: je-li (p, q) S (m,n), tj. pn = qm, je i mq = np. To znamená, že (m,n) S (p, q).
S je tranzitivńı: Předpokládejme (p, q) S (m,n) a (m,n) S (r, s), tj. pn = qm a ms = nr.

K tomu, abychom ukázali, že S je tranzitivńı relace, potřebujeme ověřit, že (p, q) S (r, s), tj., že
ps = qr. Protože pn = qm a n je nenulové, máme p = qm

n . Odtud ps = qm
n s = q

n ms = q
n nr = qr.

(Užili jsme rovnost ms = nr.) Tedy S je tranzitivńı relace.

2.3.5 Rozklad množiny. Protože je relace ekvivalence
”
zobecněná rovnost“, měli bychom mı́t

možnost mluvit o
”
stejných prvćıch“; tj. měli bychom mı́t možnost rozdělit všechny prvky množiny

na skupiny
”
pro nás se nelǐśıćıch“. Rozděleńı prvk̊u dané množiny zachycuje pojem rozklad množiny.

Definice. Mějme neprázdnou množinu A. Množina S neprázdných podmnožin množiny A se
nazývá rozklad množiny A, jestliže jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:
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1. Každý prvek a ∈ A lež́ı v některé podmnožině z S, tj.
⋃
S = A.

2. Prvky množiny S jsou po dvou disjunktńı; tj. pro všechna X,Y ∈ S plat́ı: jestliže X ∩Y 6= ∅,
pak X = Y .

�

2.3.6 Tř́ıdy ekvivalence. Nyńı upřesńıme pojem
”
stejných“ prvk̊u vzhledem k dané relaci

ekvivalence.
”
Stejné prvky“ jako prvek a ∈ A budou tvořit tř́ıdu ekvivalence obsahuj́ıćı prvek a.

Přesněji

Definice. Je dána relace ekvivalence R na množině A. Tř́ıdou ekvivalence R odpov́ıdaj́ıćı prvku
a ∈ A nazýváme množinu

R[a] = {b ∈ A | a R b}.
Množinu všech tř́ıd dané ekvivalence, tj. množinu {R[a] | a ∈ A} často nazýváme faktorovou

množinou podle ekvivalence R a znač́ıme A/R. �

2.3.7 Př́ıklady. Uvažujme relaci ekvivalence R z př́ıkladu 2.3.3. Tato relace má dvě tř́ıdy
ekvivalence, a to R[0], což je množina všech sudých č́ısel, a R[1], což je množina všech lichých
č́ısel.

Dř́ıve než najdeme tř́ıdu ekvivalence S z př́ıkladu 2.3.4 k obecné dvojici (p, q) ∈ A, zaměř́ıme
se na tř́ıdu ekvivalence obsahuj́ıćı dvojici (1, 2). Tato tř́ıda obsahuje všechny dvojice (s, t) pro něž
1 · t = s · 2, tj. pro něž t = 2s. Kdybychom si dvojice představili jako zlomky, byly by to všechny
zlomky, které po zkráceńı dávaj́ı racionálńı č́ıslo 1

2 .

Pro obecnou dvojici (p, q) ∈ A plat́ı, že (s, t) S (p, q) právě tehdy, když s
t = p

q . Tedy tř́ıdy
ekvivalence odpov́ıdaj́ı jednotlivým racionálńım č́ısl̊um.

2.3.8 Tvrzeńı. Necht’ R je ekvivalence na množině A. Množina tř́ıd ekvivalence {R[a] | a ∈ A}
tvoř́ı rozklad množiny A, tj. má tyto vlastnosti:

1. Každá množina R[a] je neprázdná a plat́ı
⋃
{R[a] | a ∈ A} = A.

2. Tř́ıdy ekvivalence R[a] jsou po dvou disjunktńı, tj. jestliže R[a] ∩R[b] 6= ∅, pak R[a] = R[b].

�
Zd̊uvodněńı. Vlastnost 1 vyplývá z faktu, že relace R je reflexivńı; ano, a ∈ R[a] a proto nejen
je množina R[a] vždy neprázdná, ale nav́ıc plat́ı

⋃
{R[a] | a ∈ A} = A.

Abychom dokázali vlastnost 2, předpokládejme, že R[a] ∩ R[b] 6= ∅ pro nějaké a, b ∈ A. To
znamená, že existuje c ∈ R[a] ∩ R[b]. Proto a R c a b R c. Ze symetrie relace R dostáváme a R c,
c R b; tud́ıž z tranzitivity relace R máme a R b. Nyńı použijeme-li opět symetrii relace R dostáváme
i b R a.

Vezměme nyńı některý prvek d ∈ R[a]. Pak plat́ı b R a a a R d, proto b R d (použili jsme
tranzitivitu). Proto R[a] ⊆ R[b]. Analogicky se ukáže, že R[b] ⊆ R[a] a proto plat́ı R[a] = R[b].

2.3.9 Už v́ıme, že každé relaci ekvivalence můžeme utvořit rozklad
”
na množiny stejných

prvk̊u“. Ukážeme, že z rozkladu množiny A se dá sestrojit ekvivalence, která má p̊uvodńı rozklad
jako rozklad na tř́ıdy ekvivalence.

Tvrzeńı. Necht’ S je rozklad množiny A. Pak relace RS definovaná:

a RS b právě tehdy, když existuje X ∈ S takové, že a, b ∈ X

je ekvivalence na množině A. �

Zd̊uvodněńı. Protože S je rozklad, každý prvek a ∈ A lež́ı v některé množině rozkladu, tud́ıž
relace RS je reflexivńı. Nav́ıc, být prvkem stejné množiny je symetrická vlastnost, proto je relace
RS i symetrická.

Ukážeme, že RS je tranzitivńı: Předpokládejme, že a RS b a b RS c pro nějaké a, b, c ∈ A. To
znamená, že existuj́ı S1, S2 ∈ S takové, že a, b ∈ S1 a b, c ∈ S2. Máme tedy b ∈ S1 ∩ S2 a proto z
vlastnosti 2 rozkladu v́ıme, že S1 = S2. Odtud a, c ∈ S1 a a RS c.
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2.3.10 Poznámka. Je dobré si uvědomit, že vyjdeme-li od ekvivalence R, utvoř́ıme k ńı rozklad
na jej́ı tř́ıdy ekvivalence S = {R[a] | a ∈ A}, načež k tomuto rozkladu utvoř́ıme (podle předchoźıho
tvrzeńı) opět ekvivalenci RS , pak dostaneme p̊uvodńı ekvivalenci R.

Podobně, kdybychom vyšli od rozkladu, utvořili k němu ekvivalenci a k této ekvivalenci rozklad
na jej́ı tř́ıdy, dostali bychom p̊uvodńı rozklad.

Je proto jedno, zda se na relaci ekvivalence d́ıváme jako na množinu uspořádaných dvojic nebo
s ńı pracujeme jako s rozkladem na množiny těch prvk̊u, které jsou pro nás

”
stejné“ — ekvivalentńı.

Jedná se tedy o dva r̊uzné pohledy na tutéž matematickou realitu.

2.4 Částečné uspořádáńı

Je ještě jeden typ binárńıch relaćı, které v aplikaćıch hraj́ı d̊uležitou roli. Jsou to tzv. částečná
uspořádáńı a částečně uspořádané množiny (v angličtině poset).

Definice. Mějme relaci R na množině A. Relaci R nazveme částečné uspořádáńı na A, jestliže je
reflexivńı, antisymetrická a tranzitivńı.

Částečně uspořádaná množina (v angličtině poset) je dvojice (A,R), kde A je množina a R je
částečné uspořádáńı na množině A. �

Př́ıklady.

1. Relace ≤ na množině reálných č́ısel R je částečné uspořádáńı.

2. Relace
”

býti podmnožinou“ na množině P (U) = {X |X ⊆ U} je částečné uspořádáńı.

3. Relace
”
býti dělitelem“ na množině přirozených č́ısel N je částečné uspořádáńı.

V daľśım textu znač́ıme částečné uspořádáńı mı́sto R symbolem v. To proto, abychom zd̊uraznili,
že relace neńı libovolná, ale je částečným uspořádáńım.

2.4.1 Největš́ı, maximálńı, nejmenš́ı a minimálńı prvek. Máme-li na množině A defino-
vané částečné uspořádáńı v, pak v množině A může a nemuśı existovat největš́ı či nejmenš́ı prvek;
tj. prvek, který je

”
větš́ı“ či

”
menš́ı“ než všechny ostatńı prvky. Kromě těchto mohou existovat

maximálńı či minimálńı prvky, které
”
nejsou menš́ı než žádný jiný prvek“ či

”
nejsou větš́ı než

žádný jiný prvek“. Přesněji:

Definice. Mějme částečně uspořádanou množinu (A,v). Řekneme, že prvek a ∈ A je nejvěťśı
(resp. nejmenš́ı) prvek, jestliže pro každé b ∈ A plat́ı b v a (resp. a v b).

Řekneme, že prvek a ∈ A je maximálńı (resp. minimálńı) prvek, jestliže neexistuje prvek b ∈ A,
b 6= a, takový, že a v b (resp. b v a). �

Poznámka. Jestliže existuje největš́ı (resp. nejmenš́ı) prvek, pak je i maximálńı (resp. minimálńı)
a daľśı maximálńı (resp. minimálńı) prvek neexistuje. Jestliže má uspořádaná množina v́ıc než
jeden maximálńı (resp. minimálńı) prvek, tak nemá největš́ı (resp. nejmenš́ı) prvek. Jsou ovšem i
př́ıklady částečně uspořádaných množin, které nemaj́ı ani maximálńı, ani minimálńı prvky.
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Kapitola 3

Celá č́ısla

3.1 Celá č́ısla a jejich vlastnosti

Znalost a pochopeńı celých č́ısel a jejich vlastnost́ı je základ mnoha aplikaćı; za všechny uved’me
kódováńı a šifrováńı. A právě znalosti potřebné k těmto aplikaćım probereme v této kapitole.

Nejprve připomeneme známá fakta ze středńı školy o děleńı celých č́ısel. Jedná se o děleńı se
zbytkem (tj. o celoč́ıselné děleńı), pojem společného dělitele a největš́ıho společného dělitele, pojmy
prvoč́ısla, č́ısla složená a č́ısla nesoudělná. Znalosti rozš́ı̌ŕıme o Euklid̊uv algoritmus pro nalezeńı
největš́ıho společného dělitele a jeho d̊usledky, speciálně d̊usledky pro řešeńı diofantických rovnic
— lineárńıch rovnic, kde hledáme pouze celoč́ıselná řešeńı.

3.1.1 Věta o děleńı. Pro každá dvě celá č́ısla a, b, b > 0, existuj́ı celá č́ısla q, r taková, že

a = q b+ r, 0 ≤ r < b.

Tato č́ısla jsou určena jednoznačně. �

3.1.2 Poznámky: 1. Č́ıslo q z předchoźı věty se nazývá částečný pod́ıl a č́ıslo r zbytek při děleńı
č́ısla a č́ıslem b.

2. S větou o děleńı jste se setkali hlavně v př́ıpadě přirozených č́ısel. Pro kladná č́ısla a, b neńı
třeba dokazovat existenci částečného pod́ılu a zbytku; jedná se o použit́ı ṕısemného děleńı.

My jsme formulovali větu o děleńı i pro záporná č́ısla a. Ukážeme, že i v tomto př́ıpadě q a r
existuj́ı. Jestliže je a záporné, nejprve vyděĺıme |a| č́ıslem b, tj. máme |a| = q′b+ r′ pro 0 ≤ r′ < b,
q′ ≥ 0.

Protože a < 0, tak a = −q′b− r′. Jestliže r′ = 0, polož́ıme r = 0 a q = −q′.
Jestliže a < 0 a r′ > 0. V takovém př́ıpadě plat́ı a = −(q′ + 1)b + b − r′ a b − r′ > 0. Proto

polož́ıme q = −(q′ + 1) a r = b− r′.

Ukážeme si postup na př́ıkladu. Při děleńı č́ısla a = −7, b = 4, vyděĺıme č́ıslo 7 č́ıslem 4 a
dostáváme 7 = 1 ·4 + 3, tedy −7 = (−1) ·4−3 = (−2) ·4 + 4−3. Zbytek při děleńı je r = 4−3 = 1
a částečný pod́ıl je −2. Ano, −7 = (−2) · 4 + 1 a 1 < 4.

3.1.3 Důkaz jednoznačnosti ve větě o děleńı. Ještě dokážeme jednoznačnost částečného
pod́ılu a zbytku. Předpokládejme, že by č́ısla q a r z 3.1.1 nebyla jednoznačná; tj. pro některá č́ısla
a, b by existovala č́ısla q1, r1 a q2, r2, kde 0 ≤ r1, r2 < b takové, že

a = q1 b+ r1, a a = q2 b+ r2.

Pak
q1 b+ r1 = q2 b+ r2, tj. (q1 − q2) b = r2 − r1.

Protože |r2 − r1| < b se má rovnat násobku č́ısla b, muśı q1 − q2 = 0 (v opačném př́ıpadě by
|q1− q2| b ≥ b). To ale znamená, že q1 = q2 a r1 = r2. Ukázali jsme, že částečný pod́ıl i zbytek jsou
jediné.
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3.1.4 Daľśı známé pojmy.

Relace dělitelnosti. Celé č́ıslo b děĺı celé č́ıslo a jestliže a = k · b pro nějaké celé č́ıslo k. Tento
fakt znač́ıme b | a.

Jestliže b | a ř́ıkáme také, že a je násobkem č́ısla b. �

Prvoč́ıslo, složené č́ıslo. Přirozené č́ıslo p se nazývá prvoč́ıslo, jestliže p > 1 a p je dělitelné pouze
1 a p. Přirozené č́ıslo n > 1 se nazývá složené, jestliže neńı prvoč́ıslo; jinými slovy má dělitele r
takového, že 1 < r < n. �

Všimněte si, že

1. 0 děĺı sebe sama. Ano, např́ıklad plat́ı 0 = 1 · 0 a 1 je celé č́ıslo.

2. Je-li b > 0, pak b děĺı a právě tehdy, když je zbytek při děleńı č́ısla a č́ıslem b roven 0.

3. Č́ıslo 1 neńı ani složené, ani prvoč́ıslo.

3.1.5 Společný dělitel, největš́ı společný dělitel, nesoudělná č́ısla.

Definice.

1. Č́ıslo c je společný dělitel č́ısel a, b, jestliže c | a a c | b.

2. Č́ıslo d je nejvěťśı společný dělitel a, b, jestliže

• d ≥ 0,

• d je společný dělitel a, b, tj. d | a a d | b,
• a kdykoli je c společný dělitel a, b, pak c | d.

Největš́ı společný dělitel č́ısel a, b znač́ıme gcd(a, b).

3. Č́ısla a, b se nazývaj́ı nesoudělná, jestliže gcd(a, b) = 1.

�

3.1.6 Poznámky.

1. Pro každé celé nezáporné č́ıslo a je a = gcd(a, 0).

2. Jestliže kladné č́ıslo a děĺı b, pak gcd(a, b) = a.

3. Pro každá celá č́ısla a, b je gcd(a, b) = gcd(−a, b) = gcd(a,−b) = gcd(−a,−b).

3.1.7 Euklid̊uv algoritmus. Na středńı škole jste největš́ı společný dělitel dvou č́ısel a, b
źıskávali z rozkladu č́ısel a, b na součin prvoč́ısel. Pro velká č́ısla je to ale velmi zdlouhavá metoda,
protože problém nalezeńı prvoč́ıselného rozkladu velkého č́ısla je velmi obt́ıžný. Euklid̊uv algoritmus
dává rychlou možnost, jak gcd(a, b) naj́ıt a to bez znalosti prvoč́ıselného rozkladu.

Euklid̊uv algoritmus.

Vstup: přirozená č́ısla a, b, b 6= 0.
Výstup: d = gcd(a, b).

1. (Inicializace)
z := a, t := b;

2. (Výpočet částečného pod́ılu a zbytku.)
repeat

do z = q · t+ r;
z := t, t := r.

until t = 0.
3. (Největš́ı společný dělitel)

d := z.
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16 [210912-1647 ] Kapitola 3. Celá č́ısla

3.1.8 Správnost Euklidova algoritmu vyplývá z následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı. Dvojice č́ısel z, t a dvojice č́ısel t, r z Euklidova algoritmu maj́ı stejné společné dělitele
(tedy i největš́ıho společného dělitele).

Zd̊uvodněńı předchoźıho tvrzeńı je jednoduché; stač́ı si uvědomit, že r = z − q t (q je částečný
pod́ıl, r zbytek při děleńı č́ısla z). Proto každý společný dělitel č́ısel z, t je také dělitelem r, tj.
společným dělitelem t, r.

Naopak každý společný dělitel č́ısel t, r je také dělitelem č́ısla z, protože z = q t+ r.

3.1.9 Bezoutova věta. Následuj́ıćı věta má velký význam při řešeńı lineárńıch rovnic, kdy
hledáme pouze celoč́ıselná řešeńı. K d̊ukazu této věty využijeme Euklid̊uv algoritmus, který trochu

”
rozš́ı̌ŕıme“.

Bezoutova věta. Jsou dána přirozená č́ısla a, b, označme d = gcd(a, b). Pak existuj́ı celá č́ısla x, y
tak, že

ax+ by = d.

�
Důkaz Bezoutovy věty vyplývá z rozš́ı̌reného Euklidova algoritmu, který pro každá dvě přirozená
č́ısla a, b zkonstruuje celá č́ısla x, y z Bezoutovy věty.

3.1.10 Rozš́ı̌rený Euklid̊uv algoritmus.

Vstup: přirozená č́ısla a, b, b 6= 0.
Výstup: d = gcd(a, b) a celá č́ısla x, y taková, že ax+ by = d.

1. (Inicializace)
z := a, xz := 1, yz := 0, t := b, xt := 0, yt := 1;

2. (Výpočet částečného pod́ılu a zbytku)
repeat

do z = q t+ r, xr := xz − q xt, yr := yz − q yt;
z := t, xz := xt, yz := yt
t := r, xt := xr, yt := yr.

until t = 0
3. (Největš́ı společný dělitel a č́ısla x a y)

d := z, x := xz, y := yz.

Zd̊uvodněńı správnosti rozš́ı̌reného Euklidova algoritmu je podobné jako v 3.1.7. Plat́ı totiž
následuj́ıćı:

Předpokládejme, že plat́ı z = a xz + b yz a t = a xt + b yt. Pak

r = z − q t = a xz + b yz − q (a xt + b yt) = a (xz − q xt) + b (yz − q yt).

Z předcházej́ıćı rovnosti je jasné, že č́ısla xr a yr jsou v rozš́ı̌reném Euklidově algoritmu určena
správně.

3.1.11 Důsledky. 1) Jsou dána dvě nesoudělná č́ısla a, b. Jestliže č́ıslo a děĺı součin b · c, pak a
děĺı č́ıslo c.

2) Jestliže prvoč́ıslo p děĺı součin a · b, pak p děĺı aspoň jedno z č́ısel a, b. �

Zd̊uvodněńı: Nejprve ukážeme prvńı část tvrzeńı. Předpokládejme, že č́ısla a a b jsou nesoudělná.
Pak podle Bezoutovy věty existuj́ı celá č́ısla x, y taková, že

1 = a x+ b y.

Vynásobme tuto rovnici č́ıslem c a dostaneme

c = (ac)x+ (bc) y.

Č́ıslo a děĺı součin ac, dále v́ıme (z předpokladu), že a děĺı i součin bc. Proto č́ıslo a děĺı i č́ıslo c.

Nyńı druhá část tvrzeńı vyplývá z faktu, že jestliže č́ıslo a je soudělné s prvoč́ıslem p, pak p
děĺı a.
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3.2 Něco o prvoč́ıslech

Pro zv́ıdavé studenty uvád́ıme ještě několik fakt̊u týkaj́ıćıch se prvoč́ısel. Prvńı věta se týká
existence rozkladu přirozeného č́ısla větš́ıho než 1 na součin vhodných prvoč́ısel, tzv. prvoč́ıselný
rozklad č́ısla.

3.2.1 Věta. Pro každé přirozené č́ıslo n > 1 existuj́ı prvoč́ısla p1, . . . , pk a kladná celá č́ısla
r1, . . . , rk tak, že

n = pr11 pr22 . . . , prkk . (3.1)

Je-li nav́ıc p1 < p2 < . . . < pk, pak je rozklad 3.1 jednoznačný. �

Myšlenka d̊ukazu. Existence rozkladu se dá dokázat (silnou) matematickou indukćı. Základńı
krok je jednoduchý: č́ıslo 2 je prvoč́ıslo, tud́ıž k z věty je 1 a p1 = 2.

Předpokládejme, že se všechna č́ısla 1 < i < n, n ≥ 3, daj́ı napsat jako součin mocnin prvoč́ısel.
Uvažujme č́ıslo n; nyńı bud’ je n prvoč́ıslo a tud́ıž k = 1 a p1 = n, nebo je n složené č́ıslo. V druhém
př́ıpadě plat́ı n = r s, kde 1 < r, s < n. Můžeme proto na r i s použ́ıt indukčńı předpoklad, tj.
jak r, tak s maj́ı rozklad na součin mocnin prvoč́ısel. Nyńı je jednoduché źıskat z těchto rozklad̊u
i prvoč́ıselný rozklad n = r s.

Jednoznačnost rozkladu se dokáže pomoćı druhého tvrzeńı v d̊usledćıch 3.1.11.

3.2.2 Uvedeme ještě dvě věty týkaj́ıćı se prvoč́ısel; prvńı z nich ř́ıká, že množina všech prvoč́ısel
je nekonečná, tud́ıž muśı být spočetná. Ano je to nekonečná podmnožina množiny přirozených č́ısel.
Tato věta má jednoduchý d̊ukaz, který uvedeme.

Naproti tomu druhou větu neńı jednoduché dokázat a my zde d̊ukaz neuvád́ıme.

Věta. (Euklid) Prvoč́ısel je nekonečně mnoho. �

Zd̊uvodněńı: Předpokládejme, že existuje jen konečně mnoho prvoč́ısel, řekněme p1, p2, . . . , pk
jsou všechna prvoč́ısla. Uvažujme č́ıslo N = p1p2 . . . pk + 1. Podle předchoźı věty se dá toto
č́ıslo napsat jako součin mocnin prvoč́ısel. Ale to neńı možné, protože N neńı dělitelné žádným
prvoč́ıslem p1, . . . , pk. Dostali jsme spor s předpokladem, že p1, p2, . . . , pk byla všechna prvoč́ısela.
Neńı proto pravda, že by prvoč́ısel bylo konečně mnoho.

Věta. Pro každá dvě nesoudělná č́ısla a, b, a ≥ 2, je mezi č́ısly an + b, kde n je přirozené č́ıslo,
nekonečně mnoho prvoč́ısel. �

3.3 Diofantické rovnice.

Rozš́ı̌rený Euklid̊uv algoritmus a Bezoutovu větu použijeme k řešeńı lineárńı diofantické rovnice o
dvou proměnných. To, že o rovnici s koeficienty z množiny celých č́ısel prohláśıme, že je diofantická,
znamená, že nás nezaj́ımaj́ı všechna reálná řešeńı, ale jenom celoč́ıselná řešeńı. Budeme se zabývat
následuj́ıćı úlohou:

3.3.1 Pro daná celá č́ısla a, b, c najděte všechna celá č́ısla x, y, která jsou řešeńım rovnice

ax+ by = c. (3.2)

Je zřejmé, že ne každá rovnice 3.2 má celoč́ıselné řešeńı. Následuj́ıćı tvrzeńı charakterizuje
rovnice, které celoč́ıselné řešeńı maj́ı.

Tvrzeńı. Rovnice 3.2 má aspoň jedno řešeńı v oboru celých č́ısel právě tehdy, když č́ıslo c je
násobkem největš́ıho společného dělitele gcd(a, b). �

Zd̊uvodněńı: Označme d = gcd(a, b). Jestliže č́ıslo c je násobkem d, řekněme: c = k d, pak stač́ı
naj́ıt č́ısla x′, y′ z Bezoutovy věty, tj.

d = a x′ + b y′ a dostáváme c = kd = a (kx′) + b (ky′).
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Nyńı x := kx′ a y := ky′ je jedno z celoč́ıselných řešeńı rovnice 3.2. Předpokládejme, že opravdu

existuj́ı celá č́ısla x, y taková, že

c = a x+ b y.

Pak každý společný dělitel č́ısel a, b také děĺı č́ıslo c; mezi jinými i největš́ı společný dělitel gcd(a, b)
děĺı č́ıslo c.

3.3.2 Postup řešeńı diofantických rovnic (3.2). Lineárńı diofantické rovnice řeš́ıme následuj́ıćım
zp̊usobem:

1. Pomoćı rozš́ı̌reného Euklidova algoritmu najdeme jedno řešeńı x0, y0 nehomogenńı rovnice
3.2 nebo zjist́ıme, že rovnice nemá řešeńı.

2. Řeš́ıme přidruženou homogenńı rovnici a x + b y = 0 a to takto: Rovnici nejprve zkrát́ıme
č́ıslem gcd(a, b); obecné řešeńı homogenńı rovnice a1 x+b1 y = 0, kde a1 a b1 jsou nesoudělné,
je x = b1k, y = −a1k pro libovolné k ∈ Z.

3. Obecné řešeńı rovnice 3.2 je

x = x0 + b1 k, y = y0 − a1 k, k ∈ Z.

Předchoźı postup je zd̊uvodněn dvěma následuj́ıćımi tvrzeńımi. Prvńı tvrzeńı je zřejmé a nevyžaduje
žádné speciálńı zd̊uvodněńı, protože vyplývá z d̊usledku 3.1.11.

3.3.3 Tvrzeńı. Rovnice ax+ by = 0 má vždy nekonečně mnoho řešeńı. Jsou-li a, b nesoudělná,
pak každé řešeńı této rovnice je tvaru x = kb, y = −ka pro nějaké celé č́ıslo k. �

3.3.4 Tvrzeńı. Jestliže č́ıslo c je násobkem největš́ıho společného dělitele č́ısel a, b, pak každé
celoč́ıselné řešeńı rovnice 3.2 je tvaru

x = x0 + kb1, y = y0 − ka1,

kde x0, y0 je jedno celoč́ıselné řešeńı rovnice 3.2, a1 = a
gcd(a,b) , b1 = b

gcd(a,b) a k je libovolné celé

č́ıslo.

Zd̊uvodněńı je obdobné tomu, které máte v lineárńı algebře:

Jsou-li x1, y1 a x2, y2 dvě řešeńı nehomogenńı rovnice, pak jejich rozd́ıl x1−x2, y1−y2 je řešeńım
přidružené homogenńı rovnice.

Dále, je-li x1, y1 řešeńı nehomogenńı rovnice a x0, y0 řešeńı přidružené homogenńı rovnice, pak
jejich součet x1 + x0, y1 + y0 je řešeńım nehomogenńı rovnice.

Na závěr si stač́ı uvědomit, že je-li x1, y1 jedno řešeńı nehomogenńı rovnice, pak libovolné řešeńı
x, y nehomogenńı rovnice je rovno x = x1 + (x− x1), y = y1 + (y − y1).

3.4 Kongruence modulo n

Poznatky o ekvivalenćıch i o celých č́ıslech využijeme ke konstrukci tzv. kongruence modulo n.
Tř́ıdy této ekvivalence nám pak umožńı zavést nové

”
poč́ıtáńı“, jiné než s reálnými č́ısly, a přesto

některá nová poč́ıtáńı budou mı́t všechny vlastnosti, které plat́ı pro reálná č́ısla.

3.4.1 Definice. Je dáno přirozené č́ıslo n > 1. Řekneme, že celá č́ısla a, b jsou kongruentńı
modulo n, ṕı̌seme a ≡ b (modn), jestliže jejich rozd́ıl a− b je dělitelný č́ıslem n. �
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3.4.2 Jiná charakterizace kongruence modulo n. Někdy je výhodněǰśı použ́ıvat i jinou
charakterizaci dvojic č́ısel, které jsou v relaci modulo n. Z následuj́ıćıch dvou je užitečná hlavně
druhá charakteristika.

Tvrzeńı. Je dáno přirozené č́ıslo n > 1. Pak

1. a ≡ b (modn) právě tehdy, když a = b+ kn pro nějaké celé č́ıslo k;

2. a ≡ b (modn) právě tehdy, když č́ısla a i b maj́ı stejné zbytky při děleńı č́ıslem n.

�
Zd̊uvodněńı. 1. Je zřejmé, že a − b je dělitelné č́ıslem n, tj. a − b = kn pro nějaké k ∈ Z, právě
tehdy, když a = b+ kn.

2. Z věty o děleńı v́ıme, že a = q1 n+ z1 a b = q2 n+ z2, kde 0 ≤ z1, z2 < n. Jsou-li zbytky při
děleńı stejné, tj. jestliže se z1 = z2, pak a− b = (q1 − q2)n a plat́ı a ≡ b (modn).

Jsou-li zbytky r̊uzné, pak a− b = (q1 − q2)n+ (z1 − z2). Přitom 0 < |z1 − z2| < n a tud́ıž a− b
neńı dělitelné n, tj. neplat́ı a ≡ b (modn).

3.4.3 Relace modulo n je ekvivalence.

Věta. Relace modulo n na množině celých č́ısel je relace ekvivalence. Přesněji: pro každá celá č́ısla
a, b a c plat́ı

1. a ≡ a (modn);

2. jestliže a ≡ b (modn), pak i b ≡ a (modn);

3. jestliže a ≡ b (modn) a b ≡ c (modn), pak a ≡ c (modn).
�

Zd̊uvodněńı. Fakt, že relace modulo n je reflexivńı a symetrická, je zřejmý. K tomu, abychom
ověřili tranzitivitu relace, použijeme ekvivalentńı podmı́nku 2 z tvrzeńı 3.4.2. Jestliže č́ısla a, b maj́ı
stejný zbytek při děleńı n, a také č́ısla b, c maj́ı stejný zbytek při děleńı n, pak totéž plat́ı i pro
č́ısla a, c.

3.4.4 Vlastnosti ekvivalence modulo n. Ekvivalence modulo n má ještě daľśı vlastnosti.
Ukážeme si ty nejd̊uležitěǰśı v následuj́ıćım tvrzeńı a jeho d̊usledćıch.

Tvrzeńı. Jestliže pro celá č́ısla a, b, c a d plat́ı a ≡ b (modn) a c ≡ d (modn), pak

(a+ c) ≡ (b+ d) (modn) a také (a · c) ≡ (b · d) (modn).

Zd̊uvodněńı. Předpokládejme, že a ≡ b (modn) a c ≡ d (modn). Pak a = b + kn a c = d + ln
pro nějaká k, l ∈ Z. Proto a+ c = b+ d+ (k+ l)n a a · c = (b+ kn)(d+ ln) = bd+ (bl+ dk+ kln)n.

Důsledky. Jestliže pro celá č́ısla a, b plat́ı a ≡ b (modn), pak plat́ı

1. ra ≡ rb (modn) pro každé celé č́ıslo r.

2. ak ≡ bk (modn) pro každé přirozené č́ıslo k.

3. Jestliže ai ≡ bi (modn) pro každé i = 0, . . . , k, a jestliže r0, . . . , rk jsou libovolná celá č́ısla,
pak

(r0 a0 + . . .+ rk ak) ≡ (r0 b0 + . . .+ rk bk) (modn).

�
Zd̊uvodněńı. 1. K d̊ukazu stač́ı použ́ıt předcházej́ıćı tvrzeńı 3.4.4 na dvojici r ≡ r (modn) a
a ≡ b (modn).

2. Pro k = 0 je a0 = 1 = b0, tedy vlastnost plat́ı; pro k = 1 je daná vlastnost předpoklad.

Z předcházej́ıćıho tvrzeńı v́ıme, že a2 ≡ b2 (modn) (použili jsme a ≡ b (modn) a a ≡
b (modn)). Nyńı z a ≡ b (modn) a a2 ≡ b2 (modn) dostáváme a3 ≡ b3 (modn), obdobně
a4 ≡ b4 (modn), atd. (Formálńı d̊ukaz se vede indukćı a to podle n.)

3. Zde se jedná i opakované použit́ı bod̊u 1 a 2. Formálně přesně by se tvrzeńı dokazovalo
indukćı podle k.
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3.4.5 Aplikace. Výše uvedené d̊usledky můžeme využ́ıt k tomu, abychom dokázali pravdivost
test̊u dělitelnosti 3, 4, 5, 7, 9, 11 a 13. Všechny testy maj́ı stejný základ: jsou založeny na tom, že
pro tato č́ısla umı́me naj́ıt zbytky při děleńı mocnin 10 těmito č́ısly. Na přednášce testy odvod́ıme.

3.4.6 Z tvrzeńı v 3.4.4 v́ıme, že relaci modulo n můžeme
”
násobit“. S kráceńım je situace ale

složitěǰśı, viz následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı. Jestliže ra ≡ rb (modn) pro nějaká celá č́ısla r, a, b a přirozené č́ıslo n, pak

a ≡ b
(

mod
n

gcd(n, r)

)
.

�
Zd̊uvodněńı. Vı́me, že ra − rb = kn pro nějaké celé č́ıslo k. Odtud r(a − b) = kn. Označme
d = gcd(r, n). Dostáváme r = sd, n = md, nav́ıc jsou č́ısla s a m nesoudělná. Dosad́ıme do
předchoźı rovnosti a máme

sd(a− b) = kmd a po kráceńı s(a− b) = km.

Protože jsou č́ısla s a m nesoudělná a s děĺı součin km, muśı s dělit k. Odtud s(a− b) = slm (pro
nějaké l ∈ Z) a a− b = lm. Ukázali jsme, že a ≡ b (modm), tj. a ≡ b (mod n

gcd(n,r) ).

3.4.7 Daľśı otázka, kterou si polož́ıme, je, zda je možné
”
řešit“ některé rovnice modulo n. Jde-

li pouze o sč́ıtáńı, je situace jednodušš́ı, chceme-li řešit rovnice s násobeńım, potřebujeme řešit
diofantické rovnice.

1. Jsou dána celá č́ısla a, b a přirozené č́ıslo n > 1. Máme naj́ıt všechna celá č́ısla x, pro která plat́ı

(a+ x) ≡ b (modn). (3.3)

Tato úloha má vždy jediné řešeńı a to x ≡ (b− a) (modn).

2. Jsou dána celá č́ısla a, b a přirozené č́ıslo n > 1. Máme naj́ıt všechna celá č́ısla x, pro která plat́ı

a x ≡ b (modn). (3.4)

Tato úloha nemuśı mı́t vždy řešeńı. Např. neexistuje celé č́ıslo x, pro které 2x ≡ 3 (mod 4).
Následuj́ıćı tvrzeńı ř́ıká za jakých podmı́nek řešeńı existuje.

3.4.8 Tvrzeńı. Rovnice 3.4 má řešeńı právě tehdy, když č́ıslo b je násobkem největš́ıho
společného dělitele gcd(a, n). V takovém př́ıpadě najdeme všechna č́ısla x jako řešeńı diofantické
rovnice

ax+ ny = b. (3.5)

�
Zd̊uvodněńı. Ano, ax ≡ b (modn) znamená ax−b = kn pro nějaké celé č́ıslo k. Nejprve přeṕı̌seme
tuto rovnici na ax − kn = b a pak provedeme substituci y = −k. Dostali jsme požadovanou
diofantickou rovnici 3.5.

3.4.9 Uvedeme ještě jedno tvrzeńı týkaj́ıćı se relaćı modulo n.

Tvrzeńı. Předpokládejme, že pro dvě celá č́ısla a, b plat́ı a ≡ b (modn) a a ≡ b (modm), m,n > 1.
Pak pro nesoudělná č́ısla m,n plat́ı i a ≡ b (modnm).

Zd̊uvodněńı. Vı́me, že a − b = kn a a − b = lm pro nějaká č́ısla k, l ∈ Z. Odtud dostáváme
kn = lm pro nějaká k, l ∈ Z. Č́ısla n a m jsou nesoudělná a n děĺı součin lm. Proto n děĺı l a
a− b = r (nm). Ukázali jsem a ≡ b (modnm).
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3.4. Kongruence modulo n [210912-1647 ] 21

3.4.10 Eulerova funkce. V daľśım textu využijeme Eulerovu funkci, která pro dané přirozené
č́ıslo n > 1 udává počet kladných č́ısel nesoudělných s n a menš́ıch než n.

Definice. Je dáno přirozené č́ıslo n > 1. Pak hodnota Eulerovy funkce φ(n) je rovna počtu všech
přirozených č́ısel i, 0 ≤ i < n, která jsou nesoudělná s č́ıslem n. Tj.

φ(n) = |{i | 0 < i < n, gcd(i, n) = 1}|.

�

Tedy např. φ(6) = 2, protože mezi 0 a 6 jsou pouze dvě č́ısla nesoudělná s č́ıslem 6 a to 1 a 5.

3.4.11 Vlastnosti Eulerovy funkce. Následuj́ıćı tvrzeńı nám pomáhá určit hodnotu Eulerovy
funkce, ovšem pouze za předpokladu, že známe prvoč́ıselný rozklad č́ısla.

Tvrzeńı.
1. Je-li p prvoč́ıslo, pak φ(p) = p− 1.

2. Je-li n = pk pro nějaké prvoč́ıslo p, pak φ(n) = pk − pk−1.

3. Jestliže n a m jsou nesoudělná přirozená č́ısla, pak φ(nm) = φ(n) · φ(m).

�
Zd̊uvodněńı. 1 a 2. Je-li p prvoč́ıslo, pak všechna č́ısla 1, 2, . . . , p−1 jsou nesoudělná s p. Soudělná
č́ısla mezi 0 a pk − 1 jsou všechna č́ısla dělitelná p. Vyděĺıme-li každé z nich č́ıslem p, dostaneme
všechna č́ısla mezi 0 a pk−1. Proto φ(pk) = pk − pk−1.

Zd̊uvodněńı vlastnosti 3 je obt́ıžněǰśı. Nejjednodušš́ı je použ́ıt k d̊ukazu č́ınskou větu o zbytćıch,
o které budeme mluvit později.

Dř́ıve než ukážeme šifrovaćı systém RSA, uvedeme tzv. malou Fermatovu větu, která je
základem tohoto šifrovaćıho systému.

3.4.12 Malá Fermatova věta. Přestože tato věta má i elementárńı d̊ukaz, neuvád́ıme ho; věta
je jednoduchým d̊usledkem vlastnost́ı konečných grup a dokážeme ji až budeme prob́ırat vlastnosti
konečných grup.

Věta. Jestliže č́ıslo a je nesoudělné s prvoč́ıslem p, pak

ap−1 ≡ 1 (mod p).

�
Poznámka. Z malé Fermatovy věty vyplývá toto: Je-li p prvoč́ıslo, pak pro každé celé č́ıslo a plat́ı

ap ≡ a (mod p)

Je-li totiž a soudělné s prvoč́ıslem p, pak je a dělitelné p a tud́ıž a ≡ 0 (mod p). Proto
ap ≡ 0 ≡ a (mod p). Pro nesoudělná č́ısla a stač́ı obě strany ekvivalence vynásobit č́ıslem a.

Malá Fermatova věta je základem šifrovaćıho systému RSA, jednoho z tzv. šifrovaćıch systémů
s veřejným kĺıčem.

3.4.13 Aplikace — RSA. Alice chce od Boba (či někoho jiného) dostávat tajné zprávy. Alice
si zvoĺı dvě velká prvoč́ısla p a q (za velká se zde považuj́ı č́ısla aspoň patnáctimı́stná) a spoč́ıtá
jejich součin N = pq.

Dále Alice zvoĺı č́ıslo eA, které je nesoudělné s φ(N) = (p − 1)(q − 1). K č́ıslu eA najde č́ıslo
dA tak, aby

eA · dA ≡ 1 (modφ(N)).

Takové č́ıslo existuje, viz. 3.4.8. Č́ıslo eA se nazývá šifrovaćı index a č́ıslo dA se nazývá dešifrovaćı
index.

Alice zveřejńı: N a eA; Alice utaj́ı: dA, tedy i φ(N) a proto p, q.
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Bob chce poslat Alici č́ıslo x, x < N . Bob spoč́ıtá

xeA ≡ y (modN), 0 ≤ y < N,

a pošle Alici č́ıslo y. Alice přijme č́ıslo y a spoč́ıtá

ydA ≡ z (modN), 0 ≤ z < N.

Věta.
x = z.

�
Myšlenka d̊ukazu správnosti RSA. Vı́me, že

z ≡ ydA (modN), y ≡ xeA (modN).

Proto
z ≡ xeA·dA (modN).

Nav́ıc eA · dA = 1 + k (p− 1) (q − 1) pro nějaké celé č́ıslo k ∈ Z.

Nejprve ukážeme, že z ≡ x (mod p). K tomu stač́ı si uvědomit, že pro každé přirozené č́ıslo
s > 0 máme

x1+s(p−1) ≡ x1+p−1+(s−1)(p−1) ≡ xp x(s−1)(p−1) ≡ xx(s−1)(p−1) ≡ x1+(s−1)(p−1) (mod p).

(Využili jsme poznámku za malou Fermatovou větou, speciálně xp ≡ x (mod p).) Nyńı

xeAdA = x1+(k(q−1))(p−1) = x1+s(p−1) = ... = x1+(p−1) ≡ x (mod p).

Obdobně se dá ukázat, že z ≡ x (mod q).

Protože p a q jsou nesoudělná (jsou to r̊uzná prvoč́ısla), dostáváme s využit́ım tvrzeńı 3.4.9

z ≡ x (modN), kde N = p · q.

Nyńı si stač́ı uvědomit, že 0 ≤ x, z < N , a proto

x = z.

3.5 Č́ınská věta o zbytćıch

V minulém odstavci jsme řešili rovnice, které obsahovaly kongruenci modulo n. Nyńı nás čeká
trochu jiný úkol: Naj́ıt celé č́ıslo takové, že má předepsané zbytky při děleńı r̊uznými přirozenými
č́ısly větš́ımi než 1. Č́ınská věta o zbytćıch ukazuje př́ıpad, kdy takové č́ıslo vždy existuje.

3.5.1 Č́ınská věta o zbytćıch. Jsou dána přirozená č́ısla m1, m2, . . . ,mk po dvou nesoudělná.
Pak pro libovolná celá č́ısla a1, a2, . . . , ak existuje celé č́ıslo x takové, že

x ≡ a1 (modm1)
x ≡ a2 (modm2)
. . .
x ≡ ak (modmk)

(3.6)

Nav́ıc, jestliže nějaké celé č́ıslo y také splňuje 3.6, pak nutně x ≡ y (modN), kde N je součin všech
č́ısel mi, tj. N = m1m2 . . .mk. �

Myšlenka d̊ukazu — nalezeńı x splňuj́ıćı 3.6. K d̊ukazu stač́ı, abychom našli celá č́ısla q1, q2,
. . . , qk taková, že pro každé i = 1, 2, . . . , k plat́ı

qi ≡ 1 (modmi) a qi ≡ 0 (modmj) pro j 6= i. (3.7)
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Pak námi hledané č́ıslo x bude mı́t tvar:

x = a1 q1 + a2 q2 + . . .+ ak qk.

Č́ısla q1, q2, . . . , qk nalezneme např. takto: Utvoř́ıme č́ıslo Mi, které je součinem všech mj , j 6= i.
Protože jsou č́ısla m1, m2, . . . , mk po dvou nesoudělná, jsou nesoudělná i č́ısla mi a Mi. Proto
(podle Bezoutovy věty) existuj́ı celá č́ısla t1 a t2 taková, že

mit1 +Mit2 = 1.

Nyńı č́ıslo qi = Mit2 má požadované vlastnosti. Ano, Mit2 je dělitelné všemi mj pro j 6= i a
Mit2 ≡ 1 (modmi).

3.5.2 Poznámka. Č́ıslo x z 3.6 může pro některé a1, . . . , ak existovat i v př́ıpadě, že č́ısla
m1, . . . ,mk nejsou po dvou nesoudělná. V takovém př́ıpadě ale x neexistuje pro každé a1, . . . , ak.

3.6 Zbytkové tř́ıdy

Nyńı již můžeme zavést
”
nové poč́ıtáńı“.

3.6.1 Zbytkové tř́ıdy modulo n Vı́me, že relace modulo n je relace ekvivalence na množině
celých č́ısel. Novými

”
č́ısly“ v novém poč́ıtáńı budou tř́ıdy ekvivalence modulo n.

Definice. Zbytková tř́ıda modulo n obsahuj́ıćı č́ıslo i ∈ Z je

[i]n = {j | j = i+ kn pro nějaké k ∈ Z}. (3.8)

Množinu všech r̊uzných zbytkových tř́ıd znač́ıme Zn, je tedy

Zn = {[0]n, [1]n, . . . , [n− 1]n}.

�
Poznamenejme, že množiny [i]n se nazývaj́ı zbytkové tř́ıdy proto, že do [i]n patř́ı všechna celá

č́ısla, která maj́ı stejný zbytek při děleńı č́ıslem n jako č́ıslo i. Také si uvědomte, že množina Zn je
vlastně faktorová množina celých č́ısel podle ekvivalence modn.

3.6.2 Poč́ıtáńı se zbytkovými tř́ıdami. Z tvrzeńı 3.4.4 v́ıme, že ekvivalence modulo n

”
zachovává“ operace sč́ıtáńı a násobeńı. Vlastnosti, které jsme uvedli, se daj́ı přeformulovat:

Jestliže vybereme libovolné č́ıslo a z [i]n a libovolné č́ıslo b z [j]n, pak č́ıslo a+ b lež́ı v [i+ j]n a
č́ıslo a · b lež́ı v [i · j]n. To nám umožňuje definovat na množině zbytkových tř́ıd Zn operace sč́ıtáńı
⊕ a násobeńı � takto:

[i]n ⊕ [j]n = [i+ j]n, [i]n � [j]n = [i · j]n. (3.9)

3.6.3 Vlastnosti operaćı sč́ıtáńı ⊕ a násobeńı �. Následuj́ıćı vlastnosti jednoduše vyplývaj́ı
z definice obou operaćı se zbytkovými tř́ıdami

Tvrzeńı.

1. Sč́ıtáńı ⊕ je asociativńı, tj. pro každá tři celá č́ısla i, j, k plat́ı:

([i]n ⊕ [j]n)⊕ [k]n = [i]n ⊕ ([j]n ⊕ [k]n).

2. Sč́ıtáńı ⊕ je komutativńı, tj. pro každá dvě celá č́ısla i, j plat́ı:

[i]n ⊕ [j]n = [j]n ⊕ [i]n.

3. Tř́ıda [0]n hraje roli “nuly”, tj. pro každé celé č́ıslo i plat́ı:

[0]n ⊕ [i]n = [i]n.
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4. Můžeme odč́ıtat, přesněji pro každou tř́ıdu [i]n existuje tř́ıda −[i]n taková, že

[i]n ⊕ (−[i]n) = [0]n.
�

Uvědomte si, že tř́ıda −[i]n je tř́ıda [−i]n = [n− i]n. Ano, [i]n ⊕ [n− i]n = [n]n = [0]n.

Tvrzeńı.

1. Násobeńı � je asociativńı, tj. pro každá tři celá č́ısla i, j, k plat́ı:

([i]n � [j]n)� [k]n = [i]n � ([j]n � [k]n).

2. Násobeńı � je komutativńı, tj. pro každá dvě celá č́ısla i, j plat́ı:

[i]n � [j]n = [j]n � [i]n.

3. Tř́ıda [1]n hraje roli “jedničky”, tj. pro každé celé č́ıslo i plat́ı:

[1]n � [i]n = [i]n.

�
Nav́ıc mezi sč́ıtáńım ⊕ a násobeńım � plat́ı distributivńı zákon.

Tvrzeńı. Pro každá tři celá č́ısla i, j, k plat́ı

[i]n � ([j]n ⊕ [k]n) = [i]n � [j]n ⊕ [i]n � [k]n.

�

3.6.4 Poznámka. Mezi vlastnostmi operace � nebylo
”
kráceńı“, tj. neuvedli jsme za jakých

podmı́nek pro dané celé č́ıslo i existuje celé č́ıslo j takové, že [i]n � [j]n = [1]n. To je proto, že ne
každá rovnice tvaru [i]n � [x]n = [1]n má řešeńı.

Tvrzeńı. Pro zbytkové tř́ıdy [i]n, [j]n, 0 ≤ i, j < n, existuje zbytková tř́ıda [x]n splňuj́ıćı rovnici

[i]n � [x]n = [j]n (3.10)

právě tehdy, když j je násobek největš́ıho společného dělitele d = gcd(i, n). V takovém př́ıpadě má
rovnice 3.10 d r̊uzných řešeńı.

Speciálně: Ke zbytkové tř́ıdě [i]n existuje zbytková tř́ıda [x]n taková, že

[i]n � [x]n = [1]n (3.11)

právě tehdy, když i a n jsou nesoudělná č́ısla a tato tř́ıda je jediná. �

Zd̊uvodněńı. Rovnici 3.10 můžeme přeformulovat na [ix]n = [j]n a tedy ix = j+ kn, k ∈ Z. Nyńı
je zřejmé, že se jedná o diofantickou rovnici ix + ny = j. Proto tř́ıda [x]n existuje právě tehdy,
když j je násobek gcd(i, n). Z vlastnost́ı řešeńı diofantických rovnic vyplývá, že takových r̊uzných
řešeńı (r̊uzných tř́ıd) je d = gcd(i, n).

3.6.5 Poznámka. Je-li p prvoč́ıslo, pak množina Zp splňuje všechny vlastnosti, na které jsme
zvykĺı z poč́ıtáńı s reálnými č́ısly, tj. vlastnosti, které má sč́ıtáńı a násobeńı reálných č́ısel. Jestliže
n neńı prvoč́ıslo, pak už je situace složitěǰśı. Na př́ıklad, jestliže n = rs, 0 < r < n a 0 < s < n,
pak [r]n � [s]n = [0]n a přitom tř́ıdy [r]n a [s]n jsou obě nenulové. (Znamená to tedy, že takovým
č́ıslem [r]n nebo [s]n nemůžeme krátit.)

3.6.6 Konvence. V daľśım textu zjednoduš́ıme značeńı zbytkových tř́ıd: budeme psát Zn =
{0, 1, . . . , n− 1} mı́sto zdlouhavého Zn = {[0]n, [1]n, . . . , [n− 1]n}; a dále budeme psát + a · mı́sto
⊕ a �. Přitom budeme mı́t na paměti, že mluv́ıme-li o sč́ıtáńı a násobeńı v Zn jedná se vždy o
operace se zbytkovými tř́ıdami a ne operace s celými č́ısly.

Uvědomte si, že při tomto značeńı operaćı v Zn plat́ı: pro každé i, j ∈ Zn
i+ j = k, kde k je zbytek při děleńı součtu č́ısel i a j č́ıslem n;

i · j = l, kde l je zbytek při děleńı součinu č́ısel i a j č́ıslem n.
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Kapitola 4

Binárńı operace

4.1 Grupoidy, pologrupy, monoidy

V minulé kapitole jsme zavedli sč́ıtáńı a násobeńı se zbytkovými tř́ıdami modulo n. Nyńı se
zaměř́ıme na společné vlastnosti obecných

”
poč́ıtáńı“.

4.1.1 Grupoid.

Definice. Binárńı operace na množině S je zobrazeńı množiny všech uspořádaných dvojic S × S
do množiny S. (To znamená, že binárńı operace muśı každým prvk̊um a, b přǐradit výsledek.)

Dvojice (S, ◦), kde S je množina a ◦ je binárńı operace na S, se nazývá grupoid. �

Binárńı operace znač́ıme ·, nebo +, ◦, ∗ atd. (Prvk̊um x, y binárńı operace ◦ přǐrazuje prvek
x ◦ y.)

Př́ıklady grupoid̊u.

1. Sč́ıtáńı na množině všech reálných č́ısel.

2. Sč́ıtáńı na množině všech celých č́ısel.

3. Sč́ıtáńı na množině všech kladných přirozených č́ısel.

4. Násobeńı na množině všech reálných č́ısel.

5. Násobeńı na množině všech celých č́ısel.

6. Násobeńı matic na množině všech reálných čtvercových matic.

7. Sč́ıtáńı na množině Zn.

8. Násobeńı na množině Zn.

9. Odč́ıtáńı na množině celých č́ısel.

Odč́ıtáńı neńı binárńı operace na množině přirozených č́ısel, protože např. výsledek 3− 4 neńı
přirozené č́ıslo.

4.1.2 Neutrálńı prvek. Grupoid může obsahovat prvek, kterým se chová
”
neutrálně“, když s

ńım provád́ıme operaci. Takovému prvku budeme ř́ıkat neutrálńı a ukážeme, že v grupoidu může
existovat nejvýše jeden.

Definice. Máme dán grupoid (S, ◦). Prvek e ∈ S se nazývá neutrálńım (též jednotkovým, nebo
nulovým), jestliže

e ◦ x = x = x ◦ e pro každé x ∈ S. (4.1)

�
Jestliže se operace znač́ı + a ř́ıkáme j́ı sč́ıtáńı, mluv́ıme o neutrálńım prvku. Znač́ıme-li operaci

podobně jako násobeńı, najdete v literatuře většinou termı́n jednotkový prvek. My o jednotkovém
prvku budeme mluvit v př́ıpadě, že na jedné množině budeme mı́t definovány dvě operace – sč́ıtáńı
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(s neutrálńım či nulovým prvkem) a násobeńı (s jednotkovým prvkem). To proto, abychom oba
prvky odlǐsili.

Př́ıklady neutrálńıch prvk̊u.

1. Sč́ıtáńı na množině všech reálných č́ısel stejně jako na množině celých č́ısel má 0 jako neutrálńı
prvek.

2. Násobeńı na množině všech reálných č́ısel stejně jako na množině všech celých č́ısel má 1 jako
neutrálńı prvek.

3. Násobeńı matic na množině všech reálných čtvercových matic má jednotkovou matici jako
sv̊uj neutrálńı prvek.

4. Sč́ıtáńı na množině Zn má tř́ıdu [0]n jako neutrálńı prvek.

5. Násobeńı na množině Zn má tř́ıdu [1]n jako neutrálńı prvvek.

6. Skládáńı zobrazeńı na množině všech zobrazeńı množiny X do sebe má identické zobrazeńı
jako neutrálńı prvek.

Sč́ıtáńı na množině všech kladných přirozených č́ısel nemá neutrálńı prvek. Neexistuje totiž
kladné přirozené č́ıslo e takové, že n+ e = n = e+ n.

4.1.3 Tvrzeńı. Jestliže v grupoidu (S, ◦) existuj́ı prvky e a f takové, že pro každé x ∈ S plat́ı
e ◦ x = x a x ◦ f = x, pak e = f a e je neutrálńı prvek.

Zd̊uvodněńı. Stač́ı se pod́ıvat na e ◦ f . Z vlastnosti prvku e je e ◦ f = f , z vlastnosti prvku f je
e ◦ f = e. Tedy e = f .

Poznamenejme, že předchoźı tvrzeńı také ř́ıká, že jestliže v grupoidu existuje neutrálńı prvek,
pak je jediný.

4.1.4 Pologrupy. Některé binárńı operace mohou splňovat vlastnosti, které umožňuj́ı jed-
nodušš́ı

”
poč́ıtáńı“. Základńı výhodou při poč́ıtáńı je

”
nemuset závorkovat“.

Definice. Máme dánu binárńı operaci ◦ na množině S. Jestliže pro každé x, y, z ∈ S plat́ı

x ◦ (y ◦ z) = (x ◦ y) ◦ z (4.2)

nazývá se množina S spolu s binárńı operaćı ◦ pologrupa. �

Vlastnosti 4.2 ř́ıkáme asociativńı zákon. Pologrupa je tedy každý grupoid, který splňuje
asociativńı zákon.

Př́ıklady pologrup.

1. Sč́ıtáńı na množině všech reálných č́ısel.

2. Sč́ıtáńı na množině všech celých č́ısel.

3. Sč́ıtáńı na množině všech kladných přirozených č́ısel.

4. Násobeńı na množině všech reálných č́ısel.

5. Násobeńı na množině všech celých č́ısel.

6. Násobeńı matic na množině všech reálných čtvercových matic.

7. Násobeńı na množině Zn.

8. Skládáńı zobrazeńı na množině všech zobrazeńı množiny X do sebe.

9. Zřetězeńı na množině všech binárńıch slov.

Př́ıkladem grupoidu, který neńı pologrupou, je např. odč́ıtáńı na množině všech celých č́ısel.
Ano, např. (3− 4)− 1 = −2, kdežto 3− (4− 1) = 0.
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4.1.5 Monoidy. Pro nás má neutrálńı prvek význam hlavně v grupoidech, které splňuj́ı asoci-
ativńı zákon; tedy v pologrupách. Pologrupám s neutrálńım prvkem ř́ıkáme monoidy.

Definice. Monoid je pologrupa, která obsahuje neutrálńı prvek. �

V daľśım textu naṕı̌seme-li (S, ◦, e) je monoid, je e neutrálńı prvek pologrupy (S, ◦).
Zvláštńı př́ıklady monoid̊u neuvád́ıme, student př́ıklady najde mezi př́ıklady pologrup sám.

4.1.6 Invertibilńı prvek. Viděli jsme v minulých kapitolách, že pro řešeńı rovnic je potřeba
mı́t možnost

”
krátit“. Prvky, kterými lze krátit se nazývaj́ı invertibilńı prvky. Formálně:

Definice. Máme dán monoid (S, ◦, e). Řekneme, že prvek x ∈ S je invertibilńı, jestliže existuje
prvek y ∈ S takový, že

x ◦ y = e = y ◦ x. (4.3)

Prvek y, pro který plat́ı 4.3, se nazýváme inverzńı prvek k prvku x a znač́ıme ho x−1. �

Fakt, že prvek y, pro který plat́ı 4.3, je jediný, muśıme teprve dokázat. To nám ř́ıká následuj́ıćı
tvrzeńı.

4.1.7 Tvrzeńı. Jestliže v monoidu (S, ◦, e) existuj́ı prvky x, y1, y2 takové, že

y1 ◦ x = e a x ◦ y2 = e,

pak y1 = y2 a jedná se o inverzńı prvek k prvku x. �

Zd̊uvodněńı. Uvažujme prvek y1 ◦ x ◦ y2. Plat́ı

y2 = e ◦ y2 = (y1 ◦ x) ◦ y2 = y1 ◦ (x ◦ y2) = y1 ◦ e = y1.

4.1.8 Poznámka. Někdy se mı́sto termı́nu inverzńı prvek použ́ıvá termı́n opačný prvek. Je to
tehdy, jestliže se operace znač́ı + a ř́ıkáme j́ı sč́ıtáńı, v tomto př́ıpadě opačný prvek znač́ıme
nejčastěji −x. Znač́ıme-li operaci podobně jako násobeńı, mluv́ıme o inverzńım prvku a znač́ıme
ho x−1.

Pro inverzńı prvky plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

4.1.9 Tvrzeńı. Je dán monoid (S, ◦, e). Pak

1. e je invertibilńı prvek a e−1 = e.

2. Je-li x invertibilńı prvek, pak x−1 je také invertibilńı prvek a plat́ı (x−1)−1 = x.

3. Jestliže x a y jsou invertibilńı prvky, pak také x ◦ y je invertibilńı prvek a plat́ı (x ◦ y)−1 =
y−1 ◦ x−1.

�
Zd̊uvodněńı všech tř́ı tvrzeńı je jednoduché. Ukážeme pouze tvrzeńı 3. Plat́ı

(x ◦ y) ◦ (y−1 ◦ x−1) = x ◦ (y ◦ y−1) ◦ x−1 = x ◦ x−1 = e,

a
(y−1 ◦ x−1) ◦ (x ◦ y) = y−1 ◦ (x−1 ◦ x) ◦ y = y−1 ◦ y = e.

Tedy (x ◦ y)−1 = y−1 ◦ x−1.

4.1.10 Kráceńı. Ukážeme, že v monoidu každým invertibilńım prvkem můžeme krátit.

Tvrzeńı. Je dán monoid (S, ◦, e). Jestliže prvek a ∈ S je invertibilńı a nav́ıc a ◦ b = a ◦ c nebo
b ◦ a = c ◦ a, pak b = c. �

Zd̊uvodněńı. Je-li prvek a ∈ S invertibilńı, existuje k němu inverzńı prvek a−1. Rovnost a◦b = a◦c
vynásob́ıme prvkem a−1 zleva a dostaneme

a−1 ◦ (a ◦ b) = a−1 ◦ (a ◦ c) a tedy (a−1 ◦ a) ◦ b = (a−1 ◦ a) ◦ c.

Protože a−1 ◦ a = e, dostáváme b = c.

Analogicky postupujeme v př́ıpadě b ◦ a = c ◦ a, pouze násob́ıme rovnici inverzńım prvkem
zprava.
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4.1.11 Grupy. Ukázali jsme si, že invertibilńı prvky jsou ty prvky, kterými můžeme krátit.
Monoidy, ve kterých jsou všechny prvky invertibilńı, hraj́ı d̊uležitou roli a nazývaj́ı se grupy.

Definice. Monoid (S, ◦, e), ve kterém je každý prvek invertibilńı, se nazývá grupa. �

Př́ıklady grup.

1. Reálná č́ısla spolu se sč́ıtáńım a 0, (R,+, 0), tvoř́ı grupu. Ano, ke každému reálnému č́ıslu x
existuje prvek −x pro nějž x+ (−x) = 0 = (−x) + x.

2. Celá č́ısla spolu se sč́ıtáńım a 0, (Z,+, 0), tvoř́ı grupu. Ano, ke každému celému č́ıslu x existuje
č́ıslo −x pro nějž x+ (−x) = 0 = (−x) + x.

3. Kladná reálná č́ısla spolu s násobeńım a 1 (R+, ·, 1) tvoř́ı grupu. Ano, ke každému kladnému
č́ıslu x existuje kladné č́ıslo 1

x , pro nějž x · 1x = 1 = 1
x · x.

4. Množina Zn spolu se sč́ıtáńım a [0]n tvoř́ı grupu. Ano, k prvku [i]n existuje prvek [n − i]n,
pro který [i]n + [n− i]n = [0]n = [n− i]n + [i]n.

5. Množina všech permutaćı množiny {1, 2, . . . , n} spolu se skládáńım a identickou permutaćı
tvoř́ı grupu. Ano, ke každé permutaci f existuje inverzńı permutace f−1 a ta je inverzńım
prvkem k f .

Př́ıklady monoid̊u, které nejsou grupami.

1. Celá č́ısla spolu s násobeńım. Jedná se sice o monoid, kde neutrálńı prvek je 1, ale např. č́ıslo
2 nemá inverzńı prvek.

2. Množina Zn spolu se násobeńım. Jedná se sice o monoid, kde [1]n je neutrálńı prvek, ale k
prvku [0]n neexistuje inverzńı prvek.

3. Množina všech zobrazeńı množiny {1, 2, . . . , n} pro n > 1 spolu se skládáńım zobrazeńı.
Jedná se sice o monoid, kde e je identické zobrazeńı, ale zobrazeńı, které neńı prosté, nemá
inverzńı prvek.

4.1.12 Následuj́ıćı tvrzeńı ř́ıká, že v každé grupě je možné řešit všechny rovnice typu a ◦ x = b
a y ◦ a = b a řešeńı jsou jediná. V obecném monoidu by obdobné tvrzeńı platilo pouze v př́ıpadě,
že a je invertibilńı prvek.

Tvrzeńı. Je dána grupa (S, ◦) s neutrálńım prvkem e. Pak pro každé dva prvky a, b ∈ S existuj́ı
prvky x, y ∈ S tak, že

a ◦ x = b, y ◦ a = b.

Tyto prvky jsou určeny jednoznačně. �

Zd̊uvodněńı. Nejprve dokážeme, že takové x existuje. Protože pracujeme v grupě a a ∈ S, existuje
inverzńı prvek a−1. Vynásob́ıme rovnici a ◦ x = b prvkem a−1 zleva, dostáváme

x = (a−1 ◦ a) ◦ x = a−1 ◦ (a ◦ x) = a−1 ◦ b.

Obdobně dostáváme y = b ◦ a−1 z druhé rovnice vynásobeńım prvkem a−1 tentokrát zprava.

Nyńı ukážeme, že takový prvek x je jediný. Předpokládejme, že a ◦ x1 = b a a ◦ x2 = b. Pak
a ◦ x1 = a ◦ x2. Jsme v grupě, proto můžeme prvek a zkrátit zleva; přesněji rovnici vynásobit
prvkem a−1 zleva, a dostáváme x1 = x2. Obdobně se ukáže, že i řešeńı rovnice y ◦ a = b je jediné.

4.1.13 Z předchoźıho odstavce v́ıme, že v grupě má každá rovnice jednoznačné řešeńı. Následuj́ıćı
věta ukazuje, že existence řešeńı každé rovnice už zaručuje, že pologrupa je grupa. Přesněji:

Věta. Pologrupa (S, ◦) je grupa právě tehdy, když každá rovnice tvaru a ◦ x = b a každá rovnice
tvaru y ◦ a = b má řešeńı.

Přesněji: Pologrupa (S, ◦) je grupa právě tehdy, když pro každé dva prvky a, b ∈ S existuj́ı
prvky x, y ∈ S takové, že a ◦ x = b a y ◦ a = b. �
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Zd̊uvodněńı. a) Jestliže je pologrupa (S, ◦) grupa, pak podle tvrzeńı 4.1.12 v́ıme, že každá rovnice
řešeńı má a to jediné.

b) Ukážeme nejprve, že existence všech řešeńı rovnic zajǐst’uje, že v (S, ◦) existuje neutrálńı
prvek. Vyberme libovolně prvek a ∈ S. Protože rovnice a ◦ x = a a y ◦ a = a maj́ı řešeńı, existuj́ı
prvky ea, fa ∈ S takové, že a ◦ ea = a a fa ◦ a = a. Ukážeme, že b ◦ ea = b a fa ◦ b = b pro každé
b ∈ S. T́ım bude dokázáno, že ea = fa je neutrálńı prvek pologrupy (S, ◦) (viz 4.1.3).

Vezměme libovolný prvek b ∈ S. Pak

b ◦ ea = (y ◦ a) ◦ ea = y ◦ (a ◦ ea) = y ◦ a = b.

Prvńı a posledńı rovnost jsme dostali z faktu, že b = a ◦ y pro vhodné y ∈ S. Obdobně se dokáže,
že b = fa ◦ b. Proto ea = fa je neutrálńı prvek; označme ho pro jednoduchost e.

Nyńı už je lehké ukázat, že každý prvek a ∈ S je invertibilńı. Vı́me, že existuj́ı prvky x, y ∈ S,
pro které a ◦ x = e a y ◦ a = e. Tedy podle tvrzeńı 4.1.7 plat́ı x = y, a x je inverzńı prvek v prvku
a.

Proto je (S, ◦) grupa.

4.1.14 Podpologrupy. Známe př́ıklady pologrup, monoid̊u, grup, které jsou podmnožinami
jiných; stač́ı uvést př́ıklad celých č́ısel se sč́ıtáńım a množinu přirozených č́ısel, nebo množinu
všech kladných přirozených č́ısel. Student sám najde řadu daľśıch př́ıklad̊u. V tomto odstavci a
daľśıch se zabýváme společnými vlastnostmi, které takové př́ıklady maj́ı.

Definice. Máme dánu pologrupu (S, ◦). Podmnožina T ⊆ S spolu s operaćı ◦ se nazývá podpolo-
grupa pologrupy (S, ◦) jestliže pro každé dva prvky x, y ∈ T je x◦y ∈ T . (V tomto př́ıpadě množina
(T, ◦) je také pologrupa.) �

Př́ıklady podpologrup.

1. Množina přirozených č́ısel N spolu se sč́ıtáńım je podpologrupou (Z,+).

2. Množina všech regulárńıch čtvercových matic spolu s násobeńım matic je podpologrupou
(Mn, ·), kde Mn je množina všech čtvercových matic.

3. Množina všech kladných reálných č́ısel spolu s násobeńım je podpologrupou (R, ·).

Množina všech regulárńıch čtvercových matic spolu se sč́ıtáńım matic neńı podpologrupou
(Mn,+), protože součtem dvou regulárńıch matic můžeme dostat matici, která je singulárńı. Ano,
např. E + (−E) = O, (zde E je jednotková matice).

4.1.15 Podmonoid.

Definice. Máme dán monoid (S, ◦, e). Podpologrupa, která obsahuje neutrálńı prvek e, se nazývá
podmonoid monoidu (S, ◦, e). �

Poznámka. Uvědomte si, že k tomu, aby podpologrupa (T, ◦) byla podmonoidem nestač́ı, aby v
ńı existoval neutrálńı prvek; neutrálńı prvek (T, ◦) muśı být stejný jako byl ve

”
velkém“ monoidu

(S, ◦, e), tj. muśı být e.

Př́ıklady podmonoid̊u.

1. Množina přirozených č́ısel N spolu se sč́ıtáńım tvoř́ı podmonoid (Z,+), protože 0 ∈ N.

2. Množina všech regulárńıch čtvercových matic spolu s násobeńım matic tvoř́ı podmonoid
(Mn, ·), protože jednotková matice je regulárńı.

3. Označme TX množinu všech zobrazeńı množiny X do sebe. Pak (TX , ◦), kde ◦ je skládáńı
zobrazeńı, je monoid (identické zobrazeńı je jeho neutrálńı prvek). Množina všech permutaćı
na množině X je podmonoid (TX , ◦). Ano, identické zobrazeńı je také permutace.
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4.1.16 Komutativńı pologrupy, monoidy, grupy. V mnoha př́ıkladech, které jsme uvedli,
binárńı operace měly ještě jednu vlastnost — nezáleželo na pořad́ı, ve kterém jsme operaci
prováděli. Takové operace umožňuj́ı

”
jednodušš́ı“ poč́ıtáńı a my se jim věnujeme.

Definice. Pologrupa (S, ◦) (monoid, grupa) se nazývá komutativńı pologrupa (komutativńı monoid,
komutativńı grupa), plat́ı-li nav́ıc komutativńı zákon, tj. pro každé dva prvky x, y ∈ S

x ◦ y = y ◦ x.

�

4.1.17 Grupa invertibilńıch prvk̊u. V každém monoidu existuje alespoň jeden invertibilńı
prvek; ano, neutrálńı prvek je vždy invertibilńı. Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že množina všech
invertibilńıch prvk̊u monoidu je podpologrupa, která je grupou. To nám umožńı definovat grupu
invertibilńıch prvk̊u libovolného monoidu.

Tvrzeńı. Je dán monoid (S, ◦, e). Označme T množinu všech invertibilńıch prvk̊u monoidu (S, ◦, e).
Pak (T, ◦, e) je podmonoid monoidu (S, ◦, e), který je grupa. �

Zd̊uvodněńı. Podle tvrzeńı 4.1.9 plat́ı e−1 = e a (a ◦ b)−1 = b−1 ◦ a−1, kdykoli a−1 a b−1 existuj́ı.
Tedy množina T obsahuje e a je uzavřena na operaci ◦. Jedná se proto o podmonoid monoidu
(S, ◦, e). Fakt, že (T, ◦, e) je grupa vyplývá z faktu, že (a−1)−1 = a, jinými slovy, je-li a invertibilńı
prvek, je invertibilńı i prvek a−1.

Definice. Grupu (T, ◦, e) nazýváme grupa invertibilńıch prvk̊u monoidu (S, ◦, e). �

4.1.18 Grupa invertibilńıch prvk̊u (Z?n, ·).
Vı́me, že (Zn, ·) je monoid s neutrálńım prvkem 1. Množina všech invertibilńıch prvk̊u tohoto

monoidu je
Z?n = {i | 0 ≤ i < n, i a n jsou nesoudělná}.

Je tedy (Z?n, ·, 1) grupa o φ(n) prvćıch, kde φ(n) je hodnota Eulerovy funkce pro č́ıslo n.

4.1.19 Věta. Je dána konečná komutativńı grupa (G, ◦, e), kde e je neutrálńı prvek. Označme
n počet prvk̊u množiny G. Pak pro každý prvek g ∈ G plat́ı

gn = e.

�
Zd̊uvodněńı. Označme G = {a1, a2, . . . , an} a utvořme množinu g ◦G = {g ◦a1, g ◦a2, . . . , g ◦an}.
Protože g ◦ ai 6= g ◦ aj pro i 6= j (ano, v grupě můžeme prvkem g krátit), jsou množiny G a g ◦G
stejné.

Nav́ıc pracujeme v komutativńı grupě, proto

a1 ◦ a2 ◦ . . . ◦ an = (g ◦ a1) ◦ (g ◦ a2) ◦ . . . ◦ (g ◦ an).

a dále
(a1 ◦ a2 ◦ . . . ◦ an) = gn ◦ (a1 ◦ a2 ◦ . . . ◦ an).

Opět užijeme fakt, že pracujeme v grupě a posledńı rovnici zkrát́ıme prvkem a1 ◦ a2 ◦ . . . ◦ an.
Dostaneme gn = e.

4.1.20 Euler-Fermatova věta. Jak jsme sĺıbili v minulé kapitole využijeme 4.1.19 k d̊ukazu
malé Fermatovy věty. Nejprve ale uvedeme obecněǰśı větu, které se ř́ıká Euler-Fermatova věta.

Věta (Euler-Fermat). Je dáno přirozené č́ıslo n > 1. Pak pro každé celé č́ıslo a nesoudělné s n
plat́ı

aφ(n) ≡ 1 (modn).

�
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Zd̊uvodněńı. Grupa invertibilńıch prvk̊u monoidu (Zn, ·, 1) má φ(n) prvk̊u. Proto z předchoźı
věty v́ıme, že pro každé b ∈ Z?n

bφ(n) = 1.

To ale znamená, že
bφ(n) ≡ 1 (modn).

Protože pro každé č́ıslo a nesoudělné s n existuje b ∈ Z?n takové, že a ≡ b (modn) (ano, stač́ı vźıt
zbytek při děleńı a č́ıslem n), plat́ı také

aφ(n) ≡ 1 (modn).

Poznámka. Jestliže č́ıslo n je prvoč́ıslo, pak φ(n) = n−1, a proto je malá Fermatova věta zvláštńı
př́ıpad Euler-Fermatovy věty.

4.2 Podgrupy

Podgrupy grup, speciálně konečných grup, jsou velmi d̊uležité nejen v aplikaćıch. Věnujeme jim
proto celý odd́ıl.

4.2.1 Definice. Je dána grupa G = (G, ◦, e). Množina H ⊆ G tvoř́ı podgrupu grupy G, jestliže
plat́ı

1. pro každé x, y ∈ H je také x ◦ y ∈ H;

2. e ∈ H;

3. pro každé x ∈ H je také x−1 ∈ H.

�
V takovém př́ıpadě je (H, ◦, e) také grupou.

Poznámka. Často se ř́ıká, že množina H ⊆ G je podgrupa grupy G, mı́sto přesného H tvoř́ı
podgrupu grupy G. Je to v př́ıpadě, kdy je z kontextu jasné o jaké operace se jedná. I my tuto
konvenci budeme občas použ́ıvat.

4.2.2 Věta. Je dána konečná grupa (G, ◦, e) a jej́ı podgrupa H. Pak počet prvk̊u H děĺı počet
prvk̊u G. �

Myšlenka d̊ukazu. Označme n = |G| a k = |H|. Pro každé g ∈ G vytvoř́ıme množinu
g◦H = {g◦x |x ∈ H}. Pro r̊uzná g1, g2 ∈ G jsou množiny g1◦H a g2◦H bud’ stejné nebo disjunktńı.
Protože g ∈ g ◦H a tud́ıž každý prvek G lež́ı v některé množině g ◦H, tvoř́ı {g ◦H | g ∈ G} rozklad
množiny G.

Všechny množiny g ◦ H maj́ı stejný počet prvk̊u, nav́ıc protože e ◦ H = H, je tento počet
roven k. Je tedy množina G o n prvćıch rozdělena na několik množin o k prvćıch, proto k děĺı n.
(Uvědomte si, že r̊uzných množin g ◦H je přesně n/k.)

Poznámka. Počet prvk̊u konečné grupy se také nazývá řád grupy. Pak předchoźı věta může zńıt:
Řád libovolné podgrupy konečné grupy děĺı řád grupy.

4.2.3 Řád prvku konečné grupy. Mějme konečnou grupu (G, ◦, e) a zvolme jej́ı prvek a ∈ G.
Označme ai součin i-krát prvku a sama se sebou, přesněji

a0 = e, a1 = a, ai = ai−1 ◦ a.

Utvoř́ıme množinu
{a, a2, a3, . . . , ak, . . .}.

Protože G je konečná množina, muśı existovat i, j takové, že i 6= j a ai = aj . Označme jako i ten
menš́ı exponent, tj. i < j. Protože pracujeme v grupě, můžeme prvkem a krátit (tj. násobit obě
strany rovnice prvkem a−1). Proto ai = aj implikuje ai−1 = aj−1, atd. až e = aj−i.

Definice. Označme r(a) to nejmenš́ı kladné přirozené č́ıslo, pro které ar(a) = e. Č́ıslo r(a) se
nazývá řád prvku a. �
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4.2.4 Podgrupa generovaná prvkem.

Definice. Mějme konečnou grupu (G, ◦, e) a jej́ı prvek a ∈ G. Množina

{a, a2, . . . , ar(a) = e},

kde r(a) je řád prvku a, tvoř́ı podgrupu, která se nazývá podgrupa generovaná prvkem a a znač́ıme
ji 〈a〉. �

Fakt, že 〈a〉 je grupou je zřejmé např. z toho, že 1) ai ◦ aj = am, kde m je zbytek při děleńı
č́ısla i+ j č́ıslem r(a), a 2) (ai)−1 = ar(a)−i.

Uvědomte si, řád prvku a je vlastně řád podgrupy 〈a〉.

4.2.5 Řád prvku a můžeme charakterizovat i jinak, jak ukazuje následuj́ıćı tvrzeńı. Novou
charakterizaci využijeme později.

Tvrzeńı. Č́ıslo r > 0 je řád prvku a v konečné grupě (G, ·, e) právě tehdy, když plat́ı následuj́ıćı
dvě podmı́nky:

1) Plat́ı ar = e.

2) Kdykoli as = e, tak č́ıslo r děĺı s.

�

Zd̊uvodněńı. a) Předpokládejme, že č́ıslo r splňuje obě podmı́nky předchoźıho tvrzeńı. Pak zřejmě
je r nejmenš́ı č́ıslo takové, že ar = e a proto je to řád prvku a.

b) Předpokládejme, že r je řád prvku a. Pak zřejmě plat́ı podmı́nka 1).
Vezměme libovolné č́ıslo s takové, že as = e. Vyděĺıme č́ıslo s č́ıslem r, tj. spoč́ıtáme s = qr+z,

kde 0 ≤ z < r. Pak
e = as = aqr+z = (ar)q · az = eq · az = az.

Protože z je menš́ı než r a r je nejmenš́ı kladné č́ıslo pro nějž ai = e, muśı být z = 0. Tj. r děĺı s.

Důsledek. Mějme konečnou grupu (G, ◦, e) o n prvćıch. Pak řád každého prvku a ∈ G děĺı řád
grupy (G, ◦, e). �

Toto tvrzeńı je zřejmým d̊usledkem 4.2.2. Ano, 〈a〉 je podgrupa grupy (G, ·, e) a počet jej́ıch prvk̊u
je r(a).

4.2.6 Věta. Mějme konečnou grupu (G, ◦, e) o n prvćıch. Pak pro každý jej́ı prvek a ∈ G plat́ı

an = e.

�
Zd̊uvodněńı. Protože řád libovolného prvku a ∈ G děĺı n, je an = ak r(a) = (ar(a))k = ek = e.

Uvědomte si, že věta 4.1.19 tvrdila to samé pro komutativńı konečné grupy. Nyńı v́ıme, že
tvrzeńı plat́ı i pro nekomutativńı konečné grupy.

4.2.7 Generátor grupy, cyklické grupy. Grupy, které maj́ı nejjednodušš́ı strukturu, jsou
ty, jejichž každý prvek je mocninou některého prvku g grupy. V těchto grupách

”
násobit“ prvky

znamená vlastně
”
sč́ıtat“ exponenty. Takovým grupám ř́ıkáme cyklické a prvku g ř́ıkáme generátor.

Definice. Je dána konečná grupa G = (G, ◦, e). Jestliže pro prvek a ∈ G plat́ı, že 〈a〉 = G, pak se
prvek a nazývá generátor grupy G. Každá grupa, která má generátor, se nazývá cyklická grupa. �

Konečná grupa G = (G, ◦, e) řádu n (tj. o n prvćıch) je cyklická právě tehdy, když v ńı existuje
prvek řádu n.

Poznamenejme, že o cyklické grupě mluv́ıme i v př́ıpadě, že se jedná o nekonečnou grupu
(př́ıkladem takové grupy je např. množina celých č́ısel se sč́ıtáńı), ale těmi se nebudeme zabývat.

Př́ıklady.
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1. Pro každé přirozené č́ıslo n > 1 je grupa (Zn,+, 0) cyklická grupa s generátorem 1.

2. Pro každé prvoč́ıslo p je grupa (Z?p, ·, 1) cyklická grupa. Naj́ıt jej́ı generátor neńı vždy
jednoduché.

3. Grupa (Z?8, ·, 1) neńı cyklická; skládá se ze čtyř prvk̊u: Z?8 = {1, 3, 5, 7} a 32 = 1, 52 = 1 a
72 = 1.

4.2.8 Následuj́ıćı věta nám umožňuje spoč́ıtat řády všech prvk̊u v cyklické grupě. S jej́ım
využit́ım budeme např. schopni ř́ıci kolik generátor̊u cyklická grupa o n prvćıch má.

Věta. Mějme konečnou grupu G = (G, ◦, e) a prvek a ∈ G řádu r(a). Pak prvek ai má řád:

r(ai) =
r(a)

gcd(r(a), i)
.

�

Zd̊uvodněńı. Dokážeme, že č́ıslo r(a)
gcd(r(a),i) splňuje podmı́nky věty 4.2.5.

Označme r := r(a), d := gcd(i, r). Pak i = d i′ a r = d r′, kde gcd(i′, r′) = 1. Č́ıslo r(a)
gcd(r(a),i) je

při tomto značeńı rovno r′.

Plat́ı:
(ai)r

′
= air

′
= ai

′dr′ = (adr
′
)i
′

= (ar)i
′

= e.

Nav́ıc, jestliže (ai)s = e, pak ais = e. Protože r je řád prvku a, znamená to, že č́ıslo r děĺı součin
is. Máme proto

is = kr, tj. i′ds = kr′d a i′s = kr′.

Č́ısla i′ a r′ jsou nesoudělná a č́ıslo r′ děĺı součin i′ s, proto r′ děĺı s.

Pozorováńı. Předchoźı věta nám dává návod, jak spoč́ıtat řády všech prvk̊u b z podgrupy 〈a〉. O
podgrupě 〈a〉 v́ıme, že je cyklická a že a je jej́ı generátor. Můžeme proto na každý prvek b ∈ 〈a〉
použ́ıt tvrzeńı 4.2.5. Speciálně, známe-li generátor cyklické grupy, můžeme spoč́ıtat řády všech
prvk̊u této grupy.

4.2.9 Důsledek. Mějme konečnou cyklickou grupu G = (G, ◦, e) o n prvćıch. Pak G má φ(n)
generátor̊u. �

Zd̊uvodněńı. Označme a některý generátor grupy G. Pak ai je také generátor G právě tehdy, když
je i nesoudělné s n.

4.2.10 Tvrzeńı. Mějme konečnou cyklickou grupu G = (G, ◦, e) o n prvćıch. Pak pro každé
č́ıslo d, které děĺı n, existuje podgrupa G o d prvćıch. �

Zd̊uvodněńı. Označme a některý generátor grupy G. Pak hledaná podgrupa je podgrupa genero-
vaná prvkem ak, kde k = n

d ; tj.

〈ak〉 = {ak, a2k, . . . , adk = e}.

4.2.11 Důsledek. Konečná cyklická grupa má všechny podgrupy cyklické, a to výše uvedeného
tvaru. �

Zd̊uvodněńı. Mějme cyklickou grupu s generátorem a. Vezměme dva prvky této grupy, řekněme
ai a aj . Podgrupa, která tyto prvky obsahuje, obsahuje též všechny prvky tvary aix+jy, kde x a y
jsou libovolná celá č́ısla. Z Bezoutovy věty v́ıme, že rovnice ix+ jy = k má celoč́ıselné řešeńı právě
tehdy, když největš́ı společný dělitel č́ısel i a j děĺı č́ıslo k. Odtud plyne, že nejmenš́ı podgrupa
obsahuj́ıćı prvky ai a aj je 〈ad〉, kde d je největš́ı společný dělitel č́ısel i a j.
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Kapitola 5

Struktury se dvěma binárńımi
operacemi

V minulých kapitolách jsme studovali množiny s jednou binárńı operaćı. Přitom např. na množině
všech reálných č́ısel, na množině čtvercových matic, i na množině zbytkových tř́ıd modulo n existuj́ı
dvě r̊uzné operace, nav́ıc svázáné distributivńım zákonem. To přináš́ı daľśı možnosti využit́ı těchto
operaćı nad rámec jednotlivých operaćı.

V této kapitole nejprve zkonstruujeme nové př́ıklady množin se dvěma operacemi; na to
využijeme polynomy nad Zp, kde p je prvoč́ıslo. K tomu zadefinujeme kongruence modulo polynom
na množině všech polynomů stupně menš́ıho než dané k. Jedná se o konstrukci obdobnou konstrukci
Zn. Těchto př́ıklad̊u využijeme k zavedeńı nových typ̊u struktur – okruh̊u a těles – jejichž př́ıklady
budou i známá reálná č́ısla.

V daľśı části kapitoly zavedeme svazy a Booleovy algebry. Jsou to také př́ıklady množin s dvěma
binárńımi operacemi, ale v tomto př́ıpadě se jedá o zobecněńı př́ıkladu (P (U),∪,∩) (pro nějakou
množinu U).

Než přistouṕıme ke studiu polynomů připomeňme, že pro všechna přirozená č́ısla n, n >
1, je (Zn,+, 0) komutativńı grupa; (Zn, ·, 1) je komutativńı monoid a (Z?n, ·, 1) je jeho grupa
invertibilńıch prvk̊u. Jestliže p je prvoč́ıslo, pak invertibilńı je každý nenulový prvek Zp (tj.
Z?p = Zp \ {0}).

Nav́ıc, mezi sč́ıtáńım a násobeńım plat́ı distributivńı zákon, tj.

a · (b+ c) = a · b+ a · c pro všechny a, b, c ∈ Zp. (5.1)

Uvědomme si, že pro Zp se jedná o všechny vlastnosti, které známe z poč́ıtáńı s reálnými č́ısly.

Pro jednoduchost budeme mı́sto dlouhého (Zn,+, ·, 0, 1) psát pouze Zn všude tam, kde bude
jasné, že na množině zbytkových tř́ıd Zn pracujeme se dvěma binárńımi operacemi a to sč́ıtáńım
a násobeńım.

5.1 Polynomy nad Zp
Polynomy studujeme pouze nad Zp, kde p je prvoč́ıslo. Poznamenejme, že polynomy můžeme
vytvářet také nad Zn pro n složené. Ovšem v tomto př́ıpadě ne vždy se dá dělit. Ano, např. v Z15

nelze dělit č́ıslem 3.

5.1.1 Polynomy nad Zp.
Definice. Polynomem nad Zp rozumı́me každý výraz

a0 + a1 x+ a2 x
2 + . . .+ an x

n, (5.2)
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kde všechny koeficienty ai jsou ze Zp. Symbol x nazýváme proměnná. Jsou-li všechny koeficienty ai
nulové, mluv́ıme o nulovém polynomu. Jestliže alespoň jeden z koeficient̊u ai je nenulový, mluv́ıme
o nenulovém polynomu. Množinu všech polynomů nad Zp znač́ıme Zp[x]. �

5.1.2 Stupeň polynomu. Podobně jako pro reálné polynomy definujeme stupeň polynomu.

Definice. Stupeň nulového polynomu je roven −1, stupeň nenulového polynomu je roven největš́ımu
n takovému, že an je nenulové. Stupeň polynomu f(x) znač́ıme st(f). �

5.1.3 Rovnost polynomů.

Definice. Dva polynomy jsou si rovny, rovnaj́ı-li se všechny jejich odpov́ıdaj́ıćı koeficienty, tj.
maj́ı-li stejný stupeň a koeficienty u stejných mocnin jsou stejné. �

5.1.4 Funkce odpov́ıdaj́ıćı polynomu. Každému polynomu f(x) ze Zp[x] můžeme přǐradit
zobrazeńı Zp do sebe a to t́ımto zp̊usobem: Je-li f(x) = a0 + a1 x+ a2 x

2 + . . .+ an x
n, pak jemu

odpov́ıdaj́ıćı zobrazeńı ze Zp do Zp je definováno:

pro každé b ∈ Zp b 7→ a0 + a1 b+ a2 b
2 + . . .+ an b

n.

(Všechny operace sč́ıtáńı a násobeńı jsou operace v Zp.)

Např. polynomu f(x) = 1+x2 nad Z2 odpov́ıdá zobrazeńı Z2 do Z2, kde 0 7→ 1, 1 7→ 1+12 = 0.
Uvědomte si, že se jedná o stejné zobrazeńı jako to zobrazeńı, které odpov́ıdá polynomu g(x) = 1+x.
Neńı tedy pravda, že r̊uzným polynomům odpov́ıdaj́ı vždy r̊uzná zobrazeńı. To neńı překvapivé –
všech polynomů je spočetně mnoho, kdežto zobrazeńı za Zp do sebe je jen konečně mnoho.

5.1.5 Poznámka. Poznamenejme, že polynomy nad reálnými nebo komplexńımi č́ısly se často
definuj́ı jako funkce (reálné nebo komplexńı) dané výrazem (5.2) pro reálné, nebo komplexńı
koeficienty ai. To je možné proto, že v př́ıpadě reálných polynomů plat́ı, že dva polynomy jsou si
rovny jakožto funkce právě tehdy, když jsou si rovny jako formálńı výrazy.

5.1.6 Sč́ıtáńı a odč́ıtáńı polynomů. Analogicky jako pro reálné (komplexńı) polynomy, i pro
polynomy nad Zp definujeme operaci sč́ıtáńı, a také odč́ıtáńı dvou polynomů.

Máme dány polynomy nad Zp: f(x) = a0 + a1 x+ a2 x
2 + . . .+ an x

n a g(x) = b0 + b1 x+ b2 x
2 +

. . .+ bm x
m stupně n, resp. m, n ≥ m, pak jejich součtem je polynom

(a0 + b0) + (a1 + b1)x+ . . .+ (am + bm)xm + am+1 x
m+1 + . . .+ an x

n,

rozd́ılem f(x) mı́nus g(x) je polynom

(a0 − b0) + (a1 − b1)x+ . . .+ (am − bm)xm + am+1 x
m+1 + . . .+ an x

n.

�
Pro stupeň součtu nebo rozd́ılu dvou polynomů plat́ı

st(f ± g) ≤ max(st(f), st(g)).

5.1.7 Násobeńı polynomů. Polynomy násob́ıme opět obdobně jako v reálné polynomy.

Součinem polynomů f(x) a g(x) je polynom h(x) = c0+c1 x+c2 x
2+. . . cn+m x

n+m, kde koeficienty
c0, c1, . . . , cn+m dostaneme tak, že polynomy

”
vynásob́ıme jako mnohočleny“, tedy např. c0 = a0 b0,

c1 = a0 b1 + a1 b0, . . . , cn+m = an bm. �

Plat́ı st(f · g) = st(f) + st(g) kdykoli jsou oba polynomy nenulové, v opačném př́ıpadě je
st(f · g) = −1.
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5.1.8 Věta o děleńı polynomů. Pro děleńı polynomů plat́ı následuj́ıćı věta (opět můžete
srovnat s větou o děleńı reálných polynomů).

Věta. Mějme dva polynomy f(x) a g(x) ze Zp[x], kde g(x) je nenulový. Pak existuj́ı polynomy
r(x) a z(x) v Zp[x] takové, že

f(x) = r(x) g(x) + z(x) a st(z) < st(g).

Tyto polynomy jsou určeny jednoznačně. �

Polynomu r(x) z věty o děleńı se ř́ıká částečný pod́ıl, polynom z(x) je zbytek při děleńı polynomu
f(x) polynomem g(x).

5.1.9 Zd̊uvodněńı věty o děleńı. Máme-li dokázat větu o děleńı, měli bychom nejprve ukázat
existenci částečného pod́ılu a zbytku a pak jejich jednoznačnost. Existence vyplývá z algoritmu
děleńı:

Existence — algoritmus děleńı: Polynomy r(x) a z(x) ze zněńı věty najdeme stejným zp̊usobem
jako v při děleńı reálných polynomů, pouze mı́sto

”
děleńı prvkem“ použ́ıváme

”
násobeńı inverzńım

prvkem“. Ukažme si postup podrobněji:

Máme f(x) = a0 + a1 x+ . . . an x
n, g(x) = b0 + b1 x+ . . . bm x

m, st(f) = n, st(g) = m. Jestliže
n < m, pak plat́ı

f(x) = 0 · g(x) + f(x) a st(f) < st(g).

Tedy polynomy r(x) = 0 a z(x) = f(x) jsou hledané polynomy.

Předpokládejme, že n ≥ m. Vezmeme členy polynomů f(x) a g(x) s největš́ı mocninou, tj. an x
n

a bm x
m. Vyděĺıme an x

n členem bm x
m; pod́ıl je roven an b

−1
m xn−m. Polynom an b

−1
m xn−m · g(x)

je polynom stupně n a má koeficient u nejvyšš́ı mocniny an. Polož́ıme

h(x) = f(x)− an b−1m xn−m · g(x).

Polynom h(x) má stupeň ostře menš́ı než n.

Nyńı bud’ st(h) < st(g) a jsme hotovi; částečný pod́ıl je r(x) = an b
−1
m xn−m, zbytek při děleńı

je z(x) = h(x).

Nebo st(h) ≥ st(g) a částečný pod́ıl při děleńı polynomu f(x) polynomem g(x) je roven součtu
an b

−1
m xn−m a částečného pod́ılu při děleńı polynomu h(x) polynomem g(x). Zbytek při děleńı f(x)

polynomem g(x) je stejný jako zbytek při děleńı h(x) polynomem g(x).

Jednoznačnost: Kdyby pro nějaké polynomy f(x) a g(x) existovaly polynomy r1(x), r2(x) a
z1(x) a z2(x) takové, že

f(x) = ri(x) g(x) + zi(x), 0 ≤ st(zi) < st(g), i = 1, 2,

pak by

(r1(x)− r2(x))g(x) = z1(x)− z2(x).

Protože stupeň polynomu (r1(x)− r2(x))g(x)) je bud’ −1 nebo alespoň st(g), a stupeň polynomu
z1(x)− z2(x) je ostře menš́ı než st(g), muśı st((r1(x)− r2(x))g(x)) být roven −1, tedy muśı to být
nulový polynom. Proto z1(x)− z2(x) je také nulový polynom a plat́ı

r1(x) = r2(x), z1(x) = z2(x).

5.1.10 Dělitelnost polynomů.

Definice. Jestliže zbytek při děleńı polynomu f(x) polynomem g(x) je nulový polynom, ř́ıkáme, že
polynom g(x) děĺı polynom f(x), nebo že polynom f(x) je dělitelný polynomem g(x), nebo také,
že polynom g(x) je dělitelem polynomu f(x). �
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5.1.11 Kořen polynomu. Obdobně jako pro polynomy nad reálnými č́ısly, i v př́ıpadě poly-
nomů nad Zp hraje d̊uležitou roli pojem kořene.

Definice. Prvek a ∈ Zp se nazývá kořen polynomu f(x) ∈ Zp[x], jestliže plat́ı f(a) = 0. �

Tvrzeńı. Prvek a ∈ Zp je kořenem polynomu f(x) ∈ Zp[x] právě tehdy, když polynom (x−a) děĺı
polynom f(x). �

Zd̊uvodněńı je jednoduché. Z věty o děleńı v́ıme, že

f(x) = h(x) (x− a) + z(x), st(z) < st(x− a) = 1. (5.3)

Proto je z(x) = z0 pro z0 ∈ Zp. Nav́ıc, dosad́ıme-li x = a, dostaneme

f(a) = h(x) · 0 + z0, tedy z0 = f(a).

Odtud vid́ıme, že f(a) = 0 právě tehdy, když zbytek z(x) je nulový polynom.

5.1.12 Ireducibilńı polynomy. Ireducibilńı polynomy v Zp[x] maj́ı obdobnou roli jako prvoč́ısla
v Z.

Definice. Polynom f(x) ze Zp[x] se nazývá ireducibilńı (nad Zp), jestliže se polynom f(x) nedá
napsat jako součin dvou polynomů menš́ıho stupně než je stupeň f(x). �

Jinými slovy, jestliže z rovnosti f(x) = g(x) · h(x) plyne bud’ st(g) = st(f) (a h(x) je polynom
stupně 0, tj. konstanta) nebo st(h) = st(f) (a g(x) je polynom stupně 0, tj. konstanta).

Př́ıklady.

1. Polynom f(x) = x2 + 1 je ireducibilńı nad Z3, protože se nedá napsat jako součin dvou
lineárńıch polynomů; to by totiž musel mı́t kořen.

2. Polynom f(x) = x2 + 1 neńı ireducibilńı nad Z2. Stač́ı si uvědomit, že v Z2 plat́ı (x2 + 1) =
(x+ 1) (x+ 1).

3. Polynom g(x) = x2 + x+ 1 je ireducibilńı nad Z2, nemá totiž kořen.

5.1.13 Pozorováńı. Polynom stupně 2 nebo 3 je ireducibilńı právě tehdy, když nemá kořen.

Pro polynomy stupně větš́ıho než 3 už takové tvrzeńı neplat́ı; součin dvou ireducibilńıch
polynomů stupně 2 je polynom stupně 4, který neńı ireducibilńı a přesto nemá kořen. Samozřejmě,
polynom, který kořen má, nikdy neńı ireducibilńı (viz 5.1.11).

5.1.14 Vı́me, že reálné ireducibilńı polynomy jsou pouze polynomy stupně jedna nebo kvadra-
tické polynomy se záporným diskriminantem. Pro polynomy nad Zp takový fakt neplat́ı. Dokonce
plat́ı následuj́ıćı věta, kterou ale nedokazujeme. Jej́ı d̊ukaz neńı jednoduchý a je nad rámec tohoto
kurzu.

Tvrzeńı. Nad Zp existuj́ı ireducibilńı polynomy libovolného stupně. �

5.1.15 Největš́ı společný dělitel dvou polynomů. Stejně jako pro celá č́ısla, můžeme i pro
polynomy definovat pojem společný dělitel a největš́ı společný dělitel.

Definice. Mějme dva polynomy f(x) a g(x) ze Zp[x]. Polynom h(x) ze Zp[x] se nazývá nejvěťśı
společný dělitel polynomů f(x) a g(x), jestliže splňuje

1. h(x) děĺı oba polynomy f(x) a g(x);

2. kdykoli nějaký polynom k(x) děĺı oba polynomy f(x) a g(x), pak k(x) děĺı i h(x).

�
Poznamenejme, že jsme také mohli definovat největš́ı společný dělitel dvou polynomů jako

společný dělitel, který má největš́ı stupeň mezi všemi společnými děliteli.

Poznámka. Uvědomme si, že pro Zp[x], kde p je liché prvoč́ıslo, má vlastnosti největš́ıho
společného dělitele dvou polynomů v́ıc než jeden polynom. Ano, jestliže je polynom h(x) největš́ı

Marie Demlová: A8B01DMG Struktury s dvěma operacemi
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společný dělitel polynomů f(x) a g(x), pak také polynom b · h(x), kde b je nenulový prvek Zp, je
největš́ı společný dělitel polynomů f(x) a g(x).

Mezi všemi největš́ımi společnými děliteli polynomů f a g je přesně jeden, který má u nejvyšš́ı
mocniny koeficient roven 1 (takovým polynomům se ř́ıká monické). V některé literatuře se za
největš́ı společný dělitel dvou polynomů považuje právě monický největš́ı společný dělitel. V tomto
př́ıpadě je pak určen jednoznačně.

Definice. Dva polynomy nazýváme nesoudělné, jestliže h(x) = 1 je jejich největš́ı společný dělitel.
�

5.1.16 Euklid̊uv algoritmus.

Protože plat́ı věta o děleńı, analogicky jako u celých č́ısel, můžeme hledat největš́ı společný
dělitel dvou polynomů Euklidovým algoritmem. Ani Euklid̊uv algoritmus, ani z něj vyplývaj́ıćı
Bezoutovu větu pro polynomy nedokazujeme. Důkazy jsou téměř stejné jako v př́ıpadě celých č́ısel;
jediný rozd́ıl je, že mı́sto č́ısla ṕı̌seme polynom.

Vstup: Dva polynomy a(x) a b(x) ze Zp[x].
Výstup: polynom h(x), který je jeden z největš́ıch společných dělitel̊u d(x) polynomů a(x) a b(x).

1. (Inicializace)
t(x) := a(x), r(x) := b(x);

2. (Výpočet částečného pod́ılu a zbytku.)
repeat

do t(x) = q(x) · r(x) + z(x);
t(x) := r(x), r(x) := z(x)

until z(x) = 0.
3. (Největš́ı společný dělitel)

d(x) := r(x).

Bezoutova věta. Jsou-li a(x) a b(x) dva polynomy ze Zp[x] a h(x) je některý z jejich největš́ıch
společných dělitel̊u, pak existuj́ı polynomy f(x) a g(x) ze Zp[x] takové, že

h(x) = f(x) a(x) + g(x) b(x).

�

5.1.17 Řešeńı polynomiálńıch rovnic. Jako v př́ıpadě celých č́ısel, můžeme (a potřebujeme)
řešit tzv. polynomiálńı rovnice. V našem př́ıpadě to jsou lineárńı rovnice, kde koeficienty i proměnné
jsou polynomy nad Zp.
Tvrzeńı. Jsou dány polynomy a(x), b(x) a c(x) nad Zp, kde p je prvoč́ıslo. Pak rovnice

y(x) a(x) + z(x) b(x) = c(x) (5.4)

má řešeńı, tj. existuj́ı polynomy y(x) a z(x) které splňuj́ı rovnici (5.4), právě tehdy, když největš́ı
společný dělitel d(x) polynomů a(x) a b(x) děĺı pravou stranu, tj. polynom c(x). �

Postup řešeńı. Jedno řešeńı rovnice (5.4) najdeme rozš́ı̌reným Euklidovým algoritmem, označme
ho y0, z0. Obecné řešeńı rovnice (5.4) je pak součtem jednoho řešeńı (nehomogenńı) rovnice (5.4)
a obecného řešeńı přidružené homogenńı rovnice

a(x) y(x) + b(x) z(x) = 0. (5.5)

Označme a1(x) ten polynom, pro který a(x) = d(x) a1(x) a b1(x) ten polynom, pro který
b(x) = d(x) b1(x). (Jinými slovy, a1(x) je polynom, který dostaneme vyděleńım polynomu a(x)
největš́ım společným dělitelem d(x), obdobně b1(x).) Řešeńı homogenńı rovnice (5.5) je tvaru:

y1(x) = t(x) b1(x), a z1(x) = −t(x) a1(x),

kde t(x) je libovolný polynom nad Zp.
Nyńı obecné řešeńı 5.4 je

y(x) = y0(x) + t(x) b1(x) a z(x) = z0(x)− t(x) a1(x), kde t(x) ∈ Zp[x].
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5.2. Okruhy a tělesa [210912-1647 ] 39

5.1.18 Kongruence modulo polynom. Analogíı kongruence modulo n na množině celých
č́ısel je kongruence modulo polynom q(x) na množině všech polynomů Zp[x].

Definice. Je dán polynom q(x) ∈ Zp[x]. Na množině Zp[x] definujeme relaci modulo q(x) takto:

a(x) ≡ b(x) (mod q(x)) právě, když polynom (a(x)− b(x)) je dělitelný q(x).

�
Relace kongruence modulo polynom maj́ı obdobné vlastnosti jako má kongruence modulo n.

Uvád́ıme je v následuj́ıćıch dvou odstavćıch. Důkazy jsou stejné jako pro modulo n a proto je
neuvád́ıme.

5.1.19 Tvrzeńı. Pro každé dva polynomy a(x), b(x) ze Zp[x] plat́ı:

a(x) ≡ b(x) (mod q(x))

právě tehdy, když plat́ı jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:

1. a(x) = b(x) + t(x) q(x) pro vhodný polynom t(x) ∈ Zp[x];
2. a(x) i b(x) maj́ı stejný zbytek při děleńı polynomem q(x).

�

5.1.20 Tvrzeńı. Relace modulo q(x) je relace ekvivalence na množině Zp[x], jinými slovy tato
relace je reflexivńı, symetrická a tranzitivńı.

Nav́ıc, jestliže a(x) ≡ b(x) (mod q(x)) a c(x) ≡ d(x) (mod q(x)), pak také

(a(x) + c(x)) ≡ (b(x) + d(x) (mod q(x))

a(x) · c(x) ≡ b(x) · d(x) (mod q(x)).

�

5.1.21 Označme k stupeň polynomu q(x). Předchoźı tvrzeńı umožňuje definovat množinu tř́ıd
ekvivalence modulo q(x), budeme ji označovat Zp[x]/q(x). Protože každá tř́ıda obsahuje přesně
jeden polynom stupně menš́ıho než je k, lze psát

Zp[x]/q(x) = {[a(x)] | st(a) < st(q)}.

Nav́ıc, na množině Zp[x]/q(x) definujeme dvě operace a to sč́ıtáńı a násobeńı takto:

[a(x)] + [c(x)] = [a(x) + c(x)]

[a(x)] · [c(x)] = [a(x) · c(x)].

Neńı těžké ukázat, analogicky jako pro zbytkové tř́ıdy modulo n, že (Zp[x]/q(x),+) je komu-
tativńı grupa s neutrálńım prvkem [0], (Zp[x]/q(x), ·) je komutativńı monoid s neutrálńım prvkem
[1], a že mezi oběma operacemi plat́ı distributivńı zákony.

5.2 Okruhy a tělesa

V tomto odd́ıle ukážeme společné vlastnosti množin se dvěma binárńımi operacemi, jejichž
př́ıkladem mohou být reálná č́ısla, (Zn,+, ·), nebo (Zp[x]/q(x),+, ·).
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5.2.1 Okruh s jednotkou.

Definice. Množinu M spolu se dvěma binárńımi operacemi + a · nazýváme okruh s jednotkou,
jestliže (M,+, 0) je komutativńı grupa, (M, ·, 1) je monoid a plat́ı distributivńı zákony, tj. pro každé
a, b, c ∈M

a · (b+ c) = a · b+ a · c a (b+ c) · a = b · a+ c · a.

Jestliže nav́ıc je násobeńı komutativńı, pak okruh nazýváme komutativńı okruh s jednotkou. �

Př́ıklady.
a) (R,+, ·). kde R je množina všech reálných č́ısel spolu se sč́ıtáńım a násobeńım tvoř́ı komuta-

tivńı okruh s jednotkou.
b) (Mn,+, ·), kde Mn je množina všech reálných čtvercových matic řádu n, + je sč́ıtáńı matic a
· je násobeńı matic, tvoř́ı okruh s jednotkou, ale ne komutativńı okruh (násobeńı matic neńı
komutativńı).

c) (Zn,+, ·) je komutativńı okruh s jednotkou, kde jednotkový prvek je 1. Tento okruh má n
prvk̊u.

d) (Zp[x]/q(x),+, ·) je komutativńı okruh s jednotkou, kde jednotkový prvek je tř́ıda [e(x)], kde
plat́ı e(x) = 1 je polynom stupně 0. Tento okruh má pk prvk̊u, kde k = st(q).

5.2.2 Dělitele nuly. V okruhu s jednotkou se může stát, že součin dvou nenulových prvk̊u je
roven nulovému prvku. To znáte z lineárńı algebry; existuj́ı nenulové čtvercové matice tak, že jejich
součin je nulová matice.

Definice. Nenulovým prvk̊um a, b okruhu ř́ıkáme dělitele nuly, jestliže a · b = 0. �

Př́ıklady.

a) Okruh (M2,+, ·) má dělitele 0, jsou to např. matice

A =

(
1 1
1 1

)
B =

(
1 −1
−1 1

)
.

b) V okruhu (Z6,+, ·) jsou např. 2 a 3 dělitele nuly.
c) Jestliže polynom q(x) neńı ireducibilńı nad Zp, tj. q(x) = m(x) · n(x), kde st(m) > 0,

st(n) > 0, pak tř́ıdy [m(x)] a [n(x)] jsou dělitele nuly v (Zp[x]/q(x),+, ·).

5.2.3 Těleso.

Definice. Komutativńı okruh s jednotkou se nazývá těleso, jestliže každý jeho nenulový prvek je
invertibilńı (vzhledem k násobeńı) a 0 6= 1. �

Poznamenejme, že podmı́nka 0 6= 1 znamená, že těleso muśı mı́t alespoň dva prvky. Ty také
stač́ı (Z2,+, ·) je těleso o přesně dvou prvćıch — 0 a 1.

Př́ıklady.
a) (R,+, ·), kde R je množina všech reálných č́ısel.
b) (Zp,+, ·), kde p je prvoč́ıslo.
c) (Zp[x]/q(x),+, ·), kde p je prvoč́ıslo a q(x) je ireducibilńı polynom v Zp[x].
d) (C,+, ·), kde C je množina všech komplexńıch č́ısel.

5.2.4 Tvrzeńı. V tělese neexistuj́ı dělitele nuly. �

Zd̊uvodněni. Ano, kdyby v tělese platilo a · b = 0 a kdyby a byl nenulový prvek, pak by existoval
prvek a−1 inverzńı k a. Proto by platilo

b = (a−1 · a) · b = a−1 · (a · b) = a−1 · 0 = 0.

5.2.5 Poznámka. V předmětu zabývaj́ıćı se lineárńı algebrou jste vyšetřovali vektorové pro-
story, řešili soustavy rovnic, pracovali s maticemi; vše nad reálnými č́ısly. To ale neńı nutné —
pojmy lineárńı algebry je možné studovat i nad jakým tělesem, třeba tělesem Z2. To se v apli-
kaćıch také často využ́ıvá.
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5.3 Konečná (Galoisova) tělesa

Ukázali jsme, jak je možné zkonstruovat konečná tělesa pomoćı polynomů nad Zp. Nyńı ukážeme
několik vlastnost́ı, které splňuje každé konečné těleso.

5.3.1 Máme dáno konečné těleso (F,+, ·, 0, 1). Připomeňme, že (F,+, 0) je komutativńı grupa,
(F, ·, 1) je komutativńı monoid, plat́ı distributivńı zákony a 0 6= 1.

Vezměme prvek 1 ∈ F a utvořme prvky

1, 1 + 1, 1 + 1 + 1, . . . , 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
i−krát

, . . .

Protože F je konečná množina, muśı existovat i, j, i < j, tak že

1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
i−krát

= 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
j−krát

.

Pak
0 = 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸

(j−i)−krát

5.3.2 Tvrzeńı. Označme n nejmenš́ı kladné přirozené č́ıslo, pro které

0 = 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n−krát

.

Pak n je prvoč́ıslo.

5.3.3 Charakteristika tělesa. Prvoč́ıslo p z tvrzeńı 5.3.2 se nazývá charakteristika tělesa
(F,+, ·, 0, 1).

Jestliže konečné těleso je charakteristiky p, pak obsahuje Zp jako podtěleso.

5.3.4 Poznámka. Uvědomte si, že charakteristika p je vlastně řád prvku 1 v grupě (F,+, 0).

5.3.5 Tvrzeńı. Je dáné konečné těleso (F,+, ·, 0, 1) charakteristiky p. Pak pro každé a, b ∈ F
plat́ı

(a+ b)p = ap + bp.

5.3.6 Poznámka. Konečná tělesa studovat a popsal francouzský matematik Évariste Galois a
proto se konečným těles̊um také ř́ıká Galoisova tělesa.

É. Gaolois dokázal následuj́ıćı větu:

Věta. Pro každé prvoč́ıslo p a každé přirozené č́ıslo k ≥ 1 existuje konečné těleso o pk prvćıch.
Toto těleso je jediné (až na pojmenováńı jeho prvk̊u).

Těleso o pk se často označuje jako GF(pk) a mluv́ı se o něj jako o Galoisově tělese s pk

prvky. Uvědomte si, že předchoźı věta také ř́ıká, že kdybychom znali ireducibilńı polynom nad
Zp libovolného stupně k ≥ 1, mohli bychom zkonstruovat libovolné konečné těleso.

5.4 Svazy a Booleovy algebry

Už jsme si ukázali několik př́ıklad̊u množin, na kterých jsme měli dány dvě operace. Jednalo se o
př́ıklady okruh̊u a těles. V aplikaćıch se ale setkáte i se strukturami se dvěma binárńımi operacemi,
které maj́ı jiné vlastnosti — jsou to svazy a Booleovy algebry. Tyto struktury kromě binárńıch
operaćı

”
obsahuj́ı“ i z operaćı odvozené částečné uspořádáńı.

Při studiu svaz̊u mějte na paměti základńı př́ıklad — je to množina všech podmnožin nějaké
pevně dané množiny U s operacemi pr̊unik a sjednoceńı.
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5.4.1 Nejprve připomene vlastnosti operaćı pr̊unik a sjednoceńı množin.

Př́ıklad — podmnožiny s pr̊unikem a sjednoceńım. Uvažujme množinu P(U) a na ńı operace
∩ a ∪. Pak pro každé tři množiny A,B,C ⊆ U plat́ı

1. A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C, A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C (asociativńı zákon).

2. A ∩B = B ∩A, A ∪B = B ∪A (komutativńı zákon).

3. A ∩A = A, A ∪A = A (zákon idempotence).

4. A ∩ (B ∪A) = A, A ∪ (B ∩A) = A (zákon pohlceńı).

5.4.2 Svaz. Čtyři vlastnosti pr̊uniku a sjednoceńı, které jsem uvedli v minulém odstavci, jsou
vlastnosti, které budeme vyžadovat pro libovolný svaz.

Definice. Svaz je trojice (M,∧,∨), kde M je neprázdná množina, ∧ a ∨ jsou dvě binárńı operace
splňuj́ıćı asociativńı zákon, komutativńı zákon, zákon idempotence a zákon pohlceni (jak byly
definovány v 5.4.1. Operace ∧ se nazývá pr̊usek operace a ∨ spojeńı. �

5.4.3 Uspořádáńı na svazu. Jestliže (M,∧,∨) je svaz, pak pomoćı operaćı ∧ nebo ∨ lze
definovat relaci částečného uspořádáńı na množině M . Připomeňme, že částečné uspořádáńı je
každá relace, která je reflexivńı, antisymetrická a tranzitivńı.

Definice. Je dán svaz (M,∨,∧). Na množině M definujeme relaci v předpisem:

a v b právě tehdy, když a ∧ b = a

�
Dá se dokázat, že a ∧ b = a právě tehdy, když a ∨ b = b. Fakt, že relace v je skutečně částečné

uspořádáńı, ukazuje následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı. Relace v na množině prvk̊u nějakého svazu je reflexivńı, antisymetrická a tranzitivńı.
Jedná se proto o relaci částečného uspořádáńı. �

Zd̊uvodněńı. Reflexivita: Protože pro každý prvek a ∈M je a∧ a = a, plat́ı a v a. Ukázali jsme,
že relace v je reflexivńı.

Antisymetrie: Předpokládejme, že pro a, b ∈ M plat́ı a v b a b v a. To znamená, že a ∧ b = a
a b ∧ a = b. Protože a ∧ b = b ∧ a, dostáváme a = b a relace je antisymetrická.

Tranzitivita: Předpokládejme, že pro a, b, c ∈M plat́ı a v b a b v c. Tedy a∧ b = a a b∧ c = b.
Potom

a ∧ c = (a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c) = a ∧ b = a.

Proto a v c a relace je tranzitivńı.

5.4.4 Poznámka. Operaćım ∧ a ∨ ze svazu se také ř́ıká infimum a supremum. Je to proto, že
pro relaci v je prvek a ∧ b největš́ı dolńı meźı a prvek a ∨ b nejmenš́ı dolńı meźı množiny {a, b}.

5.4.5 Nejmenš́ı prvek 0 a největš́ı prvek 1 ve svazu.

Definice. Je dán svaz (M,∧,∨). Nejmenš́ı prvek , znač́ıme ho většinou 0, je ten prvek y ∈M , pro
který plat́ı

y ∧ a = y, y ∨ a = a pro každé a ∈M .

Nejvěťśı prvek , znač́ıme ho většinou 1, je ten prvek x ∈M , pro který plat́ı

x ∧ a = a, x ∨ a = x pro každé a ∈M .

�
Uvědomte si, že jména nejmenš́ı a největš́ı prvek jsou

”
správně“, protože pro nejmenš́ı prvek 0

plat́ı 0 v a pro každé a ∈M a pro největš́ı prvek 1 plat́ı a v 1 pro každé a ∈M .
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5.4.6 Distributivńı svaz. Náš základńı př́ıklad svazu, tj. (P (U),∩,∪) (viz 5.4.1), splňuje ještě
daľśı vlastnosti. Už z prvńı přednášky v́ıme, že pr̊unik a sjednoceńı splňuj́ı distributivńı zákony.
Distributivńı zákon ovšem ze základńıch vlastnost́ı operaćı ve svazu nevyplývá. (Na přednášce si
ukážeme dva př́ıklady malých svaz̊u, které distributivńı zákon nesplňuj́ı.) Na druhou stranu svazy,
které distributivńı zákony splňuj́ı, hraj́ı v aplikaćıch d̊uležitou roli.

Definice. Svaz (M,∧,∨) se nazývá distributivńı, jestliže v něm plat́ı distributivńı zákony, tj. pro
každé tři prvky a, b, c ∈M plat́ı

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c), a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).

�

5.4.7 V každém distributivńım svazu plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı. Uvažujme distributivńı svaz (M,∧,∨). Jestliže pro prvky a, b, c ∈M plat́ı

a ∧ b = a ∧ c a a ∨ b = a ∨ c,

pak prvky b a c jsou stejné. �

Zd̊uvodněńı. V libovolném distributivńım svazu plat́ı:

b = b ∧ (a ∨ b) = b ∧ (a ∨ c) = (b ∧ a) ∨ (b ∧ c) = (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ c = (a ∨ c) ∧ c = c.

Uvědomte si, že jsme dvakrát použili zákon pohlceńı (na začátku a na konci výpočtu), dvakrát
distributivńı zákon a dvakrát komutativńı zákon. Zbytek byly předpoklady tvrzeńı.

5.4.8 Doplněk ve svazu. Uvedeme ještě jeden pojem, který množinový svaz má, ale obecný
svaz mı́t nemuśı. Jedná se o doplněk prvku. V př́ıkladě (P (U),∩,∪) je pro X ∈ P (U) roven
U \X = X.

Definice. Je dán svaz (M,∧,∨) s 0 a 1. Řekneme, že prvek b je doplňkem prvku a, jestliže plat́ı

a ∧ b = 0, a a ∨ b = 1. (5.6)

�

V obecném svazu může existovat v́ıc prvk̊u, které maj́ı vlastnost doplňku prvku a. Jestliže svaz
je distributivńı, pak doplněk existuje nejvýše jeden.

Tvrzeńı. Je-li (M,∧,∨) distributivńı a k prvku a existuje doplňěk, pak tento doplněk je jediný a
znač́ıme ho a.

Toto tvrzeńı vyplývá z 5.4.7.

5.4.9 Booleova algebra. V řadě aplikaćı budete pracovat se zvláštńı tř́ıdou distributivńıch
svaz̊u, s tzv. Booleovou algebrou.

Definice. Booleova algebra je distributivńı svaz s 0 a 1, kde každý prvek má doplněk. �

Tvrzeńı. Je-li (B,∧,∨,0,1, ) Booleova algebra, pak pro každé tři prvky a, b, c ∈ B plat́ı

a) 0 = 1, 1 = 0.

b) a ∧ b = a ∨ b, a ∨ b = a ∧ b.
c) a = a.

Zd̊uvodněńı. Vlastnost a) je zřejmá; stač́ı si uvědomit, že

0 ∧ 1 = 0 a 0 ∨ 1 = 1.

Také vlastnost c) neńı těžké nahlédnout. Vı́me, že

a ∧ a = 0 a a ∨ a = 1.
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Pod́ıváme-li se na tyto dva vztahy
”
očima“ prvku a, vid́ıme, že a je doplněk a.

Abychom ukázali vlastnost b), spoč́ıtáme (využ́ıváme distributivńı zákon)

(a ∧ b) ∧ (a ∨ b) = (a ∧ b ∧ a) ∨ (a ∧ b ∧ b) = 0 ∨ 0 = 0.

Obdobně se ukáže i (a ∧ b) ∨ (a ∨ b) = 1.

Proto a ∧ b = a ∨ b.
Druhý vztah se dokáže analogicky.

Poznámka. Z teorie množin v́ıme, že (P (U),∩,∪) spolu s nejmenš́ım prvkem 0 = ∅, největš́ım
prvkem 1 = U a doplňkem X tvoř́ı Booleovu algebru. Často se ale budete setkávat i s jinými
př́ıklady Booleovy algebry.

5.4.10 Nejmenš́ı Booleova algebra. Nejmenš́ı Booleova algebra má dva prvky, tj. B = {0, 1},
a plat́ı i ∧ j = min{i, j}, i ∨ j = max{i, j}, 0 = 0, 1 = 1 a 0 = 1, 1 = 0. �

Uvědomte si, že vlastně jedná o charakteristické funkce podmnožin jednoprvkové množiny.

5.4.11 Konečné Booleovy algebry. Všechny konečné Booleovy algebry (až na přejmenováńı
prvk̊u) jsou tohoto tvaru.

Pro každé n ≥ 1 označme Bn množinu všech n-tic 0 a 1, tj.

Bn = {(a1, a2, . . . , an) | ai ∈ {0, 1}}.

Definujeme
a) (a1, a2, . . . , an) ∧ (b1, b2, . . . , bn) = (a1 ∧ b1, a2 ∧ b2, . . . , an ∧ bn),

b) (a1, a2, . . . , an) ∨ (b1, b2, . . . , bn) = (a1 ∨ b1, a2 ∨ b2, . . . , an ∨ bn),

c) 0 = (0, 0, . . . , 0), 1 = (1, 1, . . . , 1),

d) (a1, a2, . . . , an) = (a1, a2, . . . , an).

Pak Bn spolu s operacemi tvoř́ı Booleovu algebru o 2n prvćıch. �

Uvědomte si, že vlastně jedná o charakteristické funkce podmnožin n-prvkové množiny.

Všimněte si, že nejmenš́ı Booleova algebra je vlastně B1. Na Bn, pro n > 1, se můžeme d́ıvat
jako na kartézský součin n kopíı nejmenš́ı Booleovy algebry B.

5.5 Booleovy funkce

V řadě aplikaćı se v nejmenš́ı Booleově algebře B operace znač́ı jinak; ∧ se označuje · a ∨ se
označuje +. Je třeba však mı́t na paměti, že pro operace + plat́ı

a+ b = max{a, b}, tj. plat́ı 1 + 1 = 1, a · b = min{a, b}.

Při tomto značeńı plat́ı následuj́ıćı rovnosti (je to obdoba rovnost́ı, které plat́ı v Booleově algebře
viz výše).

5.5.1 Tvrzeńı. Pro všechna x, y, z ∈ {0, 1} plat́ı:
1. x · x = x, x+ x = x;

2. x · y = y · x, x+ y = y + x;

3. x · (y · z) = (x · y) · z, x+ (y + z) = (x+ y) + z;

4. x · (y + x) = x, x+ (y · x) = x;

5. x · (y + z) = (x · y) + (x · z), x+ (y · z) = (x+ y) · (x+ z);

6. x = x;

7. x+ y = x · y, x · y = x+ y;

8. x+ x = 1, x · x = 0;

9. x · 0 = 0, x · 1 = x;

10. x+ 1 = 1, x+ 0 = x.
�
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5.5.2 Booleovy funkce.

Definice. Libovolné zobrazeńı f : {0, 1}n → {0, 1} se nazývá Booleova funkce arity n. �

Velmi často je potřeba takovou funkci f napsat pomoćı operaćı Booleovy algebry. Např.
f(x, y) = (x·y)+y má hodnoty f(0, 0) = (1·0)+0 = 0, f(0, 1) = (1·1)+1 = 1, f(1, 0) = (0·0)+0 = 0
a f(1, 1) = (0 · 1) + 1 = 1.

5.5.3 Disjunktivńı normálńı forma — DNF.

Definice. Řekneme, že Booleova funkce je v disjunktivńı normálńı formě (disjunktivńım normálńım
tvaru), zkráceně DNF, jestliže f(x1, . . . , xn) je rovna součtu konečně mnoha součin̊u proměnných
xi nebo doplňk̊u proměnných xi. �

Poznamenejme, že proměnné nebo doplňku proměnné se také ř́ıká literál.

Př́ıklad. Př́ıkladem Booleovy funkce napsané v disjunktivńı normálńı formě je např. tato funkce

f(x, y, z) = (x · y · z) + (y · z) = (x · z) + (y · z).

5.5.4 Konjunktivńı normálńı forma — CNF.

Definice. Řekneme, že Booleova funkce je v konjunktivńı normálńı formě (konjunktivńım normálńım
tvaru), zkráceně CNF, jestliže f(x1, . . . , xn) je rovna součinu konečně mnoha součt̊u proměnných
xi nebo doplňk̊u proměnných xi. �

Př́ıklad. Př́ıkladem Booleovy funkce napsané v konjunktivńı normálńı formě je např. tato funkce

f(x, y, z) = z · (x+ y + z) = z · (x+ y).

Poznamenejme, že v obou př́ıkladech se jedná o tutéž Booleovu funkci.

5.5.5 K tomu, abychom zapsali danou Booleovu funkci 2 až 4 proměnných bud’ v disjunktivńı
nebo konjunktivńı formě se hod́ı Karnaughovy mapy. Na přednášce si ukážeme Karnaughovy mapy
pro funkce 3 a 4 proměnných.

5.6 Isomorfismy, homomorfismy.

Pro zv́ıdavé studenty.

5.6.1 Př́ıklad — logaritmus jako isomorfismus grup. Uvažujme grupy (R+, ·, 1) a (R,+, 0)
(tj. kladná reálná č́ısla s násobeńım a reálná č́ısla se sč́ıtáńım). Dále uvažujme zobrazeńı f :R+ → R
takové, že f(x) = log10 x. Pak f(x) je bijekce množiny R+ na množinu R, která nav́ıc splňuje

1) log10(x · y) = log10(x) + log10(y),

2) log10 1 = 0,

3) log10(x−1) = − log10(x).

Funkce log10 umožnila násobit velká reálná č́ısla i v době, kdy ještě nebyly známy poč́ıtače ani
kalkulačky. Když lidé chtěli násobit č́ısla a, b, nejprve v tabulkách našli log10(a) a log10(b). Tyto
hodnoty sečetli a dostali d = log10(a · b). Na závěr č́ıslo d odlogaritmovali — tj. našli vzor v log10

(opět v tabulkách).

5.6.2 Homomorfismus, isomorfismus grup. Máme dány dvě grupy (G, ◦, e1) a (H, ?, e2).
Zobrazeńı f :G → H se nazývá homomorfismus, jestliže splňuje následuj́ıćı tři podmı́nky: Pro
každé x, y ∈ G plat́ı

1) f(x ◦ y) = f(x) ? f(y),

2) f(e1) = e2,

3) f(x−1) = (f(x))−1.

Jestliže nav́ıc je zobrazeńı f prosté a na, nazývá se f isomorfismus. �
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5.6.3 Homomorfismus okruh̊u s jednotkou. Jsou dány dva okruhy (M,+, ·) a (N,+, ·).
Zobrazeńı f :M → N se nazývá homomorfismus okruh̊u, jestliže je to homomorfismus jak grup
(M,+) do (N,+), tak homomorfismus monoid̊u (M, ·) a (N, ·) (tj. plat́ı podmı́nky 1) a 2)). �

5.6.4 Př́ıklad — využit́ı Č́ınské věty o zbytćıch. Máme nesoudělná č́ısla m,n > 1.
Definujme operace + a · na množině Zm × Zn takto:

(i, j) + (k, l) = (i+ k, j + l) a (i, j) · (k, l) = (i · k.j · l).

kde v prvńı složce sč́ıtáme a násob́ıme v Zm, ve druhé složce v Zn.

Pak (Zm×Zn,+, ·) tvoř́ı komutativńı okruh s jednotkou, kde (0, 0) je neutrálńı prvek vzhledem
ke sč́ıtáńı a (1, 1) je neutrálńı prvek vzhledem k násobeńı.

Č́ınská věta o zbytćıch vlastně ř́ıká, že zobrazeńı f :Zmn → Zm × Zn, definované

f(a) = (am, an) kde am ≡ a (modm), an ≡ a (modn)

je isomorfismus okruh̊u. Nav́ıc isomorfismus okruh̊u je také isomorfismus grup invertibilńıch prvk̊u
(Z?mn, ·) a (Z?m × Z?n, ·). Proto

φ(mn) = |Z?mn| = |Z?m| · |Z?n| = φ(m) · φ(n).

Ukázali jsem třet́ı vlastnost Eulerovy funkce.
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Kapitola 6

Grafy

Teorie graf̊u je matematická discipĺına, která má velmi mnoho aplikaćı a to nejen v technice. My
se v této kapitole seznámı́me pouze se základńımi pojmy a ukážeme si několik aplikaćı. Studentovi,
který by se o grafech chtěl dozvědět v́ıce, doporučujeme kńıžku Kapitoly z diskrétńı matematiky
autor̊u J. Matoušek, J. Nešetřil, nebo kńıžku Grafy a jejich aplikace od J. Demla.

6.1 Orientované a neorientované grafy

6.1.1 Orientovaný graf. Zhruba řečeno, orientovaný graf se skládá z prvk̊u, které nazýváme
vrcholy, a orientovaných spojnic, které vedou z jednoho vrcholu do druhého vrcholu a nazýváme
je (orientované) hrany. Protože z vrcholu u do vrcholu v mohou vést dvě a v́ıce hran, muśıme v
obecném př́ıpadě hrany rozlǐsovat jmény. Přesněji:

Definice. Orientovaný graf G je trojice (V,E, ε), kde V je neprázdná konečná množina vrchol̊u (též
zvaných uzl̊u), E je konečná množina jmen hran (též zvaných orientovaných hran) a ε je přǐrazeńı,
které každé hraně e ∈ E přǐrazuje uspořádanou dvojici vrchol̊u a nazývá se vztah incidence. �

Daľśı pojmy spojené s orientovanými grafy. Jestliže ε(e) = (u, v) pro u, v ∈ V , ř́ıkáme, že
vrchol u je počátečńı vrchol hrany e a vrchol v je koncový vrchol hrany e; znač́ıme PV (e) = u
a KV (e) = v. O vrcholech u, v ř́ıkáme, že jsou krajńı vrcholy hrany e, též že jsou incidentńı s
hranou e.

Jestliže počátečńı a koncový vrchol jsou stejné, ř́ıkáme, že hrana e je orientovaná smyčka. �

6.1.2 Neorientovaný graf. Zhruba řečeno, neorientované grafy jsou grafy, kde každá hrana
může být použita

”
oběma směry“. Přesněji:

Definice. Neorientovaný graf je trojice G = (V,E, ε), kde V je neprázdná konečná množina
vrchol̊u (též zvaných uzl̊u), E je konečná množina jmen hran a ε je přǐrazeńı, které každé hraně
e ∈ E přǐrazuje množinu {u, v} (kde u, v ∈ V jsou vrcholy) a nazývá se vztah incidence. �

Daľśı pojmy spojené s neorientovanými grafy. Jestliže ε(e) = {u, v} pro u, v ∈ V , ř́ıkáme,
že u, v jsou krajńı vrcholy hrany e, též že jsou incidentńı s hranou e.

Je-li u = v, ř́ıkáme že e je (neorientovaná) smyčka. �

6.1.3 Paralelńı hrany.

Definice. Jestliže v orientovaném nebo neorientovaném grafu existuj́ı dvě r̊uzné hrany e1, e2, pro
které ε(e1) = ε(e2), ř́ıkáme, že hrany e1, e2 jsou paralelńı. �

Uvědomte si, že pro orientované grafy to znamená, že počátečńı vrcholy i koncové vrcholy hran
e1, e2 jsou stejné, zat́ımco pro neorientované grafy to pouze znamená, že krajńı vrcholy hran e1, e2
jsou stejné.
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6.1.4 Prostý graf.

Definice. Graf (orientovaný nebo neorientovaný) se nazývá prostý graf , jestliže nemá paralelńı
hrany. �

Poznámky. V některé literatuře se termı́nem graf rozumı́ prostý graf a graf̊um, at’ již orientovaným
nebo neorientovaným, které maj́ı paralelńı hrany, se ř́ıká multigrafy . Vzhledem k tomu, že v řadě
aplikaćı hraj́ı paralelńı hrany podstatnou roli, my tuto terminologii nepouž́ıváme.

V př́ıpadě prostých graf̊u nepotřebujeme speciálńı jména hran a můžeme v př́ıpadě oriento-
vaných graf̊u hranu e pojmenovat (u, v), jestliže PV (e) = u a KV (e) = v; v př́ıpadě neorien-
tovaných graf̊u {u, v}, jestliže ε(e) = {u, v}. Proto prosté grafy označujeme pouze jako dvojici
(V,E).

V daľśım textu (neńı-li řečeno jinak) V (G) označuje množinu vrchol̊u grafu G a E(G) množinu
hran grafu G.

6.1.5 Stupně vrchol̊u. Zhruba řečeno stupeň vrcholu v je počet hran, které zač́ınaj́ı nebo konč́ı
ve v. Pro orientované grafy ještě rozlǐsujeme vstupńı stupeň — to je počet hran, které do vrcholu
vstupuj́ı, a výstupńı stupeň — to je počet hran, které z vrcholu vycházej́ı. Přesněji:

Definice. Je dán orientovaný graf G = (V,E, ε). Vstupńı stupeň vrcholu v, znač́ıme jej d−(v), je
roven počtu hran, pro které je v koncovým vrcholem (které do vrcholu v vstupuj́ı), tj.

d−(v) = |{e ∈ E;KV (e) = v}|.

Výstupńı stupeň vrcholu v, znač́ıme jej d+(v), je roven počtu hran, pro které je v počátečńım
vrcholem (které z vrcholu v vystupuj́ı), tj.

d+(v) = |{e ∈ E;PV (e) = v}|.

Stupeň vrcholu v, znač́ıme jej d(v), je roven počtu hran, které jsou incidentńı s vrcholem v, tj.

d(v) = d−(v) + d+(v).

Je dán neorientovaný graf G = (V,E, ε). Stupeň vrcholu v, znač́ıme jej d(v), je roven počtu
hran, které jsou incidentńı s vrcholem v, kde smyčka je poč́ıtána dvakrát. �

Všimněte si, že v definici stupně vrcholu je smyčka započ́ıtána dvakrát i v př́ıpadě orientovaných
graf̊u. Proto,

”
zapomeneme-li v orientovaném grafu na orientaci“ stupně vrchol̊u z̊ustanou stejné.

6.1.6 Tvrzeńı. Pro každý graf G (orientovaný nebo neorientovaný) plat́ı∑
v∈V

d(v) = 2 |E|,

kde |E| znač́ı počet hran grafu G. �

Zd̊uvodněńı. Každá hrana grafu, která neńı smyčka, zvýš́ı stupeň dvou svých krajńıch vrchol̊u.
Z definice pak smyčka také zvyšuje stupeň vrcholu o 2.

Důsledek. Každý graf má sudý počet vrchol̊u lichého stupně. �

Zd̊uvodněńı. Je-li součet stupň̊u sudé č́ıslo, muśı mezi stupni být sudý počet lichých č́ısel.

6.1.7 Zadáváńı grafu. Orientovaný i neorientovaný graf můžeme zadat seznamem jeho vr-
chol̊u, a pro každý vrchol seznamem hran, které v něm zač́ınaj́ı a/nebo v něm konč́ı. Graf též
můžeme zadat matićı sousednosti nebo matićı incidence.
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6.1.8 Matice sousednosti. Je dán graf G = (V,E, ε), kde jsme oč́ıslovali vrcholy, tj. V =
{v1, v2, . . . , vn}. Čtvercová matice M = (m(i, j)) řádu n se nazývá matice sousednosti grafu G,
splňuje-li:

• Pro orientovaný graf je m(i, j) roven počtu hran, pro něž je vi počátečńı vrchol a vj koncový
vrchol.

• Pro neorientovaný graf je m(i, j) roven počtu hran s krajńımi vrcholy vi a vj .
�

Poznamenejme, že pro neorientovaný graf je matice sousednosti symetrická.

6.1.9 Matice incidence. Je dán graf G = (V,E, ε) bez smyček. Oč́ıslujme vrcholy V =
{v1, v2, . . . , vn} a hrany E = {e1, e2, . . . , em}. Matice B = (b(i, j)) typu (n,m) se nazývá matice
incidence grafu G, splňuje-li:

• Pro orientovaný graf je

b(i, j) =

 1, jestliže vi je počátečńı vrchol hrany ej ,
−1, jestliže vi je koncový vrchol hrany ej ,
0, v ostatńıch př́ıpadech.

• Pro neorientovaný graf je

b(i, j) =

{
1, jestliže vi je krajńı vrchol hrany ej ,
0, v ostatńıch př́ıpadech.

�
Matice incidence orientovaného grafu má v každém sloupci jednu 1 a jednu -1, pro neorientované

grafy má v každém sloupci dvě 1.

6.1.10 Porovnáváńı graf̊u.

Definice. Řekneme, že dva grafy G = (V,E, ε) a G′ = (V ′, E′, ε′) jsou si rovny , jestliže V = V ′,
E = E′ a ε = ε′.

Řekneme, že dva grafy G = (V,E, ε) a G′ = (V ′, E′, ε′) jsou isomorfńı, jestliže existuj́ı bijekce
f :V → V ′ a g:E → E′ takové, že pro orientované grafy

ε(e) = (u, v) právě tehdy, když ε′(g(e)) = (f(u), f(v))

a pro neorientované grafy

ε(e) = {u, v} právě tehdy, když ε′(g(e)) = {f(u), f(v)}.

�

6.1.11 Sled v orientovaném grafu. V mnoha aplikaćıch teorie graf̊u potřebujeme
”
chodit“

v grafu. Zavedeme tři pojmy — sled, tah a cesta. Sled je ten nejobecněǰśı pojem, v něm pouze
požadujeme, abychom vždy procházeli hranu z vrcholu této hrany. Tah bude speciálńı př́ıpad sledu,
kde každou hranou smı́me proj́ıt nejvýše jednou. Nejv́ıc omezuj́ıćı je pojem cesta — zde smı́me
vej́ıt dvakrát do téhož vrcholu pouze v př́ıpadě, že je to posledńı vrchol a vešli jsme do prvńıho
vrcholu. Přesněji:

Definice. Je dán orientovaný graf G = (V,E, ε). Orientovaný sled v G je posloupnost vrchol̊u a
hran

v1, e1, v2, e2, . . . , vk−1, ek−1, vk

taková, že pro každé i = 1, 2, . . . , k − 1 plat́ı vi = PV (ei) a vi+1 = KV (ei).

Neorientovaný sled v G je posloupnost vrchol̊u a hran

v1, e1, v2, e2, . . . , vk−1, ek−1, vk

taková, že pro každé i = 1, 2, . . . , k − 1 plat́ı že vrcholy vi a vi+1 jsou krajńı vrcholy hrany ei. �

Poznámka: Neorientovaný sled se od orientovaného sledu lǐśı t́ım, že můžeme
”
j́ıt i proti směru“

hrany.
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6.1.12 Sled v neorientovaném grafu.

Definice. Je dán neorientovaný graf. Pak neorientovaný sled je posloupnost vrchol̊u a hran

v1, e1, v2, e2, . . . , vk−1, ek−1, vk

taková, že hrana ei je incidentńı s vrcholy vi a vi+1 pro všechny i = 1, 2, . . . , k − 1. �

Triviálńı sled je sled, který obsahuje jediný vrchol a žádnou hranu. Považujeme ho jak za
orientovaný, tak za neorientovaný.

6.1.13 Uzavřené sledy. Máme dán orientovaný nebo neorientovaný sled v1, e1, . . . , ek−1, vk.
Ř́ıkáme, že vrchol v1 je počátečńım vrcholem sledu a vk je koncovým vrcholem sledu. Též ř́ıkáme,
že sled vede z vrcholu v1 do vrcholu vk.

Definice. Orientovaný (neorientovaný) sled se nazývá uzavřený , jestliže v1 = vk a nav́ıc k > 1. V
opačném př́ıpadě mluv́ıme o otevřeném sledu. �

Tedy triviálńı sled nepovažujeme za uzavřený.

6.1.14 Tah a cesta. Ukazuje se výhodné definovat (kromě základńıho sledu) ještě speciálńı
typy sled̊u — tahy a cesty.

Definice. Orientovaný (neorientovaný) sled nazýváme orientovaným (neorientovaným) tahem,
jestliže se v něm neopakuj́ı hrany.

Orientovaný (neorientovaný) tah je cestou, jestliže se v něm neopakuj́ı vrcholy s tou výjimkou,
že může být uzavřený, tj. může být v1 = vk. Uzavřená orientovaná cesta se nazývá cyklus, uzavřená
neorientovaná cesta se nazývá kružnice. �

Poznámka. Každá cesta je zároveň tahem i sledem, naopak to ale neplat́ı. Také každý cyklus je
zároveň kružnićı, ale ne každá kružnice je cyklem.

Poznamenejme, že triviálńı sled je též tahem i cestou neńı však ani kružnićı ani cyklem.

6.1.15 Dostupnost.

Definice. Máme dán graf G = (V,E, ε). Řekneme, že vrchol v je orientovaně (neorientovaně)
dostupný z vrcholu w, jestliže existuje orientovaná (neorientovaná) cesta z w do v. �

Poznámka. V definici dostupnosti jsme mohli požadovat existenci sledu (mı́sto cesty) a dostali
bychom stejný pojem. Když totiž existuje orientovaný (neorientovaný) sled z vrcholu w do vrcholu
v, pak také existuje orientovaná (neorientovaná) cesta z vrcholu w do vrcholu v. Rozmyslete a
zd̊uvodněte si tento fakt.

6.1.16 Souvislý graf.

Definice. Řekneme, že (orientovaný nebo neorientovaný) graf je souvislý , jestliže pro každé dva
vrcholy u, v grafu existuje neorientovaná cesta z u do v. �

Poznámka. Vždy existuje cesta z vrcholu u do sebe – totiž triviálńı cesta. Také plat́ı, že
neorientovaná cesta z vrcholu u do vrcholu v je také neorientovanou cestou z v do u (stač́ı cestu

”
č́ıst pozpátku“).

6.2 Stromy

Pojem teorie graf̊u, který se v aplikaćıch velmi často vyskytuje, je pojem stromu. Setkáte se s ńım
např. v datových strukturách, ale i leckde jinde.
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6.2.1 Definice. Orientovaný nebo neorientovaný graf se nazývá strom, je-li souvislý a neobsahuje-
li kružnici. �

Tvrzeńı. V každém stromu s alespoň dvěma vrcholy existuje vrchol stupně 1. �

Zd̊uvodněńı. Ukážeme, že kdyby v nějakém grafu měl každý vrchol stupeň alespoň 2, pak by
graf obsahoval kružnici.

Předpokládejme, že graf G s n > 1 vrcholy má stupně všech vrchol̊u větš́ı nebo rovno 2.
Začneme konstruovat cestu takto: Začneme z libovolného vrcholu, označme jej v1. Protože v1 má
stupeň aspoň 2, vede z něj hrana, označ́ıme ji e1. Druhý krajńı vrchol hrany e1 nemůže být v1 (byla
by to smyčka a smyčka je zvláštńı př́ıpad kružnice). Označme tento nový vrchol v2. Vrchol v2 má
stupeň aspoň 2, muśı být krajńım vrcholem nějaké daľśı hrany, řekněme e2. Hrana e2 má druhý
krajńı vrchol v3; a ten nemůže být ani v1, ani v2 (v obou př́ıpadech by graf obsahoval kružnici).
Takto postupujeme až dostaneme cestu o n− 1 hranách, která obsahuje všechny vrcholy grafu G.
Jej́ı koncový vrchol má ovšem také stupeň aspoň dvě, muśı z něj proto vycházet ještě jiná hrana
než en−1. A protože už nemáme daľśı nepoužitý vrchol, muśı uzavř́ıt kružnici. A to je spor s faktem,
že G nemá kružnice.

6.2.2 Věta. Každý strom o n vrcholech má n− 1 hran. �

Zd̊uvodněńı: Větu je možné dokázat indukćı podle počtu vrchol̊u n. Tvrzeńı zřejmě plat́ı pro
stromy o jednom nebo dvou vrcholech.

Předpokládejme, že tvrzeńı věty plat́ı pro všechny stromy s n vrcholy, n > 2. Vezměme libovolný
strom G s n+1 vrcholy. Označme G′ strom, který dostaneme tak, že z G odstrańıme vrchol stupně
1 (podle předchoźıho tvrzeńı takový vrchol existuje). Graf G′ je opět strom a má n vrchol̊u, tedy
obsahuje přesně n− 1 hran (indukčńı předpoklad). Proto G má n− 1 + 1 = n hran.

6.2.3 Důsledek. V každém stromu s alespoň dvěma vrcholy existuj́ı (alespoň) dva vrcholy
stupně 1. �

Zd̊uvodněńı: Má-li souvislý graf n vrchol̊u (n > 1) a n − 1 hran, nemůže mı́t jen jeden vrchol
stupně 1. Ano, pak by platilo∑

v∈V
d(v) ≥ 1 + 2(n− 1) > 2(n− 1) = 2|E|,

a to neńı možné.

Jiný zp̊usob zd̊uvodněńı: Neńı těžké nahlédnout, že vezmeme-li v grafu, který nemá kružnice,
cestu o největš́ım počtu hran, pak oba koncové vrcholy této cesty muśı mı́t stupeň 1.

6.2.4 Poznámka. Mějme souvislý graf G. Přidáme-li k němu hranu (aniž bychom zvětšili
množinu vrchol̊u), z̊ustane graf souvislý.

Mějme graf G bez kružnic. Odebereme-li z grafu G hranu, vzniklý graf opět nebude obsahovat
kružnici.

Strom je graf, který má nejmenš́ı počet hran, aby mohl být souvislý, a současně největš́ı počet
hran, aby v něm neexistovala kružnice. Poznamenejme, že přidáńım hrany zde rozumı́me přidáńı
hrany mezi již existuj́ıćı vrcholy; daľśı vrcholy nepřidáváme.

6.2.5 Tvrzeńı. Je dán graf G, pak následuj́ıćı je ekvivalentńı.

1. G je strom.

2. G nemá kružnice a přidáme-li ke grafu libovolnou hranu uzavřeme přesně jednu kružnici.

3. G je souvislý a odebráńım libovolné hrany přestane být souvislý.
�
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6.2.6 Podgrafy. Zhruba řečeno, podgraf grafu G dostaneme tak, že z grafu G vynecháme
některé (nebo žádné) vrcholy a některé (nebo žádné) hrany a to tak, že necháme-li v podgrafu
hranu e, pak tam necháme i oba jeho krajńı vrcholy.

Mezi podgrafy nás zaj́ımaj́ı hlavně dva speciálńı typy: Faktor je podgraf, kde jsme ponechali
všechny vrcholy. Podgraf indukovaný množinou vrchol̊u A je podgraf s množinou vrchol̊u A, kde
jsme ponechali všechny hrany grafu G, které jsme mohli ponechat.

Definice. Je dán graf G = (V,E, ε). Podgraf grafu G je trojice G′ = (V ′, E′, ε′), kde V ′ ⊆ V ,
E′ ⊆ E a ε′ je restrikce ε na množině E′, taková, že trojice G′ = (V ′, E′, ε′) je také graf.

Podgraf G′ = (V ′, E′, ε′) se nazývá faktor grafu G, jestliže V ′ = V .

Podgraf G′ = (A,E′, ε′) se nazývá podgraf indukovaný množinou A, A ⊆ V , jestliže každá
hrana grafu G, která má oba krajńı vrcholy v množině A, lež́ı v E′. Podgraf indukovaný množinou
A se též nazývá úplný podgraf na množině A. �

6.2.7 Komponenty souvislosti. Vı́me, že ne každý graf je souvislý. Na druhé straně vrcholy
každého grafu se daj́ı rozdělit na části, na kterých už graf souvislý je; těm maximálńım množinám
vrchol̊u ř́ıkáme komponenty souvislosti. Přesněji:

Definice. Máme dán (orientovaný nebo neorientovaný) graf G. Komponenta souvislosti (někdy
též komponenta slabé souvislosti) je maximálńı množina vrchol̊u A taková, že indukovaný podgraf
určený A je souvislý. �

Maximálńı množinou zde rozumı́me takovou množinu A, pro kterou plat́ı, že přidáme-li k
množině A libovolný vrchol, podgraf indukovaný touto větš́ı množinou už souvislý nebude.

Uvědomte si, že komponenty souvislosti jsou vlastně tř́ıdy ekvivalence (neorientované) dostup-
nosti na množině vrchol̊u V . Ano, relace dostupnosti je reflexivńı, symetrická a tranzitivńı, proto
se jedná o ekvivalenci. Tř́ıdy této ekvivalence jsou pak maximálńı množiny vrchol̊u, na kterých je
graf G souvislý.

Poznámka. Graf je souvislý právě tehdky, když má jedinou komponentu souvislosti.

6.3 Minimálńı kostra

Z minulé kapitoly v́ıme, že stromy jsou souvislé grafy s nejmenš́ım počtem hran. Vlastnosti stromů
se využ́ıvá v řadě aplikaćı, kde úkolem je spojit n mı́st s co nejmenš́ımi náklady. V takovém
př́ıpadě vytvoř́ıme graf, jehož vrcholy jsou mı́sta, která potřebujeme spojit, a hrany jsou spojeńı
mezi mı́sty. Nav́ıc hrany ještě ohodnot́ıme tak, že ohodnoceńı nám udává, jak drahé (na výstavbu,
údržbu, atd.) je př́ımé spojeńı. Pracujeme proto často s tzv. ohodnocenými grafy, tj. s grafy, kde
pro každou hranu e je dáno č́ıslo c(e) – jej́ı ohodnoceńı.

6.3.1 Kostra grafu. Definice. Je dán graf G. Faktor grafu G, který je stromem, se nazývá
kostra grafu G. �

6.3.2 Tvrzeńı. Graf G má kostru právě tehdy, když je souvislý. �

Zd̊uvodněńı. Jestliže má graf kostru, muśı být souvislý; ano, kostra je jeho souvislý podgraf.

Předpokládejme, že graf G je souvislý. Pak bud’ nemá kružnici, pak je to strom a je svou vlastńı
kostrou.

Předpokládejme proto, že kružnici má. Odstrańıme-li z grafu jednu hranu e kružnice, dostaneme
opět souvislý graf G1. Jestliže G1 nemá kružnici, je to kostra grafu G. V opačném př́ıpadě opět
vynecháme jednu hranu z kružnice grafu G1. T́ımto zp̊usobem jednou (po odebráńı |E(G)| −
|V (G)|+ 1 hran) dostaneme souvislý graf, který už nemá kružnice. A to je kostra grafu G.
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6.3.3 Minimálńı kostra. Je dán souvislý graf G spolu s ohodnoceńım hran c, tj. pro každou
hranu e ∈ E(G) je dáno č́ıslo c(e) (č́ıslo c(e) nazýváme cenou hrany e).

Definice. Minimálńı kostra grafu G = (V,E) je taková kostra grafu K = (V,L), že
∑
e∈L c(e) je

nejmenš́ı (mezi všemi kostrami grafu G). �

Č́ıslu
∑
e∈L c(e) ř́ıkáme cena kostry L.

6.3.4 Tvrzeńı. V každém souvislém ohodnoceném grafu existuje minimálńı kostra. Nemuśı však
být jediná. �

Zd̊uvodněńı. Všech koster souvislého grafu je konečný počet, proto některá muśı mı́t nejmenš́ı
cenu.

Je-li např. ohodnoceńı hran stejné pro každou hranu, pak každá kostra je minimálńı kostra.
Ano, cena každé kostry je (|V | − 1) · c(e).

6.3.5 Algoritmus pro nalezeńı minimálńı kostry. Existuje řada algoritmů, které pro daný
souvislý ohodnocený graf najdou jeho minimálńı kostru. My uvedeme jeden z nich; jedná se o
ukázku tzv. hladového algoritmu, tj. algoritmu, kde se v každém okamžiku rozhodujeme t́ım pro
nás nejvýhodněǰśım zp̊usobem. Uvědomte si, že ve většině problémů (na rozd́ıl od problému nalezeńı
minimálńı kostry), hladový postup nevede k nejlepš́ımu řešeńı.

Kruskal̊uv algoritmus.

Vstup: Souvislý graf G = (V,E) a ohodnoceńı hran c.
Výstup: Množina hran minimálńı kostry T .

1. Setř́ıd́ıme hrany podle ceny do neklesaj́ıćı posloupnosti, tj.

c(e1) ≤ c(e2) ≤ . . . ≤ c(em)

Polož́ıme L = ∅, S = {{v}; v ∈ V }.

2. Prob́ıráme hrany v daném pořad́ı. Hranu ei přidáme do L, jestliže má oba krajńı vrcholy v
r̊uzných množinách S, S′ ∈ S. V systému S množiny S a S′ nahrad́ıme jejich sjednoceńım.
V opačném př́ıpadě hranu přeskoč́ıme.

3. Algoritmus konč́ı, jestliže jsme přidali n− 1 hran (tj. S se skládá z jediné množiny).

�

Poznámky.

1) Jestliže na vstupu Kruslalova algoritmu je nesouvislý graf, algoritmus projde všechny hrany
aniž by do T zařadil n− 1 hran. Nemuśıme tedy napřed testovat, zda daný graf je souvislý.

2) Má-li několik hran stejnou cenu, v kroku 1 se mohou tyto hrany vyskytovat v libovolném
pořad́ı. Na tomto pořad́ı pak zálež́ı, kterou z minimálńıch koster dostaneme.

6.4 Kořenové stromy

V této sekci se zabýváme grafy s kořenem a speciálně s orientovanými grafy, které jsou stromy a
maj́ı kořen. Takové grafy jsou základem řady datových struktur.

6.4.1 Kořen.

Definice. Je dán orientovaný graf G = (V,E, ε). Řekneme, že vrchol r ∈ V je kořen grafu G,
jestliže pro každý vrchol v ∈ V existuje orientovaná cesta z r do v. �

Jinými slovy, vrchol r je kořen grafu G právě tehdy, když každý vrchol grafu G je orientovaně
dostupný z vrcholu r.
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6.4.2 Poznámka. Uvědomte si, že pro vrchol r existuje orientovaná cesta z r do sebe – totiž
triviálńı cesta.

Každý orientovaný graf, který má kořen, je souvislý. Naopak to neplat́ı; existuj́ı souvislé
orientované grafy, které nemaj́ı kořen.

Orientovaný graf může mı́t i několik kořen̊u; např. v cyklu je každý vrchol kořenem.

6.4.3 Kořenový strom.

Definice. Orientovaný graf, který má kořen a je strom, se nazývá kořenový strom. �

Protože každý graf který má kořen je souvislý, mohli jsme kořenový strom definovat jako graf,
který má kořen a nemá kružnice.

6.4.4 Tvrzeńı. Je-li G kořenový strom, pak má pouze jeden kořen. �

Zd̊uvodněńı. Kdyby nějaký strom měl dva kořeny, řekněme r1 a r2, pak by existovala orientovaná
cesta z r1 do r2, a také orientovaná cesta z r2 do r1. Spojeńım těchto dvou cest bychom dostali
uzavřený orientovaný sled, a ten vždy obsahuje cyklus, tedy i kružnici, a to strom obsahovat
nemůže.

Poznámka. Je dán kořenový strom s kořenem r. Pak do každého vrcholu v vede přesně jedna
orientovaná cesta z r. Ano, existence jedné cesty je zajǐstěna z definice kořenového stromu; a
kdyby existovaly cesty dvě, pak bychom v G měli uzavřený (neorientovaný) sled, tj. i kružnici.
(Uvědomte si, že každý uzavřený sled obsahuje kružnici.) A to strom nemůže.

6.4.5 Následńık, předch̊udce a list. Definice. Je dán kořenový strom G = (V,E). Jestliže
(u, v) je hrana grafu G, pak ř́ıkáme, že vrchol u je předch̊udce vrcholu v a vrchol v je následńık
vrcholu u. Vrchol, který nemá následńıka, se nazývá list . �

6.4.6 Hladiny a výška kořenového stromu. Definice. Je dán kořenový strom G = (V,E)
s kořenem r. Řekneme, že vrchol v lež́ı v hladině k, jestliže orientovaná cesta z r do v má přesně
k hran.

Výška kořenového stromu je největš́ı k takové, že k-tá hladina je neprázdná. �

Vı́me, že pro každý vrchol v v kořenovém stromě existuje právě jedna orientovaná cesta z kořene
r do vrcholu v. Proto jsou hladiny kořenového stromu korektně definované.

Výšku kořenového stromu jsme také mohli definovat jako počet hran v nejdeľśı orientované
cestě (ta muśı vést z kořene do některého z list̊u).

6.4.7 Podstrom určený vrcholem. Definice. Je dán kořenový strom G. Podstrom určený
vrcholem v je podgraf G indukovaný množinou všech vrchol̊u, které jsou orientovaně dostupné
z vrcholu v. �

Poznámka. Uvědomte si, že podstrom určený vrcholem v je sám kořenovým stromem a jeho kořen
je v.

6.4.8 Binárńı kořenové stromy. Definice. Kořenový strom se nazývá binárńı kořenový
strom, jestliže každý vrchol má nejvýše dva následńıky. �

V binárńım kořenovém stromě mluv́ıme o pravém a levém následńıku vrcholu. Levý podstrom,
resp. pravý podstrom vrcholu v je podstrom určený levým, resp. pravým následńıkem vrcholu v.

6.4.9 Halda. Jednou z četných aplikaćı kořenových stromů je datová struktura zvaná halda. Je
např. základem algoritmu Heapsort pro řazeńı.

Halda je stromová datová struktura s touto vlastnost́ı: Je-li vrchol v orientovaně dostupný z
vrcholu x, pak č́ıselná hodnota ve vrcholu v je větš́ı nebo rovna č́ıselné hodnotě ve vrcholu x. Nav́ıc
se jedná o úplný binárńı strom; tj. každý vrchol s výjimkou list̊u a vrchol̊u v předposledńı hladině
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má vždy dva následńıky, a jestliže v předposledńı hladině má vrchol pouze jeden následńık, pak je
to levý následńık a všechny vrcholy

”
vpravo“ od něho jsou již listy.

Z definice haldy je zřejmé, že nejmenš́ı hodnotu má kořen haldy, proto je nalezeńı minima velmi
jednoduché. Muśı se však vyřešit dvě úlohy — a to odstraněńı kořene a vložeńı prvku do haldy.
Obě tyto operace je možné provést v čase úměrném log2 n, kde n je počet prvk̊u, které má halda.

Velkou výhodou haldy je to, že ji v poč́ıtači nemuśıme držet jako stromovou strukturu, ale
můžeme se v haldě

”
pohybovat“ pomoćı násobeńı dvěma a celoč́ıselného děleńı dvěma.

6.5 Acyklické grafy

Stromy jsou (orientované nebo neorientované) grafy, které nemaj́ı kružnice. Acyklické grafy jsou
orientované grafy, které nemaj́ı cykly (kružnice ale mı́t mohou). Acyklické grafy již nemaj́ı tak

”
hezké“ vlastnosti jako stromy — nemůžeme určit počet hran, které mohou mı́t, na základě počtu

vrchol̊u. Přesto o nich plat́ı řada zaj́ımavých tvrzeńı.

6.5.1 Definice. Orientovaný graf se nazývá acyklický , jestliže neobsahuje žádný cyklus. �

Poznamenejme, že acyklický graf může obsahovat kružnice; nakreslete si př́ıklad grafu, který
obsahuje kružnici, ale je acyklický. Ukážeme, že acyklické grafy se daj́ı definovat i jiným zp̊usobem
— jsou to grafy, které maj́ı tzv. topologické oč́ıslováńı vrchol̊u a/nebo topologické oč́ıslováńı hran.

6.5.2 Topologické oč́ıslováńı vrchol̊u.

Definice. Je dán orientovaný graf G = (V,E, ε) s n vrcholy. Oč́ıslováńı vrchol̊u

v1, v2, . . . , vn

se nazývá topologické oč́ıslováńı, jestliže pro každou hranu e s počátečńım vrcholem vi a koncovým
vrcholem vj plat́ı i < j. �

Jinými slovy, hrany muśı vést vždy z vrcholu s menš́ım indexem do vrcholu s větš́ım indexem.

6.5.3 Topologické oč́ıslováńı hran.

Definice. Je dán orientovaný graf G = (V,E, ε) s m hranami. Oč́ıslováńı hran

e1, e2, . . . , em

se nazývá topologické oč́ıslováńı, jestliže pro každé dvě hrany ei, ej pro které koncový vrchol hrany
ei je počátečńım vrcholem hrany ej plat́ı i < j. �

Jinými slovy, kdykoli hrana e′ navazuje na hranu e, muśı být v posloupnosti hrana e vypsána
dř́ıve než hrana e′.

6.5.4 Poznámka. Definici topologického oč́ıslováńı hran jsme mohli formulovat i následuj́ıćım
zp̊usobem:

Pro každý vrchol v plat́ı: vypisujeme-li do posloupnosti libovolnou hranu s počátečńım vrcholem
v, musely již být vypsány všechny hrany, které ve vrcholu v konč́ı.

6.5.5 Tvrzeńı. V každém acyklickém grafu existuje vrchol, který má vstupńı stupeň roven 0.
�

Myšlenka zd̊uvodněńı je obdobná jako v d̊ukazu tvrzeńı 6.2.1. Kdyby totiž každý vrchol nějakého
grafu měl vstupńı stupeň alespoň 2, pak bychom (podobnou úvahou jako v d̊ukazu faktu, že každý
strom o n > 1 vrcholech má aspoň jeden vrchol stupně 1) dostali cyklus.
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6.5.6 Věta. Pro orientovaný graf G jsou následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı:

1. G je acyklický;

2. G má topologické oč́ıslováńı vrchol̊u;

3. G má topologické oč́ıslováńı hran.

�

Nástin zd̊uvodněńı. Neńı těžké ukázat, že má-li graf topologické oč́ıslováńı vrchol̊u, má i
topologické oč́ıslováńı hran – stač́ı hrany vypisovat takto: Nejprve vyṕı̌seme hrany zač́ınaj́ıćı
v prvńım vrcholu (topologického oč́ıslováńı), pak v druhém vrcholu, atd. (Uvědomte si, že z
posledńıho vrcholu topologického oč́ıslováńı vrchol̊u už žádná hrana nevede.)

Obdobně se ukáže i opačná implikace; totiž, že graf, který má topologické oč́ıslováńı hran, má i
topologické oč́ıslováńı vrchol̊u. Vypisujeme počátečńı vrcholy hran v topologickém oč́ıslováńı hran
a to vždy prvńı výskyt daného vrcholu. Na konci nám z̊ustanou některé vrcholy (aspoň jeden) a
ty pak vyṕı̌seme na konec v libovolném pořad́ı.

Také je zřejmé, že cyklus neńı možné topologicky uspořádat. Tud́ıž, má-li graf cyklus, nemá
topologické oč́ıslováńı (ani vrchol̊u, ani hran). Fakt, že acyklický graf má topologické oč́ıslováńı
vrchol̊u ukážeme následuj́ıćım algoritmem.

6.5.7 Postup na nalezeńı topologického oč́ıslováńı vrchol̊u.

Vstup: Acyklický graf G = (V,E) s n vrcholy.

Výstup: Topologické oč́ıslováńı vrchol̊u v0, v1, . . . , vn.

1) Pro každý vrchol v spoč́ıtáme vstupńı stupeň d−(v).

2) Do množiny M dáme všechny vrcholy se vstupńım stupněm 0;
Polož́ıme i := 1.

3) Dokud M 6= ∅ provedeme

3a) Vybereme vrchol v z množiny M a odstrańıme ho z M .
Polož́ıme vi := v, i := i+ 1.

3b) Pro každou hranu e s PV (e) = v provedeme

d−(KV (e)) := d−(KV (e))− 1

a v př́ıpadě, že d−(KV (e)) = 0, přidáme vrchol KV (e) do množiny M .

6.5.8 Věta. Postup 6.5.7 skonč́ı po konečně mnoha kroćıch a po skončeńı je posloupnost
v1, . . . , vn topologické oč́ıslováńı vrchol̊u grafu G. �

Nástin zd̊uvodněńı. Algoritmus určitě skonč́ı, protože vyjmeme-li vrchol z množiny M , již ho
nikdy do množiny M nevrát́ıme. (Také každou hranou se nezabýváme v́ıc než jedenkrát).

Fakt, že jsme našli topologické oč́ıslováńı vrchol̊u vyplývá z toho, že jsme vždy vypisovali vrchol,
který (ve zbývaj́ıćım) podgrafu měl vstupńı stupeň 0.

6.5.9 Poznámka. Kdybychom chtěli źıskat topologické oč́ıslováńı hran, stačilo by vypisovat
hrany do posloupnosti v pořad́ı, jak je zpracováváme v kroku 3b).

6.6 Silná souvislost

6.6.1 Silně souvislé grafy. Definice. Řekneme, že orientovaný graf G je silně souvislý , jestliže
pro každou dvojici vrchol̊u u, v existuje orientovaná cesta z vrcholu u do vrcholu v a orientovaná
cesta z vrcholu v do vrcholu u. �
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6.6.2 Poznámka. V definici silně souvislého grafu jsme mohli požadovat pouze existenci ori-
entované cesty z vrcholu u do vrcholu v. Je to proto, že existenci takové cesty vyžadujeme pro
všechny dvojice vrchol̊u, tedy i pro dvojici v, u.

6.6.3 Tvrzeńı. Souvislý graf je silně souvislý právě tehdy, když každá hrana lež́ı v nějakém
cyklu. �

Zd̊uvodněńı. Předpokládejme, že graf G je silně souvislý a vyberme jeho libovolnou hranu e s
PV (e) = x, KV (e) = y. Protože je graf silně souvislý, existuje orientovaná cesta z vrcholu y do
vrcholu x. Přidáme-li k této cestě hranu e, dostaneme cyklus, který e obsahuje.

Předpokládejme, že graf G je souvislý a každá jeho hrana je obsažena v některém cyklu.
Vyberme libovolně dva vrcholy u, v v grafu. Protože je graf souvislý, existuje neorientovaná cesta z
vrcholu u do vrcholu v. Každou hranu v této cestě, kterou jde cesta

”
proti směru hrany“, nahrad’me

část́ı cyklu, který tuto hranu obsahuje. T́ım dostaneme orientovaný sled z u do v, a ten jistě obsahuje
orientovanou cestu. Ukázali jsme, že G je silně souvislý.

6.6.4 Silně souvislé komponenty. Definice. Je dán orientovaný graf G. Množina vrchol̊u
B se nazývá silně souvislá komponenta, též komponenta silné souvislosti , jestliže je maximálńı
podmnožina vrchol̊u taková, podgraf indukovaný B je silně souvislý. �

Poznamenejme, že i zde termı́n
”
maximálńı“ znamená

”
nedá se přidat vrchol při zachováńı

silné souvislosti“. Jinými slovy, pro každý vrchol v 6∈ B graf indukovaný množinou B ∪ {v} neńı
silně souvislý.

6.6.5 Poznámka. Každý vrchol orientovaného grafu lež́ı přesně v jedné silně souvislé kom-
ponentě. O hranách už takové tvrzeńı neplat́ı – mohou existovat hrany, které vedou mezi silně
souvislými komponentami.

6.6.6 Hledáńı silně souvislých komponent. Silně souvislé komponenty orientovaného grafu
je možné hledat algoritmem, který je modifikaćı algoritmu prohledáváńı do hloubky. Modifikace
spoč́ıvá v tom, že kromě pořadových č́ısel přǐrazujeme vrchol̊um též č́ıslo, které uvád́ı jak hluboko
do prohledávaćıho zásobńıku vede z daného vrcholu orientovaná cesta z dosud probraných hran.

6.6.7 Kondenzace grafu. Definice. Je dán orientovaný graf G = (V,E). Kondenzace grafu
G je graf Ĝ = (V̂ , Ē), kde V̄ je množina všech silně souvislých komponent grafu G a hrana vede z
komponenty K1 do komponenty K2 právě tehdy, když K1 6= K2 a existuj́ı vrcholy u ∈ K1, v ∈ K2

takové, že (u, v) je hrana grafu G. �

6.6.8 Poznámka. Kondenzace grafu už je vždy acyklický graf. Kdyby totiž nebyl, pak byly
špatně spoč́ıtané silně souvislé komponenty.

6.7 Eulerovy grafy

6.7.1 Eulerovské tahy. Připomeňme, že tah je sled, ve kterém se neopakuj́ı hrany. Jinými
slovy, tah obsahuje hrany grafu vždy nejvýše jedenkrát.

Definice. Tah v grafu se nazývá eulerovský , jestliže procháźı každou hranou. �

Jinými slovy, tah se nazývá eulerovský, jestliže obsahuje každou hranu přesně jedenkrát.
Eulerovské tahy se děĺı na uzavřené a otevřené, orientované a neorientované.

6.7.2 Euler̊uv graf.

Definice. Orientovaný (neorientovaný) graf G se nazývá eulerovský graf , jestliže v něm existuje
uzavřený orientovaný (neorientovaný) eulerovský tah. �
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6.7.3 Aplikace. Eulerovské tahy maj́ı řadu aplikaćı.

• Kresleńı s co nejmenš́ım počtem tah̊u. Je dán neorientovaný souvislý graf. Úkolem je
naj́ıt co nejmenš́ı počet hranově disjunktńıch tah̊u tak, aby všechny hrany grafu byly obsaženy
v některém z nich (to znamená, že každá hrana bude obsažena v přesně jednom tahu).

Je zřejmé, že existuje-li v grafu eulerovský tah, pak je tento tah hledaným řešeńım. Řešeńı
tohoto problému se dá využ́ıt např. při kresleńı pomoćı poč́ıtače (chceme co nejméně

”
přejezd̊u“).

• Úloha č́ınského pošt’áka. Pošt’ák muśı při své obch̊uzce proj́ıt všechny ulice. Jak to má
udělat, aby ušel co nejméně kilometr̊u?

Vytvoř́ıme neorientovaný graf takto: vrcholy jsou křižovatky a hrany ulice mezi nimi, kterými
muśı pošt’ák proj́ıt. Hrany jsou ohodnoceny počtem kilometr̊u, které daná ulice má, nebo
časem, který je potřeba na projit́ı ulice.

Jestliže v grafu existuje eulerovský tah, pak je to nejkratš́ı možné řešeńı — pošt’ák projde
každou ulićı přesně jednou. Jestliže eulerovský tah neexistuje, muśı pošt’ák proj́ıt některou
ulićı dvakrát. Tedy hledáme

”
zdvojeńı“ některých hran tak, aby vzniklý graf byl eulerovský

a aby součet přidaných hran byl nejmenš́ı možný.

• De Bruijnova posloupnost. Je dáno přirozené č́ıslo k > 1. Úkolem je naj́ıt co nejdeľśı
cyklickou posloupnost 0 a 1 tak, aby žádné dvě po sobě následuj́ıćı k-tice této posloupnosti
nebyly stejné. Úloha se dá řešit nalezeńım uzavřeného orientovaného eulerovského tahu ve
speciálńım orientovaném grafu.

6.7.4 Tvrzeńı. V souvislém orientovaném grafu existuje uzavřený orientovaný eulerovský tah
právě tehdy, když pro každý vrchol v grafu plat́ı

d−(v) = d+(v).

(Tj. v každém vrcholu konč́ı stejný počet hran jako v něm zač́ıná.)

V souvislém grafu existuje uzavřený neorientovaný eulerovský tah právě tehdy, když každý
vrchol má sudý stupeň. �

6.7.5 Postup hledáńı uzavřeného orientovaného eulerovského tahu. Vybereme libo-
volný vrchol v grafu. Protože graf je souvislý, v každém vrcholu zač́ıná i konč́ı alespoň jedna
hrana.

Z vrcholu v vytvář́ıme náhodně orientovaný tah; tj. procháźıme hrany tak, abychom žádnou
hranou neprošli dvakrát. Takto pokračujeme, dokud je to možné, tj. dokud se nevrát́ıme do
výchoźıho vrcholu v a ve vrcholu v již nezač́ıná žádná dosud nepoužitá hrana.

T́ım jsme dostali uzavřený tah C. Jestliže C obsahuje všechny hrany, je to hledaný uzavřený
eulerovský tah.

Neobsahuje-li C všechny hrany, pak na C existuje vrchol w takový, že v něm zač́ıná ještě
nepoužitá hrana. (To vyplývá ze souvislosti grafu.) Tah C ve vrcholu w rozpoj́ıme a vlož́ıme do něj
náhodně zkonstruovaný uzavřený tah z dosud nepoužitých hran, který zač́ıná (a konč́ı) ve vrcholu
w. Dostaneme nový tah C ′.

Jestliže C ′ obsahuje všechny hrany, je to hledaný eulerovský tah. V opačném př́ıpadě opět
najdeme na C ′ vrchol, ve kterém zač́ıná dosud nepoužitá hrana a postup opakujeme dokud
nedostaneme tah obsahuj́ıćı všechny hrany.

6.7.6 Tvrzeńı. V souvislém orientovaném grafu existuje otevřený orientovaný eulerovský tah
právě tehdy, když existuj́ı vrcholy u1, u2 takové, že

d−(u1) = d+(u1) + 1, d−(u2) = d+(u2)− 1,

a pro každý jiný vrchol v grafu plat́ı d−(v) = d+(v).

V souvislém grafu existuje otevřený neorientovaný eulerovský tah právě tehdy, když v grafu
existuj́ı přesně dva vrcholy lichého stupně.
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6.7.7 Tvrzeńı. Je dán souvislý neorientovaný graf G s 2k vrcholy lichého stupně. Pak existuje
k hranově disjunktńıch otevřených tah̊u takových, že každá hrana grafu G lež́ı v právě jednom z
těchto tah̊u. �

Zd̊uvodněńı. Ke grafu G přidáme k hran a to tak, že každá nově přidaná hrana spojuje vždy dva
vrcholy lichého stupně. T́ım dostaneme eulerovský graf G′ (ano, každý vrchol má již sudý stupeň).
V grafu G′ najdeme eulerovský uzavřený tah. Jestliže z něj odstrańıme všechny přidané vrcholy,
rozpadne se na k hranově disjunktńıch tah̊u. Tyto tahy splňuj́ı podmı́nky tvrzeńı.

6.8 Hamiltonovské grafy

Připomeňme, že cesta je tah, ve kterém se neopakuj́ı vrcholy (s výjimkou uzavřené cesty, kdy se
prvńı vrchol rovná posledńımu).

6.8.1 Hamiltonovské cesty, kružnice, cykly.

Definice. Je dán grafG. Otevřená cesta se nazývá hamiltonovská cesta, obsahuje-li všechny vrcholy
(a tud́ıž všechny vrcholy přesně jedenkrát). Obdobně hamiltonovská kružnice je kružnice, která
obsahuje každý vrchol grafu; hamiltonovský cyklus je cyklus, který obsahuje každý vrchol grafu. �

6.8.2 Hamiltonovské grafy.

Definice. Orientovaný (neorientovaný) graf G se nazývá hamiltonovský , jestliže obsahuje hamil-
tonovský cyklus (hamiltonovskou kružnici). �

6.8.3 Úlohy spojené s hamiltonovskými cestami děĺıme na existenčńı, vyhodnocovaćı a optima-
lizačńı. V existenčńı úloze jde o to zjistit, zda v daném grafu existuje hamiltonovská cesta, kružnice
nebo cyklus. Ve vyhodnocovaćı úloze jde o to naj́ıt (aspoň) jednu hamiltonovskou cestu, kružnici
nebo cyklus v př́ıpadě, že existuj́ı. V optimalizačńıch úlohách máme hrany grafu nav́ıc ohodnoceny
délkami a požaduje se nalezeńı hamiltonovské cesty, kružnice nebo cyklu s co nejmenš́ım součtem
délek jednotlivých hran cesty, kružnice nebo cyklu.

Na rozd́ıl od hledáńı eulerovských tah̊u, je hledáńı hamiltonovských cest, hamiltonovských
kružnic a hamiltonovských cykl̊u velmi obt́ıžná úloha. Přesněji, neńı znám algoritmus, který by
pro obecný graf zjistil, zda v daném grafu existuje hamiltonovská cesta, kružnice nebo cyklus, a
přitom provedl počet krok̊u, který záviśı na počtu vrchol̊u a hran daného grafu jen polynomiálně.
Přesto, nebo právě proto, jsou úlohy tohoto typu v praxi rozš́ı̌rené.

6.8.4 Aplikace. Uvedeme některé z aplikaćı hamiltonovských cest.

• Problém obchodńıho cestuj́ıćıho. Jde o problém nalezeńı nejkratš́ı hamiltonovské
kružnice v úplném neorientovaném ohodnoceném grafu.

• Dopravńı úlohy. Jedná se o optimalizaci pohybu nějakého dopravńıho prostředku; např.
při rozvozu zbož́ı, vyb́ıráńı schránek apod. Často se jedná o nalezeńı otevřené hamiltonovské
cesty. Např. při rozvozu pracovńık̊u na roztroušená pracovǐstě můžeme požadovat, aby se po
skončeńı směny dopravńı prostředek nevracel prázdný, ale aby svezl pracovńıky (v opačném
pořad́ı). Hledáme proto nejkratš́ı hamiltonovskou cestu z daného vrcholu, koncový vrchol
cesty obvykle neńı určen.

• Plánováńı proces̊u. Máme nějaké výrobńı zař́ızeńı na kterém se prováděj́ı procesy
p1, p2, . . . , pn. Přitom pro některé dvojice proces̊u pi, pj plat́ı, že má-li po skončeńı pro-
cesu pi následovat proces pj je třeba zař́ızeńı vyčistit, přestavět atd., tedy muśıme zaplatit

jistou cenu, aby po skončeńı procesu pi mohl následovat proces pj . Úkolem je naj́ıt takové
pořad́ı proces̊u p1, p2, . . . , pn aby cena byla nulová. V př́ıpadě, že takové pořad́ı neexistuje,
můžeme žádat pořad́ı proces̊u tak, aby cena byla nejmenš́ı. Tento druhý př́ıpad vede na
problém obchodńıho cestuj́ıćıho.
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6.8.5 Existuj́ı jednoduché nutné podmı́nky proto, aby v daném grafu existovala hamiltonovská
cesta, hamiltonovská kružnice či hamiltonovský cyklus. Uvedeme několik takových tvrzeńı.

• Existuje-li v grafu hamiltonovská cesta, muśı být graf souvislý.

• Existuje-li v grafu hamiltonovská kružnice, muśı mı́t každý vrchol stupeň alespoň 2.

• Existuje-li v grafu G hamiltonovský cyklus, muśı být graf silně souvislý.

Netriviálńı nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro zjǐstěńı, zda daný graf obsahuje hamiltonovskou
cestu, kružnici nebo cyklus, neńı známa.
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V této přednášce se zaměř́ıme na poč́ıtáńı r̊uzných objekt̊u a věćı. Na prvńı pohled by se mohlo
zdát, že je to velmi jednoduché — prostě objekty

”
spoč́ıtáme“. Jednoduchost je ale jen zdáńı.

Ukážeme si několik postup̊u, které nám při poč́ıtáńı mohou pomoci; ovšem při řešeńı podobných
úloh je vždy d̊uležité umět se v situaci orientovat a umět se na problém pod́ıvat nejlépe z několika
r̊uzných úhl̊u.

V závěrečné části se zaměř́ıme na porovnáváńı rychlosti asymptotického r̊ustu jednotlivých
funkćı.

7.1 Základńı principy

7.1.1 Sč́ıtaćı princip. Máme zjistit počet nějakých objekt̊u tvoř́ıćı množinu X. Jestliže se
nám podař́ı objekty rozdělit do, řekněme k, disjunktńıch skupin X1, X2, . . . , Xk, pak počet prvk̊u
množiny X je roven součtu počtu prvk̊u jednotlivých množin Xi. Přesněji

|X| = |X1|+ |X2|+ . . .+ |Xk| =
k∑
i=1

|Xi|.

�

7.1.2 Násob́ıćı princip. Jestliže množina X obsahuje k-tice prvk̊u množiny A, kde jednotlivé
složky jsou na sobě nezávislé, pak počet prvk̊u množiny X je roven |A|k.

Přesněji: Jestliže X = A1 ×A2 × . . .×Ak, kde všechny množiny Ai jsou konečné, pak

|X| = |A|1 × |A|2 × . . .× |A|k =

k∏
i=1

|Ai|.

7.2 Permutace, variace a kombinace

Připomeňme n-faktoriál, se kterým jste se setkali již na středńı škole. Pro n ≥ 1 je n-faktoriál č́ıslo

n! = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 2 · 1.

Pro n = 0 je n! = 1.

7.2.1 Permutace. Je dána konečná množina {1, 2, . . . , n}. Permutace je každé prosté zobrazeńı
množiny {1, 2, . . . , n} na sebe (tj. každá bijekce). �

Existuje n! r̊uzných permutaćı množiny {1, 2, . . . , n}.

Př́ıklad. V obchodě maj́ı 6 r̊uzných druh̊u čokolád. Kolika r̊uznými zp̊usoby je prodavač může
vyložit na pult do řady? (Předpokládáme, že na pořad́ı jednotlivých druh̊u čokolád zálež́ı.)
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Řešeńı: Vezmeme 6 čokolád od každého druhu jednu. Pak každá permutace této množiny tvoř́ı
jednu možnost vystaveńı čokolád. Existuje tedy

6! = 6 · 5 · . . . · 2 · 1 = 720

r̊uzných zp̊usob̊u vystaveńı čokolád.

7.2.2 Tvrzeńı. Máme n r̊uzných prvk̊u, z toho je n1 prvk̊u typu 1, n2 typu 2, až nk typu k.
(Mezi prvky stejného typu nerozlǐsujeme.)

Pak existuje
n !

n1 !n2 ! . . . nk !

r̊uzných permutaćı těchto prvk̊u. �

Důkaz: Tvrzeńı dokážeme matematickou indukćı.

Základńı krok. Pro k = 1 máme jen jednu permutaci — všechny prvky jsou typu 1. Plat́ı
n !
n ! = 1.

Indukčńı krok. Předpokládejme, že vzorec plat́ı pro k r̊uzných typ̊u. Uvažujme situaci, kdy
máme k + 1 typ̊u. Nejprve vybereme umı́stěńı všech prvk̊u k + 1-vńıho typu. To je možné

(
n

nk+1

)
zp̊usoby. Nyńı stač́ı uspořádat n−nk+1 prvk̊u meźı typu 1, 2, až k. Podle indukčńıho předpokladu
je to možné

(n− nk+1) !

n1 !n2 ! . . . nk !
.

Proto je hledaný počet roven(
n

nk+1

)
· (n− nk+1) !

n1 !n2 ! . . . nk !
=

n !

n1 !n2 ! . . . nk !nk+1 !
.

7.2.3 Variace. Je dána konečná množina {1, 2, . . . , n}. Vyb́ıráme k < n r̊uzných č́ısel z množiny
{1, 2, . . . , n}, kde zálež́ı na pořad́ı vyb́ıraných č́ısel. Jeden takový výběr se nazývá variace z
{1, 2, . . . , n}. Existuje

n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1) =
n!

(n− k)!
.

r̊uzných variaćı.

Jestliže se prvky ve výběru mohou opakovat (tj. vyb́ıráme k prvk̊u ne nutně r̊uzných), pak
počet r̊uzných výběr̊u je roven

nk.

�

Př́ıklad. Tři kamarádi, Aleš, Pavel a Martin, přijdou do obchodu, kde se prodávaj́ı čokolády a
kde maj́ı 6 r̊uzných druh̊u čokolády. Každý z kamarád̊u si kouṕı jednu čokoládu. Kolika zp̊usoby
je to možné, jestliže (a) každý si kouṕı jiný druh, (b) mohou si koupit i stejné druhy čokolády?

Řešeńı: (a) počet r̊uzných výběr̊u je 6!
3! = 120, protože vyb́ıráme trojice z šesti čokolád a zálež́ı

nám na pořad́ı.

(b) Tady se jedná opět o výběr trojic z šesti prvk̊u, ale prvky se mohou opakovat. Proto je
počet roven 6 · 6 · 6 = 216.

7.2.4 Kombinace. Je dána konečná množina A = {1, 2, . . . , n}. Vyb́ıráme k < n prvk̊u
množiny A, kde nám nezálež́ı na pořad́ı jednotlivých prvk̊u. Jestliže vyb́ıráme r̊uzné prvky,
vyb́ıráme vlastně k prvkové podmnožiny množiny A. Jednotlivému výběru ř́ıkáme kombinace k
prvk̊u z n prvkové množiny. Počet r̊uzných kombinaćı v př́ıpadě že se prvky nemohou opakovat je(

n

k

)
=

n!

k! (n− k)!
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Jestliže vyb́ıráme k prvk̊u A bez ohledu na pořad́ı a prvky se mohou opakovat, pak jejich počet je(
n+ k − 1

k

)
=

(n+ k − 1)!

k! (n− 1)!
.

7.2.5 Kombinačńı č́ısla. Necht’ k ≤ n jsou dvě přirozená č́ısla. Pak č́ıslo(
n

k

)
=

n!

k! (n− k)!

se nazývá kombinačńı č́ıslo, též binomický koeficient. �

7.2.6 Tvrzeńı.

1) Pro všechna n ∈ N plat́ı
(
n
0

)
= 1

2) Pro všechna n ∈ N plat́ı
(
n
1

)
= n.

3) Pro všechna k ≤ n, k, n ∈ N, plat́ı (
n

k

)
=

(
n

n− k

)
.

4) Pro všechna k ≤ n, k, n ∈ N, plat́ı(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)
=

(
n+ 1

k

)
.

�

7.2.7 Binomická věta. Připomeňme zněńı binomické věty.

Věta. Je dáno přirozené č́ıslo n. Pak pro všechna reálná č́ısla x, y plat́ı

(x+ y)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xn−k yk.

�
Použit́ı binomické věty. Spoč́ıtejme

∑n
i=0

(
n
i

)
. Z binomické věty v́ıme, že

2n = (1 + 1)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
1n−k 1k =

n∑
k=0

(
n

k

)
.

Uvědomte si, že předcházej́ıćı úvaha je vlastně jiný d̊ukaz faktu, že každá n prvková množina
má 2n r̊uzných podmnožin. Ano, podmnožiny jsme rozdělili do skupin podle počtu prvk̊u. Tyto
množiny jsou disjunktńı a fakt vyplývá ze sč́ıtaćıho principu.

7.2.8 Princip inkluze a exkluze. Pro každé tři množiny A, B, C plat́ı

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|.
�

7.2.9 Poč́ıtáńı zobrazeńı

Tvrzeńı. Jsou dány dvě konečné množiny A a B, kde |A| = n, |B| = k.

1. Existuje kn r̊uzných zobrazeńı A do B.
2. Je-li k ≥ n, pak existuje k(k − 1) . . . (k − n + 1) r̊uzných prostých zobrazeńı množina A do

množiny B.

�
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7.2.10 Dirichlet̊uv princip, též holubńıkový princip. Necht’ A a B jsou dvě konečné
množiny, |A| = n a |B| = k. Jestliže n > k, pak neexistuje prosté zobrazeńı množiny A do
množiny B. �

7.3 Asymptotický r̊ust funkćı

V této části přednášky se zaměř́ıme na
”
měřeńı“ r̊ustu funkćı. Protože pojmy a fakta zde uvedená

využijete nejv́ıce při porovnáváńı efektivity algoritmů, p̊ujde nám o asymptotické porovnáváńı
r̊ustu. To znamená, že nás nebudou zaj́ımat hodnoty pro

”
malé“ hodnoty. Nav́ıc, stejný algoritmus

může být na dvou r̊uzných poč́ıtač́ıch r̊uzně, budeme
”
r̊ust“ až na přenásobeńı konstantou.

K porovnáńı funkćı použijeme O, Ω a Θ.

7.3.1 Symbol O.

Definice. Je dána nezáporná funkce g(n), g(n):N → R. Řekneme, že nezáporná funkce f(n) je O(g(n)),
jestliže existuje kladná konstanta c a přirozené č́ıslo n0 tak, že

f(n) ≤ c g(n) pro všechny n ≥ n0.

�
(Slovńı spojeńı

”
funkce f(n) je O(g(n))“ chápejte jako

”
vlastnost“ funkce f .)

O(g(n)) si můžeme představit jako tř́ıdu všech nezáporných funkćı f(n):

O(g(n)) = {f(n) | ∃c > 0, n0 tak, že f(n) ≤ c g(n) ∀n ≥ n0}.

7.3.2 Symbol Ω.

Definice. Je dána nezáporná funkce g(n), g(n):N → R. Řekneme, že nezáporná funkce f(n) je Ω(g(n)),
jestliže existuje kladná konstanta c a přirozené č́ıslo n0 tak, že

f(n) ≥ c g(n) pro všechny n ≥ n0.

�
Ω(g(n)) můžeme též chápat jako tř́ıdu všech nezáporných funkćı f(n):

Ω(g(n)) = {f(n) | ∃c > 0, n0 tak, že f(n) ≥ c g(n) ∀n ≥ n0}.

Poznámka. Fakt, že funkce f(n) je Ω(g(n)) je ekvivalentńı faktu, že funkce g(n) je O(f(n)).

7.3.3 Symbol Θ.

Definice. Je dána nezáporná funkce g(n), g(n):N → R. Řekneme, že nezáporná funkce f(n) je Θ(g(n)),
jestliže existuj́ı kladné konstanty c1, c2 a přirozené č́ıslo n0 tak, že

c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n) pro všechny n ≥ n0.

�
Θ(g(n)) můžeme též chápat jako tř́ıdu všech nezáporných funkćı f(n):

Θ(g(n)) = {f(n) | ∃c1, c2 > 0, n0 tak, že c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n) ∀n ≥ n0}.

Poznámka. Plat́ı f(n) je Θ(g(n)) právě tehdy, když f(n) je zároveň O(g(n)) a Ω(g(n)).

7.3.4 Značeńı. Protože symboly O,Ω,Θ představuj́ı množiny funkćı, budeme v daľśım textu psát
např. f(n) ∈ O(g(n)). Je ovšem pravda, že v literatuře najdete i zápis f(n) = O(g(n)). Při tomto zápisu
je třeba mı́t na paměti, že znak rovnosti v zápise f(n) = O(g(n)) nemá stejné vlastnosti jako klasická
rovnost. Obdobně pro ostatńı symboly.
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7.3.5 Tvrzeńı. f(n) ∈ Θ(g(n)) právě tehdy, když g(n) ∈ Θ(f(n)). �

Zd̊uvodněńı. Vı́me, že f(n) ∈ Θ(g(n)) znamená existenci konstant c1, c2 > 0 a n0 ∈ N takové, že

c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n) pro všechny n ≥ n0.

Protože c1, c2 jsou kladné konstanty, z nerovnosti c1 g(n) ≤ f(n) vyplývá g(n) ≤ 1
c1

f(n), a z nerovnosti

f(n) ≤ c2 g(n) vyplývá 1
c2

f(n) ≤ g(n). Polož́ıme d1 := 1
c2

a d2 := 1
c1

a plat́ı

d1 f(n) ≤ g(n) ≤ d2 f(n) pro všechny n ≥ n0.

Proto f(n) ∈ Θ(g(n)) implikuje g(n) ∈ Θ(f(n)).

Druhá implikace se ukáže stejným zp̊usobem.

7.3.6 Př́ıklady.

1. Pro každé a > 1 a b > 1 plat́ı
loga(n) ∈ Θ(logb(n)).

2. V celém textu znač́ıme logaritmus o základu 2 symbolem lg, tj. lg(n) = log2(n). Plat́ı

lgn! ∈ Θ(n lgn).

Druhá část tvrzeńı vyplývá např. z následuj́ıćı věty.

7.3.7 Věta (Gauss). Pro každé n ≥ 1 plat́ı

n
n
2 ≤ n! ≤

(
n + 1

2

)n

.

�
Zd̊uvodněni: Využijeme fakt, že pro každá dvě kladná č́ısla a, b plat́ı a+b

2
≥
√
ab.

Přeṕı̌seme (n!)2 takto

(n!)2 = n (n− 1) . . . 2 1 1 2 . . . (n− 1)n =

n∏
i=1

(n− i + 1)i.

Odtud

n! =

n∏
i=1

√
(n− i + 1)i ≤

n∏
i=1

n + 1

2
=

(
n + 1

2

)n

,

protože pro každé i plat́ı
√

(n− i + 1)i ≤ n−i+1+i
2

. T́ım jsme dostali horńı odhad.

Na druhé straně pro každé i plat́ı n ≤ (n− i+ 1)i a proto je nn ≤ (n!)2. Odmocněńım dostaneme dolńı
odhad, totiž n

n
2 ≤ n!.
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