Kapitola 1
Uvod

V piedndsce se zaméiime hlavné na koneény popis obecné nekoneénych mnozin fetézcu symbolu
dané mnoziny A. Prvkam mnoziny A budeme fikat pismena, fetézcum (koneénym posloupnostem)
pismen budeme fikat slova, mnozinam slov pak jazyky. Zaméiime se na dva zakladni typy popisu:
rozpoznavani a generovani. Pro rozpozndvani vyuzijeme pojem automatu, pro generovani pak
pojem gramatiky.

Zhruba fe¢eno, automat postupné zpracovava vstupni slovo a na zakladé stavu, do kterého se
dostane po precteni celého slova, rozhodne, zda slovo bylo pfijato (do jazyka pati{) nebo nebylo
prijato (do jazyka nepatii). S formélni definici automatu se setkdme v prvni ¢ésti.

Naproti tomu gramatika je vlastné soupis pravidel, jak ,vygenerovat® vSechna slova jazyka.
Jako piiklad jazyka, pro ktery mame gramatiku, kterd jej generuje, uvedme napi. spravné utvorené
algebraické vyrazy, nebo spravné napsané programy v daném programovacim jazyce. Gramatikam
(jako silngjsimu ndstroji nez je jen konecény automat) se vénujeme v druhé poloviné predndsky.

Drtive nez pristoupime ke studiu koneénych automati, pfipomeneme zakladni pojmy tykajici
se jazyku.

1.1 Jazyky

1.1.1 Abeceda. Kone¢nou neprazdnou mnozinu ¥ budeme nazyvat abecedou. Prvky mnoziny
Y nazyvame symboly, pismeny apod.

1.1.2 Slovo nad abecedou. Pro danou abecedu ¥ slovo nad X je libovolna koneéna posloup-
nost prvku abecedy ¥. Tedy napf. pro ¥ = {a, b} jsou aab, b, bbaba slova nad X.

Prdzdné slovo, znacime je ¢, je posloupnost, kterd neobsahuje ani jeden symbol. O

1.1.3 Délka slova. Je dano slovo nad abecedou X. Délka slova je rovna délce posloupnosti, tj.
poctu symbolu, které se ve slové nachdzeji. Délku slova u zna¢ime |u]. O

Tedy, délka slova aab je rovna 3, délka slova b je 1, délka prazdného slova ¢ je 0.

V dalsim textu pouzivame jesté nasledujici znaceni: pro slovo u nad abecedou ¥ a ¢ € ¥ symbol
|u|. oznacuje pocet vyskyti symbolu ¢ ve slové u. Tedy napt. pro u = aab je |ul, = 2, |ul, = 1.

1.1.4 Ztetézenislov. Je ddna abeceda X. Pro dvé slova u, v nad abecedou ¥ definujeme operaci
zretézend takto: Je-li u = ajas...a, a v =bibs ... by, pak

U-V=aias...a,b1bs...bg.
Casto znak pro operaci zietézeni vynechdvame, piSeme tedy wv misto presnéjsiho u - v.

1.1.5 Tvrzeni. Zietézeni slov je asociativni operace na mnoziné vsech slov nad danou abecedou.
O
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2 [230921-1228) Kapitola 1. Uvod

1.1.6 Poznamka. Plati, ze kazdé slovo u = ajas...a, nad abecedou X, vzniklo (postupnym)
zietézenim slov délky 1, tj.
U=a-0a2 - ...- Qp.

Proto se nékdy misto slovo nad abecedou pouziva termin fetézec.

1.1.7 Mmnoziny ¥* a X*. Ozna¢ime ¥* mnozinu viech slov nad abecedou X. (Specidlné prazdné
slovo patii do ¥*.) Mnozina ¥* spolu s operaci zietézeni tvofi monoid, jehoz neutrdlnim prvkem
je prazdné slovo €.

Oznac¢ime Y1 mnozinu vSech neprdzdnych slov nad abecedou X. (Tj. ¥t = ¥*\ {¢}.) Mnozina
Y1 spolu s operaci zfetézeni tvoii pologrupu. O
1.1.8 Vlastnosti operace zietézeni na X* a .

1. Zietézeni slov neni komutativni. Napf. pro u = aab a v = b je uv = aabb, ale vu = baab.

2. Pro libovolnd slova v a v nad stejnou abecedou plati:

|uv] = ful + Jv].

1.1.9 Mocniny. Je-li u slovo nad abecedou %, pak definujeme mocniny slova u takto:

0 i+1

u’ =g, u' = wu® pro kazdé i.

O

1.1.10 Podslovo, prefix, sufix. Je déno slovo u. Rekneme, ze slovo w je podslovem slova u,
jestlize existuji slova x, y takova, ze
u = zwy.

Slova z, y mohou byt i prazdna. Specialné, slovo u je podslovem sebe sama; ano u = cue.

Jestlize
u = wy,
rekneme, ze slovo w je prefiz slova u.
Jestlize
U = rw

rekneme, ze slovo w je sufiz slova u.

Jestlize neprazdné slovo w, w # wu, je podslovo (resp. prefix, resp. sufix) slova u, pak w se
nazyva vlastni podslovo, (resp. vlastni prefix, resp. vlastni sufiz) slova w. O

1.1.11 Jazyk nad abecedou. Je dédna abeceda ¥. Jazyk L nad abecedou X je libovolnd
mnozina slov, tj. L C ¥*. O

1.1.12 Poznamka. Je-li ¥ abeceda, pak mnozina vSech slov X* je spocetna. Jazyku, jako
podmnozin spocetné mnoziny, je vic — nespocetné mnoho.

1.1.13 Délka slova. Je déno slovo nad abecedou ¥. Délka slova je rovna délce posloupnosti,
tj. poctu symbolu, které se ve slové nachédzeji. Délku slova u zna¢ime |u|. O

Tedy, délka slova aab je rovna 3, délka slova b je 1, délka prazdného slova ¢ je 0.

V dalsim textu budeme pouzivat jesté nasledujici znaceni: pro slovo u nad abecedou ¥ a c € &
symbol |u|. je pocet vyskytu symbolu ¢ ve slové u. Tedy napi. pro u = aab je |u|, = 2, |uly = 1.

1.1.14 Zietézeni slov. Je dana abeceda . Pro dvé slova u, v nad abecedou ¥ definujeme
operaci zretézeni takto: Je-li u = ayas...a, a v =b1bs ... by, pak

U-V=aias...a,b1bs...bg.

Casto znak pro operaci zietézeni vynechdvame; piseme tedy uv misto presnéjsiho u - v.
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1.1.15 Tvrzeni. Zietézeni slov je asociativni operace na mnoziné vsech slov nad danou abece-
dou. O

1.1.16 Poznamka. Plati, ze kazdé slovo u = ajas . .. a, nad abecedou ¥, vzniklo (postupnym)
zietézenim slov délky 1, tj.
U=a-0a - ...- - Qp.

Proto se nékdy misto slovo nad abecedou pouziva termin fetézec.
1.1.17 Mnoziny ¥* a Y*. Ozna¢ime ¥* mnoZinu viech slov nad abecedou ¥. (Specidlné

prazdné slovo patii do ¥*.) Mnozina X* spolu s operaci zfetézen{ tvoii monoid, jehoz neutrdlnim
prvkem je prazdné slovo €.

Ozna¢ime Y1 mnozinu vSech neprazdnych slov nad abecedou X. (Tj. ¥+ = ¥*\ {¢}.) Mnozina
YT spolu s operaci zietézeni tvoii pologrupu. O

1.1.18 Vlastnosti operace zietézeni na ¥* a X,

1. Zietézeni slov neni komutativni. Napt. pro u = aab a v = b je uv = aabb, ale vu = baab.

2. Pro libovolna slova v a v nad stejnou abecedou plati:

fuv] = fu] + Jol.

1.1.19 Mocniny. Je-li u slovo nad abecedou X, pak definujeme mocniny slova u takto:

0 i+1

u =g, u'™ =uu' pro kazdé i.

O
1.1.20 Podslovo, prefix, sufix. Je déno slovo u. Rekneme, ze slovo w je podslovem slova u,
jestlize existuji slova z, y takova, ze
u = zwy.

Slova z, y mohou byt i prazdnda. Speciadlné, slovo u je podslovem sebe sama; ano u = eue.

Jestlize
u=wy,
rekneme, ze slovo w je prefiz slova u.
Jestlize
U =zw,

fekneme, ze slovo w je sufiz slova u.
Jestlize neprazdné slovo w, w # wu, je podslovo (resp. prefix, resp. sufix) slova u, pak w se

nazyva vlastni podslovo, (resp. vlastni prefix, resp. vlastni sufiz) slova w. O

1.1.21 Jazyk nad abecedou. Je dédna abeceda Y. Jazyk L nad abecedou X je libovolnd
mnozina slov, tj. L C ¥*. O

1.1.22 Poznamka. Je-li ¥ abeceda, pak mnozina vSech slov ¥* je spocetna. Jazyku, jako
podmnozin spoc¢etné mnoziny, je vic — nespoc¢etné mnoho.
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Kapitola 2

Konecné automaty

2.1 Deterministické konecné automaty

Konecéné automaty se pouzivaji v ruznych oborech. Jako piiklady muzeme uvést pirekladace, déle
se pouzivaji pii zpracovani prirozeného jazyka, pii navrzich hardwaru, i dalsich. M zde nejprve
vysvétlime koneény automat neformalné, poté ukdzeme nékolik piikladu a teprve poté zavedeme
formélni definici kone¢ného automatu.

2.1.1 Koneény automat je abstraktni zafizeni, které si pamatuje svij stav a reaguje na vnéjsi
podnéty zménami svého stavu, pficemz vsech moznych stavu i v8ech moznych podnétu je koneéné
mnoho. Nékteré druhy automatu navic produkuji vystup.

Ze vSech zafizeni, kterd jsou schopna si néco pamatovat (tj. u nichz budouci ¢innost muze byt
ovlivnéna historif), jsou kone¢éné automaty nejjednodussi mozné.

Jednim z cilu teorie automatu je zjistit, jaké jsou hranice toho, co kone¢né automaty dovedou
a co uz naopak je mimo jejich moznosti.

2.1.2 Mnozina stavid. Konecny automat se v kazdém okamziku nachézi v pfesné jednom stavu,
ktery je prvkem koneéné mnoziny stavi (obvykle znac¢ené pismenem Q). Podstatné je, ze krome
svého stavu si koneény automat vibec nic nepamatuje (jiny slovy: nepamatuje si, jak se do tohoto
stavu dostal).

Budouci ¢innost automatu, tedy to, jak bude automat reagovat na ptisti vstupni podnéty,
obecné zavisi na dosavadni historii, tedy na tom, co se s automatem délo v minulosti, ale informace
o celé predchozi historii je v konetném automatu zkoncentrovana do jediného stavu, ve kterém se
ted automat nachdzi.

2.1.3 Vstupni abeceda. Podnéty, na které konecny automat reaguje, formalizujeme jako tzv.
vstupni symboly (téz vstupni pismena), které jsou prvky tzv. vstupni abecedy (obvykle znacené
¥).

Pii praktickém pouziti muze byt vstupnim symbolem napi. znak precteny ze vstupniho souboru,
piichod paketu v pocitacové siti, nebo stisk tlacitka néjakého fyzického zafizeni.

2.1.4 Zmény stava. V deterministickém kone¢ném automatu je zména stavu jednoznaéné
urcena dosavadnim stavem a vstupnim symbolem, coz lze formalizovat tzv. prechodovou funkci
0:Q x X — @, kterd kazdému stavu g € @ a kazdému vstupnimu symbolu z € ¥ pfitazuje novy
stav.

Zmeéna stavu se déje v okamziku ptrichodu vstupniho symbolu. Mezi piichody vstupnich symbola
a jimi vyvolanymi zménami stavu se v automatu nic nedéje.

2.1.5 Vystup. Vystup kone¢ného automatu muze zdviset na dvojici stav (ve kterém se automat
nachdzi) a vstup (podnét, na ktery automat reaguje). V takovém piipadé mluvime o Mealyho
automatu. Nebo vystup zavisi pouze na stavu, ve kterém se automat nachézi — pak mluvime o
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Mooreové automatu. Jestlize vystupem Mooreova automatu je ,stav je koncovy* nebo ,stav neni
koncovy*“, muzeme rozdélit stavy na ,koncové®, tj. ,pfijimajici®, a ,nekoncové®, tj. ,nepiijimajici,
a hledat takové posloupnosti podnéti, po kterych automat skon¢i v koncovém stavu. Poslednimu
typu konecného automatu budeme fikat deterministicky kone¢ny automat a zkracovat to na DFA
(Deterministic Finite Automaton). Ve stars{ literatuie najdete i pojem ,akceptor®.

2.1.6 Priiklad 1 — automat na kavu. Uvazujme zjednoduSeny piiklad automatu na kavu.
Automat piijima mince 1 K¢, 2 K¢ a 5 Ké. Automat vydava jediny druh kavy, kiva stoji 7 K¢.
Automat na tlacitko s vrati nevyuzité penize. Tento piiklad uvedeme podrobnéji.

Polozime @ = {0,1,2,3,4,5,6}, ¥ = {1,2,5,s}, ¥ = {K,0,1,2,3,4,5,6}, prechodovd a
vystupni funkce jsou dany nasledujici tabulkou:

1 2 ) S
1/0 | 2/0 | 5/0 | 0/0
2/0 | 3/0 | 6/0 | 0/1
3/0 | 4/0 |0/K | 0/2
4/0 | 5/0 | 1/K | 0/3
5/0 | 6/0 | 2/K | 0/4
6/0 |0/K | 3/K | 0/5
0/K |1/K | 4/K | 0/6

DU R WD = O

V prvnim sloupci jsou stavy, ve kterych se automat muze nachdzet, v prvnim fadku jsou vstupni
symboly. V fddku odpovidajicim stavu g a sloupci se vstupem a je dvojice (novy stav, vystup). (K
znamend kdvu, ¢islo uddva vrécené penize).

2.1.7 Priiklad 2 — posuvny registr. Stavem je usporadand k-tice naposled pirectenych sym-
bolu. Pre¢tenim dalsiho symbolu pfejdeme do nové k-tice, tj. do nového stavu.

Na pfednésce ukdzeme posuvny registr, ktery realizuje celociselné déleni ¢tyfmi daného ¢cisla
v bindrnim zdpise ¢teném pocinaje nejvyssim fadem.

2.1.8 Piiklad 3. Zjistit, zda se v daném slovu u (textu) vyskytuje podslovo aab (Sablona), lze
kone¢nym automatem.
V tomto piikladé mame 4 stavy

e go bud jsme jesté neéetli z4dny symbol nebo posledni éteny symbol nebyl a a pieétend ¢ést
neobsahovala slovo aab jako podslovo;

e (¢ prectena Cast konéi jednim a, ale ne dvéma a a pfectend ¢ast neobsahuje slovo aab jako
podslovo;

e ¢o prectend ¢ast konéi aa a neobsahuje slovo aab jako podslovo;

e (3 prectend ¢ast slova obsahuje podslovo aab.

Stav g3 je koncovym (pfijimajicim) stavem.

2.1.9 Z&kladni typy automatia. Obecné rozlisujeme ¢tyfi typy automatu: Mealyho automat,
Mooreuv automat, deterministicky koneény automat DFA (akceptor) a automat bez vystupu. (Déle
se budeme zabyvat hlavné deterministickymi koneé¢nymi automaty — DFA.)

Mealyho automat je Sestice (Q,%,Y,d,qo, ). kde

Q@ je konecnd mnozina stavi,

3} je kone¢nd mnozina vstupnich symbolu,

Y je kone¢nd mnozina vystupnich symbolq,

qo je pocatecni stav,

0 je prechodova funkce, tj. zobrazeni 0: Q X ¥ — Q,

A je vystupni funkce, tj. zobrazeni A: Q x ¥ — Y. N

Pifkladem Mealyho automatu je napf. automat na kavu 2.1.6]
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6 [230921-1228] Kapitola 2. Kone¢né automaty

Mooretuv automat je Sestice (Q,X,Y, 0, qo, 8). kde Q, 3, Y, d a go maji stejny vyznam v piipadé
Mealyho automatu a (8 je znackovaci funkce, tj. zobrazeni 5:Q — Y. 0
Piikladem Mooreova automatu je napf. posuvny registr [2.1.7

DFA, téz akceptor, je je pétice (Q,%,0,qo, F), kde @, 3, § a go maji stejny vyznam jako v
piipadé Mooreova automatu a F' C @ je mnozina koncovych (téz piijimajicich) stava. O
Piikladem DFA je napf. automat z [2.1.8

Poznamka. DFA je vlastné Mooreuv automat, kde mnozina vystupnich symbolu mé dva prvky,
totiz Y = {0, 1}, a proto znackovaci funkci § nahrazujeme mnozinou téch stavi, kterym znackovact
funkce prifazuje 1.

Automat bez vystupu je ,spolecnou ¢asti“ vSech vyse uvedenych automatu; tj. jednd se o ¢tvefici
(Q7 Ev 57 CIO) . U

2.1.10 Stavovy diagram. Kromé tabulky muzeme koneény automat zadat téz stavovym dia-
gramem.

Je dan koneény automat s mnozinou stavu (), mnozinou vstupnich symbolti ¥ a pfechodovou
funkei §. Stavovym diagramem nazyvame orientovany ohodnoceny graf, jehoz vrcholy jsou stavy
automatu (tj. V = @) a orientovand hrana vede z vrcholu ¢ do vrcholu p pravé tehdy, kdyz
d(g,a) = p. Takova hrana je ohodnocena a, je-li automat DFA nebo Mooretuv; a je ohodnocend
dvojici a/A(g,a), je-li automat Mealyho.

Jestlize se jednd o Mooreuv automat, vrcholy stavového diagramu jsou navic ohodnoceny
znacCkovaci funkci 8. Pro akceptor, tj. DFA, oznacujeme pouze mnozinu koncovych stavi, a to
bud’ sipkou mi¥ici ze stavu ven nebo jinym oznadenim stavii, které patii do mnoziny F. Po¢ateéni
stav qg je oznacovan Sipkou mitici do néj.

2.1.11 Rozsifena prechodova funkce popisuje chovani automatu ne jen nad jednim vstupnim
symbolem, ale nad celym vstupnim slovem. Definujeme ji (jako fadu pojmu teorie automatu) in-
duktivné.
Definice. Je ddn automat s mnozinou stavu @, vstupni abecedou ¥ a pfechodovou funkei 0).
Rozsirend prechodovd funkce §*:Q x ¥* — @ je definovand induktivné takto:

1. 6*(q,€) = ¢, pro vSechna ¢ € @,

2. §*(q,ua) = §(6*(q,u),a), pro véechna ¢ € Q, a € &, u € ¥*. -

2.1.12 Tvrzeni. Je ddn automat (Q, X, d). Potom pro kazdy stav ¢ € @ a kazda slova u,v € 3*
plati

0* (g, uv) = 6*(0* (g, u),v).

Toto tvrzeni se dokdze napt. indukef podle n = |u| + |v].

O

Neformalni zddvodnéni. Predstavte si praci koneé¢ného automatu ve stavu ¢ nad slovem
u = ajasy...ax jako sled ve stavovém diagramu, ktery zacind ve stavu (vrcholu) ¢ a je ohodnocen
postupné ay, ag, ..., a;. Tento sled konéi ve stavu 6*(q,a; ..., ax).

Presnéji: Oznacme ¢ = po (coz je 6*(q,€)), p1 = 6(po,a1) (coz je 6*(q,a1)), p2 = 6(p1,az) (coz
je d*(q,a1a2)), ..., pk = 6(pr—1,ar) (coz je §*(q,aq ...ax)). Pak po,p1,...,pk je sled, ktery zac¢ina
ve stavu ¢, je oznacen slovem ay, as, ..., ar a konéf ve stavu 6*(q,ay ..., ax).

Nynf je tvrzeni [2.1.12] zfejmé, jednd se totiz o ,navézani* dvou sledu — sledu z ¢ do §*(q,u) a
sledu z 6*(q,u) do 6*(q, uv).

2.1.13 Poznamka. Na koneény automat se muzeme divat jesté nasledujicim zptusobem: Je ddna
vstupni péaska, kterd na zacatku obsahuje vstupni slovo. Déle je dana fidici jednotka, ktera pomoci
¢tecf hlavy ¢te (postupné odleva doprava) vstupni symboly. Automat na zdkladé stavu, ve kterém
se nachézi tidici jednotka, a na zdkladé vstupniho symbolu, ktery ¢te hlava, zméni stav a posune
¢teci hlavu po vstupni pésce o jedno pole doprava. Jestlize v okamziku, kdy ¢teci hlava ,,precte® celé
vstupni slovo (hlava se dostane za posledni symbol vstupniho slova), je fidic{ jednotka v koncovém
stavu, automat slovo prijme, v opacném piipadé automat slovo nepiijme.
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2.1.14 Jazyk pfijimany koneénym automatem. Je dén DFA M = (Q, %, 6, qo, F). Rekneme,
ze slovo u € ¥* je prijimdno automatem M, jestlize

5*((]0, 'LL) e F.
Mnozina vsech slov, které automat piijimé, se nazyva jazyk prijimany M, znacime ji L(M). Tedy,

L(M) ={w; 6"(qo0,w) € F}.

2.1.15 Regularni jazyky jsou jazyky, které jsou pfijimany nékterym DFA.

V minulé prednésce jsme zavedli reguldrni jazyky jako ty jazyky L, pro které existuje kone¢ny
automat (DFA) M, ktery piijimé jazyk L. Nejdiive si ukdzeme jednu vlastnost, kterou kazdy
reguldrni jazyk ma (pumping lemma), potom vlastnost, kterd reguldrni jazyky plné charakterizuje
(Nerodova véta).

Zatneme nutnou podminku pro to, aby dany jazyk byl regularni. Tvrzeni se také nazyva
lemma o vkladani. Poznamenejme, ze tato podminka neni postacujici.

2.1.16 Pumping lemma pro regularni jazyky. Pro kazdy regularni jazyk L nad abecedou
3 existuje prirozené ¢islo n s touto vlastnosti:

Kazdé slovo u € L, které je delsi nez n, 1ze rozdélit na tii slova u = zwy tak, ze

1. |zw| < n,
2. wH#e
3. a pro kazdé pfirozené ¢islo i = 0,1, ... plati zw'y € L.
O
Diive nez pumping lemma dokazeme, ukazme, jak se da toto tvrzeni vyuzit. Z toho, Ze se jedna
pouze o nutnou podminku, vyplyva, ze je mozno jej vyuzit pouze pro dukaz, ze néjaky jazyk neni
regularni.

2.1.17 Fakt. Jazyk L = {0™1™; m > 0} neni reguldrni jazyk. O

Zduvodnéni. Kdyby L byl regularni jazyk, muselo by existovat prirozené ¢islo n s vlastnostmi 1
az 3 z pumping lemmatu Ukéazeme, Ze to vede ke sporu.

Predpokladejme, ze takové ¢islo n existuje. Vezmeme slovo u = 0" 1", které je délky 2n, coz
je vic nez n. Podle pumping lemmatu lze u rozlozit na tfi slova u = zwy s vlastnostmi 1 az 3.
Ukéazeme, ze to neni mozné.

Vime, ze zw je prefix slova u a |zw| < n, proto se slovo zw sklddd ze samych 0. Navic w # ¢,
musi proto w = 0% po néjaké k > 1. Pak ale slovo zw?y = 0"¥1" nemé stejny pocet 01 1, tj.
nelezi v jazyce L, ale podle pumping lemmatu by v L lezet mélo. Odvodili jsme spor; chyba byla
v tom, ze jsme predpoklddali, ze L je reguldrni. jazyk.

2.1.18 Myslenka dukazu pumping lemmatu. Uvazujme libovolny reguldrni jazyk L. Protoze
L je regulérni, existuje DFA M = (Q, X%, §, qo, F), ktery tento jazyk ptijimé (tj. L = L(M)).

Oznacme n pocet jeho stavi. Vezméme libovolné slovo u € L délky vétsi nez n. Sled ve stavovém
diagramu, ktery odpovidd préci automatu nad slovem u, musi obsahovat cyklus (méd vice nebo
stejné hran jako je pocet (stavi), tudiz to nemuze byt cesta). Oznaéme

e z slovo, které odpovida té casti sledu, nez poprvé vstoupime do prvniho cyklu,
e w slovo, které odpovida jednomu pruchodu timto cyklem, a
e y slovo, které odpovida zbylé ¢éasti sledu.

Neni tézké se presvédcit, ze slova x, w, y splnuji vSechny vlastnosti z pumping lemmatu.

Poznamka. Podminka z pumping lemmatu je pouze nutné, neni postacujici. Nasledujici véta plné
charakterizuje regularni jazyky, tj. jazyky, které jsou pfijimany kone¢nym automatem.
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8 [230921-1228] Kapitola 2. Kone¢né automaty

2.1.19 Nerodova véta. Je dan jazyk L nad abecedou X. Pak L je regularni jazyk pravé tehdy,
kdyz existuje ekvivalence 7" na mnoziné vsSech slov ¥* takova, ze

1. L je sjednoceni nékterych t¥id ekvivalence T

2. Jestlize pro néjakd slova u,v € X* plati u T v, pak pro kazdé slovo w € X* plati také
ww T vw.

3. T mé pouze kone¢né mnoho tiid ekvivalence. 0

Poznamenejme, ze druhd podminka vlastné tikd, ze ekvivalence T je prava kongruence monoidu
(E*a ) 6) .

Myslenka dikazu. Jestlize je jazyk L reguldrni, pak existuje DFA M = (Q, X, §, qo, F), takovy,
7e L = L(M). Definujme relaci T na ¥* takto:

uT v prave tehdy, kdyz 0 (go,u) = 6*(qo, v).
Takto definovana relace splinuje vsechny podminky Nerodovy véty.

Predpokladejme, ze pro jazyk L existuje ekvivalence T' splnujici vsechny podminky z Nerodovy
véty. Oznacme [u]p tiidu ekvivalence T' obsahujici slovo u. Definujme DFA M = (Q, X, 4, qo, F)
takto:

Q=Alulr;uveX}, g =Ielr, F={[ulr; [ur C L}
d([ulT,a) = [ualr pro kazdé a € X.

Neni tézké ukazat, ze DFA M pfijima jazyk L. O

2.1.20 Poznamka. Nerodova véta se také da pouzit k tomu, abychom ukazali, ze néktery jazyk
neni reguldrni. UkédZzeme si to na piikladu.

Fakt. Jazyk L = {0™ 1™ ; m > 0} nenf reguldrni jazyk.
Zdavodnéni. Piedpokladejme, ze jazyk L je regularni. Pak existuje ekvivalence T' s vlastnostmi
z Nerodovy véty 2.1.19] Uvazujme slova

0,0%,0%,0%,...,0™,...

Téchto slov je nekonetné mnoho a ekvivalence T mé pouze koneéné mnoho tiid, proto museji
existovat pfirozend ¢isla 4, k, i # k, takové, ze 0° T 0F.

Protoze ekvivalence T spliiuje druhou podminku z Nerodovy véty, musi platit 0w T 0w pro
kazdé bindrni slovo w. Zvolme w = 1°. pak dostavame

0°1° T 0%1°.

Ovéem slovo 0°1* patif do jazyka L, kdezto slovo 0F1° do jazyka L nepatii. To je ale v rozporu
s prvini podminkou z Nerodovy véty; totiz, ze jazyk L je sjednocenim nékterych t¥id ekvivalence
T. Proto jazyk L neni regularni. U

2.1.21 Jak dokazat, ze dany automat prijima dany jazyk. Obvykle neni problém vymys-
let si pro dany regularni jazyk L néjaky automat, problém je dokdzat, ze funguje, tj. Zze prijima
spravny jazyk.

Vyzkousenim ¢innosti automatu na nékolika prikladech 1ze prokéazat, ze automat funguje Spatné
(pFijimé, co nemd, nebo nepfijimé, co md), ale nelze uz tak snadno prokdzat, ze na véech nekoneéné
mnoha slovech funguje dobre.

Jednou z moznosti, jak dokazat, ze automat prijima dany jazyk, je vyuziti Nerodovy véty —
metoda invarianti.

Kazdému stavu q prifadime presny popis vSech slov, které prevedou pocatecni stav gy do stavu
g. Tim popiseme jednotlivou tfidu ekvivalence T' z Nerodovy véty. To se vétsinou déla pomoci
formule I, (u) (kde slovo u je proménnd); a tuto formuli nazveme invariantem pro stav ¢. Abychom
opravdu dokéazali, ze na§ automat pracuje spravneé, je tteba, aby:
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2.1. Deterministické konecné automaty [230921-1228] 9

1. Prézdné slovo musf spliiovat invariant I,, pocatecniho stavu gq.

2. Kazdé slovo u nad vstupni abecedou musi spliiovat prévé jeden invariant (tj. kazdé slovo u
lezi v prave jedné t¥idé ekvivalence T').

3. Pro kazdy stav q a kazdy vstupni symbol z plati implikace JestliZe slovo u odpovidd invariantu

I4(u), pak slovo ux odpovidd invariantu L5 z)(ux).

Tj.
Iq (U) = I(S(q,z) (UI)

4. Pro kazdé slovo nad vstupni abecedou plati, ze u € L pravé tehdy, kdyz u spliiuje invariant
pro néktery koncovy stav ¢ € F' (tj. plati I,(u) pro néjaky koncovy stav q).

Vymyslet invarianty nemusi byt uplné snadné, ale jsou-li jiz vymysleny, pak ovéfeni vySe
uvedenych podminek je jiz rutinni zalezitosti.

2.1.22 Ekvivalentni automaty. Pro jeden regularni jazyk muze existovat vice DFA, které
tento jazyk pfijimaji. Nejlepsi by bylo, kdybychom byli schopni najit ten ,nejjednodussi“ automat
mezi nimi. Pro deterministické automaty to je mozné — ukazeme postup, jak najit redukovany
automat k danému DFA a ukazeme, Ze jestlize dva automaty pfijimaji stejny jazyk, pak k nim
redukované automaty se 1is{ pouze piejmenovanim stavi (jsou isomorfnf). Dokonce i pFejmenovén{
stavu (isomorfismus) se dé najit jednoduchym algoritmem. Dfive nez redukované automaty zave-

deme, uvedeme pojem ekvivalentnich automatu.

Definice. Rekneme, 7e dva automaty M; a My jsou ekvivalentnd, jestlize pfijimaji stejny jazyk,
tj. jestlize L(M;) = L(M>). O

V dalsim textu ukazeme, jak k danému DFA najit automat, ktery je ,co nejjednodussi“ a ktery
prijimé stejny jazyk. To bude pravé redukovany automat.

2.1.23 V minulé pfedndsce jsme si zavedli pojem ekvivalentnich automatt. Nyni ukdzeme, jak
k danému automatu sestrojit ,nejmensi“ automat, ktery je s nim ekvivalentni.

Postup rozdélime na dva kroky: 1) Nejprve z automatu odstranime nedosazitelné stavy; 2) pak
stavy, které ,nerozlisime“ néjakym vstupnim slovem, prohldsime za ekvivalentni — tj. ,za stejné“.

2.1.24 Dosazitelné stavy. Je dan DFA M = (Q,%,4,qo, F). Rekneme, 7e stav ¢ € Q je
dosaZitelny, jestlize existuje slovo u € X* takové, ze 0*(qo, u) = q. O

Jinymi slovy, stav g je dosazitelny, jestlize je dosazitelny z pocate¢niho stavu gy ve stavovém
diagramu automatu M (tj. z qo vede do ¢ orientovany sled).

Je zfejmé, ze stavy, které nejsou dosazitelné, nemaji vliv na jazyk, ktery dany automat piijima.

2.1.25 Postup nalezeni dosazitelnych stavia. Mnozinu dosazitelnych stavi najdeme napf.
nésledujicim postupem, ktery je vlastné prohleddvani do sitky stavového diagramu.

Qo = {qo}
repeat
Qiv1:=Q:U{d(g,a); ¢ € Qia € X}

until Qi1 = Q.
return Q' = Q;

2.1.26 Ekvivalence stavii ~. Mame ddan DFA M = (Q, X%, 6, qo, F). Rekneme, ze dva stavy
P, q € Q jsou ekvivalentni, jestlize pro kazdé slovo u € ¥* plati

0*(p,u) € F préave tehdy, kdyz 0*(g,u) € F.

Fakt, ze dva stavy p a g jsou ekvivalentni, zapisujeme p ~ q. O
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10 [230921-1228] Kapitola 2. Kone¢né automaty

2.1.27 Redukovany automat. Nyni pfistoupime k definici redukovaného automatu.

Definice. Je ddn DFA M = (Q,%,8,qo, F). Rekneme, ze M je redukovany, jestlize nemé
nedosazitelné stavy a zadné jeho dva ruzné stavy nejsou ekvivalentni. O

Jinymi slovy, jestlize ekvivalence ~ je identickd ekvivalence na mnoziné stava Q.

2.1.28 Konstrukce ekvivalence ~. Na mnoziné vSech stavi @ postupné konstruujeme ekvi-
valence ~;, kde i = 0,1, ..., takto:

a) p ~o q pravé tehdy, kdyz bud’ p,q € F nebo p,q ¢ F.
b) Dokud ~; ;1 # ~; konstruujeme ~;;1 takto
p ~i+1 ¢ prave tehdy, kdyz p ~; g a pro kazdé a € ¥ mame 6(p,a) ~; 6(q,a).

¢) Polozime ~:=~y; pro ~;11=r;.

Spravnost tohoto postupu vyplyne z nésledujicich dvou tvrzeni.

2.1.29 Tvrzeni. Plati
~p 2 2 2 2

Navic, existuje k takové, Ze ~j, je rovna ~p41. Pak pro kazdé j > 1 plati ~p =~ ;. O

Dukaz. Z postupu je vidét, ze ekvivalence postupné stéle zjemnujeme, proto musime po koneéné
mnoha krocich se zjemnovanim skon¢it — nejjemnéjsi ekvivalence je identicka ekvivalence. Existuje
tedy k takové, ze ~j je rovna ~jq.

Jednoduchou matematickou indukei s pouzitim definice relace ~y11 se dokaze, ze jestlize ~y
je rovna ~y1, pak ~j je rovna ~p4; pro kazdé j > 1.

2.1.30 Tvrzeni. Pro relace ~; z[2.1.28|plati p ~; ¢ pravé tehdy, kdyz pro kazdé slovo u délky
mens{ nebo rovné i je 0*(p,u) € F iff §*(q,u) € F. O

Dikaz vyplyva z konstrukce ekvivalenci ~; za pouziti matematické indukce.

Zdkladni krok: Jediné slovo, které ma délku i < 0, je prdzdné slovo e. Déle plati §*(¢,e) = ¢,
0*(p,€) = p; proto tvrzeni vyplyva z definice relace ~y.

Indukéni krok: Méjme stavy p, q. Predpokladejme, ze plati: p ~; ¢ pravé tehdy, kdyz pro kazdé
slovo u s |u| <4 mdme §*(p,u) € F iff 6*(¢q,u) € F.

Musime ukazat dvé implikace. Nejprve predpokladejme, ze p ~;y1 ¢q. Uvazujme libovolné
slovo w s |w| < i+ 1. Jestlize |w| < 4, pak tvrzeni vyplyvd z indukéniho piedpokladu (vime,
zep ~; q). Zvolme w s |w| =i+ 1, tj. w = au pro |u| = i. Mdme §*(p,w) = 6*(d(p,a),u) a
také 6*(q,w) = 6*(0(q,a),u). Z definice relace ~;11 vime, ze plati i §(p,a) ~; d(g,a). Proto z
indukéniho predpokladu (protoze |u| = 4) plati 6*(p,w) € F pravé tehdy, kdyz §*(q,w) € F.

Predpoklddejme, ze pro kazdé w s |w| < i+1 plati §*(p, w) € F pravé tehdy, kdyz §* (¢, w) € F.
Pak z indukéniho predpokladu vime, ze p ~; ¢ (ano, vSechna slova délky nejvyse i jsou také
slova délky nejvyse i + 1). Kdyby nemeélo platit d(p,a) ~; 6(q,a) pro néjaké a € X, muselo by
existovat slovo v s |v| < i takové, Ze jeden ze stava 6*(d(p,a),v) a 6*(d(g, a),v) patii do F a druhy
do F nepatii. To ale neni mozné, nebot 6*(d(p,a),v) = §*(p,av) a 6*(6(q,a),v) = §*(q,av) a
lav| = |v|+1 < i+ 1. Protop ~;+1 q.

Poznamka. Ekvivalence ~; v praxi konstruujeme tak, ze konstruujeme odpovidajici rozklady R;
mnoziny stavii @ na t¥idy ekvivalence ~;.

2.1.31 Algoritmus redukce. Slovné muzeme redukovany automat M, ktery konstruujeme,
popsat takto: za stavy vezmeme tiidy ekvivalence ~; pocdtecni stav je tiida, ve které lezi puvodni
pocatecni stav qo; pfechodovd funkce ,pracuje® na tfiddch (coz je mozné vzhledem k vlastnosti
ekvivalence ~), a mnozina koncovych stavu je mnozina téch tifd, ve kterych lezi alespon jeden
koncovy stav puvocniho automatu.

Formélnéji: Je dén DFA M = (Q, X, 4, qo, F).
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2.1. Deterministické kone¢né automaty [250921-1228)] 11

1. Zkonstruujeme mnozinu @’ vSech dosazitelnych stavi automatu M podle postupu [2.1.25
tim dostanete automat M’ = (Q’, 3,4, g0, F N Q).

2. Podle [2.1.2§| zkonstruujeme rozklady R; ekvivalenci ~; pro DFA M’. Konéime tehdy, kdyz
~Np= Y41 Plozime ~ = ~.

3. Oznacéme [q]., tFidu ekvivalence ~ obsahujici stav ¢q. Vytvoifme DFA M; = (Q1,%, 61, q1, F1),
kde

e Q1 :={[q]~; ¢ € Q'} (tj. stavy M; jsou tiidy ekvivalence ~),
e ¢ :=[qo]~ (tj. pocétecni stav je tiida obsahujici ¢q),
61([g)~,a) = [6(q,a)l~,

Fy = {[g]~; F gl #0}.

O

2.1.32 Priiklad. K DFA automatu M, ktery je dén nésledujici tabulkou, najdéte redukovany
automat M.

al|b

— 11213
211214
~ 3|3|5
411217
«~— 516|3
«— 6|6|6
774
8123
—~ 91914

Reseni. Nejprve najdeme viechny dosazitelné stavy automatu M. Jsou to stavy {1,2,3,4,5,6,7}.
Tedy Q' = {1,2,3,4,5,6,7}, F' = {3,5,6}.
Automat M’ je ddn tabulkou:

al|b
— 111213
211214
«~ 3|3|5
411217
— 5163
~— 6|6|6
7714

Podle definice ekvivalence ~ je rozklad Ry tvoren dvéma tiidami:
0=1{1,2,4,7 F ={3,5,6}.

Plati
6(1,a) =2, 6(2,a) =2, (4,a) =2, 8(7,a) =17,

tj. vSechny vysledky lezi ve tridé O.
6(1,b) =3, 6(2,b) =4, 6(4,b) =7, §(7,b) =4,

tj. 6(1,b) € F a §(2,b),0(4,b),6(7,b) € O. Proto musime mnozinu O rozdélit na dvé podmnoziny:
{1} a {2,4,7}.
Dale
0(3,a) =3 € F, 0(5,a)=6¢€ F, §(6,a) =6 € F,
0(3,b)=5€F, 6(5,b)=3€F, §6,b)=6¢€F.

Proto mnozinu F' nedélime.
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12 [230921-1228) Kapitola 2. Konecné automaty

Rozklad odpovidajici ekvivalenci ~1 je
A={1},0={2,4,7}, F = {3,5,6}.
Vypocet zahrneme do tabulky

S ONWN N
DD W U W

TT
N O U W N

QOO N«
O~ QONQ L

QOO QL
QOO Q=

Analogicky vytvarime ekvivalence ~o. Vypocet jiz zkratime jen do tabulky.

al|b ~0 a b ~1 a b ~9
- 1|23l O||O|F| AJ||O|F]| A
212140 1|]JO]OJ] O |]O|O| O
«~ 3|3|5|| F||F|F|| F | F|FI| F
412|171 O ||O]O]| O ||O|O| O
«~ 5||6|3|| F||F|F| F|F|FI| F
«— 6||6|6| F ||F|F| F|F|FI| F
TH714] O|]O]O|] O ]O|0O| O
7 tabulky vyplyvé, ze ~; = ~sg. Proto ~; = ~ je hledand ekvivalence. Mame tedy tii t¥idy
ekvivalence, a to A, O a F. Redukovany automat M; ma tii stavy a je dan tabulkou
[a]bd]
- A|lO|F
0|00
«~ F|F|F

Stavovy diagram automatu je na nasledujicim obrazku.

a,b

a,b

Nenf tézké nahlédnout, ze automat M; pfijima vSechna slova jazyka L = {bu; u € {a,b}*}.

2.1.33 Veéta. Automat M i k nému redukovany automat M7 piijimaji stejny jazyk, tj. jsou
ekvivalentni. O

Myslenka dukazu této véty vyplyva z konstrukce redukovaného automatu. Nejprve jsme od-
stranili nedosazitelné stavy, které se nemohou vyskytnout pii pfijeti zadného slova. Néasledné jsme
pouze ,slepovali“ stavy a to tak, ze jestlize jsme se po orientovaném sledu z poc¢atecniho stavu
oznaceném slovem u dostali do koncového stavu v puvodnim automatu, tak jsme se v redukovaném
automatu z pocatecniho stavu po sledu oznac¢eném stejnym slovem dostali také do koncového ast-
avu, a naopak.

Navic je dobré si uvédomit, ze [q], N F # () pravé tehdy, kdyz [¢]~ C F. To vyplyva z faktu, ze
~ je zjemnéni ~j.
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2.1.34 Isomorfni automaty. Neformalné feceno, dva konetné automaty jsou isomorfni, jestlize
se lisf pouze v pojmenovani stavu. Presnéji
Definice. Jsou dany DFA M, = (Q1,%,01,q1, F1) a My = (Q2, %, 62, ¢2, F»). Rekneme, ze M a
My jsou isomorfni, jestlize existuje bijekce ¢ mnoziny stavu Q1 na mnozinu stavu Qo takova, ze
e ©(q1) = ¢2 (pocétecni stavy si odpovidaji),
o o(F)) = F» (koncové stavy si odpovidajf),
e »(61(g,a)) = d2(¢(q),a) pro kazdé ¢ € Q1 a a € X (je jedno, zda nejprve provedete
prechodovou funkci a pak stav zobrazite nebo nejprve stav zobrazite a pak provedete
pfrechodovou funkei). 0

2.1.35 Véta. Dva DFA M; a M piijimaji stejny jazyk (tj. jsou ekvivalentni) prévé tehdy, kdyz
jejich odpovidajici redukované automaty jsou isomorfni.

Myslenka dukazu. Jestlize jsou redukované automaty k automatium M; a My isomorfni, pak jsou
automaty M; a M, ekvivalentni. To vyplyva z véty [2.1.33

_ Predpoklddejme, ze automaty M; a Ms jsou ekvivalentni. Utvorme k nim redukované automaty
M a Ms; ozna¢me My = (Q1,%,01,q1, F1) a My = (Q2, 3, 02, g2, F). Vytvoiime pfifazeni ¢ stava
Q1 stavam Q- takto:

e Pocatecni stavy si odpovidaji, tj.
o(q1) = g

e Protoze vsechny stavy M; jsou dosazitelné (a také vSechny stavy My jsou dosazitelné), pro
kazdé ¢ € @y existuje slovo w tak, ze 67 (q1,w) = ¢. Polozime

©(07(q1,w)) = 85 (q2, w).

Neni tézké se presvédcéit, ze ¢ je opravdu bijekce mnoziny Q1 na (o spliujici vSechny
vlastnosti z definice isomorfismu.

O

2.2 Nedeterministické konecné automaty

Konecny deterministicky automat mé tu vlastnost, ze v kazdém stavu reaguje na kazdé pismeno
presné jednim zpusobem (pfechodova funkce byla zobrazeni z mnoziny @ x ¥ do Q). Nedetermi-
nistické automaty se od deterministickych lisi tim, Ze jsme-li ve stavu ¢ a ¢teme vstupni pismeno
a, muzeme piejit do nékolika (a také zadného) stavi. V této sekci ukdzeme, ze ke kazdému nede-
terministickému automatu existuje deterministicky konecny automat, ktery pfijima stejny jazyk.
Vzhledem k tomu, Ze nedeterministické automaty se snéze navrhuji, zavedeni nedeterministickych
automatu nam umozni zjednodusit postup pii navrhu koneéného automatu piijimajictho dany
jazyk.

2.2.1 Nedeterministicky automat. Shriime, ¢im se nedeterministicky konecny automat lisi
od deterministického automatu:

1. NFA muZe mit vic poc¢dtecnich stavu, ne jen jeden,
2. kazdému stavu ¢ a kazdému vstupnimu pismenu a pfifazuje pirechodova funkce § nékolik
stava (i zadny stav); tj. d(g, a) je mnozina stavi (tfeba i prazdnd).
Definice. Nedeterministicky konecény automat, zkracené NFA, je pétice (Q, %, 6,1, F), kde

e () je konetné neprdazdnd mnozina stavi,
e Y je konetnd neprazdnd mnozina vstupi,
e ) je prechodova funkce, kde
3:Q x X —PQ),
(P(Q) je mnozina viech podmnozin mnoziny Q).
I C @ je mnozina pocatecnich stavu,
F C @ je mnozina koncovych stavu.

O
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14 [230921-1228) Kapitola 2. Konecné automaty

2.2.2 Stavovy diagram NFA. Obdobné jako pro deterministické automaty muzeme i pro
nedeterministické definovat stavovy diagram. Rozdil mezi stavovym diagramem NFA a DFA je jen
v tom, ze ve stavovém diagramu nedeterministického automatu mohou existovat stavy, ze kterych
vychéazi nékolik orientovanych hran ohodnocenych stejnym pismenem i stavy, ze kterych nevychézi
zadna hrana ohodnocend nékterym pismenem.

Definice. Je ddn nedeterministicky automat M = (Q, %, 4, I, F'). Stavovy diagram automatu M je
orientovany ohodnoceny graf, jehoz mnozina vrcholu je mnozina stavu @, z vrcholu ¢ do vrcholu p
vede hrana ohodnocend vstupnim symbolem a pravé tehdy, kdyz p € 6(g,a). Poc¢dtecni i koncové
stavy jsou oznaceny stejné jako u stavového diagramu deterministického automatu; tj. do kazdého
pocatecniho stavu a z kazdého koncového stavu vede Sipka. O

2.2.3 Rozsifena pirechodova funkce NFA. Diive nez zadefinujeme rozsitenou prechodovou
funkei, zavedeme néasledujici znaéeni. Pro danou mnozinu stavii X C @ a a € 3 polozime

a) = U{é(q,a); g€ X}.

Definice. Je ddn NFA (Q, X, 0, I, F'). Rozsirend prechodovd funkce 6*: QxX* — P(Q) je definovand
induktivné takto:

1. 0*(q,e) = {q}, pro v8echna ¢ € Q,

2. 6*(q,ua) = 0(6*(q,u),a) pro véechna ¢ € Q, a € ¥, u € ¥*.
O

2.2.4 Pro lepsi pochopeni prace nedeterministickych automatii uvedme jednoduché pozorovani
(je analogické pozorovéni pro DFA).

Pozorovani. Je din NFA M = (Q,%,6,1, F). Pak pro kazdy stav ¢ a kazdé slovo w € ¥* jsou
nésledujici dvé vlastnosti ekvivalentni:

1. Existuje orientovany sled ve stavovém diagramu z g do p oznaceny slovem w.

2. p€d*(q,w) .

Jinymi slovy: mnozina 6*(p, w) je mnozina vsech stavi p, do kterych vede orientovany sled z vrcholu
p ohodnoceny slovem w. O

2.2.5 Priklad. Je ddn NFA tabulkou

0 1

— qo || {0} | {90, 01}
a || {a2} 0
— Q2 0 0

se stavovym diagramem

0,1

@O

Rozsitena prechodova funkce §* pracuje nad slovem 0110 takto:

1 6*(g0,0) = {qo};
6*(q0,01) = 6({q0}, 1) = {q0, 1 };

3 5*(QO>011) =0{q}, 1) Ud({a},1) = {q0, 1} UD = {q0,q1};
6*(qo,0110) = 6({g0},0) Ud({q1},0) = {q0} U {2} = {q0, 42}
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2.2.6 Slovo ptijimané NFA, jazyk pfijimany NFA. Neformdlné feceno slovo w je pfijimano
NFA pravé tehdy, kdyz ve stavovém diagramu existuje orientovany sled oznaceny slovem w, ktery
zaCind v nékterém z pocatecnich stavu automatu a konéi v nékterém z koncovych stavi. Jazyk se
pak sklada ze vSech slov, které NFA pfijimé. Forméalné

Definice. Rekneme, ze NFA M = (Q,X,6,1, F) prijimd slovo w € £* jestlize 6*(I,w) N F # (;
jinymi slovy pro né&jaky z poc¢dtecnich stavu g € I plati 6*(go, w) N F # 0.

Jazyk L(M) prijimany NFA M se skladd z prave vsech slov, které jsou piijimény M. O

2.2.7 Kazdy deterministicky automat M = (Q, 3, d, qo, F') muzeme povazovat za nedeterminis-
ticky. Staci Fici, ze mnozina pocatecnich stavu obsahuje jen go a u prechodové funkce §(g,a) = p
ztotoznit stav p s jednoprvkovou mnozinou {p}. Nésledujici konstrukce, tzv. podmnozinové kon-
strukce, ukazuje, ze nedeterministické automaty prijimaji pouze regularni jazyky.

Tvrzeni. Ke kazdému nedeterministickému automatu M existuje deterministicky automat M ,
ktery prijima stejny jazyk; tj. .
L(M) = L(M). 0

Zpusob, kterym se DFA M konstruuje, se nazyva podmmnozinovd konstrukce.

2.2.8 Podmnozinova konstrukce. Je ddn nedeterministicky automat M = (Q,%,6,1, F).
Definujeme deterministicky automat M = (Q, %, d, qo, F') takto:

je mnozina vSech podmnozin mnoziny @ (t;j. Q= P(Q));

°
Il
o

[ ]
E:> ﬁj>ﬁj>§ @)

je mnozina vSech téch podmnozin @, které obsahuji aspon jeden koncovy stav M, (tj
{(XCQ; XNF#0});

X,a) je podmnozma vSech stavi, do kterych vede hrana oznacena pismenem a z nékterého
stavu mnoziny X (tj. ( ya) =U{d(q,a); ¢ € X} =4d(X,a).)

2.2.9 Modifikace podmnozinové konstrukce — hledani pouze dosazitelnych stavu.
Obdobné jako v [2.1.25] se jednd o modifikaci prohledavani stavového diagramu do sitky. Je dén
nedeterministicky automat M = (Q, %, 1,6, F).

LQ:=A{I}; A:={I};
2.if A# 0 do B :=10;
for all X € A do
for alla € X do S\(X, a) :=46(X, a);
if §(X,a) € Q then B:= BU{§(X,a)};

3.1fB;£(BdoQ -QUB; A:=Bgo to 2
4G@=1Q=Q F:={XeQ; XnNF £}

5. return M = (Q,E q0,5 F)

2.2.10 Veéta. Jazyk L je pfijiman néjakym nedeterministickym automatem pravé tehdy, kdyz
existuje deterministicky automat M; takovy, ze

L = L(M,).

Jinymi slovy, automaty NFA i DFA pfijimaji stejnou tiidu jazyku, a to reguldrni jazyky.
Myslenka dukazu: Jedna implikace vyplyva z pozorovani

Druhd implikace vyplyvd z podmnozinové konstrukee 2:2.8] Indukef podle délky slova u € ©*
se da dokézat: Pro kazdou podmnozinu X a kazdé slovo u € ¥* plati

= " (@.u): g € X}
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16 [230921-1228] Kapitola 2. Kone¢né automaty

Tedy z definice DFA M dostévame
L(M)=L(M).

Proto M vytvofeny postupem m tj. podmnozinovou konstrukci, je hledany DFA M.
2.2.11 Poznamka. Poznamenejme, Ze pocet stavu DFA M z piedchozi véty muze vzrust
exponencidlné oproti poc¢tu stavu nedeterministického automatu M.

Poznamenejme, Ze pocet stavi DFA Mz predchozi véty muze vzrust exponencidlné oproti
poctu stavu nedeterministického automatu M.

Postup si ukazeme na piikladé.

2.2.12 Priklad. Je dian NFA M tabulkou

0 1

- p|[{r,q} | {p}
q || {r,s} | {t}

r | {p,r} | {t}
— s ] 0
— ¢t 0 0

se stavovym diagramem

Najdéte DFA ]/\4\, ktery pfijimé stejny jazyk.
Reseni. DFA vytvoifme pomoci postupu Na zacatku price algoritmu mdme I = {p},
Q={{r}}, A={{p}}.

Mnozinu stavu @ i prechodovou funkci 5 konstruujeme takto:

e Po prvnim pruchodu bodem 2 dostavame:

~

3({p},0) = 8(p,0) = {p.a}, 6({p}.1):=38(p,1) = {p} aproto B :={{p,q}}.
V kroku 3
Q:={{p},{p,a}} a A={{p,a}}.

e Po druhém pruchodu bodem 2 dostavame:

~

6({p,q},0) :== 0(p,0) U(q,0) = {p, q, 7, s}

~

d({p,q},1) :==0(p, 1) Ud(q, 1) = {p,t} a B:={{p,qr s} {pt}}.
V kroku 3

Q= {{r}, {p.a}:{p, ¢, s}, {p,t}} a A={{p,qr s}, {p t}}
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2.3. Nedeterministické automaty s ¢ pfechody [230921-1228)] 17

e Po tfetim pruchodu bodem 2 dostavame:

3({p.q.7,5},0) = {p.q.7, s} a o({p,q,rs},1) = {p,t},

~ ~

({p,t},0) = {p.q}, o({p,t},1) ={p} a B:=0.

V kroku 4 pak definujeme:
Q:={{p} {p.a}. {p. 0o sk {p. t}} @ = {p}, F = {{p, a7}, {p,1}}-

Ptedchozi postup je znazornén v nasledujici tabulce:

0 1

— {r} {r.q} {r}
{p,q} {p,q7, s} | {p,t}

«~ Ap,q7 s} || {p,q,7, s} | {p,t}

«  {nt} {p, 4} {r}

Oznacime-li I = {p}, A= {p,q}, B ={p,q,r, s} a C = {p,t}, dostaneme ndsledujici tabulku.

011

— T ||A|I
Al B|C

«~ B|B|C
~— CI||A|T

Stavovy diagram je
0
N
(1] .
e
Ze stavového diagramu neni tézké nahlédnout, Ze jazyk piijimany automatem M (i M ) se sklad4

ze viech bindrnich slov, které koné bud 01 nebo 00, tj. ze viech bindrnich slov, které maji jako
predposledni symbol 0.

2.3 Nedeterministické automaty s ¢ prechody

2.3.1 Nedeterministicky automat s ¢ pfechody (ve zkratce e-NFA) se 1is{ od oby¢ejného
NFA tim, Zze mezi nékterymi stavy muze automat pfejit, aniz by ¢etl néjaky vstupni symbol.

Definice. ¢-NFA je pétice M = (Q,%,0,I,F), kde Q, X, I a F maji stejny vyznam jako
u nedeterministického automatu, viz[2.2.1] a pifechodova funkce 0 je zobrazeni

5:Q x (SU{e}) — P(Q).

Stavovyj diagram néjakého e-NFA definujeme takto: Vrcholy jsou stavy automatu, z vrcholu g do
vrcholu p vede hrana oznacend e préve tehdy, kdyz p € (g, ), a hrana oznacend a € ¥ prave
tehdy, kdyz p € §(q, a). O
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18 [230921-1228] Kapitola 2. Kone¢né automaty

2.3.2 Jazyk pfijimany ¢-NFA (neformalné). Zde je vyhodné se na prici e-NFA nad slovem
w divat jako na mnozinu sledt, které zac¢inaji v nékterém pocateénim stavu a jsou oznacené slovem
w (kdekoli ve sledu muze byt hrana ozna¢end prazdnym slovem ¢). Slovo w je pfijimdno e-NFA,
jestlize néktery z téchto sledu konéi v nékterém koncovém stavu.

K formalni definici vyuzijeme pojem rozsitené prechodové fuknce.

Rozsifend pfechodova funkce (neformalné). Pro kazdé slovo u a stav ¢ je §*(g¢,u) definovéno
jako mnozina téch stavu p, do kterych ve stavovém diagramu vede z ¢ orientovany sled oznaceny
u. K formalné presnéjsi definici potfebujeme pojem e-uzavéru.

2.3.3 c-uzavér. Neformdlné, mnozina e-UZ(X) je mnozina vSech stavi, do kterych vede sled
z nékterého stavu ¢ € X, jehoz vSechny hrany jsou oznaceny ¢.

Definice. Je dén NFA s ¢ prechody M = (Q, %, 4, I, F'). Pro mnozinu stava X definujeme e-uzdvér
e-UZ(X) indukci takto:

o X CeUZ(X);

e je-li p € e-UZ(X), pak d(p,e) C e-UZ(X).

M4&-1i mnozina X jediny stav ¢, piseme e-UZ(g) misto e-UZ({q}).

2.3.4 Rozsitend prechodova funkce. Definice. Rozsitend prechodovd funkce §* je defi-
novana indukei takto:

e 5*(q,¢) = e-UZ(q);

e 6*(q,ua) = U{e-UZ(d(p,a)) |p € 6*(q,u)}, pro a € ¥, u € ¥*. O

2.3.5 Jazyk ptijimany ¢-NFA. Definice. Slovo u je prijimdno e-NFA, jestlize existuje
pocatecni stav g a koncovy stav p takovy, ze p € 0*(q,u). Jazyk L(M) prijimany e-NFA M je
mnozina vSech slov pfijimanych automatem M. O

2.3.6  Uvédomte si, ze kazdy DFA je specidlnim piipadem NFA a kazdy NFA je specidlnim
piipadem e-NFA. Proto kazdy regularni jazyk je pfijiman nékterym e-NFA. Nasledujici véta 1iké,
ze nedeterministické automaty s € prechody nepiijimaji ,nic navic.“

Véta. Jazyk ptijimany libovolnym e-NFA je regularni. O
Naéstin dukazu: Vétu dokdzeme modifikaci podmnozinové konstrukce, kterd ke kazdému NFA
zkonstruuje DFA pfijimajici stejny jazyk. Rozdil je v tom, Ze mnozina stava DFA se v piipadé
e-NFA nesklada ze vS8ech podmnozin stavi automatu, ale jen z téch podmnozin, které jsou e
uzaviené. Piesnéji:

Méme e-NFA M = (Q,%,6,I,F), ktery pfijimd jazyk L. Oznaé¢me 7 mnoZinu vSech
podmnozin X mnoziny @, které jsou ¢ uzaviené, tj. pro které plati e-UZ(X) = X. Popiseme
variantu podmnozinové konstrukce, jejimz vysledkem bude DFA piijimajici jazyk L.

Ozna¢me )1 mnozinu vsech € uzavienych podmnozin mnoziny Q.

Definujeme:
e 51(X,a) = U{e-UZ(3(q,0)) |q € X},
o [, =&-UZ().

e i ={Xe€Q|XNF #0}.
Pak M; = (Q1,%, 01, 1, F1) je deterministicky automat, ktery pijimé jazyk L.
Poznamka. Opét se staci zabyvat jen dosazitelnymi e=uzavienymi mnozinami; tj. 7idit se

postupem analogickym Uvédomte si, ze sjednocenim e-uzavienych mnozin je opét e-uzavienad
mnozina.

Postup si ukazeme na nasledujicim piikladu.
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2.3. Nedeterministické automaty s ¢ pfechody [230921-1228)] 19

2.3.7 Priklad. Je ddn e-NFA tabulkou

€ 0 1
— pl{gs] 0 0
a|f 0 |{r}| 0
r 0 0 | {s}
+— s | {q} U] 0

se stavovym diagramem

Najdéte DFA ]\/4\, ktery ptijima stejny jazyk a zredukujte ho.

Reseni. DFA vytvoiime pomoci postupu, ktery je analogicky postupu Maéme:
e-UZ({p}) ={p, ¢ s}, e-UZ({q}) = {4}, -UZ({r}) = {r} e-UZ({s}) = {q, s}.

Proto pocatecni stav M je e-UZ({p}) = {p, ¢, s}. Dalsi postup si zndzornime rovnou do tabulky.

0 1

< {pgsH|{r}| 0
{r} 0 |{g s}

— Ags} |[{r}| 0

) 0 U]

Po redukci a pii oznacen{ I = {p,q,s}, A= {r} a O =0, dostaneme vysledny DFA:

ORGNNI
O~ Q|+

se stavovym diagramem

o~

Nenf tézké nahlédnout, ze L(M) = {(01)™|n > 0}.
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2.4 Uzavérové vlastnosti regularnich jazykua

2.4.1 Operace s jazyky. V dalsim textu si nejprve pfipomeneme mnozinové operace s jazyky
a pak zavedeme jesté dalsi operace specifické pro jazyky.

Jsou-li L1 a Ly dva jazyky nad stejnou abecedou, pak mizeme vytvofit jejich sjednoceni Ly ULs,
prunik L; N Ly a doplnék jazyka Lq, kterym je jazyk L1 = ¥* — Ly (tj. w € Ly pravé tehdy, kdyz

2.4.2 Zietézeni jazyka. Jsou dany jazyky L; a Lo nad abecedou X. Zretézeni jazyka Ly a Lo
je jazyk L1 Ly definovany

LlLQZ{U’U|U€L1,’U€L2}. 0

2.4.3 Kleeneho operace x. Je dén jazyk L nad abecedou 3. Definujeme L° = {¢}, L1 = LL
pro ¢ > 0. Jazyk L* je definovan takto

oo
L*={sjuLur*uriu...=Jr"
i=0
Poznamenejme, ze operaci x se téz rikd Kleeneho operdtor.

2.4.4 Reverze, téz obraceni. Je ddn jazyk L nad abecedou X. Definujeme reverzi (obrédceni)
jazyka L takto LR = {w?|we L}
O

Pripomenme, ze na piiklad ajas ... an_laff‘ = ApQp_1...0207.

2.4.5 Poznamka. Uvédomte si, Zze pro jazyky L; a Lo obecné neplati:
1. (L1 U Ly)* =Ly UL3.
2. (LiNLy)*=LyNL3.
3. L7Ls = (L1Lo)*.

2.4.6 Véta. Trida reguldrnich jazyka je uzaviena na ndasledujici operace: 1) sjednoceni, 2)
doplneék, 3) prunik, 4) zfetézeni, 5) Kleeneho operaci * a 6) reverzi.

Piesnéji, jestlize L, L1 a Lo jsou reguldrni jazyky, pak také L; U Lo, L, Ly N Ly, L1 Ly, L* a
L jsou regularni jazyky. O

Nastin dukazu: Pro L, L a Ly uvazujme DFA které je pfijimaji; oznatme je po fadé M =
(Q,%,0,q0, F), M1 = (Q1,%,61,q1, F1) a My = (Q2,%,02,q2, F>). Z jejich stavovych diagramu
vyrobime stavové diagramy e-NFA pro pozadované jazyky. Predpokldddme, ze mnoziny stavu Qq
a Q2 jsou disjunktni (uvédomte si, ze bez tohoto predpokladu by nase konstrukce nebyly spréavné).

e Pro sjednoceni jazyku staci prislusné stavové diagramy polozit vedle sebe. Presnéji NFA
M = (Q1UQ2,%,6,{q1,q2}, F1 U F»), kde pro ¢ € Q1 je d(¢q,a) = d1(q,a) a pro g € Q2 je

d(q,a) = 02(q, a). Takto definovany NFA piijima jazyk Ly U L.

e Pro doplnék L sta¢i v M piehodit koncové a nekoncové stavy, tj. koncové stavy DFA
piijimajictho L je mnozina Q\ F. (Uvédomte si, Ze k tomu, aby stacilo prejmenovat koncové a
nekoncové stavy, je nutné, aby automat byl deterministicky; pro nedeterministicky automat
to udélat nemuzeme.)

e Protoze priinik L; N Ly je roven doplitku sjednoceni dopliikii, tj. Ly N Ly = Ly U Ly, tvrzeni
vyplyva z predchozich dvou bodu.

e Pro zietézeni jazyku Ly a Lo polozime automaty M; a My za sebe a z kazdého koncového
stavu automatu M; vedeme e pfechod do pocatecniho stavu automatu Ms (tj. pro q € Fy
ptiddme ptechod §(q,e) = {q2}.) Vysledny automat je pak (Q1 U Q2,%,d, {q1}, F2).
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e Pro Kleeneho operaci *, tj. pro jazyk L*, vezmeme automat M, k mnoziné ) priddme novy
pocéteéni stav pg, ktery bude souc¢asné novym koncovym stavem, a k prechodum automatu M
pridame tyto e pfechody: z nového pocatecniho stavu py a z kazdého koncového stavu ¢ € F
priddme e pfechod do puvodniho poc¢atecéniho stavu g (vSechny koncové stavy automatu M
zustanou koncové). T{m dostaneme e-NFA | ktery pfijimé L*.

e Pro reverzi jazyka L staci v automatu M obratit Sipky a zaménit pocatecni a koncové stavy.
(Uvédomte si, ze se z DFA vétsinou stane NFA.)

2.4.7 Pozndmka — soucinova konstrukce. Fakt, Ze prinik a sjednoceni dvou regularnich
jazyku je opét reguldrni jazyk, se dd dokdzat také pomoci soucinové konstrukce. Duvody, proé¢
zde soucinovou konstrukci uvadime, jsou dva. Prvni je to, Zze pomoci ni se dd piimo z DFA pro
jazyky L1 a Lo zkonstruovat DFA pfijimajici jazyk L1 N Ly. Druhy je fakt, ze se jedna o zakladni
konstrukci, kterou vyuzijeme i pozdéji pti studiu zdsobnikovych automatu.

Souéinova konstrukce Jsou dény DFA My = (Q1,%,01,¢1, F1) a Mo = (Q2, X, d2, g2, F2) takové,
7e Ly = L(M,) a Ly = L(My3). Definujme DFA M = (Q, %, 6, qo, F) takto:

e Q=Q1xQ2,
* g = (q1,42),
i 5((]7, q)’a) = ((51(]), a)762(q7a))’
o FF=F) x Fj.
Nen{ tézké ukézat, ze L(M) = Ly N Lo. O

Vyse uvedenou soucinovou konstrukei jsme mohli vyuzit i pro konstrukeci DFA M’| ktery pfijim4
jazyk L(M') = L1ULs. Jediny rozdil mezi M a M’ je v mnoziné koncovych stavii — M’ md mnozinu
koncovych stavi roviu F/' = (F; x Q2) U (Q1 X Fy).

2.5 Regularni vyrazy

2.5.1 Regularni jazyky jsme definovali jako ty jazyky, které jsou pfijimény kone¢nymi automaty.
Ukazali jsme, ze nezalezi na tom, zda jsou deterministické nebo nedeterministické. Regularni vyrazy
je dalsi popis regularnich jazyku — viz a (Byly to praveé reguldrni vyrazy, které daly
jméno tiideé jazyku pfijimanych konetnymi automaty.)

2.5.2 Regularni vyrazy nad abecedou.

Definice. Je ddna abeceda ¥. Mnozina v8ech regularnich vyrazu nad X je definovana induktivné
takto:

e ) je reguldrni vyraz,

e ¢ je regularni vyraz,

e a je regularni vyraz pro kazdé pismeno a € ¥,

[ ]

jsou-li ry a ro reguldrni vyrazy, pak (rq + ra), rirs a rj jsou také reguldrni vyrazy.
O

2.5.3 Jazyk reprezentujici regularni vyraz. Kazdy regularni vyraz nad abecedou ¥ repre-
zentuje jazyk nad abecedou ¥ a to takto:

e Reguldrni vyraz () reprezentuje jazyk 0.
e Reguldrni vyraz e reprezentuje jazyk {¢}.

e Je-li a € X, pak reguldrni vyraz a reprezentuje jazyk {a}.

Jestlize regularni vyraz ry reprezentuje jazyk Lp a regularni vyraz re reprezentuje jazyk Lo,
pak reguldrni vyraz (r1 + ra) reprezentuje jazyk L U Ly a reguldrni vyraz rira reprezentuje
jazyk L1 LQ.

Jestlize regularni vyraz r reprezentuje jazyk L, pak regularni vyraz r* reprezentuje jazyk L*.
O
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2.5.4 Veéta. Kazdy jazyk reprezentovany regularnim vyrazem je regularni. U

Diikaz: Reguldrn{ vyrazy 0, e, a (pro a € X) reprezentuji po fadé jazyky 0, {c}, {a}. VSechny tyto
jazyky jsou regulérni.

O tfidé regularnich jazyku vime, ze je uzaviena na sjednoceni, zietézeni a Kleeneho operaci
*. To znamenad, ze jsou-li jazyky reprezentované regularnimi vyrazy r, ry a rs regularni, pak jsou
reguldrni i jazyky reprezentované reguldrnimi vyrazy (ri 4+ rz), ryra a r*.

2.5.5 Kleeneho véta. Kazdy jazyk pfijimany koneénym automatem je mozné reprezentovat

regularnim vyrazem. O
Dukaz: Je dan DFA M = (Q,X%,9,qo, F), ktery piijiméd jazyk L. Pro jednoduchost oznatme
mnozinu stavu Q = {1,...,n} a pocateéni stav ¢qo = 1. Pro k = 0,1,...,n definujeme mnoziny
slov RE? takto:

RZ(-? je mnozina téch slov w, ze 6*(i,w) = j a sled z i do j ma vnitin{ stavy jen z {1,...,k}.

Ziejmé plati:
S, 0 ) . . 0 . .
pro i # j je R;j) ={a; d(i,a) = j}; proi=7jje RZ(»’Z-) ={e}U{a; d(i,a) =j}.
To plati pro to, Ze sledy, které nemaji vnitini vrchol, jsou bud sledy o jedné hrané, nebo trividlni

sledy.
(0)

V obou pripadech se jedna o koneénou mnozinu. Proto umime mnozinu R; /

reguldrnim vyrazem.

reprezentovat

Predpokladejme, ze v8echny mnoziny slov R™ pro dané k umime reprezentovat reguldrnim

i,J
, .. k+1 .
vyrazem r¥ ;- Pak pro mnozinu slov Rl(-_j+ ) plati:

(k+1) _ p(k) (k) (k) (k)
Ry =R UR (Rk+1,k+1)* Ryt e
Proto mnozinu RZ(ZH)
opét regularni vyraz.
Navic, jazyk L je sjednoceni vsech mnozin Rg? pro j € F. Proto jazyk L je reprezentovan
regularnim vyrazem ) .. 17 ;.

nim v k k k * 1k =
Ize reprezentovat reguldrnim vyrazem r3 ; + 17,1 (T3 p1) Thyy j» COZ je

JEF

2.5.6 Ekvivalentni regularni vyrazy.

Definice. Rekneme, 7e dva reguldrni vyrazy r a q jsou ekvivalentni, jestlize jimi reprezentované
jazyky jsou stejné. Fakt, Zze reguldrni vyrazy r a q jsou ekvivalentn{ zapisujeme r H q. O

2.5.7 Nékteré ekvivalentni regularni vyrazy. Jsou-li r, p a q regularni vyrazy, pak

(Pa)* He+p(ap) q,
(Pa)*p Hp(ap),
r0H0OHOr.

Poznamka. Pomoci vySe uvedenych vztahu neni vzdy jednoduché zjistit, zda dva reguldrni
vyrazy jsou ekvivalentni. Algoritmicky se dany problém fesi napt. tak, ze ke kazdému regularnimu
vyrazu r a q najdeme konecny deterministicky automat, které ptijimaji jazyky reprezentované
témito regularnimi vyrazy. Ziskané automaty nasledné zredukujeme. Jsou-li redukované automaty
isomorfni, jsou regularni vyrazy r a q ekvivalentni, jinak ekvivalentni nejsou.

L.p+taHa+p,

2. (p+a)rHpr+ar, r(p+q) Hrp+ra,

3. () =1* (e+r)(e+1r)* Hr*,

4. (p+a)" H (P*a’)" H (P* +a)" H (pP"a)"P",
5. r* H e+ rr*,

6. rr* H r*r,

7.

8.

9.
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2.5.8 Konstrukce konecného automatu k regularnimu vyrazu. Je dan reguldrni vyraz
r. Sestrojit k nému konecny deterministicky automat, ktery pfijima jazyk L, reprezentovany
reguldrnim vyrazem r, muzeme dvéma zpusoby:

I. Pomoci dikazu Kleeneho véty. Regularni vyraz r rozdélime na nékolik jednoduchych
podvyrazii, pro které umime jednoduse sestrojit DFA. Nyni pomoci metod z dikazu véty
sestrojime nedeterministicky automat M; (je-li to nutné, tak s € prechody), ktery pfijimd jazyk
L,. Podmnozinovou konstrukei k nému sestrojime deterministicky automat My piijimajici stejny
jazyk. Je-li potieba, M5 redukujeme a tim dostaneme hledany automat.

II. Pfimou metodou. Jednotlivé vstupni symboly regularniho vyrazu r ocislujeme. Déle
zjistime
1. v8echny ocislované symboly, kterymi muze nékteré slovo jazyka L, zacinat;

2. vSechny dvojice ocislovanych symbolu, které mohou po sobé néasledovat v nékterém slové
jazyka Ly;

3. vSechny oc¢islované symboly, kterymi muze nékteré slovo jazyka L, konéit;

4. zda prazdné ¢ slovo lezi v jazyce Ly.
Stavy nedeterministického automatu M jsou véechny oéislované symboly r a pocateéni stav s.
Stavovy diagram automatu M dostaneme takto:

Ze stavu s vede hrana do kazdého stavu a;, a € 3, ktery je vyjmenovan v bodé 1. Hrana je v
tomto pripadé oznacena symbolem a.

Ze stavu a; do stavu b; (a,b € ) vede hrana oznacend b prave tehdy, kdyz dvojice a;b; byla
vyjmenovand v bodé 2.

Koncové stavy jsou vSechny ay, které jsou vyjmenované v bodé 3. Jestlize prazdné slovo e patii
do jazyka L., je s nejen pocateénim ale i koncovym stavem.

DFA piijimajici jazyk L, dostaneme podmnozinovou konstrukei z automatu M a pifpadnou
redukei.

Obé metody ukazeme na piikladé.
2.5.9 Priiklad. Pro regularni vyraz
r = (a+ ab)*b.
Reseni.
I. metoda. Reguldrn{ vyraz r rozdélime na r; = (a + ab), ro = b. Pak
r =rirs.

Pak jeden e-NFAptijimajici jazyk L, je ddn stavovym diagramem

a tabulkou
15 a b
= qo || {e2} | {a1,q2} | 0
q1 0 0 {a2}
¢ || {q0} 0 {as}
— g3 ) 0 0
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Vime, ze e —UZ(qo0) = {q0, 02} = —UZ(q2), e —UZ(q1) = {q1} a e —UZ(q3) = {g3}.

Proto podmnozinovou konstrukci dostaneme DFA:

a b

- {9092} {90, a1, 2} {g3}
{90, 1,42} || {90, 01, 2} | {40, 92, 93}

“ {a3} 0 0

— {QOJ];J]S} {90, a1, 2} {%’,}

Automat je redukovany a po piejmenovani staviu ma vysledny DFA tabulku:

a | b

— T ||A| K
Al A|L
«~ KI||O|O
«~— LI||A|K
OO0 |0

a stavovy diagram

a,b

II. metoda. Ocislujeme jednotlivé vyskyty vstupnich symbolu:
(a1 + agb3)*by.
1. Slovo z jazyka L, muze zacinat: a1, as nebo by.
2. Po sobé mohou nésledovat (ve slové z L,): aja1, ajas, arbs, asbs, bsay, bsas a bsby.
3. Slovo z L, konéi by.

4. Prazdné slovo nelezi v L.

Zkonstruujeme nedeterministicky automat podle II. metody. Ten méa stavovy diagram
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Podmnozinovou konstrukci dostaneme automat s tabulkou

a b
— S {al,aQ} {b4}
{01702} {a17a2} {b3,b4}
—  {bs} U 0
« Abs,ba} || {a1, a2} | {ba}
0 0 0

Automat uz je redukovany a po pfejmenovani stavi dostdvame stejny automat jako metodou I.

2.5.10 Reguldrni vyraz reprezentujici jazyk L(M). Je ddn deterministicky automat M.
Reguldrn{ vyraz reprezentujici jazyk L(M) dostaneme bud postupem z dikazu Kleeneovy véty
nebo tpravami stavového diagramu. Druhy zpusob popiSeme:

Ke stavovému diagramu pfiddme dva stavy; a to novy pocatecni stav start a novy koncovy
stav fin. Déale priddme hrany oznacené prazdnym slovem & ze stavu start do pocatecniho stavu
automatu a z kazdého koncového stavu do stavu fin. Oznaceni hran chapeme jako regularni vyrazy.

S takto vzniklym orientovanym grafem provadime tpravy:

a) (Odstranéni paralelnich hran.) Jsou-li v grafu dvé paraleln{ hrany oznacené reguldrnimi
vyrazy ri a rg, nahradime je jednou hranou oznacenou reguldrnim vyrazem (rq + ra).

b) (Odstranéni smycky.) Je-li v grafu smycka ve vrcholu ¢ oznacend reguldrnim vyrazem r, pak
smycku odstranime a oznaceni s libovolné hrany zacinajici v ¢ zménime na r*s.

¢) (Odstranénd vrcholu q.) Jestlize v ¢ neni smycka, odstranime jej timto postupem: Kazdou
dvojici hran e; a es, kde e; konéi ve vrchollu ¢ a es zacind ve vrcholu g, tj. KV (e;) =
g = PV(eg), nahradime hranou e s PV (e) = PV(e;) a KV(e) = KV(es). Je-li hrana
e1 oznacena regularnim vyrazem r a hrana es regularnim vyrazem s, je hrana e oznacena
reguldrnim vyrazem rs.

Koné¢ime tehdy, kdyz graf ma jen dva vrcholy, a to start a fin, a jedinou hranu, a to ze start do
fin. Oznaceni této hrany je hledany regularni vyraz.

Poznamenejme, ze vytvoreny regularni vyraz obecné zavisi na poradi, ve kterém odstrainujeme
stavy (vrcholy). Muzeme proto dostat ruzné reguldrni vyrazy, ale tyto vyrazy jsou ekvivalentni.

2.6 Praktické pouziti regularnich vyrazi.

Teorie reguldrnich jazyku patii k ihelnym kamenum informatiky. Praxe ¢asto byvd méné uCesand
nez teorie a s reguldrnimi jazyky to dopadlo podobné. Proto praktickému pouziti reguldarnich
jazyku, reguldrnich vyrazu a koneénych automatti vénujeme samostatnou sekciE|

1Tuto sekci napsal Jiff Demel.
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2.6.1 Kde lze potkat reguldrni jazyk. Nejcastéjsi pouziti reguldrnich jazyku neni ani moc
ndpadné. Ve vétsiné prakticky pouzivanych pocitacovych jazyku lze rozlisit ¢dsti (podietézce), tzv.
lexikalni elementy, téz tokeny, které lze pokladat za slova z reguldrniho jazyka. Napf. v béznych
programovacich jazycich to jsou zdpisy konstant, zapisy identifikdatoru, klicova slova, relac¢ni
znaménka apod. Program, ktery dany jazyk analyzuje (syntakticky analyzdtor, parser), obvykle
obsahuje proceduru, které se iikd lexikalni analyzator a ktera funguje jako kone¢ny automat.
Lexikdlni analyzator pii kazdém svém vyvolani precte ze vstupniho souboru nejdelsi ¢ast, ktera
tvori jeden lexikalni element a volajicimu programu vrati jeho typ a hodnotu. Zbytek syntaktického
analyzdtoru muze diky tomu byt jednodussi, nebot pracuje uz jen s lexikdlnimi elementy.

Dalsi vyznamné pouziti reguldrnich jazyku je pro uzivatele viditelngjsi — je to vyhledavani
vyskytu slov danych regularnim vyrazem.

Program grep opisuje na vystup ty fadky vstupniho souboru, které obsahuji podfetézec popsany
regularnim vyrazem.

Mnohé editory dovedou pii operacich ,vyhledej“, popf. ,vyhledej a nahrad“ hledat podle
daného reguldarniho vyrazu. Toto byla mimochodem nejstarsi aplikace regularnich vyrazu.

V nékterych programovacich jazycich (Perl, AWK, Ruby) je vyhleddvani{ (a popi. ndhrada)
vzoru daného reguldrnim vyrazem soucasti jazyka. V mmnoha dalsich jazycich jsou k dispozici
knihovny.

Vyhleddvani vzoru se také vyuziva v antivirech a v antispamovych filtrech.

2.6.2 Zapis regularnich vyrazu. Formadlni algebraicky zapis reguldrnich vyrazu, jak byl
definovan v je vhodny pro teoretické uvahy. Pro praktické tucely se pouziva syntax, kterd
zejména zjednodusuje zdpis mnozin znaku a dovoluje flexibilné vyjadiit pocty opakovani.

e Reguldrni vyraz . (tecka) reprezentuje libovolny znak (pfesnéji: jazyk tvoreny vSemi jedno-
znakovymi slovy).
e Pro zapis obecnéjsi mnoziny znaku se pouzivé konstrukce s hranatymi zdvorkami. Piiklady:

— [abc] reprezentuje libovolny jeden ze znaku a, b, c.
— [a-f] reprezentuje libovolny jeden ze znaku a az f.
— [0-9] reprezentuje libovolnou éislici.

— ["abc] reprezentuje libovolny znak jiny nez a, b a c.
— ["a-f] reprezentuje libovolny znak jiny nez a az f£.

e Znak | (,svislitko“, v UNIXu roura) znaci alternativu, tedy operaci, kterd se v algebraickém
zapisu znad¢i +.

e Hvézdicka (Kleeneho operace) se zapisuje v fadce, nikoli jako exponent.

e Zmnak + oznacuje jedno nebo vice opakovani predchézejictho. Tedy r+ = rrx.

e Znak 7 oznacCuje zaddny nebo jeden vyskyt predchoziho. Tedy r? oznacCuje to, co by se
v algebraickém zdpise vyjddiilo jako (¢ +r).

e Pro obecnéjsi pocty opakovani predchoziho znaku nebo vyrazu v zavorkach se pouzivéd
konstrukce se slozenymi zavorkami. Priklady:

— r{3} znaéi presné 3 opakovani,
— r{3,} znaci 3 nebo vice opakovani,
— r{3,5} znaci 3 az 5 opakovani.

e Znak " na zacatku vyrazu znaci zacatek textu nebo radky.

e Znak $ na konci vyrazu znaci konec textu nebo radky.

e Nekteré znaky (napf. [1°$.*) maji v praktickych reguldrnich vyrazech specidlni vyznam
popsany vyse. Potfebujeme-li néktery z téchto znaku pouzit ve vyrazu jako obycejny znak,
je tfeba pred tento znak zapsat obracené lomitko, tj. takzvané znak escapovat. Napt. pro
vyhledani doménového jména fel.cvut.cz je tieba escapovat tecky, tedy spravny vyraz je
fel\l.cvut\.cz, jinak by vyrazu vyhovovalo také nespravné felxcvutbcz.

e Nékteré specidlni znaky (napf. {3 ()+7) se bohuzel v praxi pouzivaji nejednotnym zpusobem.
V nékterych implementacich je nutno tyto znaky escapovat, aby mély specidlni vyznam, jinde
je naopak nutno escapovat, aby fungovaly jako obyc¢ejné znaky bez specidlniho vyznamu.
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Praktické reguldarni vyrazy se nejcastéji pouzivaji pro hledani podslova v prohledavaném textu.
Tedy napf. vyraz sen bude nalezen v textu nadneseny. Chceme-li hledat sen samotny, musime
pouzit vyraz “sen$. Vyraz reprezentujici prazdné slovo je ~$.

Vyse uvedeny popis praktickych reguldrnich vyrazu zdaleka neni iplny. Pro zevrubnéjsi pouceni
doporucuji text Pavla Satrapy http://www.nti.tul.cz/~satrapa/docs/regvyr/) kde jeitabulka
odlisnost{ syntaxe reguldrnich vyrazu v ruznych implementacich.

2.6.3 Implementace reguldrnich vyraza jsou zhruba tif typu.

Simulace DFA je nejrychlejsi. Je-li DFA, ktery rozpoznavé jazyk dany reguldrnim vyrazem, jiz
sestrojen, pak samotné prohleddvani vyzaduje ¢as O(t), kde t je délka prohleddvaného textu.
Konstrukce DFA k danému reguldrnimu vyrazu ovéem vyzaduje néjaky cas a pamét, je to
tedy néco jako investice, kterd se ne vzdy vyplati. Pro hledani v rozsahlych textech je simulace
DFA nejrychlejsi ze vSech ti{ moznosti.

Stav reprezentovan navéstim v programu. Program pfecte znak a podle toho, co
precetl, pomoci piikazu if a case skoCi na navésti, které reprezentuje nasledujici stav
DFA. Vhodné, pokud je regularni jazyk predem znam. Pouzivd se v lexikdlnich ana-
lyzatorech.

Stav reprezentovan obsahem proménné. Prechodovd funkce muze byt ddna ve formé

Cees

pole obsahuje novy stav.

Simulace NFA probihd tak, ze vzdy po pre¢teni znaku ze vstupu vypocteme mnozinu vsech
stavii, do nichz se NFA timto znakem muze dostat. Tedy z pfedchozi mnoziny ,aktivnich“
stavi pocitdme novou mnozinu. Automat sice je nedeterministicky, ale diky konetnému
poctu stavu lze snadno paralelné sledovat vSechny mozné vétve vypoctu. Neni tedy tieba
zadny bactrackingﬂ Simulace NFA pracuje v case O(qt), kde g je pocet stavi NFA a ¢ je
délka prohleddvaného textu. Vlastni prohledavani je tedy pomalejsi nez v pripadé DFA, ale
pocétecni konstrukce NFA je jednodussi a rychlejsi nez konstrukce DFA.

Existuje varianta, kdy béhem simulace ¢innosti NFA je postupné vytvaren DFA.

Rekurzivni hleddni (backtracking) nevyuzivd koneéné automaty, namisto toho porovnévé pro-
hledavany text pfimo s regularnim vyrazem a kdyz nenajde moznost pokracovat, vraci se a
zkousi porovnat prohleddavany text s dalsi ¢asti regularniho vyrazu. Na nékterych regularni
vyrazech pracuje backtracking znacné neefektivné. Napi. (.*):(.*):(.*):(.*):(.*) pro
hledéani péti idaju oddélenych ¢tyimi dvojteckami nebo je-li hleddn vyraz a?a?a?a?a?aaaaa
v textu aaaaa.

Vyhodou rekurzivniho hledani je rychlejsi start, ale zejména moznost rozsifit mnozinu
vyhleddvanych slov za hranice regularnich jazyka pomoci tzv. zpétnych referenci. Kazdy par
kulatych zavorek, kromé toho, ze seskupuje to, co je uvnitt, zaroven vymezuje ¢ast vstupniho
textu, ktera se shodovala s vnittkem zavorky. Na takto zapamatovanou ¢ast vstupniho
textu se pak lze odvolat zapisem \¢islo. Tedy napt. ve vyrazu (.*)\1 zastupuje \1 text,
ktery byl reprezentovan vyrazem (.*). Vyraz (.*)\1 tedy reprezentuje jazyk tvoreny vSemi
zdvojenymi slovy, napf. bubu nebo holahola. Tento jazyk neni regularni, neni dokonce ani
bezkontextovy.

Historicky prvnf implementace reguldrnich vyrazu (popséna v ¢lanku z roku 1968) byla zalozena
na paralelni simulaci NFA. Jejim autorem byl Ken Thomson, jeden z otcit UNIXu. Snad proto se
to v UNIXu reguldrnimi vyrazy jen hemzi. Otcové UNIXu teorii reguldrnich jazyku a konecnych
automatu dobfe znali. Prvni open source implementace vSak byla zaloZena na backtrackingu.

2Pozor, v jinak velmi pékném textu Pavla Satrapy http://www.nti.tul.cz/~satrapa/docs/regvyr/ jsou pojmy
nedeterministicky, deterministicky a rekurzivni pouzity ponékud nestastné: slovem deterministicky je oznagena
simulace NFA | nedeterministicky stroj znamend rekurzivni hledani a moznost pouzit DFA tam vibec neni zminéna.
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Diky otevienosti se rozsifila mimo jiné do Perlu a odtud skrze PCRE (Perl Compatible Regular
Expressions) do knihoven tady dalsich jazyku.

Detailni popis vcetné piikladu implementace a véetné historickych podrobnosti lze najit
v ¢lanku http://swtch.com/~rsc/regexp/regexpl.html

2.7 Dalsi uzavérové vlastnosti tridy regularnich jazyku

7 ptedchozich predndsek vime, ze tiida reguldrnich jazyka je uzaviena na sjednoceni, prunik,
doplnék, zietézeni, Kleeneho operaci x a reverzi. Ukazeme jesté dalsi operace s jazyky, na které je
ttida reguldrnich jazyka uzaviena.

2.7.1 Homomorfismus. Jsou dany dvé abecedy ¥, I' a zobrazeni h, které kazdému pismenu
a € ¥ piifad{ slovo h(a) nad abecedou T

Zobrazeni h rozsitime na zobrazeni, které kazdému slovu u € ¥* prifazuje slovo nad I" takto:
o h(e) =¢,
e h(ua) = h(u)h(a).
Poznamenejme, zZe se jednd o rozsiteni zobrazeni h: ¥ — I'* na h: ¥* — I'* tak, ze obraz slova je
zietézenim obrazu jednotlivych pismen slova.

Definice. Obraz jazyka L (nad X) v homomorfismu h je

(L) = {h(w)|w € L}.
0
Piiklad: Uvazujme abecedy ¥ = {0,1}, I' = {a,b} a zobrazeni h(0) = ab®, h(1) = bab. Pak
h(010) = ab®babab® = ab®(ba)?b?. Homomorfni obraz jazyka L = {10¥|k > 0} je h(L) =
{bab(ab®)* | k > 0}.

2.7.2 Substituce. Obecnéjsi pojem nez homomorfismus je tzv. substituce. Jsou dany dveé
abecedy ¥, I' a zobrazeni o, které kazdému pismenu a € ¥ pfifadi jazyk nad abecedou I'.

Analogicky jako pro homomorfismus zobrazeni o rozsifime na zobrazeni, které kazdému slovu
u € X* pritazuje jazyk nad I" takto:

e o(e) = {e},

e g(ua) =o(u)o(a).
I zde se jednd o rozsifeni zobrazeni o takové, ze obrazem slova (zietézeni pismen) je zfetézeni
obrazu pismen.

Definice. Obraz jazyka L (nad X) v substituci o je

o(L) = | J{o(w)|we L}.
]

Piiklad: Uvazujme abecedy ¥ = {0,1}, I' = {a,b} a zobrazeni ¢(0) = L1 = {a"|n > 0},
0(1) =Ly = {b"|n > 0}. Pak 0(01) = Ly Ly = {a™b™ | n,m > 0}.

2.7.3 Inverzni homomorfismus. Je ddn homomorfismus h, h: ¥* — I'*. Pak inverzni homo-
morfismus h=* je h=1:T* — £* kde h=!(L) = {u € ¥* | h(u) € L}. O

Pi#iklad. Uvazujme jazyk L nad abecedou I' = {0,1} popsany reguldrnim vyrazem (00 + 1)* a
homomorfismus h urc¢eny h(a) =01 a h(b) = 10.

Pak h~1(L) je jazyk nad abecedou ¥ = {a, b} popsany reguldrnim vyrazem (ba)*. (Ovéite si.)
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2.7.4 Véta. Je ddna substituce o z ¥* do jazyku nad abecedou T'. Jestlize kazdy jazyk o(a) je
reguldrni a jestlize L je reguldrni jazyk nad abecedou X, pak jazyk o(L) je reguldrni jazyk nad
abecedou T'. g

Myslenka dikazu. Predpoklddejme, Ze jazyk L je popsan reguldrnim vyrazem r a kazdy z jazyku
o(a) reguldrnim vyrazem r, pro kazdé a € ¥. Pak reguldrni vyraz pro jazyk o(L) dostaneme tak,
ze za kazdé a, a € X, v regularnim vyrazu r ,dosadime* vyraz r,.

Dausledek. Je-li h homomorfismus a L reguldrni jazyk, pak jazyk h(L) je také reguldrni jazyk. O

Dikaz. Tvrzeni vyplyva z predchozi véty, protoze jednoprvkovy jazyk je vzdy regularni a navic
homomorfismus je zvlastni pripad substituce.

2.7.5 Veéta. Jestlize h je homomorfismus, h: ¥* — I'* a L je reguldrni jazyk nad abecedou I,
pak inversni obraz h~!(L) je také regularn{ (nad X).

Myslenka diukazu. Mame koneény automat M; = (Q1,T,01,¢1, F1), ktery pfijiméd jazyk L.
Zkonstruujeme koneény automat M, ktery piijme h~'(L). M m4 stejnou mnozinu stavii, stejny
pocatetni stav i stejnou mnozinu koncovych stavu. Jeho prechodova funkce § je definovana:
prechodova funkce M zobrazi stav p pii vstupnim symbolu a do takového stavu, kam v M; prejde
stav p pii precteni slova h(a).
Presnéji proa € 3, p € Q je
3(p, a) = o1 (p, h(a)).

Nenf tézké ukdzat, ze M piijme presné ta slova w € ¥*, pro kterd M; piijme h(w).

2.8 Algoritmicka reSitelnost tiloh pro regularni jazyky
Pro nésledujici otdzky tykajici se koneénych automatu a jimi pfijimanych jazyku existuji algoritmy,
které daji spravnou odpovéd.

1. Pro dany kone¢ny automat M (af deterministicky nebo nedeterministicky) a slovo w € ¥*
rozhodnout, zda w € L(M).

Zdtvodnéni. Jednd se o jednoduché zjisténi, zda ve stavovém diagramu existuje sled
oznaceny slovem w, ktery zacind v pocatecnim stavu a konéi v koncovém stavu.

2. Pro dany koneény automat M (af deterministicky nebo nedeterministicky) rozhodnout, zda

L(M) # 0.

Zdtvodnéni. Jedna se o jednoduché zjisténi, zda ve stavovém diagramu je néktery koncovy
stav dosazitelny z pocate¢niho stavu.

3. Pro dany kone¢ny automat M rozhodnout, zda L(M) = ¥*.

Zduvodnéni. Staci vytvoiit odpovidajici DFA piijimajici jazyk L(M) a tento DFA zredu-
kovat. L(M) = ¥* praveé tehdy, kdyz se redukovany automat sklddd z jediného stavu, ktery
je soucasné pocatecni i koncovy.

4. Pro dva koneéné automaty M; a My rozhodnout, zda L(M;) = L(Ms).

Zduvodnéni. Staci zredukovat oba automaty a (v tomto pfipadé jednoduchym algoritmem)
zjistit, zda jsou isomorfni.

Pro ,obecnégjsi“ tiidy jazyku uz nékteré z vyse polozenych otdzek algoritmicky fesitelné nejsou,

jak uvidime pozdéji.

2.8.1 Tvrzeni. Je dan deterministicky kone¢ny automat M s n stavy. Pak
1. Jazyk L(M) je neprézdny pravé tehdy, kdyz M pfijimé slovo w délky |w| < n.
2. Jazyk L(M) je nekone¢ny pravé tehdy, kdyz M pfijimd slovo v délky n < |v| < 2n.
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O

Dikaz. 1. Jestlize M prijimé slovo w délky |w| < n, pak je L(M) jisté neprazdny.

Piedpoklddejme, ze L(M) je neprdzdny. Pak existuje orientovany sled ve stavovém diagramu
oznaceny w, ktery zacind v pocateénim stavu a koné¢i v koncovém stavu. Kazdy orientovany sled
obsahuje orientovanou cestu se stejnym pocateénim i koncovym vrcholem. Ozna¢me u slovo, které
oznacuje tuto orientovanou cestu. Pak v € L(M) a délka u je nejvySe n — 1 (ano, kazda cesta v
grafu s n vrcholy méd nejvyse n — 1 hran).

2. Predpokladejme, ze jazyk L(M) je nekoneény. Pak obsahuje slovo w délky vétsi nez n—1. Jestlize
|w| < 2n, mdme hledané slovo. V opacném piipadé uvazujme orientovany sled z pocdteéniho stavu
do koncového stavu oznaceny w. Tento sled musi obsahovat cyklus. Ozna¢me C7 prvni cyklus na
tomto sledu. Odstrarime tento cyklus a dostaneme orientovany sled kratsi délky, ktery ma stejny
pocatecni i koncovy vrchol. Jestlize tento sled méa délku mensi nez 2n, slovo, které tento sled
oznacuje, je hledané slovo v. Jestlize je stale piilis dlouhé, pokracujeme s odstranénim (tieba)
prvniho cyklu. Jakmile mé slovo délku mensi nez 2n, postup ukonéime. Protoze kazdy cyklus méa
délku maximélné n, timto postupem dostaneme slovo délky maximalné n — 1 4+ n, tj. mensi nez 2n
a veétsi nez n.

Jestlize existuje v € L(M) s n < |v| < 2n, pak orientovany sled uréeny timto slovem obsahuje
cyklus. Polozme z slovo, které oznacuje tento cyklus. Pak v = wzy a pro kazdé i = 2,3,... plati
wa'ly € L(M), proto je L(M) nekoneény.

2.9 Dvousmérné automaty

Pouze informativné uvedeme jesté jeden typ koneénych automatu, ktery, podobné jako nedeter-
ministické automaty, prijima pouze regularni jazyky. Pro lepsi ndzornost pripomeneme jesté je-
den zpusob, jak se divat na konetné automaty. Tento zpusob byl jiz zminén v prvni prednasce
a je zndzornén na ndsledujicim obrézku. (Poznamenejme, Zze ho vyuzijeme pozdéji pii zavedeni
zésobnikovych automatu.)

vstupni paska

ay Qs | az | a4 | G5

~

f
q

fidici jednotka

Pro deterministické automaty vime, ze jejich chovani je uréeno prechodovou funkci §, ktera
kazdému stavu ¢ a kazdému vstupnimu symbolu a piitazuje nésledujici stav (g, a). Prace DFA
M nad slovem w = ajas . ..ag spociva v tom, ze M ve stavu qg precte prvni symbol a1, prejde do
stavu q; = 8(qo,a1), ve stavu q; precte symbol as, prejde do stavu g = §(q1,a2) = 6*(qo,a1as),
atd. az do té doby, nez "precte” celé slovo w = aqas ... a.

MuZeme si proto predstavit DFA jako zafizeni, které se sklada z ridici jednotky nachazejici se v
jednom ze stavi, pasky, na které je zapsano vstupni slovo w = ajas . ..ax a hlavy, kterd v kazdém
okamziku ¢te obsah jednoho policka pasky. Je-li automat ve stavu g a ¢te vstupni symbol a;, tak
se fidici jednotka pfesune do stavu p = §(q, a;) a hlava se posune o jedno policko doprava a tudiz
¢te vstupni symbol a;41. Zda je slovo w pfijato se rozhodne podle toho, zda Fidici jednotka po
precteni celého slova skonéi v nékterém koncovém stavu nebo ne. Obdobné si muzeme piedstavit
takto i praci NFA.

Dvousmérné automaty se od DFA 1is{ tim, Ze hlava se po pasce nemusi pohybovat jen doprava,
ale muze téz doleva (pfitom ale neméni obsah pasky).
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2.9.1 Dvousmérné automaty. Dvousmérny deterministicky automat je pétice (Q, %, d, qo, F),
kde @, ¥, qo a F maji stejny vyznam jako pro deterministické kone¢né automaty a pfechodova

funkce § je zobrazeni
5:Q xX— Q@ x{R, L},

kde

e §(q,a) = (p, R) znamend, Ze po precteni vstupniho pismene a ve stavu ¢ se automat piesune
do stavu p a hlava se posune na vstupni pasce o jedno policko doprava;

e §(q,a) = (p, L) znamen4, Ze po piecteni vstupniho pismene a ve stavu ¢ se automat presune
do stavu p a hlava se posune na vstupni pasce o jedno policko doleva.

Slovo w je prijato dvousmérnym automatem pravé tehdy, kdyz automat zaCne praci v
pocatecnim stavu qg, hlava ¢te prvni pismeno vstupniho slova w a automat pii praci opusti pravy
okraj vstupniho slova a je pii tom v nékterém z koncovych stavu. O

2.9.2 Veéta. Dvousmeérné automaty prijimaji pouze regularni jazyky. g
Vétu nedokazujeme, diukaz je technicky naroény. Jeho myslenka spociva v tom, ze se ukéze, ze
ke kazdému dvousmérnému automatu existuje DFA, ktery pfijima stejny jazyk; jedna z moznosti,
jak to udélat, je pouzit Nerodovu vétu.
Poznamenejme ale, ze ma-li dvousmérny automat n stavi, pak jemu odpovidajici determinis-
ticky automat muze mit az n'™.
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Kapitola 3

Gramatiky

V predchazejicich kapitoldch jsme se zabyvali koneénymi automaty a jazyky, které tyto automaty
prijimaji. Nyni zavedeme novy ,ndstroj“, ktery ndm umozni popsat vétsi tiidy jazyku nez jen
regularni jazyky. Timto nastrojem bude gramatika.

3.1 Hierarchie gramatik

Nejprve uvedeme piiklad:

Piiklad. V programovacich jazycich se casto vyskytuji definice podobné definici typu ¢islo
v Backus-Naurové formé:

e (cislo) ::= (¢islo bez zn.) | + (¢islo bez zn.) | — (¢islo bez zn.)

e (¢islo bez zn.) ::= (¢islice) | (¢islo bez zn.)(¢islice)

o (cislice) :=01]1]2(3]4]5]|6]|7|8|9
Jednd se o specidlni piiklad gramatiky: Symbolum (¢islo), (¢islo bez zn.) a (¢islice) fikdme neter-
mindly a symbolum {4, —,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} termindly. Cilem je podle ,pravidel® vyse ,vyge-
nerovat® ¢isla, ta predstavuji terminalni slova.
3.1.1 Definice. Gramatika je uspoifddana ¢tvefice G = (N, X%, S, P), kde

e N je konetna mnozina tzv. netermindli;

e Y je konecn4 neprdzdnd mnozina tzv. termindli, plati N N'YX = (J;

e S € N je startovaci symbol,

e P je konetna mnozina pravidel typu a — 3, kde « a 3 jsou slova nad N U X takova, ze «

obsahuje alespon jeden neterminal. O

V nagsem piipadé je S = (Cislo), A = (¢islo bez zn.) a B = (Cislice) a jednd se o gramatiku, kde
N={S,A,B}, ¥={+,-,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
a pravidla P jsou
e S—A| +A| —A
e A~ B|BA
e B0|1]...]9.
Pouzili jsme zkraceny zapis 15 pravidel
e S A S—=+A4, S— A,
e A+ B, A— BA,
e B—0, B—~1, ..., B—09.
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3.1.2 Piimé odvozeni. Zhruba feceno, ze slova v pfimo odvodime néjaké slovo d jestlize ve
slové v najdeme néktery vyskyt podslova «, které tvoii levou stranu pravidla o — S z P. Slovo ¢
navic dostaneme tak, ze zvoleny vyskyt a (v v) nahradime slovem g (tj. pravou stranou pravidla).
Formalneé:

Definice. Je déna gramatika G = (N, %, S, P). Rekneme, Ze 6 se piimo odvodi (téz primo prepise)
7 7, jestlize existuje v P pravidlo o — £ a slova ¢, ¢ € (N UX)* takovd, ze vy = patp a d = ¢ S ).
Tento fakt zapisujeme v =¢ 4. O

Napiiklad: mame piimé odvozeni + BA = +1A, protoze jsme ve slové +BA pouzili pravidlo B — 1
a slovem 1 jsme nahradili neterminal B.

3.1.3 Odvozeni, derivace. Odvozeni je nyni posloupnost pfimych odvozeni. Jedna se vlastné
o reflexivni a tranzitivni uzavér relace =g. Formalné:

Definice. Je ddna gramatika G = (N, X, S, P). Rekneme, 7e & se odvodi z 7, jestlize
e bud v =4,
e nebo existuje posloupnost primych odvozeni

Y=Y =¢ VY2 =G --- =g 'yk:d

Tento fakt znacime v =% 0 a této konecné posloupnosti fikdme derivace. O

3.1.4 Jazyk generovany gramatikou. Definice. Rekneme, ze slovo w € ¥* je generovdno
gramatikou G, jestlize existuje derivace S =5 w.

Jazyk L(G) generovany gramatikou G se sklddd ze vSech slov generovanych gramatikou G, tj.
L(G)={weX*|S =F w}.
O
3.1.5 Konvence.
e Neterminaly znac¢ime obvykle velkymi pismeny A, B, X,Y,....
e Termindly znacime obvykle malymi pismeny ze zacatku abecedy a,b,c,d,.. ..
e Slova z (N UX)* obvykle zna¢ime feckymi pismeny «, 3, ....

e Termindlni slova, tj. slova z ¥*, zna¢ime malymi pismeny z konce abecedy u,w,x,y, .. ..

Obvykle v textu vynechdvame jméno gramatiky, je-li z kontextu jasné, o jakou gramatiku se
jednd. PiSeme proto = a =* misto =g a =¢.

3.1.6 Chomského hierarchie. Podle podminek, které klademe na pravidla dané gramatiky,
rozlisujeme gramatiky a jimi generované jazyky na:

e Gramatiky typu 0 jsou gramatiky tak, jak jsme je zavedli v odstavci Jazyky generované
gramatikami typu 0 se nazyvaji jazyky typu 0.
e Gramatiky typu 1, téz kontextové gramatiky, jsou takové gramatiky, kde kazdé pravidlo v P

je tvaru aAB— avB

kde a, 8,7 € (N UX)*, A je netermindl a v # €. Jedinou vyjimku tvoif pravidlo S — €, pak
se ale S nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla.

Jazyky generované gramatikami typu 1 se nazyvaji jazyky typu 1, téz kontextové jazyky.
o Gramatiky typu 2, téz bezkontextové gramatiky, (coz zkracujeme na CF gramatiky) jsou takové
gramatiky, kde kazdé pravidlo v P je tvaru
A=,
kde v € (NUX)* a A je netermindl.

Jazyky generované gramatikami typu 2 se nazyvaji bezkontextové jazyky nebo jazyky typu 2.
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o Gramatiky typu 3 neboli requldrni gramatiky (téz pravé linedrni gramatiky) jsou takové
gramatiky, kde kazdé pravidlo v P je tvaru
A—wB, A—w,
kde A, B jsou netermindly a w je terminalni slovo.
Jazyky generované gramatikami typu 3 se nazyvaji requldrni jazyky nebo jazyky typu 3.
O
Poznamenejme, ze regularni jazyky jiz byly definovany jako ty jazyky, které jsou pfijimany
kone¢nymi automaty — pozdéji ukdzeme, Ze je to spravné, totiz, ze kazdy jazyk typu 3 je prijiman
koneénym automatem, a naopak, kazdy reguldrni jazyk je generovan gramatikou typu 3.

3.1.7 Nevypoustéci gramatiky. Je ziejmé, ze kazdy jazyka typu 1 je také jazyk typu O.
Obdobné, kazdy jazyk typu 3 je jazyk typu 2. Pro bezkontextové jazyky (jazyky typu 2) jiz neni
ziejmé, ze jsou také kontextové (typu 1). Je to proto, Ze kontextové gramatiky maji omezen{ na
pravidla, kde prava strana je prazdné slovo.

Navic, v dalsim textu ukdzeme, ze i v jinych piipadech (Chomského normdlni tvar, pumping
lemma pro bezkontextové jazyky, algoritmus CYK pro rozhodnuti, zda dané slovo je generovano
gramatikou) je potieba zakdzat pravidla s pravou stranou e. K tomu se hod{ pojem nevypoustéct
gramatiky — jednd se o gramatiku, kterd ma pouze pravidle s pravou stranou délky aspon 1.

Definice. Gramatiku G = (N, X, S, P) nazveme nevypoustéct, jestlize neobsahuje zéddné pravidlo
typu a — €. d

3.1.8 Tvrzeni. Ke kazdé bezkontextové gramatice G existuje nevypoustéci gramatika G; ta-
kova, ze

L(G1) = L(9) \ {e}.

Nistin dukazu: Pro danou bezkontextovou gramatiku G = (N, X, S, P) nejprve najdeme mnozinu
vSech neterminala U, ze kterych je mozné vygenerovat prazdné slovo. To udélame tak, ze postupné
vytvaiime mnoziny Uy, Uy, ... kde:

Do mnoziny Uy ddme vS8echny neterminaly, které se pfimo prepisi na prazdné slovo, tj.
Up={X|X —e€ P},

Méme-li zkonstruovanu mnozinu U;, pak k mnoziné U; pfiddme vSechny netermindly, pro které
existuje pravidlo, jehoz pravé strana je tvorena jen netermindly z mnoziny U;; tj.

Uit1 =U;U{X|X = a € P, pro a € U}},
Protoze
UyCU; C...CU;C...N, aN jekonecna,
existuje k takové, ze Uy = Ugy1. Pak U = Uy, je hledand mnozina neterminglu.

Nyn{ definujeme pravidla P; gramatiky G; = (N, X, S, P;) takto: Je-li X — « pravidlo z P a
« # €, najdeme v « vechny vyskyty neterminédla z mnoziny U; tj pfepiSeme pravidlo na tvar

X = 1 X182 Xo .. Xp—1Br—1 Xk Bk,

kde X; € U a slova B; jiz neobsahuji netermindly z mnoziny U.

Do P; ddme vSechna pravidla X — v, kde v vzniklo z o vynechdnim nékterych (tieba i zédného
nebo vSech) netermindla z mnoziny U.

Pravidla X — ¢ z P do pravidel P; nedédme.

O gramatice G1 = (N, X, S, Py) se dokdze L(G) \ {e}, tj. Ze generuje vSechna neprézdnd slova
jazyka L(G).
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3.1.9 Piiklad. Je ddna gramatika G = ({4, S}, {a, b, c}, S, P) pravidly
S —aSc|A A—bAcle.

Ke gramatice G najdeme nevypoustéci gramatiku Gy, ktera generuje jazyk L(G)\{e} a kontextovou
gramatiku G, pro kterou L(G2) = L(G).

Reseni: Pouzijeme postup z dikazu véty [3.1.8

Mnozina Uy je rovna {A}, ddle mnozina U; = Uy U {S}, protoze S — A je pravidlo gramatiky
G a AeUy. Proto U = {4, S} (coz je mnozina vSech netermindlu). (Uvédomte si, Ze v gramatice
G je mozné z S vygenerovat € a to derivac{ S = A = ¢.)

Hledana gramatika G; ma pravidla:

S —aSclac|]A A — bAc|be.
Vsimnéte si, ze L(G1) = {a'¥/ 7 | i+ j > 0}, kdezto L(G) = {a'b/c" | i + j > 0}.
Kontextovéd gramatika G je gramatika (N U {S1}, X, S1, P2), kde pravidla jsou

Sy — Sle, S —aSc|ac| A, A— bAc|be.

3.1.10 Disledek. Oznacme L£; tiidu jazyku typu i. Pak plati:

L3 C Ly C Ly C L.
O

Dukaz. Abychom mohli tvrdit, ze kazdy bezkontextovy jazyk je také kontextovy, musime byt
schopni ke kazdé bezkontextové gramatice G sestrojit gramatiku Gs, kterd je bud nevypoustéci
(kdyz G negeneruje prazdné slovo) nebo jediné pravidlo s pravou stranou e je pravidlo, které ma
na levé strané startovaci symbol a tento startovaci symbol se jiz neobjevuje na pravé strané zadného
pravidla.

Jestlize tedy G generuje préazdné slovo, kontextovou gramatiku zkonstruujeme takto: K nevy-
poustéci gramatice G; priddme novy startovaci symbol S; a k pravidlim P; ptridame jesté dveé

pravidla
Sl — £, Sl — 5.

Gramatika Go generuje jazyk L(G) a spliuje podminky kontextové gramatiky. (Uvédomte si, Ze se
jednd o postup, ktery jsme pouzili v predchozim piikladeé.)

3.1.11 V tomto odstavci ukdzeme, ze jméno regularni jazyky neni zavadéjici; tj. ze jazyk je
prijiméan koneénym automatem praveé tehdy, kdyz je generovan gramatikou typu 3.

Tvrzeni 1. Kazdy regularni jazyk je generovan nékterou gramatikou typu 3, tj. nékterou regularni
gramatikou.

Piesnéji: je-li L reguldrni jazyk, pak existuje reguldrni gramatika G takovd, ze L = L(G). O

Naéstin dukazu: Je-li L reguldrni jazyk, pak existuje DFA M, ktery L pfijimd. Definujme
gramatiku G = (N, X, S, P) takto:

e Mnozina netermindlu N je mnozina stavu automatu M,
e startovaci symbol S je pocatecni stav automatu M,

e P obsahuje pravidla dvou typu:

1. ¢ — ap pro é(q,a) = p,
2. g — & pro vSechny koncové stavy gq.
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Nenf tézké ukdzat, ze takto definovand gramatika generuje jazyk L(M).

Tvrzeni 2. Gramatiky typu 3, tj. regularni gramatiky, pfijimaji pouze regularni jazyky.
Piesnéji, je-li G gramatika typu 3, pak jazyk L(G) je reguldrni. O

Nastin dikazu: Ke gramatice s pravidly X — wY a X — w pro w € ¥* nejprve najdeme

gramatiku generujici stejny jazyk, kterd ma pravidla pouze typu X — aY a X — ¢, kde

a € ¥ U {e}. Toho dosdhneme snadno piidénim novych netermindlt (napf¥. pravidlo X — abY
nahradime pravidly X — aZ a Z — bY’; neterminal Z musi byt novy).

K takovéto gramatice sestrojime automat (obecné NFA s e-piechody) takto:
e Mnozina stavil je mnozina neterminalu.

e Pocatecni stav je startovaci symbol.

Y € (X, a) pravé tehdy, kdyz X — aY je pravidlo.

e Koncové stavy jsou ty netermindly, pro které je X — ¢ pravidlo.

Nen{ tézké ukézat, ze takto definovany automat pfijiméa jazyk L(G).

3.2 Bezkontextové gramatiky

Piipomenme, ze bezkontextovd gramatika (CF gramatika) je gramatika G = (N, 3, S, P), ktera
obsahuje pouze pravidla typu

A—, kdeye (NUX)* a A je netermindl.
Déle pripomenme, ze ke kazdé CF gramatice G existuje nevypoustéci CF gramatika G, kterd
generuje vsechna neprazdnd slova z L(G), tj. plati

L(G1) = L(9) \ {e}.

3.2.1 Nasledujici tvrzeni je sice jednoduché, ale velmi podstatné pro studium bezkontextovych
gramatik. Velmi neforméalné feceno, fika, ze jednotlivé ¢asti odvozeni jsou nezavislé a ,do sebe
nezasahuji“. Mame-li odvodit néjaké slovo 7y ze slova a A3, kde A je neterminal, pak se v sklada ze
tTi ¢asti: to, co je odvozeno z «, nasledované slovem odvozenym z A, konéicim slovem odvozenym
z [3. Piesnéji:

Tvrzeni. Mdme ddnu bezkontextovou gramatiku G = (N, X, S, P) a v ni derivaci
S =5 aAB =5 v,

proa,B,ve€(XUN)*aAeN.
Pak existuji slova ¢, 1, p € (X U N)* takova, ze

Y= (pwll'l’7 kde « :>E ®, A :>3 l/% B :>6 M.

3.2.2 Leva derivace, levé odvozeni. Predchozi tvrzeni iikd, ze pro bezkontextovou gramatiku
muzeme pravidla piehazovat, jediné, co musime ohlidat, je, aby pravidlo bylo mozné pouzit.
Muzeme proto pravidla usporddat (pfehodit) tak, abychom pfepisovali vzdy ten nejvic levy
netermindl. A takové derivaci fikame leva derivace.
Definice. Piimé odvozeni se nazyva levé, jestlize se prepisuje ten netermindl, ktery je nejvic
Hwvlevo“  tj. uA S =g ud B, kde u € ¥* a A — § je pravidlo gramatiky.

Derivace (odvozen{) se nazyva levd derivace (levé odvozeni), jestlize se sklddd pouze z levych
piimych odvozeni. O

Obdobné definujeme pravé piimé odvozeni a pravou derivaci.
Tvrzeni. Je ddna bezkontextovd gramatika G = (N, %, S, P). Pak pro kazdou derivaci S =& w

existuje leva derivace terminalniho w z S takova, ze pouzivé stejnd pravidla jako ptivodni derivace
(pouze moznd v jiném poradi). O
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3.2.3 Derivaéni strom (parse tree). Derivace v bezkontextové gramatice si muzeme predstavit
také jako stromy, budeme jim fikat derivacni stromy. Vyhoda deriva¢nich stromu je v tom, ze v
nich ,neni zachyceno® poradi pouziti jednotlivych pravidel, jenom jejich struktura.

Definice. Je dédna bezkontextova gramatika G = (N, X, S, P). Derivacéni strom (téz parse tree) je
kofenovy strom, takovy, ze:
1. Kazdy vrchol, ktery neni list, je ohodnocen neterminalem.

2. Kazdy list je ohodnocen terminalem, neterminalem nebo prazdnym slovem e. V piipadé, ze
je list ohodnocen préazdnym slovem e, je to jediny naslednik (svého pfedchudce).

3. Jestlize néktery vrchol, ktery neni list, je ohodnocen netermindlem A a mé nésledniky (v
poradi zleva doprava) Xi,Xs,..., X, X; € NUZX, pak A — X;X5... Xy je pravidlo
gramatiky G.

Rekneme, Ze derivaéni strom ddvd, nebo md za vysledek slovo 7, jestlize v je ohodnoceni listi
derivacéniho stromu (Cteno zleva doprava). O

3.2.4 Je zfejmé, ze pro kazdou derivaci existuje derivacni strom, ktery derivaci odpovidéa. Neni
jiz pravda, ze pro dvé ruzné derivace jsou derivaéni stromy také rizné; ano, pro dvé derivace, které
se lis{ pouze poradim pouziti jednotlivych pravidel, je derivaéni strom stejny. Ovsem jednoznaénost
prece jenom existuje, ale je mezi deriva¢nimi stromy a levymi derivacemi (pravymi derivacemi).

Tvrzeni.
1. Pro kazdou derivaci S =§ w existuje derivacni strom s vysledkem w.

2. Ke kazdému derivacnimu stromu s vysledkem w existuje asponl jedna derivace S =5 w
(takovych derivaci muze byt vice).

3. Ke kazdému derivaénimu stromu s vysledkem w existuje praveé jedna leva (prévé jedna pravd)
derivace slova w z S.

3.2.5 Jednoznac¢né a viceznacné bezkontextové gramatiky. Problému, jak ke slovu gene-
rovanému danou CF gramatikou najit jeho derivaéni strom, se budeme podrobnéji vénovat v dalsim
textu. Pro rekonstrukci daného deriva¢niho stromu je vyhodné, kdyz takovy derivaéni strom exis-
tuje pouze jediny. A to je pfipad tzv. jednoznaéné gramatiky.

Definice. Je déna bezkontextova gramatika G = (N, X, S, P). Rekneme, ze G je jednoznacnd,
jestlize pro kazdé slovo w generované gramatikou G existuje jediny derivacni strom s vysledkem w
(tj. existuje jedind leva derivace w z S).

V opa¢éném piipadé mluvime o wviceznacné gramatice. O

3.2.6 Viceznaény jazyk. Je ziejmé, ze pro jeden bezkontextovy jazyk mohou existovat dvé
CF gramatiky a to tak, Ze jedna je viceznacnd a druhd je jednozna¢nd. To jen fikd, ze v prvnim
pripadé jsme si nevybrali tu nejlepsi CF gramatiku. Existuji ale bezkontextové jazyky, pro které
neexistuje jednozna¢na gramatika.

Definice. Bezkontextovy jazyk L se nazyva viceznacny (téz podstatné viceznacny), jestlize kazda
bezkontextova gramatika, kterd ho generuje, je vicezna¢na. O

Napiiklad jazyk L = {a'b’c*d! |i = j nebo k = [} je viceznaény.

3.2.7 Redukovana bezkontextova gramatika. Podobné jako jsme zavedli redukovany au-
tomat, zavedeme téz redukovanou CF gramatiku. A to jako gramatiku, kterd ,neméa zbytecéné
netermindly“. Zbyte¢né netermindly jsou dvou typu; jsou to jednak netermindly, ze kterych nelze
vygenerovat termindalni slovo, jednak netermindly, na které ,se nedostaneme® ze startovactho sym-
bolu. Nebude vsak platit, ze kazdy bezkontextovy jazyk ma jedinou redukovanou CF gramatiku,
ktera ho generuje. Jinymi slovy, existuji dvé ruzné gramatiky (i napf. s jinym poc¢tem netermindli),
které generuji ten samy jazyk.

Definice. Je déna bezkontextova gramatika G = (N,%, S, P), kterd generuje aspon jedno slovo.
Rekneme, ze G je redukovand, jestlize spliuje tyto dvé podminky:
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1. Ke kazdému neterminalu A existuje aspoii jedno termindlni slovo w takové, ze A =5 w.

2. Ke kazdému netermindlu A existuji slova o, 8 € (N U X)* tak, ze
S =5 aAp.
O

V pifstim odstavci uvedeme postup, ktery pro kazdy neprazdny bezkontextovy jazyk zajistuje
aspon jednu redukovanou gramatiku, kterd ho generuje.

3.2.8 Tvrzeni. Ke kazdé bezkontextové gramatice § = (N, X, S, P), pro kterou L(G) # 0,
existuje redukovand gramatika G, takové, ze L(G1) = L(G). O

Tvrzeni dokdzeme algoritmem, ktery pro danou CF gramatiku rozhodne, zda generuje aspon
jedno slovo; a v pfipadé, ze ano, najde redukovanou gramatiku generujici stejny jazyk.

Algoritmus redukce CFG. Je dédna bezkontextova gramatika G = (N, X, S, P).
1. Sestrojime mnozinu V = {A|A € N,A =% w,w € ¥*}; postupujeme indukef:
Nejprve polozime
V1 = {A|existuje w € ¥* takové, ze A — w € P}.
Pak konstruujeme

Vigr = Vi U{A | existuje a € (V;UX)* tak, ze A — o € P}.
Plat{
VicVh,C ... CN.
Protoze N je konecnd, existuje n takové, ze V,, = V,, ;1. Polozime V = V,,.
Jestlize S € V', pak L(G) = 0 a redukované gramatika ke gramatice G neexistuje.

V opa¢ném pifpadé definujeme G’ = (V, X, S, P’): do P’ ddme ta pravidla z P, kterd obsahuji
pouze neterminély z mnoziny V (a to jek na levé, tak na pravé strané).

2. Pro gramatiku G’ = (V, %, S, P’) sestrojime (opét indukei) mnozinu
U={A|AcV, existuji a,8 € (VUX)" tak, zeS =5 a AB}.

Nejprve polozime

UO:{S}a

pak konstruujeme
Uit1 = U; U{A|existuji Be U;,a, € (VUX)* tak, z2e B - a AB € P'}.

Tj. do mnoziny U, 1 ddme vSechny netermindly, které se objevuji na pravé strané nékterého
pravidla z P, kde na levé strané pravidla jsou netermindly pouze z U;.

Plat{
UyCU  CU,C ... CV.

Proto existuje m takové, ze U,, = U,,+1. Polozime U = U,,.

Hledand gramatika je gramatika G, = (U, %, S, Py), kde P; je mnozina vsech pravidel z P’ (a
tedy iz P), které obsahuji neterminély pouze z mnoziny U.

Plati: gramatika G; = (U,%,S,P;) je redukovand a generuje stejny jazyk jako ptvodni
gramatika G = (N, X, S, P).

Marie Demlova: Jazyky, automaty a gramatiky 21. zar1 2023, 12:28



3.2. Bezkontextové gramatiky [230921-1228)] 39

3.2.9 Poznamky.
e Uvédomte si, ze redukovand CF gramatika ,nema zbyte¢né netermindly“.

e Je obtizné ke dvéma bezkontextovym gramatikam zjistit, zda generuji stejny jazyk. Redukce
gramatik ndm k rozhodnuti nepomiize.

e Kroky predchoziho postupu nelze zaménit. Kdybychom nejprve hledali mnozinu neterminglu
U a pak teprve z ni vybirali ty netermindaly, ze kterych je mozné odvodit terminalni slovo,
vyslednd gramatika by nemusela spliiovat druhou podminku z|[3.2.7) a tudiz byt redukovana.

3.2.10 Chomského normalni tvar. Jednim z dulezitych typu CF gramatik, je gramatika v
Chomského normalnim tvaru. Je to CF gramatika, kde pravé strana pravidla je bud termindlni
pismeno nebo dvojice neterminali. Gramatiky v Chomského normalnim tvaru budeme vyuzivat
jednak pro dikaz Pumping lemmatu pro bezkontextové jazyky, jednak pii polynomidlnim algo-
ritmu, ktery pro danou gramatiku a dané terminalni slovo rozhodne, zda je slovo generovéno.

Definice. Je déna bezkontextova gramatika G = (N, X%, S, P). Rekneme, 7e gramatika G je v
Chomského normdlnim tvaru, jestlize ma pouze pravidla tvaru

A—BC, A—a kde A/ B,CeN,a€eX.
O

Poznamenejme, ze derivaéni strom v CF gramatice v . Chomského norméalnim tvaru je vzdy
bindrni strom a to takovy, ze pfedchudce listu ma vzdy jen jednoho néslednika.

3.2.11 Veéta. Pro kazdou bezkontextovou gramatiku G existuje bezkontextova gramatika G’ v
Chomského normalnim tvaru takovéd, ze

L(G') = L(9) \ {e}-

O
Vétu dokdzeme postupem, ktery pro danou CF gramatiky G sestroji CF gramatiku G’ v
Chomského normalnim tvaru generujici stejny jazyk.

Postup nalezeni ekvivalentni gramatiky v Chomského normalnim tvaru.

1. Pro gramatiku G nejprve sestrojime nevypoustéci gramatiku G;, kterd generuje vSechna

neprazdna slova z jazyka L(G) (viz [3.1.8).

2. Nasledné v gramatice G; odstranime pravidla typu A — B, kde A, B € N, takto: Pro kazdou
dvojici neterminalu A, C' takovou, ze

A= X1=2Xo=> ... = C,

a pro kazdé pravidlo C' — « do gramatiky pfiddme pravidlo A — «.
3. Déle:

a) pro kazdy termindl a € ¥ zavedeme novy netermindl X, a pfiddme pravidlo X, — a,

b) pro kazdé pravidlo A — «, kde |a| > 2, nahradime v pravé strané pravidla kazdy
termindl b netermindlem Xj.

4. Nyni sta¢i nahradit pravidla typu
A—)BlBQ...Bk7 k>3
pravidly s novymi neterminaly Cy,Cy, ..., Cg_o:

A— BlCl, Cl — BQCQ, .. .7Ck,2 — By_1Bg.

Tim dostaneme hledanou gramatiku G’ v Chomského normdlnim tvaru.
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3.2.12  Nasledujici tvrzeni vyuzijeme pii zduvodnéni pumping lemmatu pro bezkontextové
jazyky.

Tvrzeni. Je ddna bezkontextovd gramatika G = (N, X, S, P) v Chomského normdlnim tvaru a
déle deriva¢ni strom s vysledkem w € ¥*.

Jestlize nejdelsi orientovana cesta v tomto derivacnim stromu ma délku n, pak pro délku slova

w plati
lw| < 2m7 1,
O

Nastin dukazu: Pro n = 1 se jednd o pouziti jediného pravidla a proto je w rovno jedinému
pismenu w = b, b € 3.

Predpokladejme, ze n > 1. ,Nejhorsi“ piipad nastane, kdyz v derivaénim stromé maji vSechny
vrcholy kromé piedposledni hladiny vzdy dva nasledniky. Pak ale predposledni hladina m4 2"~!
vrchold a tudiz slovo w je délky 271,

3.2.13 Pumping lemma pro bezkontextové gramatiky. Pro kazdy bezkontextovy jazyk L
existuje kladné ptirozené ¢islo m takové, ze kazdé slovo z € L délky alespon m lze rozdélit na pét
casti z = wvwzry tak, ze

1. |vwz| < m, (tj. prosttedni ¢dst neni piilis dlouhd),
2. vz # € (tj. aspon jedno ze slov v, z neni prazdné),

3. pro viechna i > 0 plat{ uviwz’y € L, (tj. v a x se daji soucasné do slova z ,napumpovat® ¢
odebrat a stdle dostaneme slovo z jazyka L).

Myslenka dukazu: Protoze jazyk L je bezkontextovy, existuje bezkontextovd gramatika G =
(N,3, S, P) v Chomského normélnim tvaru, kterd generuje vSechna neprézdnd slova jazyka L.
Ozna¢me k poéet netermindlti gramatiky G (tj. k = |[N|). Polozime m = 2*.

Vezmeme libovolné slovo z € L délky |z| > m. Z tvrzeni [3.2.12] vime, Ze derivaéni strom T
s vysledkem z obsahuje orientovanou cestu délky aspon k + 1. Ozna¢me vrcholy na této cesté

S, Ay, ..., A, b. Protoze gramatika G obsahuje pouze k ruznych netermindlu, musi se v této cesté
aspon jeden netermindl vyskytovat dvakrat. Vezmeme prvni dva vyskyty téhoz netermindlu ,od
konce*; tj. najdeme 7, j takové rizné indexy, ze i < j, A; = A; a véechny netermindly A;q,..., Ap

jsou rizné. Oznacme Tj, resp. T; podstromy deriva¢niho stromu s kofenem A;, resp. A;. Déle
ozna¢me w vysledek stromu 7Tj. Vysledek stromu 7; obsahuje w jako podslovo, tj. je tvaru vwz.
Protoze i < j, aspon jedno ze slov v, z neni prazdné, tudiz w je vlastni podslovo slova vwzx. Protoze
strom T; ma jen dva netermindly stejné, je délka slova vwx nejvyse m.

Z vlastnosti derivacnich stromu nyni vyplyva, ze z = wvwzy (slova u a y mohou obé byt
prazdnd).

Owzy = uwwy dostaneme tak, ze ve stromu 7 nahradime podstrom

Derivaéni strom pro slovo uv
T; podstromem 7T;.
Derivaéni strom pro slovo uw

podstromem T;, atd.

2wz?y dostaneme tak, Ze ve stromu T nahradime podstrom T;

3.2.14 Vyuziti Pumping lemmatu pro bezkontextové gramatiky. Ukéazeme, ze jazyk
L ={0"1"2"|n > 0} neni bezkontextovy.

Zdavodnéni: Predpokladejme, ze jazyk L je bezkontextovy. Pak existuje kladné ¢islo m z
Pumping lemmatu. V jazyce L lezi slovo z = 0"1™2™, které ma délku 3m > m. Podle Pumping
lemmatu existuji slova u, v, w, z,y takova, ze

0m1™2™ = wvwzy, |vz| >0, |vwz| <m a w'wz'y € Lproi> 0.

Ukézeme, ze slovo uv’wxz’y = uwy ¢ L. To bude hledany spor.

Podminka |vwz| < m znamend, Ze slovo vwz bud neobsahuje pismeno 2 nebo neobsahuje
pismeno 0.
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Jestlize vwz neobsahuje pismeno 2, pak slova v,z obsahuji pouze 0 nebo 1, tedy nejvyse dvé
ze tii pismen 0, 1, 2.

Jestlize vwx neobsahuje pismeno 0, pak slova v, z obsahuji pouze 1 nebo 2, tedy opét nejvyse
dvé ze tii pismen 0, 1, 2.

To ale znamend, Ze v obou piipadech nemuze slovo uwy (tj. slovo z, ze kterého jsme vypustili
slova v a ) obsahovat stejny pocet vSech t¥{ pismen 0, 1, 2.

3.3 Algoritmus CYK

CYK je algoritmus, ktery pro danou bezkontextovou gramatiku G v Chomského normélnim tvaru
a pro dané terminalni slovo w rozhodne, zda w € L(G) a to v ¢ase imérném k3, kde k je délka
slova w.

3.3.1 CYK. Oznatme G = (N,%,5,P) a w = aiaz...a. Postupné vytvaiime mnoziny X; ;
prol <i<j <k, kde
Xij={AeN|A=5F ajaiq1...a;5}, tj. z A vygenerujeme slovo a; .. .aj;.

Plati
A€ X;; pravétehdy, kdyz A —a; € P.

Navic
Xl,k:{A€N|A$6 a1a2~-~ak;:'l,U}.

Déle si uvédomte, ze A =§ a;a;11 ...a; pravé tehdy, kdyz existuji netermindly B, C' takové, ze

A*)BCGP, kde bud Bégal a C:>§a¢+1...aj
nebo B =§ a;aiq1 a C=§aj2...q5
nebo B =§ aair1ai42 a C =5 aiy3...a5

nebo B=§a;...a;1 a C=§a;

Predpoklddejme, Ze mdme zkonstruovany vSechny mnoziny X, 4, kde ¢ —p < n. Pak mnoziny X; ;
pro j — i = n utvoiime takto:

Ae Xi’j iff 4A — BC € P tak, ze bud B¢ Xiﬁ' a C¢e Xi+1,j
nebo B € Xi7i+1 a Ce Xi+2’j
nebo B € Xi7i+2 a Ce Xi+37j

nebo Be X;;1 a CeX;;
Zacindme tedy konstrukei k£ mnozin X;;, i« = 1,2,...,k, nésleduje pak k¥ — 1 mnozin X, 41,
1 =1,2,...,k =1, k=2 mnozin X;;40,¢ = 1,2,...,k — 2, atd. dvé mnoziny X; ,_1, X2 a

nakonec jedna mnozina X; ; a to podle nasledujiciho postupu:

Xi,j = {A eEN | JA— BC e P tak, ze B € Xi,z'-&-m, Ce X1'+m+1,j}~

Plati w € L(G) pravé tehdy, kdyz S € X1 .
3.3.2 Priiklad. Je déna gramatika G pravidly

S — AB|BC
A— BAla
B—CC|b
C — AB|a

Pomoci algoritmu CYK rozhodnéte, zda slovo aabab je generovano bezkontextovou gramatikou G.
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Reseni: Konstrukei mnozin X;; pro 1 <1 < j <5 si zndzornime do tabulky. Tabulka bude mit 5
radku a 5 sloupcu, kde vyplnénych bude jen ta ¢édst, kterd se nenachdzi ,nad diagondlou*. Posledni
fadek obsahuje pét mnozin X 1, X3 2, X33, X4,4 a X5 5. Pfedposledni fddek obsahuje ¢tyfi mnoziny
Xi12, Xo3, X34 a Xu5. RAadek, ktery je tieti od zdola (a také shora) obsahuje tii mnoziny X; 3,
Xo4a X35. Rédek7 ktery je ¢tvrty od odzdola (a druhy shora) obsahuje dvé mnoziny X; 4 a Xo 5.
Nejvyssi fddek obsahuje jednu mnozinu X; 5. V naSem piipadé jsou netermindly mnozin X;; v
nésledujici tabulce:

S,C

S,A,C | B

B B S, C

B S, C S, A S, C

AC AC B AC B
a a b a b

Z predchozi tabulky také muzeme odvodit derivace slova aabab gramatikou G. Jedna z takovych
derivaci je napf. tato:

S = AB = aB = aCC = aaC = aaAB = aaBAB = aabAB = aabaB = aabab.

3.3.3 Poznamka. Algoritmus CYK pracuje v ¢ase timérném k3, kde k je délka termindlniho
slova w. Velikost gramatiky v Chomského normélnim tvaru povazujeme za konstantu.

Jednd se o algoritmus ve stylu dynamického programovani. V piipadé specidlnich bezkontex-
tovych gramatik je mozné sestrojit algoritmus pracujici v linedrnim case.

3.4 Zasobnikové automaty
Reguldrni jazyky jsou jazyky, které (mimo jiné) jsou pfijimany koneénymi automaty. Ukdzeme,
7e pro bezkontextové jazyky (t¥ida jazyku, kterd obsahuje reguldrn{ jazyky, ale jesté i dalsi) také

existuji automaty, které prijimaji prave je. Jedna se o obecnéjsi typ automatu; lisi se od koneénych
automatt tim, Ze majf navic dodateé¢nou ,,pamét“ ve formé zasobniku.

vstupni paska

aq as as ay as

TN

tidici jednotka

zasobnik
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3.4.1 Zasobnikovy automat. Zhruba feceno, zdsobnikovy automat se sklada z fidici jednotky,
ktera je v jednom z koneéné mnoha moznych stavi, ze vstupni pasky se ¢teci hlavou a ze zasobniku.
Na zakladé toho, v jakém stavu se automat nachazi, co hlava ¢te na vstupni pdsce a jaky symbol
je na vrcholu zasobniku, automat udéla akci: Pfejde do nového stavu, posune ¢teci hlavu o jedno
policko doprava nebo stoji (to v piipadé, ze automat reagoval na prézdné slovo) a zdsobnikovy
symbol, ktery je na vrcholu, nahradi zasobnikovym slovem danym prechodovou funkci. Formélné:

Definice. Zdsobnikovy automat je sedmice (Q, %, T, 4, qo, Zo, F'), kde
e () je konetnd mnozina stavu,
e Y je konecnd neprazdnd mnozina vstupnich symboli,
e ' je konecnd mnozina zasobnikovych symboli,
e § prifazuje kazdé trojici (¢,a, X), ¢ € Q, a € XU{e}, X € T, kone¢nou mnozinu dvojic (p, ),
kde p € Q a a € I'*. Formalneé:
3:Q x (BU{e}) xT' = Pr(Q x I'™).

(P#(A) znaci mnozinu vsech koneénych podmnozin mnoziny A.)
® gy € () je pocatecni stav,

Zy € T je pocatecni zasobnikovy symbol a

F C @ je mnozina koncovych (pfijimajicich) stavi.
Uvédomte si, ze zasobnikovy automat tak, jak byl definovan, je nedeterministicky.

Situace zasobnikového automatu. Je dan zdsobnikovy automat (Q,3,T', 6, qo, Zo, F). Jestlize
je zasobnikovy automat ve stavu g, na péasce je jesté neprectené slovo u a obsah zasobniku je slovo
v, pak tuto situaci popisujeme trojici (g, u,~), kde prvni symbol slova 7 je vrchol zdsobniku. O
Jeden krok prace zasobnikového automatu — relace 4.

Je dén zdsobnikovy automat A = (Q,%,T,0,qo, Zo, F'), ktery je v situaci (q,au, Xv), kde
a € XU {e}, X €T Jestlize existuje (p, ) € 6(q,a, X), pak A prejde do situace (p, u, ay).

Tedy

(¢;au, X7) Fa (p,u,oy) prévé tehdy, kdyz (p,a) € d(g, a, X).
O

Relace . Jeden krok zdsobnikového automatu rozsifime na kone¢ny pocet kroki. Automat A
prejde ze situace S do situace S', pisSeme S 7% S’, pravé tehdy, kdyz bud S = S’ nebo existuje
koneény pocet situaci Sy, S9,...,.S, takovych, ze

Stka S, S Sy ..., 8, Fa¥8.
0 S % S také mluvime jako o vipoctu nad situaci S. O

3.4.2 Stavovy diagram zasobnikového automatu. Obdobné jako u kone¢nych automatu
miuzeme pirechodovou funkci zasobnikového automatu zadat tabulkou nebo stavovym diagramem. V
tabulce mame tolik sloupct, kolik je dvojic a € ¥ U{e}, zdsobnikovy symbol. U stavového diagramu
méme hranu ze stavu ¢ do stavu p ohodnocenou a, X /v pravé tehdy, kdyz (p,v) € (g, a, X), kde
a € ¥ U{e}, X € I'. Ukdzeme si oba zpusoby na nésledujicim piiklade.

Piiklad. Je dén zdsobnikovy automat A = (Q,X,T, 6, qo, Zo, F), kde Q = {qo, 1,47}, £ = {0, 1},
T ={Zy, X}, jehoz prechodové funkce je dand tabulkou

’ H (Oa ZO) ‘ (OvX) ‘ (LZO) ‘ (17X) ‘ (5720) ‘ (va) ‘

—qo || (g0, XZo) | (qo, XX) - (q1,¢€) | (gf, Zo) -
an - - - | (q,8) | (g5,¢) -
—q5 - - - - — -

a odpovidajici stavovy diagram je:
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0, X/XX 1,X/e

3.4.3 Jazyky prijimané zasobnikovym automatem.

Pro dany zasobnikovy automat rozlisujeme dva jazyky jim piijimané. Kromé jazyka pfijimaného
koncovym stavem (jednd se o obdobu jazyka pfijimaného koneénym automatem) je to jesté jazyk
prijimany prazdnym zasobnikem. Zde jsou definice téchto pojmau.

Definice. Je dén zdsobnikovy automat A = (Q,X,T,6,qo, Zo, F). Jazyk prijimanyg koncovgm
stavem L(A), je definovan takto:
L(A) = {’LL € ¥ | (QO7U720) l_;l (pa€7fy)7p € F}
O

Zhruba FeCeno, zasobnikovy automat zatne v pocCatecni situaci, tj. v po¢atetnim stavu ¢, na
vstupni pasce ma slovo u a na zasobniku pouze pocatecni zasobnikovy symbol Z;. Slovo je ptijato
pravé tehdy, kdyz existuje vypocet, ktery precte u a automat je v nékterém koncovém stavu. To,
zda je soucasné vyprazdnén zasobnik nebo neni, nehraje roli.

Definice. Je ddn zdsobnikovy automat A = (Q,%,T,0,qo, Zo, F). Jazyk prijgimany prdzdngm
zdsobnikem N(A) je definovan takto:
N(A) = {u € ¥ |(qo0,u, Zo) i (p,,€),p € Q}.
O

Zhruba feceno, zasobnikovy automat zacne v pocate¢nim stavu qg, na vstupni pasce ma slovo u
a na zasobniku pouze pocatecéni zdsobnikovy symbol Zy (poc¢atecni situace). Slovo je pfijato prave
tehdy, kdyz najdeme vypocet, ktery po piecteni slova u ma prazdny zasobnik.

Protoze pfi pfijiman{ prdzdnym zdsobnikem nezdlezi na mnoziné koncovych stavi (ne-
potfebujeme je),vynechdvdme mnozinu koncovych stavu a zdsobnikovy automat v takovém piipadé
je pouze Sestice (@, %, T, 0, qo, Zo).

3.4.4 Priiklad z 3.4.2 — pokracovani. Ukazme si praci zasobnikového automatu nad slovem
0313. Zasobnikovy automat zacina v situaci (¢y,0°1%, Zy) a pokracuje

(q0’0313’ ZO) = (q0702137XZO) |_2 (q07 13aX320) F (Q17 127XZZO) }_2 (Q17€7ZO) F (Qf7€7€)'

To znamend, ze slovo 0313 je pfijato jak koncovym stavem, tak prazdnym zdsobnikem.

Neni tézké ukazat, ze jazyk prijimany koncovym stavem je
L(A) ={0"1"|n > 0},
kdezto jazyk piijimany prazdnym zasobnikem je

N(A) = {0"1" |n > 1}.
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Ano, prazdné slovo € neni piijato prazdnym zdsobmikem.

Je jasné, ze zasobnikové automaty predstavuji rozsiteni koneénych automati. Ano, kazdy DFA,
¢i NFA, ¢i e-NFA muZeme chépat jako zvldstni piipad zdsobnikového automatu. Napt. pro NFA
ma zasobnikovy automat jediny zasobnikovy symbol a to pocatecni a pii praci se zadsobnik neméni.

Pro kazdy zdsobnikovy automat jsme zavedli dva jazyky — jazyk L(A) obsahujici slova
prijimané koncovym stavem, a jazyk N(A) obsahujici slova pfijimand prézdnym zdsobnikem.
V nésledujicich dvou tvrzenich si ukdzeme, Ze tiida vSech jazyku pfijimanych koncovym sta-
vem néjakého zasobnikového automatu je stejnd jako tiida vSech jazyku prijimanych prazdnym
zdsobnikem néjakého (vétsinou jiného) zdsobnikového automatu. Jak uvidime pozdéji, toto plati
pouze pro nedeterministické zasobnikové automaty.

3.4.5 Tvrzeni. Je-li L jazyk piijimany zdsobnikovym automatem A prazdnym zasobnikem, pak
existuje zasobnikovy automat B, ktery pfijima jazyk L koncovym stavem; tj.
N(A) = L(B).
O
Nastin diukazu: Mame zdsobnikovy automat A = (Qa,%,T4,04,q4,Z4). K nému sestrojime
zésobnikovy automat B = (Qp,X,I's, 05,95, Z5, F) takto:
e K mnoziné stavii Q4 pfiddme dva nové stavy — novy pocatecni stav gp a koncovy stav ¢ ;
tj. Qs = QaU{as,ar}, as,q5 € Qa.
e K mnoziné zdsobnikovych symbola I'y ptfiddme novy pocateéni zdsobnikovy symbol; tj.
I'p=T4U {ZB}7 Zp €T 4.
e §p dostaneme tak, ze k 04 pfiddme nésledujici pfechody:

— 0p(qB,e,ZB) = {(q4,Z47Zp)}, (to znamend, ze na zacdtku préce aniz bychom cetli
vstupni symbol prejdeme do puvodniho pocate¢niho stavu a zasobnik zménime tak,
ze na vrcholu je ,stary“ pocateéni zasobnikovy symbol a pod nim ,novy“ pocatecni
zésobnikovy symbol).

— Pro kazdé p € Q4 polozime ép(p,e,Zp) = {(¢s,Zp)}, (to znamend, ze vyprazdni-
li ,stary“ zdsobnikovy automat svij zdsobnik, pfejde ,novy* zasobnikovy automat do
koncového stavu).

D4 se dokazat, ze zdsobnikovy automat A pfijme slovo u prazdnym zasobnikem prévé tehdy, kdyz
ho prijme zasobnikovy automat B koncovym stavem.

3.4.6 Tvrzeni. Je-li L jazyk pfijimany zdsobnikovym automatem A koncovym stavem, pak
existuje zasobnikovy automat B, ktery pfijima jazyk L prazdnym zasobnikem; t;.

L(A) = N(B).
O
Nastin dukazu: Oznaéme zdsobnikovy automat A = (Qa,%,T'4,04,q4,Z4,F4). K nému se-
strojime zasobnikovy automat B = (Qg, %, I'p,dp,q5, Zp) takto:
e K mnoziné stavit Q4 pfiddme dva nové stavy — novy pocdtecni stav ¢p a stav gps (ktery
bude slouzit k vyprdzdnén{ zdsobniku automatu B); tj. Qg = QaU{qs,qm}, 4, qm € Qa.
e K zdsobnikovym symbolum pfiddme novy poédtecni zdsobnikovy symbol; tj. I'p = T4U{Zgp},
Zp ¢ la;
e §p dostaneme tak, ze k 04 pfiddme nésledujici pfechody:

— 0p(qB,e,ZB) = {(qa,ZaZp)}, (vyznam je stejny jako v konstrukei dikazu z|3.4.5)).

— pro kazdé g € Fu, Y € I'p piiddme 65(q,&,Y) = {(qum,€)} a 05(qu,&,Y) = {(qar,€) },
(to znamend, Ze precteme-li celé vstupni slovo a jsme v koncovém stavu zdsobnikového
automatu A, zdsobnikovy automat B vymaze obsah svého zdsobniku).

D4 se dokézat, ze zdsobnikovy automat A pfijme slovo u koncovym stavem pravé tehdy, kdyz ho
pfijme zasobnikovy automat B prazdnym zasobnikem.
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3.4.7  Vztah mezi jazyky generovanymi CF gramatikou a jazyky pfijimanymi zasobnikovymi
automaty popisuji nasledujici véty. Prvni véta iikd, ze bezkontextové jazyky jsou piijimany
zésobnikovymi automaty.

Veéta. Ke kazdé bezkontextové gramatice G = (N, X, S, P) existuje zdsobnikovy automat A takovy,
ze

O

N3astin dukazu: Je ddna bezkontextovd gramatika G = (N, X, S, P). Zkonstruujeme zasobnikovy
automat s jednim stavem ¢ takto:

°* Qa={d}, =4

e 'y=NUX,

e Zp=2S5,
da(g,e,X)={(g,a)| X > a € P, X € N},
da(g,a,a) ={(q,€)}, pro a € X.
Zhruba feceno, je-li na vrcholu zasobniku automatu A neterminal X, nahradime ho v zdsobniku
pravou stranou nékterého pravidla gramatiky G s levou stranou X (a pfitom necteme vstupni
symbol, tudiz neposunujeme hlavu na vstupni pasce). Je-li na vrcholu zdsobniku termindl a € ¥,
tak v pfipadé, ze a je téz na vstupu, odstranime ho z vrcholu zdsobniku a hlavu na vstupni pasce
posuneme o jedno policko doprava. Jestlize se termindlni pismeno na vrcholu zasobniku nerovna
prvnimu ¢tenému symbolu, automat se neispésné zastavi.

Plati, ze zdsobnikovy automat A pfijme slovo u € X* prazdnym zasobnikem prévé tehdy, kdyz
je slovo u vygenerovano gramatikou G.

3.4.8 Poznamka. Zasobnikovy automat konstruovany v dukazu tvrzeni je vlastné for-
malizaci tzv. analyzy shora. Zhruba fe¢eno, mame slovo a chceme védét, zda je generovano CF
gramatikou G nebo ne. Automat vlastné ,zkousi“, kterd pravidla odvozeni muze obsahovat a kon-
troluje, zda se takto dostane k vygenerovani slova nebo nedostane. Vice o analyze shora uvedeme
pozdéji.

3.4.9 Priklad. Je dédna bezkontextovd gramatika G pravidly:

S —aSa| A
A—bAl|e

Reseni. Zkonstruujme zasobnikovy automat A, ktery piijima jazyk L(G). A mé jeden stav, tj.
Q = {q}, ktery je pocdtecnim stavem. Déle mnozina zdsobnikovych symbolu je I' = {a,b, S, A},
pocatecni zasobnikovy stav je S, a prechodova funkce ¢ je definovana

5((]7 & S) = {(Q7 aSa), (Qa A)}v 5((], A) = {(q, bA)a (Q> 5)}7 5(‘13 a, a) = {(qa 5)}7 6((17 b, b) = {(Qa 5)};
ve vSech ostatnich pifpadech pfechod neni definovén, tj. §(q,c, X) = 0.

3.4.10 Nésledujici véta ukazuje, ze tiida jazyku piijimanych nékterym zdasobnikovym automa-
tem je tfida bezkontextovych jazyku.

Véta. Ke kazdému zdsobnikovému automatu A existuje bezkontextovd gramatika G takova, ze
N(A) = L(G).
O

Dukaz Véty (jedn4 se o opac¢nou implikaci k Vété je obtiznéjsi. Je tfeba ho rozdélit do
dvou kroku. Nejprve se dokéze, ze pro kazdy zdsobnikovy automat A existuje zadsobnikovy automat
B s jednim stavem takovy, ze N(A) = N(B).

V druhém kroku se pro zasobnikovy automat B s jednim stavem vytvoii bezkontextova
gramatika G, ktera generuje stejna slova jako zdsobnikovy automat B pfijme prazdnym zdsobnikem.
Jedna se vlastné o opa¢ny postup jako v diukazu véty z[3.4.7]
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3.4.11 Deterministicky zdsobnikovy automat. Na rozdil od koneénych automati pro
zésobnikové automaty plati, ze v definici zadsobnikového automatu bylo podstatné, ze jsme ho de-
finovali jako nedeterministicky. Je to proto, ze nedeterministické zadsobnikové automaty ptijimaji
vétsi tiidu jazyku nez deterministické. Diive nez se o tom presvédéime, zadefinujeme pojem deter-
ministického zasobnikového automatu.

Definice. Je dan zasobnikovy automat A = (Q, X, T, 8, qo, Zo, F). Rekneme, ze A je deterministickij
zasobnikovy automat, jestlize spliiuje nasledujici dvé podminky:

e Prokazdé g € Q,a € YU{e} a X €T je 6(q,a, X) nejvyse jednoprvkova (tj. |d(q,a, X)| < 1).

e Jestlize pro néjaké ¢ € Q a X €T je §(q,e, X) neprdzdné, pak pro kazdé a € X je 6(q,a, X)
prazdna mnozina.
O
Uvédomte si, ze piedchozi dvé podminky zajistuji, Ze v kazdém okamziku mdme vzdy nejvyse
jednu moznost, jak pokracovat. Ano, druhd podminka #ika, Zze si nikdy zdsobnikovy automat
nemuze vybrat zda bude pokracovat ,bez ¢teni vstupniho symbolu“ nebo ,se ¢tenim vstupniho
symbolu*.

3.4.12 Jazyky prijimané deterministickym zasobnikovym automatem. Stejné jako u
(nedeterministickych) zasobnikovych automatu rozlisujeme i u deterministickych zdsobnikovych
automatu prijimani koncovym stavem a piijimani prazdnym zdsobnikem. Tj. pro dany determinis-
ticky zdsobnikovy automat A = (Q, %, T, 6, qo, Zo, F) je

L(A) = {u] (qo,u, Zo) Fi (p,&,7), p € F}

N(A) = {ul (g0, u, Zo) Fi (p,e,€)}
O
Na rozdil od nedeterministickych zasobnikovych automattu, pro deterministické zasobnikové
automaty neplati, ze pfijimani prazdnym zasobnikem a pfijimani koncovym stavem ,je totéz“.

Definice. Jazyk L nazveme deterministicky, jestlize existuje deterministicky zasobnikovy automat,
ktery L pfijimé koncovym stavem. O

Definice. Deterministicky jazyk L nazveme bezprefizovy, jestlize existuje deterministicky zdsob-
nikovy automat, ktery ho pfijima prazdnym zasobnikem. O

Nazev bezprefixovy jazyk pochazi z faktu, ze jazyk pfijimany deterministickym zasobnikovym
automatem prazdnym zdsobnikem nemtuize obsahovat soucasné dvé ruznd slova u, v, kdy jedno je
prefixem druhého.

3.4.13 Tvrzeni. Kazdy jazyk pifijimany deterministickym zasobnikovym automatem prazdnym
zésobnikem je také prijimdn (néjakym) deterministickym zdsobnikovym automatem koncovym
stavem.

Jinymi slovy: Pro kazdy deterministicky zdsobnikovy automat A existuje deterministicky
zasobnikovy automat B takovy, ze

O

Diikaz je obdobny jako dikazu véty jestlize vychdzime z deterministického zasobnikového
automatu A, pak i automat B je deterministicky.

Obdoba tvrzeni[3.4.6 pro deterministické zdsobnikové automaty neplati. Konstrukce zasobniko-
vého automatu B z automatu A totiz vede na nedeterministicky zdsobnikovy automat. Navic,
jestlize deterministicky zdsobnikovy automat A pifijme slovo u prazdnym zdsobnikem, pak nemuze
prazdnym zasobnikem pfijmout zadné slovo uv, kde v # ¢; tato vlastnost ale neplati pro vSechny
jazyky prijimané deterministickym zasobnikovym automatem koncovym stavem.
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3.4.14 Vztah mezi tiidami regularnich jazyku, bezprefixovych jazykd a determinis-
tickych jazyki.

e Tiida deterministickych jazyku obsahuje tiidu bezprefixovych jazyka. To dokazuje tvrzeni
B.4T13

e Tiida deterministickych jazykt obsahuje tiidu regularnich jazyku. Ano, na kazdy determi-
nisticky kone¢ny automat se muzeme divat jako na deterministicky zasobnikovy automat,
kde na obsahu zasobniku nezalezi.

e Tiida bezprefixovych jazyku neobsahuje tiidu reguldrnich jazyku. Ano, napf. jazyk {a, aa}
je reguldrni (je koneény), ale neni bezprefixovy.

e Triida reguldrnich jazyku neobsahuje tiidu bezprefixovych jazyku. Ano, napf. jazyk L =
{wew® |w € {a,b}*} je bezprefixovy, ale neni regularni. (Jako cviéeni sestrojte determinis-
ticky zdsobnikovy automat, ktery piijima jazyk L préazdnym zdsobnikem.)

3.5 Uzaveérové vlastnosti bezkontextovych jazyku

3.5.1 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na sjednoceni.

To znamend, jsou-li L1 a Lo dva bezkontextové jazyky, pak také jazyk L1U Ls je bezkontextovy.
O

Zdtvodnéni: Jazyky L1, Lo jsou bezkontextové, proto existuji bezkontextové gramatiky G; =

(N1,%,51,P1) a Go = (N, X, S, Py) takové, Ze Gy generuje Ly a Go generuje Lo. Piejmenujeme

neterminaly gramatiky Go tak, aby gramatiky nemély Zaddny spoleény netermindl (tj. N3N Ny = 0).
Gramatiku G = (N, X, S, P) generujici jazyk L; U Ly vytvoiifme takto:

a) N = N; UNyU{S}, kde S je novy startovaci symbol (S ¢ Ny U Na).

b) P=P UP,U{S — 51,5 — Sa}, tj. k pravidlam gramatik G; a Gy pfiddme dvé nova
pravidla S — S; a S — Ss.

Neni tézké ukazat, ze gramatika G generuje jazyk L U Lo.

3.5.2 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na zietézeni.

To znamen4, jsou-li Ly a Lo dva bezkontextové jazyky, pak také jazyk L; Lo je bezkontextovy.
O

Zduvodnéni: Jazyky L1, Lo jsou bezkontextové, proto existuji bezkontextové gramatiky G; =

(N1,%,51,P1) a Gy = (N3, X, 52, P) takové, ze Gy generuje Ly a Go generuje Lo. Prejmenujeme

netermindly gramatiky Gs tak, aby gramatiky nemély zddny spoleény netermindl (tj. N1 NNy = 0).
Gramatiku G = (N, X, S, P) generujici jazyk L = Ly Lo vytvorime takto:

a) N = N; UNyU{S}, kde S je novy startovaci symbol (S &€ N3 U Na).

b) P = PiUP,U{S — 5152}, tj. k pravidlum gramatik G; a G pfiddme nové pravidlo S — S1.55.
Neni tézké ukazat, ze gramatika G generuje jazyk LqLo.
3.5.3 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na Kleeneho operaci *. O

To znamend, je-li L bezkontextovy jazyk, pak také jazyk L* je bezkontextovy.

Zduavodnéni: Jazyk L je bezkontextovy, proto existuje bezkontextova gramatika G; = (N1, %, 51, Py)
takovd, ze L = L(Gy). Gramatiku G = (N, X, S, P) generujici jazyk L* vytvoifme takto:

a) N = N; U{S}, kde S je novy startovaci symbol (S & Ny).

b) P=P U{S — 55,5 — ¢}, tj. k pravidlum gramatik G; a Gy pfiddme dvé nova pravidla
S — 515, 5 —e.

Neni tézké ukézat, ze gramatika G generuje jazyk L*.
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3.5.4 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky nejsou uzavieny na prunik.

To znamend, jsou-li Ly a Lo dva bezkontextové jazyky, pak jazyk L; N Lo nemusi byt
bezkontextovy. O
Zdivodnéni: Uvazujme jazyk L; = {01727 | k,n > 1} a jazyk Lo = {0*1%2" |k,n > 1}. Oba
tyto jazyky jsou bezkontextové, ale jejich prunik je jazyk L = {0"1™2" |n > 1}, o kterém vime, ze
neni bezkontextovy (viz [3.2.14).

3.5.5 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky nejsou uzavieny na doplnék.
To znamend, je-li L bezkontextovy jazyk, pak jeho doplnék L nemusi byt bezkontextovy. [

Zduavodnéni: Kdyby tiida bezkontextovych jazyku byla uzaviena na dopliiky, byla by uzaviena i
na pruniky, protoze
LN Ly =1, ULy,

coz vime, ze neplati.

3.5.6 Tvrzeni. Ttida bezkontextovych jazyku je uzaviena na pruniky s reguldrnimi jazyky.

To znamen4, je-li L bezkontextovy jazyk a R regularni jazyk, pak jazyk LN R je bezkontextovy.
O

Nastin dakazu: Jazyk L je bezkontextovy, tudiz existuje zasobnikovy automat, ozna¢me ho
A=(Q1,%,T,01,q1, 71, F1), takovy, ze A prijimd L koncovym stavem.

Jazyk R je reguldrni, tudiz existuje deterministicky koneény automat M = (Q2, X, d2, g2, Fs),
ktery pfijimé jazyk R.

Zkonstruujeme zasobnikovy automat B ktery pfijim4 jazyk LN R koncovym stavem. (Vsimnéte
si, Ze se v podstaté jednd o soucinovou konstrukei, kterou zndme z koneénych automatu.)

Zasobnikovy automat je B = (Q, %, T, 0, qo, Zo, F), kde

e ) =Q1 X Q2
* g = (q1,42),

° Zy =1,

o FF=Fy X Fy,

prechodova funkce § je definovana takto:

6((g:p),a, X) = {((r,8),7) | (r,7) € d1(g,a,X), s € 65(p, a)},
kde g € Q1,p € Q2,a e XU {e}, X €T

Jinymi slovy: ((r,s),v) € 6((¢,p),a,Y) pravé tehdy, kdyz

a) bud a € ¥, (r,v) € 61(¢,a,Y) a s = 62(p,a),

b) nebo a =¢, (r,v) € 01(¢q,&,Y) a s = p.
Uvédomte si, ze B se v prvé slozce chovd jako zdsobnikovy automat A, ve druhé slozce jako
deterministicky kone¢ny automat M.

Neni tézké nahlédnout, ze zdsobnikovy automat B opravdu pfijimé jazyk L N R.

3.5.7 Tvrzeni. Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na reverzi.
To znamend, je-li L bezkontextovy jazyk, pak také jazyk L je bezkontextovy. O

Zduvodnéni: Jazyk L je bezkontextovy, proto existuje bezkontextovd gramatika G = (N, 3, S, P),
kterd ho generuje. Gramatika Gg, ktera generuje jazyk L% je (N, ¥, S, Pg), kde

A—saePyp iff A—=aoff eP.

Nenf tézké dokazat, ze gramatika G generuje jazyk L.
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3.5.8 Tvrzeni. Tiida bezkontextovych jazyku je uzaviena na substituce.
Presngji: Mame ddny dvé abecedy ¥ a A a substituci o, kterd kazdému pismenu a € ¥ prifadi
bezkontextovy jazyk o(a) = L, nad abecedou A. Je-li Ly bezkontextovy jazyk nad abecedou X,

pak jeho obraz o(Lg) v substituci o je také bezkontextovy jazyk nad abecedou A. (Substituce byla
zavedena v m) O

Niastin diakazu: Mame ddnu CF gramatiku Gy = (Ng, X, So, Py) takovou, ze Ly = L(Gp) a
dédle pro kazdé a € ¥ bezkontextovou gramatiku G, = (N, A, S,, P,) takovou, ze L, = L(G,).
Predpokladejme, ze mnoziny neterminalu vSech gramatik jsou po dvou disjunktni.

Zkonstruujeme CF gramatiku G = (N, A, Sy, P) takto:

a) Mnozina netermindlu gramatiky G se skldda ze vsech neterminélua Gy a G,, a € ¥. Formalné
N =NoU|J{Ny|a € X}.

b) Pravidla gramatiky G se sklddaji ze vSech pravidel gramatik G, a pravidla Gy jsou upravena
tak, ze v pravych stranich je kazdy terminal a € X je nahrazen netermindlem S,. Pfesnéji
P =J{P.|a € ¥} UP’, kde pravidla P’ jsou tvofena vSemi pravidly z Py, ve kterych jsme
termindl a € ¥ nahradili netermindlem S,,.

Nenf tézké dokdzat, ze gramatika G generuje jazyk o(Lg).

3.5.9 Dusledek: Tiida bezkontextovych jazyku je uzaviena na homomorfismy. O

Protoze kazdy homomorfismus je zvlastnim piipadem substituce a protoze kazdy jazyk obsa-
hujici jedno slovo je bezkontextovy, vyplyva toto tvrzeni z|3.5.8

Uvedeme jesté jedno tvrzeni, ale jiz bez dukazu.

3.5.10 Tvrzeni. Ttida bezkontextovych jazyku je uzaviena na inversni homomorfni obrazy.

Presnéji: Je-li h homomorfismus abecedy ¥ do A* a je-li L bezkontextovy jazyk nad abecedou
A, pak h=1(L) je bezkontextovy jazyk nad abecedou . O

3.5.11 Dyckovy jazyky. Na zavér si priblizime, co ,,déla jazyk bezkontextovym*; jinymi slovy,
co je vSem bezkontextovym jazykum spoleéné. Jak uvidime z nésledujiciho tvrzeni, bezkontextové
jazyky (které nejsou reguldrni) v sobé obsahuji ,,spravné uzavorkovani* a prévé to popisuji Dyckovy
jazyky.

Definice. Bezkontextovy jazyk L se nazyvd Dyckiv jazyk, jestlize je generovan gramatikou
G =({S},%,5,P), kde ¥ = {a1,d,a2,d},...,an,a,} a P:

S —¢e|SS|a1Sd)| ... |anSal,.

Jedna se vlastné o jazyk ,spravné uzdvorkovanych vyrazu“, kde mame n ruznych otviracich zévorek
a; a zaviracich zévorek af.

3.5.12 Tvrzeni. Pro kazdy bezkontextovy jazyk L existuje regularni jazyk R, Dyckuv jazyk D
a homomorfismus h takovy, ze L = h(RN D). O

3.5.13 Greibachové normélni forma (tvar). Rekneme, ze CF gramatika G je v Greibachové
normdlnd formé (v Greibachové normdlnim tvaru), jestlize vsechna pravidla maji tvar:

A—aa, kdea€eX aac N*.

To znamend, Ze pravéd strana kazdého pravidla zacind jednim termindlem a po ném nasleduje
nékolik (tfeba i zaddny) netermindlu.

Uvédomte si, ze pro gramatiku v Greibachové normélni formé derivace slova délky n mé n
kroku. Také je ziejmé, ze gramatika v Greibachové normalnim tvaru vygeneruje pouze slova délky
aspon 1.
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3.5.14 Véta. Ke kazdému bezkontextovému jazyku L existuje CF gramatika v Greibachové
normalnim tvaru G takovéd, ze

L(G) = L\ {e}.
O

Tuto vétu dokdzeme pozdéji, nejprve ukazeme nékolik kroku, které se pii prevodu CF gramatiky
na Greibachové normélni tvar pouzivaji. Jednd se o spojeni pravidel a odstranéni levych rekurzi.
O levé rekurzi mluvime, jestlize gramatika mé pravidlo tvaru A — Aq, kde aw € (N U X)*.

3.5.15 Spojeni pravidel. Mdame CF gramatiku G a v ni pravidlo A — aBf. Jestlize
B—=y]|... 7%
jsou v8echna pravidla s levou stranou B, pak nahrazenim pravidla A — aBf pravidly

A—anf|..., |awps

dostaneme gramatiku, ktera generuje stejny jazyk jako G.

3.5.16 Odstranéni levé rekurze. Ptiedpokladejme, ze v CF gramatice G mame pravidla
A—>AO¢17 A—>AO¢27 ey A — Aay,

a pravidla
A= B, A= Bay ..., A= By

jsou vsechna ostatn{ pravidla (tj. 8; neza¢ind netermindlem A).

Pak tato pravidla nahradime pravidly
A= B, A= B2, Z = o, Z = o Z, i=1,...m, j=1,...,k;

kde Z je novy netermindl.

Timto nahrazenim dostaneme gramatiku generujici stejny jazyk, kterd jiz nema pro neterminal
A levou rekurzi.

3.5.17 Postup nalezeni gramatiky v Greibachové normdélnim tvaru. Mame nevy-
poustéci CF gramatiku G.

e Ocislujeme jeji netermindly, tj. N = {41, Aa,..., An}.

e Postupnym spojovanim pravidel a odstranovanim levé rekurze ziskdme pravidla, kde prava
strana zacina terminalem nebo jsou tvaru A; = Aja pro i < j.

e Postupnym spojovanim pravidel (od n do 1) dosdhneme toho, aby pravidla s levou stranou
A; méla tvar A; — aa, kde a € 2.

e Zajistime, aby pravidla obsahujic{ nové netermindly (vzniklé pii odstrafiovani levé rekurze)
také méla pozadovany tvar.

e Jestlize nyni mame termindlni symbol uvniti pravé strany nékterého pravidla, zavedeme za
néj novy netermindl.

Postup si ukazeme na piikladé.
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3.5.18 Priiklad. Je dana CF gramatika G pravidly

E—-E+T|T
T—>TxF|F
F—(E)|a

Gramatika je nevypoustéci, proto nejprve odstranime levou rekurzi pro neterminal E:

Ptidame novy neterminal Zg a zavedeme pravidla

Obdobné pro neterminal T’
T— F|FZr
Zr —> *F‘ x F Zp

Pro netermindl F' levou rekurzi neméme.

Sluc¢ovanim odstranime pravidla T — F'| F' Zp [uvédomte si, ze mame pravidla F' — (F) |a ]
T— (E)|al|l(E)Zr|aZy
Podobné nyni odstranime pravidla E — T Zg |T

Nyni zavedeme jesté novy netermindl X, ktery pouzijeme k tomu, abychom odstranili vyskyt
termindlu ) v pravidlech. Tim dostaneme gramatiku v Greibachové normélnim tvaru:

T = (EX |a|(EXZr|aZy
ZT—)*F‘ *FZT

F— (EX|a

X =)

3.6 Analyza shora

V jedné z minulych pfednasek jsme si ukdazali algoritmus CYK, ktery pro danou gramatiku v
Chomského normélnim tvaru a pro dané slovo rozhodne, zda je slovo gramatikou generovéno.
Velmi casto je potieba védét nejen, zda je slovo vygenerovano, ale znat i posloupnost pravidel
gramatiky, kterd byla pouzita v levé derivaci daného termindlniho slova. A pravé k tomuto tkolu
se Casto pouziva tak zvand analyza shora. Pro nékteré CF gramatiky je tato analyza jednoducha,

3.6.1 Analyza shora. Jiz vime, viz. véta [3.4.7] Ze ke kazdé CF gramatice G muzeme sestrojit
zdsobnikovy automat A takovy, ze jazyk piijimany A prazdnym zdsobnikem je jazyk L(G). Ptitom
zasobnikovy automat

e méi-li na vrcholu zdsobniku neterminal A nahradi ho na zasobniku nékterou pravou stranou
a pravidla A — «;

e ma-li na vrcholu zdsobniku termindl a a tento termindl se shoduje s ¢tenym vstupem slova,
odstranime a z vrcholu zasobniku a pfejdeme na vstupu na dalsi pismeno;

e mé-li na vrcholu zdsobniku termindl a a tento termindl se neshoduje s ¢tenym symbolem
slova, automat se netispésné zastavi.

Ukéazeme si postup na piikladé.

Marie Demlova: Jazyky, automaty a gramatiky 21. zar1 2023, 12:28



3.6. Analyza shora [280921-1228)] 53

3.6.2 Priiklad. Je dédna CF gramatika G pravidly:
S — aSa,S — bSH, S — c.

Tato gramatika generuje jazyk L = {wew® |w € {a,b}*}. Ocislujme jednotlivé pravidla
1. S — aSa
2. §—b5b
3.8 —¢

Derivace slova bacab € L(G) je
S = bSb = baSab = bacab,

kde jsme nejprve pouzili pravidlo 2, pak pravidlo 1 a na konec pravidlo 3.

V odpovidajicim zasobnikovém automatu postupujeme takto:
(g, bacab, S) b (g, bacab, bSb) & (q, acab, Sb) - (g, acab, aSab) - (g, cab, Sab) F

Jednotlivé kroky byly:

1. Pfepis neterminalu na vrcholu zdsobniku podle nékterého pravidla gramatiky.

2. V ptipadé, ze na vrcholu zasobniku byl termindlni symbol shodujici se s pravé ctenym
symbolem na vstupu, tzv. ,kraceni“, tj. prec¢teni symbolu na vstupu a odstranéni vrcholu
zasobniku.

Vysledkem analyzy je pak posloupnost ¢isel pravidel v poradi v jakém byla pouzita. Tedy v nasem
ptipadé je to posloupnost 2, 1, 3.

Uvédomte si, ze kdybychom pouzili jind pravidla v praci zdsobnikového automatu, vypocet by
skon¢il neuspésné.

K tomu, abychom spravné utvorili prijimajici vypocet zasobnikového automatu, potiebujeme
znét vysledek a to danou posloupnost ¢isel pravidel. Je-li jasné ze vstupniho slova (pismene, které
bude prvnf ¢telno), ze existuje pouze jediné pravidlo, které muze vést k tispéchu, je analyza snadn.

3.6.3 Jednoduché LL(1) gramatiky. Bezkontextovd gramatika G se nazyva jednoduchd LL(1)
gramatika, jestlize pro kazdé jeji pravidlo plati:
1. Prava strana kazdého pravidla zac¢ind terminalnim symbolem.

2. Jestlize dvé pravidla maji stejnou levou stranu, pak se lisi terminalnim symbolem, kterym
zaCind prava strana pravidla.

Pro jednoduché LL(1) gramatiky je lehké provadét analyzu shora. Mame-li na vstupu slovo
w = a16s...a, pak jako prvni ma smysl pouzit pouze pravidlo S — «, pro které a zacina
termindlem a; a takové pravidlo je nejvyse jedno. Po zkréceni vsech terminala, které se shodovaly
(alespori a; bylo mozné zkratit) se muze stét:

1. slovo pfijmeme (vyprazdnili jsme zdsobnik a soucasné precetli celé slovo),

2. na vrcholu zasobniku byl jiny terminédlni symbol nez byl ¢ten na vstupu nebo jsme precetli
celé slovo a nevyprazdnili zdsobnik — v tomto pfipadé automat netspésné skonci,

3. na vrcholu zdsobniku je neterminalni symbol A a na vstupu je symbol a;.

V piipadeé 3. z definice jednoduché LL(1) gramatiky vime, Ze existuje nejvyse jedno pravidlo A — 3,
kde a; je prvni symbol 5. Tedy opét mame nejvyse jednu moznost, jak postupovat, abychom se
dostali slovo w vygenerovali.

Prave popsany postup formalizuje pojem LL(1) analyzdtoru.
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3.6.4 Piiklad. Je ddna bezkontextovd gramatika G z pifkladu tj.
1. S —aSa
2. S —=bSb
3. 85—c¢

Jeji LL(1) analyzdtor je nasledujici tabulka:

a b c €
aSa,1 | bSb,2 | ¢,3 chyba
kratit | chyba | chyba | chyba
chyba | kratit | chyba | chyba
chyba | chyba | kratit | chyba
chyba | chyba | chyba | pfijmout

Mmoo e W»n

3.6.5 LL(1) analyzitor je v podstaté tabulka, kde fddky odpovidaji termindlim, neter-
minalim a prézdnému slovu, sloupce odpovidaji terminalum a préazdnému slovu.
V tabulce je:

e V iiadku oznacteném netermindlem X a sloupci oznac¢eném termindlem a pravé strana pravidla
X — aa € P a cislo tohoto pravidla, v pripadé, ze takové pravidlo existuje.

e V iddku oznaceném termindlem a a sloupci oznaceném stejnym termindlem a je kratit (tj. z
¢teného slova odstranime termindl a).

e V rddku oznaceném ¢ a sloupci oznaceném ¢ je pfijmout (vypocet tispésné skonéil a posloup-
nost pravidel uddva levou derivaci vstupniho slova).

e Ve v8ech ostatnich pfipadech je v tabulce chyba (vypocet skonéil neldspésné, nezvolili jsme
spradvné poradi pravidel nebo slovo nenf gramatikou generovéno).

3.6.6 LL(1) gramatiky. V nékterych pripadech muzeme LL(1) analyzdtor vytvorit i pro
gramatiky, které nejsou jednoduché LL(1) gramatiky. Staci, aby platilo, ze v piipadé, kdy ¢teme
na vstupu termindl a a v levé derivaci mame piepsat netermindl X, tak existuje nejvyse jedno
pravidlo, které muze vést k vygenerovani daného slova.

LL(1) gramatiky. Pouzivaji se k tomu ndsledujici pojmy.

Oznacme Fi(a) mnozinu vSech termindlnich symbolu a na néz za¢ind nékteré terminélni slovo
generované z «. V piipadé, Ze z « se d& vygenerovat prazdné slovo, e také patif do Fi(«).

LL(1) gramatika je zhruba feceno gramatika spliiujici:

1. Jestlize v gramatice G existuji dvé pravidla A — « a A —  se stejnou levou stranou, pak
pro kazdé dvé levé derivace S =* udAp a S =* vAx, u,v € I*, u,x € (N U X)* plati
Fi(ap) NFi(Bx) = 0.

2. Jestlize navic Fi(A) obsahuje e, pak Fi(u) je také disjunktni s Fi(ap) (a tedy i Fi(8x)).

(Tyto podminky zajisfuji, Zze podle vstupniho symbolu jednoznaéné pozname, které pravidlo je
mozné pouzit.)

3.6.7 Ijlohy algoritmicky fresSitelné pro bezkontextové gramatiky Pro bezkontextové
gramatiky jsou fesitelné néasledujici problémy:
a) Otédzka zda dand bezkontextové gramatika generuje neprazdny jazyk.

Zde staci provést prvni krok algoritmu redukce gramatiky. Jazyk generovany gramatikou je
neprézdny pravé tehdy, kdyz mnozina neterminali, ze kterych lze vygenerovat terminalni
slovo, obsahuje startovaci symbol.
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b) Pro danou bezkontextovou gramatiku G a slovo w zjistit, zda w € L(G).

Zde staci na priklad prevést gramatiku do Chomského normaélniho tvaru a algoritmus CYK
rozhodne, zda slovo je generovano nebo ne.

V dalsf uvidime, ze pro fadu dalsich otazek, napt. zda dvé bezkontextové gramatiky generuji
alespon jedno spole¢né slovo, algoritmus, ktery by je vytesil, neexistuje.

3.6.8 Kontextové gramatiky, kontextové jazyky Vime, ze jazyk L = {a"b"c"|n > 1}
neni bezkontextovy. Existuje vSak pro néj kontextova gramatika, kterd jej generuje (gramatiku si
ukdzeme na piednésce).

I kontextové jazyky maji svaj nastroj v podobé ,zobecnéného* automatu, ktery pfijima prave
je. Jedna se o specielni piipad Turingova stroje. Pojem Turingova stroje si priblizime v nasledujici
kapitole.
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Kapitola 4

Turingovy stroje

4.1 Turinguv stroj

V kapitole zabyvajici se gramatikami jsme uvedli Chomského hierarchii na klasifikaci gramatik a
jimi generovanych jazyku. Jednalo se o (viz 77

1. Gramatiky typu 0 a jazyky typu O; nejobecnéjsi gramatiky a jim odpovidajici jazyky.

2. Gramatiky typu 1 a jazyky typu 1, téz kontextové gramatiky a kontextové jazyky.

3. Gramatiky typu 2 a jazyky typu 2; téz bezkontextové gramatiky a bezkontextové jazyky.

4. Gramatiky typu 3 a jazyky typu 3; téz reguldrni (¢i levé linedrni) gramatiky a reguldrni (¢i

levé linedrni) jazyky.

Pro regularni jazyky existuji deterministické konecné automaty, které prijimaji pravé regularni
jazyky. Pro bezkontextové jazyky existuji zasobnikové automaty, které prijimaji pravé bezkontex-
tové jazyky. Turingovy stroje jsou ,stroje“, které ptijimaji pravé jazyky typu O.

Nejprve uvedeme Turinguv stroj neformélné a teprve potom uvedeme jeho formalni definici.

4.1.1 Turinguv stroj Turinguv stroj si muzeme predstavit takto: skldda se

e 7 fidici jednotky, kterd se muze nachdzet v jednom z koneéné mnoha stavi,

e potencidlné nekoneéné pasky rozdélené na jednotliva pole a

e hlavy, kterd umoznuje ¢ist obsah poli a pfepisovat obsah poli pasky.
Na zakladé informace X, ktera je prectena na pasce, a na zakladé stavu ¢, ve kterém se nachazi
fidici jednotka Turingova stroje, se fidici jednotka presune do stavu p, pole pasky pfepiSe na Y

a hlava se piesune bud doprava nebo doleva, nebo nemiiZze pokracovat a zastavi svou praci (tato
akce je popséna tzv. piechodovou funkef).

4.1.2 Formadlni definice. Turinguv stroj je sedmice (@, %, T, 0, qo, B, F), kde
o () je kone¢nd mnozina stavi,
e Y je konetnd mnozina vstupnich symbolu,

e ' je konetna mnozina paskovych symbolu, pfitom ¥ C T,

B je prazdny symbol (téz nazyvany blank), jednd se o pdskovy symbol, ktery nen{ vstupnim
symbolem, (tj. B € T'\ X),

J je prechodovéd funkce, tj. parcidlni zobrazen{ z mnoziny Q xI" do mnoziny (Q\F)xI'x{L, R},
(zde L znamend pohyb hlavy o jedno pole doleva, R znamend pohyb hlavy o jedno pole
doprava),

® gp € (Q je pocatecni stav a

F C @ je mnozina koncovych stavu.
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4.1.3 Konfigurace. Konfiguraci Turingova stroje plné popisuje obsah pésky, pozice hlavy na
pasce a stav, ve kterém se nachdzi fidici jednotka. Jestlize na pasce jsou v k polich symboly
X1 X5 ... Xk, vSechna pole s vétsim i mensim cislem jiz obsahuji pouze B, fidici jednotka je ve
stavu ¢ a hlava ¢te symbol X;, tak danou konfiguraci zapisujeme

X1X2 Xi—l quXi+1 Xk

4.1.4 Pocatek prace Turingova stroje. Na zaCatku prace se Turinguv stroj nachazi v
pocdteénim stavu qg, na pdsce md na n polich vstupnf slovo ajas ... a, (a; € X), ostatn{ pole
obsahuji blank B a hlava ¢te symbol a;. Tedy formélné je pocatecni konfigurace qpa; ... ay.

4.1.5 Krok Turingova stroje. Piedpokladejme, Zze se Turinguv stroj nachézi v konfiguraci
X1Xo ... X;1q9X; ... Xi. Pak v jednom kroku udéla nasledujici:

Jestlize 6(q, X;) = (p, Y, R), stroj se piesune do stavu p, na pasku napiSe symbol Y (misto X;)
a hlavu posune o jedno pole doprava. Formélné to zapisujeme:

X1X2 Xi—qui Xk FXlXQ Xi_1YpXi+1 Xk.
Jestlize je i = k a Turinguv stroj se ma posunout hlavu doprava, pak

X1X2 quFXlXQ Xk_1YpB

Jestlize 6(q, X;) = (p,Y, L), stroj napiSe na pasku Y (misto X;) a posune hlavu o jedno pole
doleva. Formélné to zapisujeme:

X1X2 Xifqui . Xk = X1X2 Xifngifly‘XviJrl Xk.
Jestlize je i = 1 a Turinguv stroj se ma posunout hlavu doleva, pak

¢X1Xo ... Xp FpBY Xo ... X

4.1.6 Vypocet Turingova stroje je posloupnost jeho kroku, kterd zac¢ind v pocateéni konfi-
guraci. Tedy jednd se o reflexivni a tranzitivni uzdvér H* relace - (na mnoziné vsech konfiguraci
daného Turingova stroje).

Rikame, ze se Turingiv stroj zastavil v pripadé, kdy nemuze udélat dalsi krok.

Poznamka. Je ziejmé, ze se Turinguv stroj nemusi vzdy nad vstupem zastavit. Muze se zacyklit,
ale také muze pracovat do nekoneéna, aniz by se zacyklil — napf. muze stale na konec pouzité pasky
pripisovat symbol. Na druhé strané se v koncovém stavu vzdy zastavi. V takovém piipadé fikdme,
ze se Turinguv stroj zastavi uspésné, zastvavi-li se v nekoncovém stavu, fikame, Ze se zastavil
neuspeésne.

4.1.7 Jazyk pfijimany Turingovym strojem. Vstupni slovo w € ¥* je prijato Turingovym
strojem praveé tehdy, kdyz se Turinguv stroj pfi praci na slové w dostane do koncového stavu. Tedy
formalné: slovo w € ¥* je prijato Turingoviym strojem pravé tehdy, kdyz

gow F* agf prongjaké g€ F a o, €.

Mnozina slov w € ¥*, které Turingtuv stroj piijima, se nazyva jazyk prijimany Turingovym
strojem M a zna¢ime ho L(M).

4.1.8 Poznamka. Existuje nékolik zakladnich modelu Turingova stroje. My jsme si vybrali ten,
ktery ma nekone¢nou péasku ,na obé strany®, posouva hlavu vzdy o jedno policko a v koncovém
stavu jiz nemuze provadét dalsi krok.

Jiné varianty jsou:

e pasau s pevnym levym okrajem. Pak je na zac¢atku prace Turingova stroje vstupni slovo
napsano vzdy na prvnich k£ polich pasky a hlava ¢te prvni pole pasky. V tomto modelu je
trochu obtiznéjsi navrh stroju, protoze je potieba dét pozor, aby Turinguv stroj nepiekrocil
levy okraj — pak by se netispésné zastavil.
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e Turinguv stroj muze kromé posunu hlavy doprava nebo doleva nechat hlavu stat. To znamen4,
ze po provedeni kroku ¢te hlava stejné pole jako v predchozim kroku.
e Piechodové funkce muze byt definovana i pro koncovy stav a néktery paskovy symbol.

Vsechny tyto modifikace ale neznamenaji zddny rozdil v tom, jaké jazyky jsou Turingovym strojem
piijaty.
4.1.9 Véta. Jestlize jazyk L je prijiman Turingovym strojem, pak k nému existuje gramatika
typu 0, kterd ho generuje.

Ke kazdé gramatice G typu 0 existuje Turinguv stroj, ktery ptijimd jazyk L(G). O

Dukaz této véty neuvadime.

4.1.10 Nedeterministicky Turingav stroj se od deterministického Turingova stroje lisi v
tom, ze prechodové funkce neurcuje nutné jen nejvyse jeden prechod, ale takovych prechodu muze
byt vice.

Formalné je rozdil pouze v definici ¢ a to

0:(Q\F)xTI' — Ps(Q xT' x {L, R}).

Plat{ véta, ze ke kazdému nedeterministickému Turingovu stroji M existuje deterministicky
Turinguv stroj M; tak, ze L(M) = L(My). To znamend, Ze nedeterministické Turingovy stroje
prijimaji také jen jazyky typu O.

4.1.11 Predchozi véta nam tika, ze Turingovy stroje jsou ,,vypocetnim modelem* pro jazyky
typu 0, tj. jazyky generované tou nejobecnéjsi gramatikou. Jiz vime, ze ,vypocetnim modelem*
reguldrnich jazyku jsou koneéné automaty, ,vypocCetnim modelem* bezkontextovych jazyku pak
zasobnikové automaty.

Obdobny model pro kontextové jazyky (tj. jazyky typu 1) jsou linedrné omezené automaty.
Jednd se v podstaté o Turinguv stroj, kde ovSem je mozné pouzivat pouze pole pasky, ve kterych se
nachézelo vstupni slovo. Jakékoli pfekroéeni at doprava nebo doleva znamen4 netispésné zastaveni.

4.2 Nerozhodnutelnost

V této sekei si ukdzeme, ze existuji jazyky / tlohy, pro které neexistuje Turinguv stroj, ktery by
je rozhodoval (a tudiz ani algoritmus, ktery by je Fesil).

4.2.1 Rekursivné spocetné jazyky. Rekneme, 7e jazyk L je rekursivné spocetny, jestlize
existuje Turinguv stroj M, ktery tento jazyk pfijima.

Jinymi slovy, M se pro kazdé slovo w, které patii do L, tispésné zastavi a pro slovo w, které
nepatif do L, se bud’ zastavi netispésné nebo se nezastavi viibec.

4.2.2 Rekursivni jazyky. Rekneme, ze jazyk L je rekursivni, jestlize existuje Turingiv stroj
M, ktery nejen prijimé jazyk L, ale na slovech, které nepatii do jazyka se zastavi netuspésné. V
takovém ptipadé fikdme, ze Turinguv stroj jazyk rozhoduje.

4.2.3 Definice. Jazykum, které nejsou rekursivni, ifkame, ze jsou nerozhodnutelné nebo algo-
ritmicky neresitelné.

4.2.4 Véta. Problém zastaveni Turingova stroje (tzv. halting problem) je algoritmicky nefesitelny;
tj. jeho jazyk je nerozhodnutelny. O

Dikaz je zalozen na nékolika konstrukcich/pozorovani:

e Nejprve se zkonstruuje univerzdlni Turinguv stroj, ktery umi simulovat praci libovolného
Turingova stroje nad libovolnym slovem.
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e Kdyby tento univerzdlni Turinguv stroj umél rozhodnout, zda se Turinguv stroj zastavi nad
néjakym vstupem, tak bychom také méli Turinguv stroj M, ktery by rozhodl, ze se Turinguv
stroj nad slovem nezastavi.

e Kdybychom nyni pustili M na vstup, ktery je kédem M, dostaneme spor — M by se mél
zastavit pravé tehdy, kdyz se nezastavi.

4.2.5 Postuv korespondené¢ni problém (PCP). Jsou ddny dva seznamy neprazdnych slov
A, B nad danou abecedou X.

A= (wy,wa,...,wg), B=(x1,z2,...,2),
kde w;,z; € ¥, i =1,2,..., k. Rekneme, Ze dvojice A, B md fesent, jestlize existuje posloupnost
i1,12,...,4, indexu, tj ¢; € {1,2,...,k}, takova, ze
Wiy Wiy + - Wi, = Tjy Tiy -+ - T

Otdzka: Ma dané instance feSeni?

4.2.6 Piiklady.

1. Jsou dany seznamy

1 2 3 4 S
A || 011 0 | 101 | 1010 | 010
B || 1101 | 00 | 01 00

Tato instance ma feSeni, naptr. 2,1,5 je
W2 W1 Wy = 0011010 = X2 X1 T, Ty X1 Ts.
Dalsimi feSenimi jsou napft. 2,1,1,3,5 nebo 2,1,1,4,1,5.

2. Jsou dany seznamy

A 11 | 0 | 101 | 1010 | 010
B j| 101 | 00 | 01 00 0

Tato instance nem4 feSeni.

4.2.7 Veéta. Kdyby byl algoritmicky reSitelny Postuv korespondenéni problém, byl by algorit-
micky TeSitelny i problém zastaveni Turingova stroje. O

Veétu nedokazujeme.

4.2.8 Dalsi algoritmicky nefesitelné ulohy:

1. Pro dané bezkontextové gramatiky G; a Go rozhodnout, zda obé generuji aspon jedno stejné
slovo, tj. zda L(G1) N L(Gs) # 0.

2. Pro dané bezkontextové gramatiky G; a G, rozhodnout, zda pfijimaji stejny jazyk, tj. zda
L(G1) = L(G2).

3. Pro danou bezkontextovou gramatiku G; rozhodnout, zda je viceznacna.

4. Pro danou bezkontextovou gramatiku G; rozhodnout, zda pfijima vSechna slova, tj. zda
L(G,) =%*.

5. Pro danou bezkontextovou gramatiku G; a reguldrni jazyk R rozhodnout, zda R C L(Gy).

4.2.9  Piipomenme, ze jsou algoritmicky feSitelné nasledujici lohy:
1. Zda dané bezkontextovd gramatika G generuje alespon jedno slovo; tj. zda L(G) # (.

2. Pro danou bezkontextovou gramatiku G a dané slovo w rozhodnout, zda G generuje w, tj.
zda w € L(G).

3. Pro danou bezkontextovou gramatiku G a reguldrni jazyk R rozhodnout, zda L(G) C R.
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