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Kapitola 1

Úvod

V přednášce se zaměř́ıme hlavně na konečný popis obecně nekonečných množin řetězc̊u symbol̊u
dané množiny A. Prvk̊um množiny A budeme ř́ıkat ṕısmena, řetězc̊um (konečným posloupnostem)
ṕısmen budeme ř́ıkat slova, množinám slov pak jazyky. Zaměř́ıme se na dva základńı typy popisu:
rozpoznáváńı a generováńı. Pro rozpoznáváńı využijeme pojem automatu, pro generováńı pak
pojem gramatiky.

Zhruba řečeno, automat postupně zpracovává vstupńı slovo a na základě stavu, do kterého se
dostane po přečteńı celého slova, rozhodne, zda slovo bylo přijato (do jazyka patř́ı) nebo nebylo
přijato (do jazyka nepatř́ı). S formálńı definićı automatu se setkáme v prvńı části.

Naproti tomu gramatika je vlastně soupis pravidel, jak
”
vygenerovat“ všechna slova jazyka.

Jako př́ıklad jazyka, pro který máme gramatiku, která jej generuje, uved’me např. správně utvořené
algebraické výrazy, nebo správně napsané programy v daném programovaćım jazyce. Gramatikám
(jako silněǰśımu nástroji než je jen konečný automat) se věnujeme v druhé polovině přednášky.

Dř́ıve než přistouṕıme ke studiu konečných automat̊u, připomeneme základńı pojmy týkaj́ıćı
se jazyk̊u.

1.1 Jazyky

1.1.1 Abeceda. Konečnou neprázdnou množinu Σ budeme nazývat abecedou. Prvky množiny
Σ nazýváme symboly, ṕısmeny apod.

1.1.2 Slovo nad abecedou. Pro danou abecedu Σ slovo nad Σ je libovolná konečná posloup-
nost prvk̊u abecedy Σ. Tedy např. pro Σ = {a, b} jsou aab, b, bbaba slova nad Σ.

Prázdné slovo, znač́ıme je ε, je posloupnost, která neobsahuje ani jeden symbol. �

1.1.3 Délka slova. Je dáno slovo nad abecedou Σ. Délka slova je rovna délce posloupnosti, tj.
počtu symbol̊u, které se ve slově nacházej́ı. Délku slova u znač́ıme |u|. �

Tedy, délka slova aab je rovna 3, délka slova b je 1, délka prázdného slova ε je 0.

V daľśım textu použ́ıváme ještě následuj́ıćı značeńı: pro slovo u nad abecedou Σ a c ∈ Σ symbol
|u|c označuje počet výskyt̊u symbolu c ve slově u. Tedy např. pro u = aab je |u|a = 2, |u|b = 1.

1.1.4 Zřetězeńı slov. Je dána abeceda Σ. Pro dvě slova u, v nad abecedou Σ definujeme operaci
zřetězeńı takto: Je-li u = a1a2 . . . an a v = b1b2 . . . bk, pak

u · v = a1a2 . . . anb1b2 . . . bk.

Často znak pro operaci zřetězeńı vynecháváme, ṕı̌seme tedy uv mı́sto přesněǰśıho u · v.

1.1.5 Tvrzeńı. Zřetězeńı slov je asociativńı operace na množině všech slov nad danou abecedou.
�
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1.1.6 Poznámka. Plat́ı, že každé slovo u = a1a2 . . . an nad abecedou Σ, vzniklo (postupným)
zřetězeńım slov délky 1, tj.

u = a1 · a2 · . . . · an.

Proto se někdy mı́sto slovo nad abecedou použ́ıvá termı́n řetězec.

1.1.7 Množiny Σ? a Σ+. Označ́ıme Σ? množinu všech slov nad abecedou Σ. (Speciálně prázdné
slovo patř́ı do Σ?.) Množina Σ? spolu s operaćı zřetězeńı tvoř́ı monoid, jehož neutrálńım prvkem
je prázdné slovo ε.

Označ́ıme Σ+ množinu všech neprázdných slov nad abecedou Σ. (Tj. Σ+ = Σ? \ {ε}.) Množina
Σ+ spolu s operaćı zřetězeńı tvoř́ı pologrupu. �

1.1.8 Vlastnosti operace zřetězeńı na Σ? a Σ+.

1. Zřetězeńı slov neńı komutativńı. Např. pro u = aab a v = b je uv = aabb, ale vu = baab.

2. Pro libovolná slova u a v nad stejnou abecedou plat́ı:

|uv| = |u|+ |v|.

1.1.9 Mocniny. Je-li u slovo nad abecedou Σ, pak definujeme mocniny slova u takto:

u0 = ε, ui+1 = uui pro každé i.

�
1.1.10 Podslovo, prefix, sufix. Je dáno slovo u. Řekneme, že slovo w je podslovem slova u,
jestliže existuj́ı slova x, y taková, že

u = xwy.

Slova x, y mohou být i prázdná. Speciálně, slovo u je podslovem sebe sama; ano u = εuε.

Jestliže
u = wy,

řekneme, že slovo w je prefix slova u.

Jestliže
u = xw,

řekneme, že slovo w je sufix slova u.

Jestliže neprázdné slovo w, w 6= u, je podslovo (resp. prefix, resp. sufix) slova u, pak w se
nazývá vlastńı podslovo, (resp. vlastńı prefix, resp. vlastńı sufix ) slova u. �

1.1.11 Jazyk nad abecedou. Je dána abeceda Σ. Jazyk L nad abecedou Σ je libovolná
množina slov, tj. L ⊆ Σ?. �

1.1.12 Poznámka. Je-li Σ abeceda, pak množina všech slov Σ? je spočetná. Jazyk̊u, jako
podmnožin spočetné množiny, je v́ıc – nespočetně mnoho.
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Kapitola 2

Konečné automaty

2.1 Deterministické konečné automaty

Konečné automaty se použ́ıvaj́ı v r̊uzných oborech. Jako př́ıklady můžeme uvést překladače, dále
se použ́ıvaj́ı při zpracováńı přirozeného jazyka, při návrźıch hardwaru, i daľśıch. M zde nejprve
vysvětĺıme konečný automat neformálně, poté ukážeme několik př́ıklad̊u a teprve poté zavedeme
formálńı definici konečného automatu.

2.1.1 Konečný automat je abstraktńı zař́ızeńı, které si pamatuje sv̊uj stav a reaguje na vněǰśı
podněty změnami svého stavu, přičemž všech možných stav̊u i všech možných podnět̊u je konečně
mnoho. Některé druhy automat̊u nav́ıc produkuj́ı výstup.

Ze všech zař́ızeńı, která jsou schopna si něco pamatovat (tj. u nichž budoućı činnost může být
ovlivněna historíı), jsou konečné automaty nejjednodušš́ı možné.

Jedńım z ćıl̊u teorie automat̊u je zjistit, jaké jsou hranice toho, co konečné automaty dovedou
a co už naopak je mimo jejich možnosti.

2.1.2 Množina stav̊u. Konečný automat se v každém okamžiku nacháźı v přesně jednom stavu,
který je prvkem konečné množiny stav̊u (obvykle značené ṕısmenem Q). Podstatné je, že kromě
svého stavu si konečný automat v̊ubec nic nepamatuje (tj. nepamatuje si, jak se do tohoto stavu
dostal).

Můžeme to formulovat i takto: Budoućı činnost automatu, tedy to, jak bude automat reagovat
na př́ı̌st́ı vstupńı podněty, obecně záviśı na dosavadńı historii, tedy na tom, co se s automatem
dělo v minulosti, ale informace o celé předchoźı historii je v konečném automatu zkoncentrována
do jediného stavu, ve kterém se ted’ automat nacháźı.

2.1.3 Vstupńı abeceda. Podněty, na které konečný automat reaguje, formalizujeme jako tzv.
vstupńı symboly, vstupńı ṕısmena, která jsou prvky tzv. vstupńı abecedy obvykle značené Σ.

Při praktickém použit́ı může být vstupńım symbolem např. znak přečtený ze vstupńıho souboru,
př́ıchod paketu v poč́ıtačové śıti, nebo stisk tlač́ıtka nějakého fyzického zař́ızeńı.

2.1.4 Změny stav̊u. V deterministickém konečném automatu je změna stavu jednoznačně
určena dosavadńım stavem a vstupńım symbolem, což lze formalizovat tzv. přechodovou funkćı
δ : Q × Σ → Q, která každému stavu q ∈ Q a každému vstupńımu symbolu x ∈ Σ přǐrazuje nový
stav.

Změna stavu se děje v okamžiku př́ıchodu vstupńıho symbolu. Mezi př́ıchody vstupńıch symbol̊u
a jimi vyvolanými změnami stav̊u se v automatu nic neděje.

2.1.5 Výstup. Výstup konečného automatu může záviset na dvojici stav, ve kterém se automat
nacháźı, a vstup podnět, na který automat reaguje. V takovém př́ıpadě mluv́ıme o Mealyho
automatu. Nebo výstup záviśı pouze na stavu, ve kterém se automat nacháźı — pak mluv́ıme
o Mooreově automatu. Jestliže výstupem Mooreova automatu je

”
stav je koncový“ nebo

”
stav neńı
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koncový“, můžeme rozdělit stavy na
”
koncové“, tj.

”
přij́ımaj́ıćı“, a

”
nekoncové“, tj.

”
nepřij́ımaj́ıćı“,

a hledat takové posloupnosti podnět̊u, po kterých automat skonč́ı v koncovém stavu. Posledńımu
typu konečného automatu budeme ř́ıkat deterministický konečný automat a zkracovat to na DFA
(Deterministic Finite Automaton). Ve starš́ı literatuře najdete i pojem

”
akceptor“.

2.1.6 Př́ıklad 1 – automat na kávu. Uvažujme zjednodušený př́ıklad automatu na kávu.
Automat přij́ımá mince 1 Kč, 2 Kč a 5 Kč. Automat vydává jediný druh kávy, káva stoj́ı 7 Kč.
Automat na tlač́ıtko s vrát́ı nevyužité peńıze. Tento př́ıklad uvedeme podrobněji.

Polož́ıme Q = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, Σ = {1, 2, 5, s}, Y = {K, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, přechodová a
výstupńı funkce jsou dány následuj́ıćı tabulkou:

1 2 5 s
0 1/0 2/0 5/0 0/0
1 2/0 3/0 6/0 0/1
2 3/0 4/0 0/K 0/2
3 4/0 5/0 1/K 0/3
4 5/0 6/0 2/K 0/4
5 6/0 0/K 3/K 0/5
6 0/K 1/K 4/K 0/6

V prvńım sloupci jsou stavy, ve kterých se automat může nacházet, v prvńım řádku jsou vstupńı
symboly. V řádku odpov́ıdaj́ıćım stavu q a sloupci se vstupem a je dvojice (nový stav, výstup). (K
znamená kávu, č́ıslo udává vrácené peńıze.)

2.1.7 Př́ıklad 2 – posuvný registr. Stavem je uspořádaná k-tice naposled přečtených sym-
bol̊u. Přečteńım daľśıho symbolu přejdeme do nové k-tice, tj. do nového stavu.

Na přednášce ukážeme posuvný registr, který realizuje celoč́ıselné děleńı čtyřmi daného č́ısla
v binárńım zápise čteném poč́ınaje nejvyšš́ım řádem.

2.1.8 Př́ıklad 3. Zjistit, zda se v daném slovu u (textu) vyskytuje podslovo aab (šablona), lze
konečným automatem.

V tomto př́ıkladě máme 4 stavy

• q0 bud’ jsme ještě nečetli žádný symbol nebo posledńı čtený symbol nebyl a a přečtená část
neobsahovala slovo aab jako podslovo;

• q1 přečtená část konč́ı jedńım a, ale ne dvěma a a přečtená část neobsahuje slovo aab jako
podslovo;

• q2 přečtená část konč́ı aa a neobsahuje slovo aab jako podslovo;
• q3 přečtená část slova obsahuje podslovo aab.

Stav q3 je koncovým (přij́ımaj́ıćım) stavem.

2.1.9 Základńı typy automat̊u. Obecně rozlǐsujeme čtyři typy automat̊u: Mealyho automat,
Moore̊uv automat, deterministický konečný automat DFA (akceptor) a automat bez výstupu. Pro
popis jazyk̊u se budeme zabývat hlavně deterministickými konečnými automaty – DFA.

Mealyho automat je šestice (Q,Σ, Y, δ, q0, λ). kde

• Q je konečná množina stav̊u,
• Σ je konečná neprázdná množina vstupńıch symbol̊u,
• Y je konečná neprázdná množina výstupńıch symbol̊u,
• q0 je počátečńı stav,
• δ je přechodová funkce, tj. zobrazeńı δ:Q× Σ→ Q,
• λ je výstupńı funkce, tj. zobrazeńı λ:Q× Σ→ Y . �

Př́ıkladem Mealyho automatu je např. automat na kávu 2.1.6.

Moore̊uv automat je šestice (Q,Σ, Y, δ, q0, β). kde Q, Σ, Y , δ a q0 maj́ı stejný význam v př́ıpadě
Mealyho automatu a β je značkovaćı funkce, tj. zobrazeńı β:Q→ Y . �
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Př́ıkladem Mooreova automatu je např. posuvný registr 2.1.7.

DFA, též akceptor, je je pětice (Q,Σ, δ, q0, F ), kde Q, Σ, δ a q0 maj́ı stejný význam jako v
př́ıpadě Mooreova automatu a F ⊆ Q je množina koncových (též přij́ımaj́ıćıch) stav̊u. �
Př́ıkladem DFA je např. automat z 2.1.8.

Poznámka. DFA je vlastně Moore̊uv automat, kde množina výstupńıch symbol̊u má dva prvky,
totiž Y = {0, 1}, a proto značkovaćı funkci β nahrazujeme množinou těch stav̊u, kterým značkovaćı
funkce přǐrazuje 1.

Automat bez výstupu je
”
společnou část́ı“ všech výše uvedených automat̊u; tj. jedná se o čtveřici

(Q,Σ, δ, q0). �

2.1.10 Stavový diagram. Kromě tabulky můžeme konečný automat zadat též stavovým dia-
gramem.

Je dán konečný automat s množinou stav̊u Q, množinou vstupńıch symbol̊u Σ a přechodovou
funkćı δ. Stavovým diagramem nazýváme orientovaný ohodnocený graf, jehož vrcholy jsou stavy
automatu (tj. V = Q) a orientovaná hrana vede z vrcholu q do vrcholu p právě tehdy, když
δ(q, a) = p. Taková hrana je ohodnocena a, je-li automat DFA nebo Moore̊uv; a je ohodnocená
dvojićı a/λ(q, a), je-li automat Mealyho.

Jestliže se jedná o Moore̊uv automat, vrcholy stavového diagramu jsou nav́ıc ohodnoceny
hodnotou značkovaćı funkćı β. Pro akceptor, tj. DFA, označujeme pouze množinu koncových stav̊u,
a to bud’ šipkou mı́̌ŕıćı ze stavu ven nebo jiným označeńım stav̊u, které patř́ı do množiny F .
Počátečńı stav q0 je označován šipkou mı́̌ŕıćı do něj.

2.1.11 Rozš́ı̌rená přechodová funkce popisuje chováńı automatu nejen nad jedńım vstupńım
symbolem, ale nad celým vstupńım slovem. Definujeme ji (jako řadu pojmů teorie automat̊u)
induktivně.

Definice. Je dán automat s množinou stav̊u Q, vstupńı abecedou Σ a přechodovou funkćı δ.
Rozš́ıřená přechodová funkce δ?:Q× Σ? → Q je definovaná induktivně takto:

1. δ?(q, ε) = q, pro všechna q ∈ Q,

2. δ?(q, ua) = δ(δ?(q, u), a), pro všechna q ∈ Q, a ∈ Σ, u ∈ Σ?.
�

2.1.12 Tvrzeńı. Je dán automat (Q,Σ, δ). Potom pro každý stav q ∈ Q a každá slova u, v ∈ Σ?

plat́ı
δ?(q, uv) = δ?(δ?(q, u), v).

�
Toto tvrzeńı se dokáže např. indukćı podle n = |u|+ |v|.
Neformálńı zd̊uvodněńı. Představte si práci konečného automatu ve stavu q nad slovem
u = a1a2 . . . ak jako sled ve stavovém diagramu, který zač́ıná ve stavu (vrcholu) q a je ohodnocen
postupně a1, a2, . . . , ak. Tento sled konč́ı ve stavu δ?(q, a1 . . . ak).

Přesněji: Označme q = p0 (což je δ?(q, ε)), p1 = δ(p0, a1) (což je δ?(q, a1)), p2 = δ(p1, a2) (což
je δ?(q, a1a2)), . . . , pk = δ(pk−1, ak) (což je δ?(q, a1 . . . ak)). Pak p0, p1, . . . , pk je sled, který zač́ıná
ve stavu q, je označen slovem a1, a2, . . . , ak a konč́ı ve stavu δ?(q, a1 . . . , ak).

Nyńı je tvrzeńı 2.1.12 zřejmé, jedná se totiž o
”
navázáńı“ dvou sled̊u – sledu z q do δ?(q, u) a

sledu z δ?(q, u) do δ?(q, uv).

2.1.13 Poznámka. Na konečný automat se můžeme d́ıvat ještě následuj́ıćım zp̊usobem: Je dána
vstupńı páska, která na začátku obsahuje vstupńı slovo. Dále je dána ř́ıd́ıćı jednotka, která pomoćı
čtećı hlavy čte (postupně odleva doprava) vstupńı symboly. Automat na základě stavu, ve kterém
se nacháźı ř́ıd́ıćı jednotka, a na základě vstupńıho symbolu, který čte hlava, změńı stav a posune
čtećı hlavu po vstupńı pásce o jedno pole doprava. Jestliže v okamžiku, kdy čtećı hlava

”
přečte“ celé

vstupńı slovo (hlava se dostane za posledńı symbol vstupńıho slova), je ř́ıd́ıćı jednotka v koncovém
stavu, automat slovo přijme, v opačném př́ıpadě automat slovo nepřijme.
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2.1.14 Jazyk přij́ımaný konečným automatem. Je dán DFAM = (Q,Σ, δ, q0, F ). Řekneme,
že slovo u ∈ Σ? je přij́ımáno automatem M , jestliže

δ?(q0, u) ∈ F.

Množina všech slov, které automat přij́ımá, se nazývá jazyk přij́ımaný M , znač́ıme ji L(M). Tedy,

L(M) = {w | δ?(q0, w) ∈ F}.

�

2.1.15 Regulárńı jazyky jsou jazyky, které jsou přij́ımány některým DFA.

Definice. Jazyk L nazveme regulárńı jazyk, jestliže existuje DFA M takový, že L = L(M). Tř́ıdu
všech regulárńıch jazyk̊u označujeme Reg. �
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