Kapitola 1
Uvod

V piedndsce se zaméiime hlavné na koneény popis obecné nekoneénych mnozin fetézcu symbolu
dané mnoziny A. Prvkam mnoziny A budeme fikat pismena, fetézcum (koneénym posloupnostem)
pismen budeme fikat slova, mnozinam slov pak jazyky. Zaméiime se na dva zakladni typy popisu:
rozpoznavani a generovani. Pro rozpozndvani vyuzijeme pojem automatu, pro generovani pak
pojem gramatiky.

Zhruba fe¢eno, automat postupné zpracovava vstupni slovo a na zakladé stavu, do kterého se
dostane po precteni celého slova, rozhodne, zda slovo bylo pfijato (do jazyka pati{) nebo nebylo
prijato (do jazyka nepatii). S formélni definici automatu se setkdme v prvni ¢ésti.

Naproti tomu gramatika je vlastné soupis pravidel, jak ,vygenerovat® vSechna slova jazyka.
Jako piiklad jazyka, pro ktery mame gramatiku, kterd jej generuje, uvedme napi. spravné utvorené
algebraické vyrazy, nebo spravné napsané programy v daném programovacim jazyce. Gramatikam
(jako silngjsimu ndstroji nez je jen konecény automat) se vénujeme v druhé poloviné predndsky.

Drtive nez pristoupime ke studiu koneénych automati, pfipomeneme zakladni pojmy tykajici
se jazyku.

1.1 Jazyky

1.1.1 Abeceda. Kone¢nou neprazdnou mnozinu ¥ budeme nazyvat abecedou. Prvky mnoziny
Y nazyvame symboly, pismeny apod.

1.1.2 Slovo nad abecedou. Pro danou abecedu ¥ slovo nad X je libovolna koneéna posloup-
nost prvku abecedy ¥. Tedy napf. pro ¥ = {a, b} jsou aab, b, bbaba slova nad X.

Prdzdné slovo, znacime je ¢, je posloupnost, kterd neobsahuje ani jeden symbol. O

1.1.3 Délka slova. Je dano slovo nad abecedou X. Délka slova je rovna délce posloupnosti, tj.
poctu symbolu, které se ve slové nachdzeji. Délku slova u zna¢ime |u]. O

Tedy, délka slova aab je rovna 3, délka slova b je 1, délka prazdného slova ¢ je 0.

V dalsim textu pouzivame jesté nasledujici znaceni: pro slovo u nad abecedou ¥ a ¢ € ¥ symbol
|u|. oznacuje pocet vyskyti symbolu ¢ ve slové u. Tedy napt. pro u = aab je |ul, = 2, |ul, = 1.

1.1.4 Ztetézenislov. Je ddna abeceda X. Pro dvé slova u, v nad abecedou ¥ definujeme operaci
zretézend takto: Je-li u = ajas...a, a v =bibs ... by, pak

U-V=aias...a,b1bs...bg.
Casto znak pro operaci zietézeni vynechdvame, piSeme tedy wv misto presnéjsiho u - v.

1.1.5 Tvrzeni. Zietézeni slov je asociativni operace na mnoziné vsech slov nad danou abecedou.
O

23. 741 2024, 10:33



2 [240923-1033) Kapitola 1. Uvod

1.1.6 Poznamka. Plati, ze kazdé slovo u = ajas...a, nad abecedou X, vzniklo (postupnym)
zietézenim slov délky 1, tj.
U=ay-ay- ... ay.

Proto se nékdy misto slovo nad abecedou pouziva termin retézec.
1.1.7 Mnoziny ¥* a ©*. Ozna¢ime ¥* mnozinu viech slov nad abecedou ¥. (Specidlné prazdné

slovo patii do ¥*.) Mnozina ¥* spolu s operaci zietézeni tvofi monoid, jehoz neutrdlnim prvkem
je prazdné slovo ¢.

Ozna¢ime Y1 mnozinu vSech neprazdnych slov nad abecedou X. (Tj. ¥+ = ¥*\ {¢}.) Mnozina
3+ spolu s operaci zfetézeni tvoi{ pologrupu. O
1.1.8 Vlastnosti operace zfetézeni na X* a .

1. Ztetézeni slov neni komutativni. Napft. pro u = aab a v = b je uv = aabb, ale vu = baab.

2. Pro libovolna slova v a v nad stejnou abecedou plati:
uv| = |ul + |v].

1.1.9 Mocniny. Je-li u slovo nad abecedou X, pak definujeme mocniny slova u takto:

u’ =g, w = wu® pro kazdé i.

O

1.1.10 Podslovo, prefix, sufix. Je déno slovo u. Rekneme, 7e slovo w je podslovem slova u,
jestlize existuji slova z, y takova, ze
u = Twy.

Slova z, y mohou byt i prazdnd. Specidlné, slovo u je podslovem sebe sama; ano u = cue.

Jestlize
u = wy,
rekneme, ze slovo w je prefiz slova u.
Jestlize
u = zw,

tekneme, ze slovo w je sufiz slova u.
Jestlize neprazdné slovo w, w # wu, je podslovo (resp. prefix, resp. sufix) slova u, pak w se

nazyva vlastni podslovo, (resp. vlastni prefix, resp. vlastni sufiz) slova w. O

1.1.11 Jazyk nad abecedou. Je dédna abeceda Y. Jazyk L nad abecedou X je libovolnd
mnozina slov, tj. L C ¥*. O

1.1.12 Poznamka. Je-li ¥ abeceda, pak mnozina vSech slov ¥* je spocetnd. Jazyku, jako
podmnozin spocetné mnoziny, je vic — nespoc¢etné mnoho.
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Kapitola 2

Konecné automaty

2.1 Deterministické konecné automaty

Konecéné automaty se pouzivaji v ruznych oborech. Jako piiklady muzeme uvést pirekladace, déle
se pouzivaji pii zpracovani prirozeného jazyka, pii navrzich hardwaru, i dalsich. M zde nejprve
vysvétlime koneény automat neformalné, poté ukdzeme nékolik piikladu a teprve poté zavedeme
formélni definici kone¢ného automatu.

2.1.1 Koneény automat je abstraktni zafizeni, které si pamatuje svij stav a reaguje na vnéjsi
podnéty zménami svého stavu, pficemz vsech moznych stavu i v8ech moznych podnétu je koneéné
mnoho. Nékteré druhy automatu navic produkuji vystup.

Ze vSech zafizeni, kterd jsou schopna si néco pamatovat (tj. u nichz budouci ¢innost muze byt
ovlivnéna historif), jsou kone¢éné automaty nejjednodussi mozné.

Jednim z cilu teorie automatu je zjistit, jaké jsou hranice toho, co kone¢né automaty dovedou
a co uz naopak je mimo jejich moznosti.

2.1.2 Mnozina stavid. Konecny automat se v kazdém okamziku nachézi v pfesné jednom stavu,
ktery je prvkem koneéné mnoziny stavi (obvykle znac¢ené pismenem Q). Podstatné je, ze krome
svého stavu si koneény automat vubec nic nepamatuje (tj. nepamatuje si, jak se do tohoto stavu
dostal).

Muzeme to formulovat i takto: Budouci ¢innost automatu, tedy to, jak bude automat reagovat
na pristi vstupni podnéty, obecné zavisi na dosavadni historii, tedy na tom, co se s automatem
délo v minulosti, ale informace o celé predchozi historii je v koneé¢ném automatu zkoncentrovana
do jediného stavu, ve kterém se ted automat nachdzi.

2.1.3 Vstupni abeceda. Podnéty, na které konecny automat reaguje, formalizujeme jako tzv.
vstupni symboly, vstupni pismena, kterd jsou prvky tzv. vstupni abecedy obvykle znacené 3.

P#i praktickém pouziti muze byt vstupnim symbolem napf. znak precteny ze vstupniho souboru,
ptichod paketu v pocitacové siti, nebo stisk tlacitka néjakého fyzického zafizeni.

2.1.4 Zmény stavi. V deterministickém konetném automatu je zména stavu jednoznaéné
uréena dosavadnim stavem a vstupnim symbolem, coz lze formalizovat tzv. prechodovou funkci
0:Q x X — @, kterd kazdému stavu g € @ a kazdému vstupnimu symbolu = € ¥ pfifazuje novy
stav.

Zmeéna stavu se déje v okamziku prichodu vstupniho symbolu. Mezi piichody vstupnich symbola
a jimi vyvolanymi zménami stavu se v automatu nic nedéje.

2.1.5 Vystup. Vystup koneéného automatu muze zdviset na dvojici stav, ve kterém se automat
nachézi, a vstup podnét, na ktery automat reaguje. V takovém ptipadé mluvime o Mealyho
automatu. Nebo vystup zavisi pouze na stavu, ve kterém se automat nachazi — pak mluvime
o Mooreové automatu. Jestlize vystupem Mooreova automatu je ,stav je koncovy“ nebo ,stav neni
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4 [240923-1053] Kapitola 2. Kone¢né automaty

koncovy“, muzeme rozdélit stavy na ,koncové®, tj. ,pfijimajici“, a ,nekoncové®, tj. ,nepiijimajici“,
a hledat takové posloupnosti podnétu, po kterych automat skonéi v koncovém stavu. Poslednimu
typu konecného automatu budeme fikat deterministicky koneény automat a zkracovat to na DFA
(Deterministic Finite Automaton). Ve starsi literatufe najdete i pojem ,akceptor®.

2.1.6 Piiklad 1 — automat na kavu. Uvazujme zjednoduSeny piiklad automatu na kavu.
Automat pfijimé mince 1 K¢, 2 K¢ a 5 Ké. Automat vyddva jediny druh kavy, kéva stoji 7 Ké.
Automat na tlac¢itko s vrati nevyuzité penize. Tento piiklad uvedeme podrobnéji.

Polozime @ = {0,1,2,3,4,5,6}, ¥ = {1,2,5,s}, ¥ = {K,0,1,2,3,4,5,6}, prechodovd a
vystupni funkce jsou dany nasledujici tabulkou:

1 2 5 | s
1/0 | 2/0 | 5/0 | 0/0
2/0 | 3/0 | 6/0 | 0/1
3/0 | 4/0 | 0/K | 0/2
4/0 | 5/0 | 1/K | 0/3
5/0 | 6/0 | 2/K | 0/4
6/0 | 0/K | 3/K | 0/5
0/K | 1/K | 4/K | 0/6

ST W= O

V prvnim sloupci jsou stavy, ve kterych se automat muze nachazet, v prvnim fadku jsou vstupni
symboly. V fddku odpovidajicim stavu g a sloupci se vstupem a je dvojice (novy stav, vystup). (K
znamend kdvu, ¢islo uddva vrécené penize.)

2.1.7 Priiklad 2 — posuvny registr. Stavem je usporadand k-tice naposled pfeétenych sym-
bolu. Pre¢tenim dalsitho symbolu piejdeme do nové k-tice, tj. do nového stavu.

Na prednasce ukdzeme posuvny registr, ktery realizuje celo¢iselné déleni ¢tyimi daného c¢isla
v bindrnim zapise ¢teném pocinaje nejvyssim Fadem.

2.1.8 Piiklad 3. Zjistit, zda se v daném slovu u (textu) vyskytuje podslovo aab (Sablona), lze
koneénym automatem.
V tomto prikladé mame 4 stavy

e ¢o bud jsme jesté necetli zadny symbol nebo posledni éteny symbol nebyl a a piectend ¢ast
neobsahovala slovo aab jako podslovo;

e g1 preCtend ¢ast konéi jednim a, ale ne dvéma a a prectend ¢ast neobsahuje slovo aab jako
podslovo;

e (5 prectend ¢ast konéi aa a neobsahuje slovo aab jako podslovo;

e (3 prectend ¢ast slova obsahuje podslovo aab.

Stav g3 je koncovym (pfijimajicim) stavem.

2.1.9 Zakladni typy automatia. Obecné rozlisujeme ¢tyfi typy automati: Mealyho automat,
Mooretv automat, deterministicky koneény automat DFA (akceptor) a automat bez vystupu. Pro
popis jazykl se budeme zabyvat hlavné deterministickymi koneénymi automaty — DFA.

Mealyho automat je Sestice (Q,2,Y,d,qo, ). kde
e () je konetnd mnozina stavu,
¥ je koneénd neprazdnd mnozina vstupnich symboli,
Y je kone¢na neprazdna mnozina vystupnich symbolu,
qo je pocatecni stav,
0 je prechodové funkce, tj. zobrazeni §: Q x ¥ — @,
A je vystupni funkce, tj. zobrazeni A: Q x ¥ — Y. 0

Prikladem Mealyho automatu je napf. automat na kdvu [2.1.6]

Mooretuv automat je Sestice (Q,X,Y, 0, qo, 8). kde Q, 3, Y, 0 a go maji stejuy vyznam v piipadé
Mealyho automatu a 8 je znackovaci funkce, tj. zobrazeni 5:Q — Y. O
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Prikladem Mooreova automatu je napt. posuvny registr 2.1.7]

DFA, téz akceptor, je je pétice (Q,3,0,qo, F), kde @, 3, § a go maji stejny vyznam jako v
piipadé Mooreova automatu a F C @ je mnozina koncovych (téz piijimajicich) stavi. O
Piikladem DFA je napt. automat z[2.1.8

Pozndmka. DFA je vlastné Mooreuv automat, kde mnozina vystupnich symboli mé dva prvky,
totiz Y = {0, 1}, a proto znackovaci funkci § nahrazujeme mnozinou téch stavi, kterym znackovact
funkce prifazuje 1.

Automat bez vystupu je ,spoleénou ¢asti“ viech vyse uvedenych automati; tj. jedné se o ¢tverici
(Q7 Ea 57 QO) . O

2.1.10 Stavovy diagram. Kromé tabulky muzeme koneény automat zadat téz stavovym dia-
gramem.

Je dan koneény automat s mnozinou stavu (), mnozinou vstupnich symboli ¥ a pfechodovou
funkei §. Stavovym diagramem nazyvame orientovany ohodnoceny graf, jehoz vrcholy jsou stavy
automatu (tj. V = @) a orientovand hrana vede z vrcholu ¢ do vrcholu p pravé tehdy, kdyz
0(q,a) = p. Takovd hrana je ohodnocena a, je-li automat DFA nebo Mooreuv; a je ohodnocena
dvojici a/A(gq, a), je-li automat Mealyho.

Jestlize se jednd o Mooreuv automat, vrcholy stavového diagramu jsou navic ohodnoceny
hodnotou znackovaci funkei 5. Pro akceptor, tj. DFA, ozna¢ujeme pouze mnozinu koncovych stavu,
a to bud §ipkou mifici ze stavu ven nebo jinym oznadenim stavii, které patii do mnoziny F.
Pocatecni stav qg je oznacovan Sipkou mitici do néj.

2.1.11 Rozsifena prechodova funkce popisuje chovani automatu nejen nad jednim vstupnim
symbolem, ale nad celym vstupnim slovem. Definujeme ji (jako fadu pojmu teorie automatii)
induktivneé.

Definice. Je ddn automat s mnozinou stavi @, vstupni abecedou X a prechodovou funkei §.
Rozsirend prechodovd funkce §*:Q x ¥* — @ je definovand induktivné takto:

1. 6*(q,€) = q, pro viechna q € Q,

2. 5*(q,ua) = §(6*(q,u),a), pro véechna ¢ € Q, a € &, u € ¥*. -

2.1.12 Tvrzeni. Je ddn automat (Q, X, ). Potom pro kazdy stav ¢ € @ a kazda slova u,v € 3*
plati
0% (q,uv) = 6"(6"(q,u), v).
O
Toto tvrzeni se dokédze napf. indukei podle n = |u| + |v].

Neformalni zdavodnéni. Predstavte si praci kone¢ného automatu ve stavu ¢ nad slovem
u = aiasz...a; jako sled ve stavovém diagramu, ktery zacing ve stavu (vrcholu) ¢ a je ohodnocen
postupné ay, asg, ..., ai. Tento sled konéi ve stavu 6*(q, a1 ... ag).

Pfesnéji: Oznacme g = po (coz je 6*(q,€)), p1 = d(po, a1) (coz je 6*(q,a1)), p2 = d(p1, az) (coz
je 0*(q,a1a2)), ..., Pk = 6(pr—1,ar) (coz je §*(q,aq ...ax)). Pak po,p1,...,pk je sled, ktery zac¢ina
ve stavu ¢, je oznacen slovem ay, as, ..., ar a konéf ve stavu 6*(q,a; ..., ax).

Nyni je tvrzenf[2.1.12] zfejmé, jednd se totiz o ,navdzani* dvou sledu — sledu z ¢ do §*(q,u) a
sledu z 0*(q,u) do 6*(q, uv).

2.1.13 Poznamka. Na koneény automat se muzeme divat jesté nasledujicim zpusobem: Je ddna
vstupni paska, kterd na zacidtku obsahuje vstupni slovo. Déle je dana fidici jednotka, ktera pomoci
¢tecf hlavy ¢te (postupné odleva doprava) vstupni symboly. Automat na zdkladé stavu, ve kterém
se nachézi tidici jednotka, a na zdkladé vstupniho symbolu, ktery ¢te hlava, zméni stav a posune
¢teci hlavu po vstupni pésce o jedno pole doprava. Jestlize v okamziku, kdy ¢teci hlava ,,precte® celé
vstupni slovo (hlava se dostane za posledni symbol vstupniho slova), je fidic{ jednotka v koncovém
stavu, automat slovo prijme, v opacném piipadé automat slovo nepiijme.
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2.1.14 Jazyk pfijimany koneénym automatem. Je dén DFA M = (Q, %, 6, qo, F). Rekneme,
ze slovo u € ¥* je prijimdno automatem M, jestlize

0*(qo,u) € F.
Mnozina vsech slov, které automat piijimé, se nazyva jazyk prijimany M, znacime ji L(M). Tedy,

L(M) = {w][5" (g0, w) € F}.

2.1.15 Regularni jazyky jsou jazyky, které jsou pfijimany nékterym DFA.

Definice. Jazyk L nazveme reguldrni jazyk, jestlize existuje DFA M takovy, ze L = L(M). Tiidu
vSech regularnich jazyku oznac¢ujeme Reg. O
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