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V minulé pfednésce jsme zavedli reguldrni jazyky jako ty jazyky L, pro které existuje kone¢ny
automat (DFA) M, ktery piijimé jazyk L. Nejdiive si ukdzeme jednu vlastnost, kterou kazdy
reguldrn{ jazyk mé (pumping lemma), potom vlastnost, kterd reguldrni jazyky plné charakterizuje
(Nerodova véta).

Zatneme nutnou podminku pro to, aby dany jazyk byl regularni. Tvrzeni se také nazyva
lemma o vkladani. Poznamenejme, Ze tato podminka neni postacujici.

2.1.16 Pumping lemma pro regularni jazyky. Pro kazdy reguldrni jazyk L nad abecedou
Y existuje prirozené ¢islo n s touto vlastnosti:

Kazdé slovo u € L, které je delsi nez n, 1ze rozdélit na tii slova u = zwy tak, ze

1. |zw| < n,
2. wH#e
3. a pro kazdé prirozené ¢islo ¢ = 0,1, ... plati zw'y € L.
O
Diive nez pumping lemma dokézeme, ukazme, jak se dé toto tvrzeni vyuzit. Z toho, ze se jedna
pouze o nutnou podminku, vyplyva, Ze je mozno jej vyuzit pouze pro dukaz, ze néjaky jazyk neni
regularni.

2.1.17 Fakt. Jazyk L ={0™1™; m > 0} neni reguldrni jazyk. O

Zduavodnéni. Kdyby L byl regularni jazyk, muselo by existovat pfirozené ¢islo n s vlastnostmi 1
az 3 z pumping lemmatu [2.1.16} Ukazeme, Ze to vede ke sporu.

Predpokladejme, ze takové ¢islo n existuje. Vezmeme slovo u = 0™ 1", které je délky 2n, coz
je vic nez n. Podle pumping lemmatu lze u rozlozit na tfi slova v = xwy s vlastnostmi 1 az 3.
Ukéazeme, ze to neni mozné.

Vime, Ze zw je prefix slova u a |zw| < n, proto se slovo zw sklddd ze samych 0. Navic w # ¢,
musi proto w = 0% po néjaké k > 1. Pak ale slovo zw?y = 0"¥1™ nem4 stejny pocet 0 i 1, tj.
nelezi v jazyce L, ale podle pumping lemmatu by v L lezet mélo. Odvodili jsme spor; chyba byla
v tom, ze jsme predpokladali, ze L je regularni. jazyk.

2.1.18 Myslenka dukazu pumping lemmatu. Uvazujme libovolny regularni jazyk L. Protoze
L je regulérni, existuje DFA M = (Q, X%, §, qo, F), ktery tento jazyk ptijimé (tj. L = L(M)).

Oznacme n pocet jeho stavi. Vezméme libovolné slovo u € L délky vétsi nez n. Sled ve stavovém
diagramu, ktery odpovidd praci automatu nad slovem u, musi obsahovat cyklus, protoze ma vice
hran nez je jeho pocet stavi, tudiz to nemuze byt cesta. Ozna¢me

e x slovo, které odpovida té ¢asti sledu, nez poprvé vstoupime do prvniho cyklu,
e w slovo, které odpovida jednomu pruchodu timto cyklem, a
e y slovo, které odpovida zbylé ¢asti sledu.

Neni tézké se presvédcit, ze slova x, w,y spliuji vSechny vlastnosti z pumping lemmatu.

Poznamka. Jak uz jsme uvedli, podminka z pumping lemmatu je pouze nutnd, neni postacujici.
Nésledujici véta plné charakterizuje regularni jazyky, tj. jazyky, které jsou pfijimany koneénym
automatem.

2.1.19 Nerodova véta. Je dan jazyk L nad abecedou X. Pak L je reguldrni jazyk pravé tehdy,
kdyz existuje ekvivalence T' na mnoziné vSech slov X* takova, ze

1. L je sjednoceni nékterych t¥id ekvivalence T

2. Jestlize pro néjakd slova u,v € X* plati u T v, pak pro kazdé slovo w € X* plati také
ww T vw.

3. T mé pouze kone¢né mnoho tiid ekvivalence.

O
Poznamenejme, ze druhd podminka vlastné fiké, ze ekvivalence T je prava kongruence monoidu
(X, -,e).
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Myslenka dukazu. Jestlize je jazyk L reguldrni, pak existuje DFA M = (Q, X%, d, qo, F'), takovy,
ze L = L(M). Definujme relaci T' na ¥* takto:

uT v prave tehdy, kdyz 6" (qo,u) = 6*(qo,v).
Neni tézké ukazat, ze takto definovand relace spliuje vsechny podminky Nerodovy véty.

Predpokladejme, ze pro jazyk L existuje ekvivalence T splnujici vSechny podminky z Nerodovy
véty. Oznacme [u]r tifdu ekvivalence T obsahujici slovo u. Definujme DFA M = (Q, %, 4, qo, F)
takto:

Q=Alulr;ueX}, q=Ilr, F={[ur;[ur C L}
d([u]r,a) = [ualr pro kazdé a € X.
Neni tézké ukazat, ze DFA M pfijima jazyk L. O

2.1.20 Poznamka. Nerodova véta se také da pouzit k tomu, abychom ukazali, ze néktery jazyk
neni reguldrni. Ukédzeme si to na piikladu.

Fakt. Jazyk L = {0™ 1™ ; m > 0} nenf reguldrni jazyk.

Zdavodnéni. Piedpokladejme, ze jazyk L je regularni. Pak existuje ekvivalence T' s vlastnostmi
z Nerodovy véty 2.1.19] Uvazujme slova

0,0%,0%,0%,...,0",...

Téchto slov je nekonetné mnoho a ekvivalence T méd pouze koneéné mnoho tiid, proto museji
existovat pfirozend éisla 4, k, i # k, takové, ze 0° T 0F.

Protoze ekvivalence T splituje druhou podminku z Nerodovy véty, musi platit 0w T° 0w pro
kazdé slovo w. Zvolme w = 1°. pak dostavame

0°1° T 0%1°.

Ovéem slovo 0°1% patif do jazyka L, kdezto slovo 0F1° do jazyka L nepatii. To je ale v rozporu
s prvini podminkou z Nerodovy véty; totiz, ze jazyk L je sjednocenim nékterych t¥id ekvivalence
T. Proto jazyk L neni regularni. O

2.1.21 Jak dokazat, ze dany automat pFijima dany jazyk. Obvykle neni problém vymys-
let si pro dany regularni jazyk L néjaky automat, problém je dokdzat, ze funguje, tj. ze prijima
spravny jazyk.

Vyzkousenim ¢innosti automatu na nékolika piikladech 1ze prokézat, ze automat funguje Spatné
(pfijimé, co neméd, nebo nepfijimd, co md), ale nelze prokdzat, ze na vsech nekoneéné mnoha slovech
funguje dobrte.

Jednou z moznosti, jak dokazat, ze automat prijima dany jazyk, je vyuziti Nerodovy véty —
metoda invariantu.

Kazdému stavu ¢ prifadime presny popis vSech slov, které prevedou pocatecni stav qg do stavu
q. Tim popiSseme jednotlivou tiidu ekvivalence T' z Nerodovy véty. To se vétsinou déla pomoci
formule I, (u) (kde slovo u je proménnd); a tuto formuli nazveme invariantem pro stav ¢. Abychom
opravdu dokdzali, ze na$ automat pracuje spravneé, je tieba, aby:

1. Prézdné slovo spliiovalo invariant I,, poc¢ateéniho stavu go.

2. Kazdé slovo u nad vstupni abecedou spliiovalo pravé jeden invariant (tj. kazdé slovo u lezi v
pravé jedné tiide ekvivalence T').

3. Pro kazdy stav ¢ a kazdy vstupni symbol z platila implikace JestliZe slovo u odpovidd
invariantu 1,(u), pak slovo ux odpovidd invariantu Is(q . (uz).
Tj.
Iq(u) = Ig(qym) (um)
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4. Pro kazdé slovo nad vstupni abecedou platilo, ze u € L pravé tehdy, kdyz u spliiuje invariant
pro néktery koncovy stav ¢ € F' (tj. platilo I(u) pro néjaky koncovy stav g).

Vymyslet invarianty nemusi byt uplné snadné, ale jsou-li jiz vymysleny, pak ovéfeni vySe
uvedenych podminek je jiz rutinni zalezitosti.

2.1.22 Ekvivalentni automaty. Pro jeden regularni jazyk muze existovat vice DFA, které
tento jazyk pfijimaji. Nejlepsi by bylo, kdybychom byli schopni najit ten ,nejjednodussi“ automat
mezi nimi. Pro deterministické automaty to je mozné — ukazeme postup, jak najit redukovany
automat k danému DFA a ukazeme, Ze jestlize dva automaty pfijimaji stejny jazyk, pak k nim
redukované automaty se lis{ pouze piejmenovanim stavi (jsou isomorfnf). Dokonce i pfejmenovéni
stavu (isomorfismus) se dé najit jednoduchym algoritmem. Diive nez redukované automaty zave-
deme, uvedeme pojem ekvivalentnich automatu.

Definice. Rekneme, 7e dva automaty M; a Mo jsou ekvivalentnd, jestlize prijimaji stejny jazyk,
tj. jestlize L(My) = L(Ms). O

V dalsim textu ukdzeme, jak k danému DFA najit automat, ktery je ,,co nejjednodussi a ktery
pfijima stejny jazyk. To bude pravé redukovany automat.

Postup rozdélime na dva kroky: 1) Nejprve z automatu odstranime nedosazitelné stavy; 2) pak
stavy, které ,nerozlisime“ néjakym vstupnim slovem, prohldsime za ekvivalentni — tj. ,za stejné®.

2.1.23 Dosazitelné stavy. Je dén DFA M = (Q,%,4,qo, F). Rekneme, ze stav ¢ € Q je
dosaZitelny, jestlize existuje slovo u € ¥* takové, ze 0*(go, u) = q. O

Jinymi slovy, stav g je dosazitelny, jestlize je dosazitelny z pocateéniho stavu gy ve stavovém
diagramu automatu M (tj. z qo vede do ¢ orientovany sled).

Je ztejmé, ze stavy, které nejsou dosazitelné, nemaji vliv na jazyk, ktery dany automat pfijima.

2.1.24 Postup nalezeni dosazitelnych stavi. Mnozinu dosazitelnych stavi najdeme napft.
nasledujicim postupem, ktery je vlastné prohledavani do sitky stavového diagramu.

Qo = {q}
repeat
Qit1:=QiU{d(q,a); ¢ € Qs,a € X}

until Q1 = Q-
return Q' = Q;

2.1.25 Ekvivalence stavii ~. Mame ddan DFA M = (Q, X%, 6, qo, F). Rekneme, ze dva stavy
P, q € Q jsou ekvivalentni, jestlize pro kazdé slovo u € ¥* plati

0*(p,u) € F préave tehdy, kdyz 0*(¢q,u) € F.
Fakt, ze dva stavy p a ¢ jsou ekvivalentni, zapisujeme p ~ q. O

2.1.26 Redukovany automat. Nyni pfistoupime k definici redukovaného automatu.

Definice. Je ddn DFA M (Q,%,9,q,F). Rekneme, 7ze M je redukovany, jestlize nemé
nedosazitelné stavy a zadné jeho dva ruzné stavy nejsou ekvivalentni. O

Jinymi slovy, jestlize ekvivalence ~ je identicka ekvivalence na mnoziné stavu Q.
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