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V minulé přednášce jsme zavedli regulárńı jazyky jako ty jazyky L, pro které existuje konečný
automat (DFA) M , který přij́ımá jazyk L. Nejdř́ıve si ukážeme jednu vlastnost, kterou každý
regulárńı jazyk má (pumping lemma), potom vlastnost, která regulárńı jazyky plně charakterizuje
(Nerodova věta).

Začneme nutnou podmı́nku pro to, aby daný jazyk byl regulárńı. Tvrzeńı se také nazývá
lemma o vkládáńı. Poznamenejme, že tato podmı́nka neńı postačuj́ıćı.

2.1.16 Pumping lemma pro regulárńı jazyky. Pro každý regulárńı jazyk L nad abecedou
Σ existuje přirozené č́ıslo n s touto vlastnost́ı:

Každé slovo u ∈ L, které je deľśı než n, lze rozdělit na tři slova u = xwy tak, že

1. |xw| ≤ n,
2. w 6= ε
3. a pro každé přirozené č́ıslo i = 0, 1, . . . plat́ı xwiy ∈ L.

�
Dř́ıve než pumping lemma dokážeme, ukažme, jak se dá toto tvrzeńı využ́ıt. Z toho, že se jedná
pouze o nutnou podmı́nku, vyplývá, že je možno jej využ́ıt pouze pro d̊ukaz, že nějaký jazyk neńı
regulárńı.

2.1.17 Fakt. Jazyk L = {0m 1m ; m ≥ 0} neńı regulárńı jazyk. �

Zd̊uvodněńı. Kdyby L byl regulárńı jazyk, muselo by existovat přirozené č́ıslo n s vlastnostmi 1
až 3 z pumping lemmatu 2.1.16. Ukážeme, že to vede ke sporu.

Předpokládejme, že takové č́ıslo n existuje. Vezmeme slovo u = 0n 1n, které je délky 2n, což
je v́ıc než n. Podle pumping lemmatu lze u rozložit na tři slova u = xwy s vlastnostmi 1 až 3.
Ukážeme, že to neńı možné.

Vı́me, že xw je prefix slova u a |xw| ≤ n, proto se slovo xw skládá ze samých 0. Nav́ıc w 6= ε,
muśı proto w = 0k po nějaké k ≥ 1. Pak ale slovo xw2y = 0n+k1n nemá stejný počet 0 i 1, tj.
nelež́ı v jazyce L, ale podle pumping lemmatu by v L ležet mělo. Odvodili jsme spor; chyba byla
v tom, že jsme předpokládali, že L je regulárńı. jazyk.

2.1.18 Myšlenka d̊ukazu pumping lemmatu. Uvažujme libovolný regulárńı jazyk L. Protože
L je regulárńı, existuje DFA M = (Q,Σ, δ, q0, F ), který tento jazyk přij́ımá (tj. L = L(M)).

Označme n počet jeho stav̊u. Vezměme libovolné slovo u ∈ L délky větš́ı než n. Sled ve stavovém
diagramu, který odpov́ıdá práci automatu nad slovem u, muśı obsahovat cyklus, protože má v́ıce
hran než je jeho počet stav̊u, tud́ıž to nemůže být cesta. Označme

• x slovo, které odpov́ıdá té části sledu, než poprvé vstouṕıme do prvńıho cyklu,
• w slovo, které odpov́ıdá jednomu pr̊uchodu t́ımto cyklem, a
• y slovo, které odpov́ıdá zbylé části sledu.

Neńı těžké se přesvědčit, že slova x,w, y splňuj́ı všechny vlastnosti z pumping lemmatu.

Poznámka. Jak už jsme uvedli, podmı́nka z pumping lemmatu je pouze nutná, neńı postačuj́ıćı.
Následuj́ıćı věta plně charakterizuje regulárńı jazyky, tj. jazyky, které jsou přij́ımány konečným
automatem.

2.1.19 Nerodova věta. Je dán jazyk L nad abecedou Σ. Pak L je regulárńı jazyk právě tehdy,
když existuje ekvivalence T na množině všech slov Σ? taková, že

1. L je sjednoceńı některých tř́ıd ekvivalence T .
2. Jestliže pro nějaká slova u, v ∈ Σ? plat́ı u T v, pak pro každé slovo w ∈ Σ? plat́ı také
uw T vw.

3. T má pouze konečně mnoho tř́ıd ekvivalence. �
Poznamenejme, že druhá podmı́nka vlastně ř́ıká, že ekvivalence T je pravá kongruence monoidu

(Σ?, ·, ε).
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8 [240926-1354 ]

Myšlenka d̊ukazu. Jestliže je jazyk L regulárńı, pak existuje DFA M = (Q,Σ, δ, q0, F ), takový,
že L = L(M). Definujme relaci T na Σ? takto:

u T v právě tehdy, když δ?(q0, u) = δ?(q0, v).

Neńı těžké ukázat, že takto definovaná relace splňuje všechny podmı́nky Nerodovy věty.

Předpokládejme, že pro jazyk L existuje ekvivalence T splňuj́ıćı všechny podmı́nky z Nerodovy
věty. Označme [u]T tř́ıdu ekvivalence T obsahuj́ıćı slovo u. Definujme DFA M = (Q,Σ, δ, q0, F )
takto:

Q = {[u]T ; u ∈ Σ?}, q0 = [ε]T , F = {[u]T ; [u]T ⊆ L};

δ([u]T , a) = [ua]T pro každé a ∈ Σ.

Neńı těžké ukázat, že DFA M přij́ımá jazyk L. �

2.1.20 Poznámka. Nerodova věta se také dá použ́ıt k tomu, abychom ukázali, že některý jazyk
neńı regulárńı. Ukážeme si to na př́ıkladu.

Fakt. Jazyk L = {0m 1m ; m ≥ 0} neńı regulárńı jazyk.

Zd̊uvodněńı. Předpokládejme, že jazyk L je regulárńı. Pak existuje ekvivalence T s vlastnostmi
z Nerodovy věty 2.1.19. Uvažujme slova

0, 02, 03, 04, . . . , 0n, . . .

Těchto slov je nekonečně mnoho a ekvivalence T má pouze konečně mnoho tř́ıd, proto musej́ı
existovat přirozená č́ısla i, k, i 6= k, taková, že 0i T 0k.

Protože ekvivalence T splňuje druhou podmı́nku z Nerodovy věty, muśı platit 0iw T 0kw pro
každé slovo w. Zvolme w = 1i. pak dostáváme

0i1i T 0k1i.

Ovšem slovo 0i1i patř́ı do jazyka L, kdežto slovo 0k1i do jazyka L nepatř́ı. To je ale v rozporu
s prvńı podmı́nkou z Nerodovy věty; totiž, že jazyk L je sjednoceńım některých tř́ıd ekvivalence
T . Proto jazyk L neńı regulárńı. �

2.1.21 Jak dokázat, že daný automat přij́ımá daný jazyk. Obvykle neńı problém vymys-
let si pro daný regulárńı jazyk L nějaký automat, problém je dokázat, že funguje, tj. že přij́ımá
správný jazyk.

Vyzkoušeńım činnosti automatu na několika př́ıkladech lze prokázat, že automat funguje špatně
(přij́ımá, co nemá, nebo nepřij́ımá, co má), ale nelze prokázat, že na všech nekonečně mnoha slovech
funguje dobře.

Jednou z možnost́ı, jak dokázat, že automat přij́ımá daný jazyk, je využit́ı Nerodovy věty —
metoda invariant̊u.

Každému stavu q přǐrad́ıme přesný popis všech slov, které převedou počátečńı stav q0 do stavu
q. T́ım poṕı̌seme jednotlivou tř́ıdu ekvivalence T z Nerodovy věty. To se většinou dělá pomoćı
formule Iq(u) (kde slovo u je proměnná); a tuto formuli nazveme invariantem pro stav q. Abychom
opravdu dokázali, že náš automat pracuje správně, je třeba, aby:

1. Prázdné slovo splňovalo invariant Iq0 počátečńıho stavu q0.

2. Každé slovo u nad vstupńı abecedou splňovalo právě jeden invariant (tj. každé slovo u lež́ı v
právě jedné tř́ıdě ekvivalence T ).

3. Pro každý stav q a každý vstupńı symbol x platila implikace Jestlǐze slovo u odpov́ıdá
invariantu Iq(u), pak slovo ux odpov́ıdá invariantu Iδ(q,x)(ux).

Tj.
Iq(u)⇒ Iδ(q,x)(ux) .
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4. Pro každé slovo nad vstupńı abecedou platilo, že u ∈ L právě tehdy, když u splňuje invariant
pro některý koncový stav q ∈ F (tj. platilo Iq(u) pro nějaký koncový stav q).

Vymyslet invarianty nemuśı být úplně snadné, ale jsou-li již vymyšleny, pak ověřeńı výše
uvedených podmı́nek je již rutinńı záležitost́ı.

2.1.22 Ekvivalentńı automaty. Pro jeden regulárńı jazyk může existovat v́ıce DFA, které
tento jazyk přij́ımaj́ı. Nejlepš́ı by bylo, kdybychom byli schopni naj́ıt ten

”
nejjednodušš́ı“ automat

mezi nimi. Pro deterministické automaty to je možné – ukážeme postup, jak naj́ıt redukovaný
automat k danému DFA a ukážeme, že jestliže dva automaty přij́ımaj́ı stejný jazyk, pak k nim
redukované automaty se lǐśı pouze přejmenováńım stav̊u (jsou isomorfńı). Dokonce i přejmenováńı
stav̊u (isomorfismus) se dá naj́ıt jednoduchým algoritmem. Dř́ıve než redukované automaty zave-
deme, uvedeme pojem ekvivalentńıch automat̊u.

Definice. Řekneme, že dva automaty M1 a M2 jsou ekvivalentńı, jestliže přij́ımaj́ı stejný jazyk,
tj. jestliže L(M1) = L(M2). �

V daľśım textu ukážeme, jak k danému DFA naj́ıt automat, který je
”
co nejjednodušš́ı“ a který

přij́ımá stejný jazyk. To bude právě redukovaný automat.

Postup rozděĺıme na dva kroky: 1) Nejprve z automatu odstrańıme nedosažitelné stavy; 2) pak
stavy, které

”
nerozlǐśıme“ nějakým vstupńım slovem, prohláśıme za ekvivalentńı — tj.

”
za stejné“.

2.1.23 Dosažitelné stavy. Je dán DFA M = (Q,Σ, δ, q0, F ). Řekneme, že stav q ∈ Q je
dosažitelný, jestliže existuje slovo u ∈ Σ? takové, že δ?(q0, u) = q. �

Jinými slovy, stav q je dosažitelný, jestliže je dosažitelný z počátečńıho stavu q0 ve stavovém
diagramu automatu M (tj. z q0 vede do q orientovaný sled).

Je zřejmé, že stavy, které nejsou dosažitelné, nemaj́ı vliv na jazyk, který daný automat přij́ımá.

2.1.24 Postup nalezeńı dosažitelných stav̊u. Množinu dosažitelných stav̊u najdeme např.
následuj́ıćım postupem, který je vlastně prohledáváńı do š́ı̌rky stavového diagramu.

Q0 := {q0}
repeat

Qi+1 := Qi ∪ {δ(q, a) ; q ∈ Qi, a ∈ Σ}
until Qi+1 = Qi.
return Q′ = Qi

2.1.25 Ekvivalence stav̊u ∼. Máme dán DFA M = (Q,Σ, δ, q0, F ). Řekneme, že dva stavy
p, q ∈ Q jsou ekvivalentńı, jestliže pro každé slovo u ∈ Σ? plat́ı

δ?(p, u) ∈ F právě tehdy, když δ?(q, u) ∈ F.

Fakt, že dva stavy p a q jsou ekvivalentńı, zapisujeme p ∼ q. �

2.1.26 Redukovaný automat. Nyńı přistouṕıme k definici redukovaného automatu.

Definice. Je dán DFA M = (Q,Σ, δ, q0, F ). Řekneme, že M je redukovaný, jestliže nemá
nedosažitelné stavy a žádné jeho dva r̊uzné stavy nejsou ekvivalentńı. �

Jinými slovy, jestliže ekvivalence ∼ je identická ekvivalence na množině stav̊u Q.
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